
VERHANDELING EN 

DER 

KONINKLIJKE AKADEMIE 

VAN 

WETENSCHAPPEN 

EERSTE SECTIE 

(Wiskunde - Natuurkunde - Scheikunde - Kristalleftleer - Sterrenkunde -
Weerkunde en Ingenieurswetenschappen.) 

DEEL X 

MET ~ PLATEN 

AMSTERDAM - JOHANNES MÜI~LER 

April 1911 



Gedrukt bij JOH. ENSCHEDÉ EN ZONEN. - Haarlem. 



INHOUD. 

1. M. BRÜCKNER. Ueber die Ableitung der allgemeinen Polytope und die 

nach Isomorphismus verschiedenen Typen der allgemeinen Achtzelle 

(Oktatope). Mit 2 Tafeln. 

2. M. J. VAN UVEY. Algebraische Strahlencongruenzen und verwandte 

complexe Ebenen als Schnitte derselben. 





Uebef die -Ableitung der allgeIDeinen Polytope 
und die naeh ISOIDOfphisIIl us vefsehiedellen Typen 

def allgeIDeillell Aehtzelie (Oktatope) 
VON 

Prof. Dr. M. BRÜCKNER (Bautzen, Sachsen). 

Verhandelingen der KOllinklijke Akadtmie van Wetenscbappen te Amsterdalll. 

(EERSTE SECTIE). 

Deel X. N° 1. 

(Mit 2 Tlrl'eln.) 

AMSTERDAM, 

JOHANNES M ÛLLER.. 

1909. 





Einleitung: Von den allgemeinen konvexen Polyedern. 

Das Problem der Bestimmung der allgemeinen konvexen Polyeder 
(mit nur dreikantigen Eeken) einer gewissen bestimmten Znhl von 
Begrenzungsfläcben ist auf verschiedene Weise gelöst worden 1). Am 
nächstliegel1den ist die Ableitung der von n + 1 Flächen begrenzten 
Polyeder aus den als bekannt vorausgesetzten n-flacben d urch die 
sogen. Fundamentalkon8truktionen 2), die wir im Folgenden einer 
kurzen Betrachtung zu unterziehen baben, ehe wir die Konstruk
tionen der allgemeinen Polytope erläutern können s). 

Sollen aus den allgemeinen n-flacben Pil alle · Pn + 1 abgeleitet 
werden, so schneidet man von den p" durcb eine Ebene eine, zwei, 
drei. . .. (benachbarte) Ecken einer Fläcbe ab, fügt also der Ober
fläche des Pn ein Dreieck, Viereek , Fünfeck. . .. ein, wobei die 
Kantenzahlen einiger andrer Fläcben des Pn geändert werden. Es 
mögen die Pn von der er8ten, zlOeiten, dritten . ... Kla88e heissen, 
je nachdem die Begrenzungsfliichen geringster Kantenzabl Drei-, 
Vier-, Fünf-.... eeke sind. Dann ergibt sieh ein p" + 1 er8ter 
Kla88e, wenn irgend eine Eeke eines Pit beliebiger Klasse durch 
einen dreiseitigen Schnitt entfernt wird; denn das ]J" + 1 enthält 
mindestens ein Dreieek, nämlieh das neueingeführte (erste Fun
damentalkonstruktion). Die zweite Fundamentalkonstruktion zur 
Erzeugung der allgemeinen p" +1 besteht darin, dass durcb einen 
vierseitigen SChllitt eine Kante A B des Ptt entfernt wird. Nul' die 
beiden Seheitelfläehen in A und B erhalten dadurch in Pn + 1 je 
eine Kante mehr. Hieraus folgt: Die Ptt + 1 zweiter Klasse sind durch 
die zweite Fundamentalkonstruktion aus allen Pn von der zweiten 

') Vergl. BRÜCIINER, Vielecke und Vielfiacbe, Leipzig 1900. S. 93. 
') A. a. O. S. 84. 
') Für die Polytope bezieben wir uns bes. auf P. H. SCHOUTE, Mebrdimensionale 

Geometrie, 2. Teil. Leipzig 1905. 
1* 
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Klasse ab zu konstruieren , sowie aus den Pn erster Klasse, die nur 
ein Dreieck besitzen (man schneide eine Scheitelkante dieses Drei
ecks ab) oder zwei ])reiecke mit gemeinsa1ller SchelÏelkante A B (man 
unt.erwerfe diese Scheitelkante der zweiten Konstruktiou). Schneidet 
man zwei aufeinanderfolgende Kanten AB, B C einer Grenzfiäche 
des Pn durch ein l!'ünfeckab, so erhalten die beiden Scheitelfiächen 
in A und C je eine Kante mehr, aber an Stelle der das Kant«tD
paar AB, Beenthaltenden Fläche tritt eine lnäche mit urn erns 
geringerer Kantenzahl. Diese dritte Fundamentalkonstruktion ZUl' 

Erzeugung der Pn + 1 dritter Klasse braucht offen bar die Pn erster Klasse 
nicht mehr zu berücksichtigen und von den Pn zweiter Klasse kom
men nul' soiche Polyeder in Frage, bei denen die Scheitelfiächen in 
A und e allein Viet~ecke sind, während die l!'läche mit dem Kanten
zuge ABC mindestens sechskalltig sein muss. Ueberdies sind zur 
Konstruktion der Pn + 1 drittel' Klasse sämtliche Pn dritter Klasse zu 
verwenden; abel' auch dabei muss die Fläche mit dern Kantenzuge 
ABC mindestens sechskantig sein. Es existieren nun bekanntlich 
nur allgerneine Polyeder diesel' drei ersten Klassen, da stets 

3 la + 214 + 15 =' 12 + /7 + 2/a + ... 
sein muss. 1) Somit ist eine vierte Fundamentalkonstruktion nicht 
nötig; denn die Einführung eines Sechsecks erübrigt sich, da das 
dadurch zu erzeugende Pn + 1 sicher Drei-, Vier- oder Fünfecke 
enthalten muss, also d~rch eine der 3 ersten Fundamentalkonstruk
tionen sich aus einem Pn ergeben würde. 2) Nul' mit Rücksicht 
auf die Ableitung der allgemeinen Polytope betrachten wir noch 
weitere Schnitte der Polyedër. In erster Linie kommen hier die 
Schnitte durch Ebenen in Betracht, die sich als Weiterführung der 
bisherigen ~hei Konstruktionen anffassen lassen, wenn nämlich ein 
Polyeder durch eine Ebene so geschnitten wird, dass fL aufein
anderfolgende von den À Ecken ei1ler Grenzfiäche (p. < À-I) auf 
eine Seite dieser Ebene zu liegen kommen, ohne dassauch irgend 
eine seitende Fläche des À-ecks ihrer ganzen Erstreckung nach 
mit auf diese Seite der Ebene fällt. Es entstEiht dann durch diese 
"fL-te Konstruktion" aus dern Pn ein Pn + 1, das sich . natürlich 
auch durch eine der Konstruktionen fL= 1, 2, 3 erhalten Iiess. 
Jedenfalls kann man an einem Pil das als Vieleck grösster Kanten
zahl ein À-eck enthält fL=À-l soicher Konstruktionen an dieser 

') Vielecke u. Vielflache, S. 84. SCHOUTE, a. a. O. S. 56. 
') Die dritte Konstr. wird erst nötig bei Ableitnng der Pu aus den Pu und fübrt 

auf das einzige Pn dritter Klasse, ein von 12 Fünfecken begrenztes Polyedet-, das mit 
dem regulären Dodekaeder isomorph iat. 
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Fläehe ausführeIi. Von besonderer Bedeutung sind imFolgenden 
mit Rüeksieht hierauf solehe Pn' die von zwei (tl-l )-eeken mit 
gemeinsamer Kante und in Folge dessen von 2 Dreieeken und 
n-4 Viereeken begrenzt werden. Man bezeichnet sie als Hule. 
Von den n-l Beken Al' A2 ,. . . A"_1 einer Grenzfläehe eines 
solchen Hufes Ptt [Al A,I-1 sei die gemeinsame Kante der beiden 
(n-I)-eckeJ werden durch ·die p.-te Konstruktion die p. aufeinander
folgenden Eeken des Kantenzuges A j Aj + 1 .... A j + 1,-1 dureh ein 
(p. + 2)-eek abgeschnitten. 'Durch die letzte zulässige, d. h. die 
(n-2)-te Konstruktion ergeben sieh dann die folgenden Pn + t, je 
nachdem die nieht mit abgesehnittene letzte Eeke eine der am Ende 
vermerkten Eeken ist: 

a) Der Huf Pn + 1 (2/3;, (n-3). 14; 2 In)· Aloder An-t· 
b) Ein Pn + 1 (2/3; (n-4). 14 ; 1. 15; 1. 1~-1; 1. In)· A2 oder An-2· 
c) T 'rypen Pn + 1 (a 13; (n-6). 14; 2/5 ; 1. In-i' 1. In) 

Aa oder AIl- 3 , A4 oder All_I,. u. s. w. 

Unter c) sind T = !!..-; oder T = '_1-;5 allomorphe 'fypen enthalten, 
je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Für p.=À fällt das oben erwähnte À-eek völlig auf die eine 
Seite der schneidenden Ebene, und das erzeugte Polyeder, aus dem 
gegebenen dureh Absehneiden eines À-seitigen Prismas entstanden, 
ist wieder ein 'Pil' das mit dem ursprüngliehen isomorph ist. Es 
existieren aber für jedes Pn noch weitere zulässige Schnitte, wenn 
nur verlangt wird, dass keine seiner Grenzfläehen ihrer ganzen Aus
dehnung naeh anf die dem Polyeder abgewandte Seite der sehnei
den den Ebene fällt: z. B. wenn das 'fripel von Kanten einer Eeke 
dureh ein Seehseek abgesehnitten wird, u. s. w. 1). 

Wir werden auf diese Konstruktionen , so weit sie im Folgenden 
gebraueht werden, an Ort nnd Stelle zurüekkommen. 

In den Figuren 1-8 liegen für spätere Verwendung, die allge
meinen Polyeder flir n = 5, 6, 7 gezeiehnet vor. Es ist das Polye
der zentral so aus einem ausserhalb liegenden Punkte anf eine seiner 
Grenzfläehen projiziert, dass alle seine Eekpunkte innerhalb dieser 
Pläehe liegen. Man hezeiehnet diese Bilder der Polyeder als ihre 
IJiagramme. 2) Das Problem, alle Pn zu bestimmen, unter de l'en 
Grellzfläehen ein À-eek vorkommt ist dann, da ein allgemeines Pn 
2n - 4 Eeken besitzt, idel1tiseh mit dem, 2n - 4 - À Punkte 

') Verg!. o. HERMES, Ueber Anzahl und Form von Vielfiachen. Progr. d. Kölln. 
Gymn. Berlin 1894. 

2) SCHOUTE, a. a. o. S. 23. Die Diagramme aller allgem. Vielflache bis n = 10 
verg!. Vielecke u. V. Taf. !I-V. 
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innerhalb des Perimeters eines À-ecks so unter einander und mit 
den À Beken des Aussenpolygons zu verbinden, dass jeder der Binnen
punkte mit nul' je 3 andern Pnnkten, jeder der äussern Polygon
punkte abel' nul' mit einem Binrienpunkte verbunden und die Fläche 
des À-ecks in n - 1 einfachzusammenhängende ZeIlen geteilt wird. 
Es ist ersiehtlich, dass dieses Problem der PolY!J0llteilttn!J , weil ge
wisse Zerlegnngen verschiedenkantiger Vieleeke Diagramme dessel
ben Polyeders Pn auf verschiedenkantige seiner Grenzfläehen be zo
gen 1) darstellen , seine wahre Bedeutung erst erhält, wenn man 
die geteilten Polygone als Diagramme dreidimensiollaler Polyeder 
auffasst. 2) 

§ I. Von den all~elleinen konvexen Polytopen. 

Unter einem Polytop (Vielzell) versteht man eine Reihe von Polye
dern, die im vierdimensionalen Raume derart mit einander verbun
den sind, dass je ein Polyeder jede seiner begrenzenden Flär.hen 
mit einem und nul' einem andern Polyeder gemein hat, wobei durch 
diese Reihe der Polyeder der 114 in 2 getrennte Gehiete zerlegt 
wil'd, ein "inneres" (endliches) und ein "äusseres" (unendliehes). 
Jedes der dreidimensionalen Polyeder liegt dabei in einem anderen 
dreidimensionalen Raume. Die gemeinsame }'läehe zweier Grenz
polyeder liegt in der Sehnittebene der beiden benaehbarten Räume. 
Ein Polytop heisst allgemein, wenn jede seiner Eeken von nul' 4 
Polyedern gehildet wird, also in jeder seiner Kanten 3 Polyeder 
aneinandergrenzen. 3) An jeder Eeke nehmen 6 Fläehen Teil. Ist 
e die Zahl der Eeken. lc der Kanten, f del' }'läehen und P der 
Polyeder des Polytopes, so geiten nehen der Gleichung 

e-lc+f-p=O 

für ein aVgemeines Polytop die Relationen 4): 

lc = 2e; f = e + p. 

Während für ein aIlgemeines Polyeder des dreidimensionalen 
Raumes, das von n Flä.ehen begrenzt wird, die Zahien der Eeken 
und Kanten durch die Gleichungen e = 2n - 4, Ic = 3n - 6 be-

') Verg!. die Diagramme Fig. la und lb desselben P •• 

') Wir bezeichnen die allgemeinen n-flache mit Pn und verstehen unter Pn' stets 

den Huf, unter Pn' das Prisma, während die mit weiteren Indices versehenen PnIlI, 

PnIV ,. " die übrigen (für n = 7 durch die Figuren 6-8 erläuterten) Polyeder Pn sind. 
') SCHOUTE, a. a. O. S. 28. 
') SCHOUTE, a. a. O. S. 65. 
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stimmt sind, gilt der Satz: ])ie Anzaltl der Beleen eines allgemei
nen PolytojJe8 mit jJ Pol!Jedern (p> 5) ist nur an die Ungleiehung 
bezw. Gleiehung gebunden: --

pep - 3) 
3p-IO <e<----. 

=, = 2 

In Verbindnng mit den obigen Gleichungen folgt hieraus für die 
Anzahl der 2-' nnd 3-dimensionalen Begrenzungsstücke: 

2 (3 P - 10) ~ Ie <p (p - 3); 

2 (2p - 5) <f<P (p -1). 
- -- 2 

Dabei werden für jede Zahl p der Polyeder die unteren nnd 
oberen Grenzen für e, Ie und f wirklich erreicht, wie später zu he
wei sen ist. 

Ein konvexes Polytop in R4 wird von einer Geraden, die nicht 
vollstandig in einem Gl'enzraume Ra liegt, in 2 Punkten geschnit
ten. 1) Verbind et man also einel1 Punkt aussel'halb des Polytopes 
in R4 mit allen seinen Ecken, so schneiden diese Geraden bei passen
der Wahl der Lage des Punktes einen Grenzraum in ebensoviel 
Punkten , wie die ausserhalb dieses Grenzraumes noch liegen den 
Ecken des Polytopes betragen , und es el'gibt sich somit eine zen
trale Projektion der übrigen begrenzenden Polyeder in diesen Raum, 
die als Diagralll1n der Polytopes zu bezeichnen ist. Wir werden im 
allgemeinen das Polytop möglichst " in ein Grenzpolyeder grösstel' 
Plächenzahl projizieren. 

Ein in ZeIlen geteiltes allgemeines Polyeder ist also als Diagramm 
eines allgemeinen Polytopes aufzufassen, wenn in jedem der Binnen
punkte 4 ZeIlen, in jeder Verbindungskante zweier Punkte :3 ZeI
len aneinandergrenzen; das umhüIlende allgemeine Polyeder ist der 
letzte Grenzraum. Die Figuren 9-13 stellen die Diagram me" der 
allgemeinen Polytope P7 dar. Projiziert man dasselbe Polytop in 
verschiedene seiner Grenzräume, so erhält man verschiedel1e Dia
gramme d. h. Polyederteilungen, wie die Figuren 10 nnd loa er
läutern;~.ll denen dasselbe P7 einmal in ein begrel1zel1des P6', das 
zweite Mal in eill )J5 projiziert ist. Als Polyederteilung hat man 
somit zwei verschiedene Lösungen, die ihr wahres Wesen erst offen
baren, wenn maIl die Figuren als Diagramme vierdimensionaler 
Polytope auffasst. - Unter diesen besitzen 2 Arten besonders ein-

') SCHOUTE, a. a. O. S. 28, N°. 10. 
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fachen Charakter. Unter einem Hufe verste he man ein Polytop, 1) 
dessen sämtliche Ecken zwei isomorphen Pn zugehören, die eine 
homologe Grenzfläche gemeinsam haben. Für dasselbe Pn lassen sich 
demnach soviel Hufe in R4 konstruieren, als wesentlich nach lso
morphismus verschiedene Grenzflächen von Pn in Frage kommen, 
und es sind die erhaltenen Hufe der Zahl der Ecken etc nach .. 
verschieden. lst die gemeinsame Fläche der beiden Pn ein À-eck 
so ist für den Huf 2): 

e = 4 n - 8 - À; lc = 8 n -16 - 2 À; 

f=5n-. 7-À;p=n+1. 

Es sind z. B. die drei Siebenzelle P71, P7 2, P74 (Fig. 9, 10 und 12) 
Hufe aus zwei P6', in denen der Reihe nach ein Fiinfeck, Viereek und 
Dreieck gemeinsame Fläche der beiden P6' ist. a) Das Siebenzell P 78 (Fig. 
11) ist ein Huf aus zwei P6". - Die zweite Art von Polytopen 00-
sondern Charakters sind die Prismen. Ein vierdimensionales Prisma 
entsteht, wenn ein Polyeder Pn so in R4 bewegt wird, dass seine Ecken 
aequipollente Strecken 4) beschreiben, aber nicht in demselben Raume I 

Ra bleiben. Es besitzt also 2 kongruente "Deckl'äume" und n drei
dimensionale Prismen als "Mal1telräume". Der H uf P 7 a ist zugleich 
ein Prisma aus einem P5 als Deckraum, wie sich erkennen lässt, 
wenn man das Polytop in eines der vier P5 (z. B. EI.A., F)( B) 
projiziert 5), oder aus Fig. 11; nur sind die von den Ecken E, I, 
u. s. w, beschriebenen Strecken EH, I.1l1,... iru Diagramm nicht 
aequipollel1t. Wir teilen nun analog den Polyedern zur Uebersicht 
die Polytope in R4 in Klassen, wobei wir das Vorkommen von 
Polyedern bestimmter Flächenzahl als Grenzpolyeder zum Eiuteilungs
pril1cipwählen. Ein Polytop der ers ten Klasse besitze unter seinen 
Grenzräumel1 P4 (d. i. Tetraeder) und irgend welche Pn grösserer 
Flächenzahl (wenn P > 5 ist). Ein Polytop der zweiten Klasse besitze 
keine P4 mehr, aber P5 und Polyeder grösserer Flä6henzahl. Ein 
Pol ytop i-ter Klasse besitzt keine p 4' P5 ' ... Pi + 2' wohl aber Pi + 3 

') Das Beiwort allgemein ist künftig stets weggelassen. 
') Vergl. meine "Elemente der vierdimens. Geometrie". Zwickan 1894. S. 46. 
') In Fig. 9 ist das Fünfeck A B CD G gemeinsame Fläche der beiden p'.; in den 

andern Fignren ist die gemeinsame Fläche schraffiert nnd flir das innenliegende Polyeder 
ist die fünfeckige Fläche mit dem Kantenznge LIG.A.B bezw. NMFBK aus dem 
hintersten Fünfeck det äusseren Umhüllnngszelle bis auf eine Kante heraustretend 
vorzustellen. 

') SCHOUTE, a. a. O. S. 37. 
") Vergl. Elem. der vierdim. Geom. Taf. Il. Fig. 17b • Die Diagramme der p. und 

p. sind dort auf den Tafeln gezeichnet. p. (Taf. I Fig. 8) ist das aus 5 Tetraed.em 
gebildete "Simplex" (verg!. SCHOUTE a. a. O. S. 1) des R •. p.' (Fig. 13a auf Taf. Il) 
ist ein ·Prisma aus P. als Deckraum; Po' (Fig. 14a) ein Huf über P •. 
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nnd weitere. Da unter den Grenzpolyedern eines konvexen Pp ein 
PI'-i das Vielflach höchster Flächenzabl sein kann (es sind dann noch 
p-I Polyeder vorhanden, von denen jedes eine seiner Flächen 
mit dem Pp-1 gemein bat) so kann ein P

l
, zur 1, 2, 3 .... 

(p-4)-ten Klasse gehören. 
Es wird sich zeigen , dass für jeden Wert von p Polytope diesel' 

sämtlichen Klassen existieren 1) nnd sich konstruieren lassen. Diese 
unsre nächste Aufgabe: Die Konstruktion sämtlicher Polytope P p + 1 

aus den als bekannt vorauszusetzenden Pp , werden WIr an den 
Diagrammen erläutern. 

Ist A eine Ecke eines Polytopes Pp , und sind Al' A 2 , A3' A4 
PUll kte anf den 4 von A ausgehenden Kanten, so konstruiere man 
das Tetraeder Al A2 A3 A4 und tilge die inl1erbalb desselben lie
genden 'reile jener 4 Kanten sowie die Ecke A selbst. Dadnrch 
wird auf die 4 Polyeder in A die erste Polyederkonstruktion ange
wandt, d. h. von jedem. wird eine Ecke abgeschnitten. Das neue 
Polytop P p + 1 gehör.t der er8ten Kla88e nach obiger Einteilung an, 
denn es entbält mindestens das eine P4 _ Al A2 Aa A4' 

Aus einem PI' (e, k,l,p) beliebiger Klasse ergibt sicb durch diese 
er8te · Polytopkonstruküon ein Polytop erster Klasse Pp + 1 (e + 3, 
k + 6, l + 4, P + t). Da durch alle weiterhin zu besprecbenden 
Konstruktionen die ZRhl der Ecken urn mehr als 3 erhöht wird, 
so ergeben sich die Polytope mit der Minimalzahl der Ecken durch 
wiederholte Anwendung diesel' ersten Konstruktion. Es besitzt daher, 
weil fül' P = 5 auch e = 5 ist, ein P p das Minimum del' Ecken 
e = 5 + (p-5). 3 = 3p-IO, wie früher behauptet war. Ueber
dies leucbtet ein, dass zur Erzeugung del' P p + 1 erster Klasse diese 
erste Konstruktion auf 8ällltliche Pp zu erstl'ecken ist, und es sind 
alle deren Ecken zu berücksicbtigen. Ebenso wie bei Konstruktion 
der Polyeder in · R3 wird aucb hier dasselbe p}J + 1 sich zuweilen 
ausmehreren Pp ergeben , ja in Folge der Symmetrie selbst mehrere 
Male aus demselben PJI' Inverse d. h. spiegelbildlich-isomorphe 
Diagramme sollen dabei überhaupt als gleichwertig angeseben 
werden. 

IJie zwei te Polytopkon8truktion. Ist AB eine Kante im Diagramm 
eines P p' so seien Al' A2, A3 und BI' B2' B3 Punkte auf den 
iibrigen je 3 von A und B allsgehenden Kanten, derartdass Al 
und BI' A2 UIJd B2 , A3 und B3 je auf Kanten derselben von den 
3 Flächen liegen, die die Kante AB gemein haben. Diese 6 Ecken 
Al ' A2' A3' BI' B 2, B3 sind die eines P5' das riach 'lllgung der 

') Man beachte den Unterscbied der Klassenzahl der Gebilde in Eo und E,. 
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Kante AB und der innerhalb P5 liegenden Kantcnteile A Al U. S. w. 
als neues Gt'enzpolyeder dem Polytope bezw. Diagramme eingefügt 
ist. Dabei wird auf die 2 Scheitelpolyeder der Kante A B in A und 
B die erste Polyederkonstruktion angewandt; aus den 3 Polyedern, 
die die Kante AB gemeinsam hatten, wird durch die zweite 
Polyederkonstruktion ebenfalls je ein Polyeder ~it um 1 vermehrter 
Fläehenzahl. Aus dem Pp (e, k, j, p) wird ein PIJ + t (e + 4, 
k + 8, j + 5, Jl + I). Da diese zweite Polytopkonstmktion zu 
einem P p + t mit mindestens dem eingefügten P5 führt, so ist sie 
zur Ableitung der Pp + 1 zweiter Klasse znnäehst auf alle Pp zweiter 
und höhrer Klasse anzuwenden. Zweitens aber noch auf alle die
jenigen Pp erster Klasse die nur ein P4 besitzen; sowohl auf dessen 
Kanten selbst als Kanten AB, sowie auf seine Scheitelkanten , 
denn in beiden Fällen tritt . all Stelle dieses P4 einP5' ·Endlieh sind 
aueh die PI' crster Klasse zu berüeksiehtigen, unter deren Grellz
lèörpern nur 2 Tetraecler Al A2 As A4 und BI B 2 Bs B4 mit der 
Scheitelkante Ai Bi auftreten, wobei an Stelle dieser Kante Ai Bj 
das neue P5 tritt. 

Mit d.ieser zweiten Polytopkollstruktion ist die Eindeutigkeit der .. 
Konstruktionen schon erschöpft, da bereits für P6 zwei verschiedene 
'l'ypen cxistieren, cl. h. die Polytope dritter Klasse ihren Charakter 
als so/cher sowohl dem Vorkommcn von P6' wie P6" verdanken kön- . 
nen. Es so11 nun zunächst die Einfügung der llufe P6',P7',· .. p'n 
genauer betrachtet werden nnd wir bezeiehnen die dazu nötige 
Konstmktion als Polytopkonstruktion 3', 4' ... I). Es liege das Dia
gramm irgend eines Pp vor, das 2 Polyeder mit einem gemein
samen À-eck enthält. p.. + 2 aufeinander folgende Eeken dieses À-ecks 
seien eo' el' e2, .. . e~_t, e~, e~+1' wobeiim ungünstigsten Falle 
eo mit e~ + 1 identiseh ist. 2) (Allgemein sei p.. + 2 < À, so dass 
noch weitere Ecken des À-ecks vorhanden sind). Man verbinde einen 
Punkt elS auf el eo mit einem Punkte e~ s auf e~ e~ + t durch die 
Strecke el s e~ s, die also ganz innerhalb des PerimeterS des À-ecks 
verläuft. Auf den noch verbleibenden je 2 Kanten von den Ecken 
el' e2 · .. e~ im Diagramm, die nicht dem À-eek angehören, fixiere 

d· P k I 2 I 2 I 2 I 2 cl · man te un te el ' el ; e2 ' e2 ; eg , es ; . . . e~ ,e~ so, ass 
d· P kIl I I . d' P k 2 2 2 2 Ie un te el ' e2 ,es ... e~ ,sowle Ie un te el ,e2 ,es ... e~ 
für sieh je in einer Ebene dureh die Kante el s e~ s liegen. Durch 
diese beiden (p.. + 2 )-ecke, die beiden Dreieeke el 1 el

2 el s, e~ I e~2 e~ s. 
und die p..-l Viereeke elI el

2 e2
2 e2

I, e2
1 e2

2 e3
2 e3

t , ... el~_t 

1) Es werde allgemein die Einfügung eines Pn', Pn", pnlIl,. .. in das Diagramm 
durch die Konstruktion (n-3)', (n-3)", (n- 3)III, .. , geleistet. 

J) Vergl. Fig. l3u für /L = 4. 

http://entha.lt
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elJ.2_1 el} el'-l wird ein Huf Pl'-+'d begrenzt, durch dessen Einfügnng 
das Diagmmm eines P p + 1 cntsteht. 1) 'Wir bezeichnen diese Kon
strnktion als die Konstrnktion p':. 

Aus clem Polytop P p (e, k, J, p) entsteht dm'ch sie em 

P 1H 1 (e + fJ. + 2, k + 2fJ. + 4, J + fJ. + 3, p + 1); 

denn es ist el = e- fJ. + (2fJ. + 2), k' = k- (fJ. -1) + (3f.l. + 3), 
während Flächen und Polyeder nicht verloren gehen, sondern nur 
neu hillZukommen. Bei Ausführung der geschilderten Konstruktion 
erleiden die beteiligten Polyeder des Diagrammes die folgenden 
Veränderungen. Dm'ch die dreikal1tigen Schnitte elI el

2 el
3 und 

el'-l ep.2 ep.3 wird von den beiden Scheitelpolyedern TIl nnd TIp. des 
Kantenzuges el e2 ", elJ. eine Ecke abgeschnitten (erste Polyeder
konstruktion). Durch die fJ. - 1 Vierecke elI el

2 e2
2 e2

1 u. s. w. 
werden die Kanten el e2 ... von fJ. - 1 Polyedern TIl '2' TI2 ·3 , ..• 

TIP._l.P. abgeschnitten (zweite Polyederkonstruktion), während die bei
den Polyeder A und A', die das À-eek gemein hatten, der als fJ.
te bezeichneten Polyederkonstruktion unterworfen wurden. Beachten 
wir jetzt, das die Polytopkonstruktion nur dazu dienen solI, einen 
Huf Pp.+3 dem Pp einzufügen, so darf sie nur ausgeführt werden, 
wenn l1ach ihrer Erledigung das Polytop P p + 1 keine Polyeder ge
ringerer }'lächenzahl, a]so a'uch keinen Huf niedrer Flächenzahl be
sitzt, deun sonst hätte dessen Einfügullg die höhere Konstruktion 
Ilnllötig gemacht , Wir 8etzen allel'ding8 hie1'bei dz'e h'rledzfJung der 
li-ïnfü!Ju1Zg aller Polyeder geri1Zgerer Flächenzahl überhaupt voraU8. 
Es dient die Einfügung eines H ufes pp. + 3 sonach erst zur Ableitung 
der PI'- + 1 fJ.- ter Klasse aus den PIJ und es ist diese Konstruktion 
auf alle Pp von der fJ.-ten Klasse ab (die niedern Klassen ausge
schlossell) anzuwenden. Nul' von der (fJ. - l)-ten Klasse der P p sind 
noch gewisse rrypen mit zuzuziehen, nämlieh solche, die das À-eck 
in der geschilderten Weise im Diagramm besitzen, und bei denen 
die Polyeder pp. + 2 lediglich längs des zu entfernenden Kantenzuges 
el' e2· ... el'- liegen, also eine Kante dieses Zuges, oder wenigstens 
eine der Ecken el und ep' besitzen. 

Das Maximum der Eckenzahl eines allgemeinen Pp ist vorhanden, 
wenn alle begrenzenden Polyeder (p-l)-flache sind. Da ein (p-I)
flach 2p-6 Ecken hat, so besitzen die p Polyeder p (2p-6) 
Ecken und das Polytop, da danll jede Ecke vierfach gezählt ist, 
p (2p-6) P (p-3) ". . 

4 d. h. 2 ' Ecken, WIe oben angegeben wurde. WH 

') Für p. = 1 und 2 sind die eingefügten Polyeder ein 1" und }J" und wir haben 
die schon erlii.llterte 1. und 2. Konstruktion. . 
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beweisen jetzt den früher behaupteten Salz, dass für jeden Wert 
von p (> 5) Pol!/tope etlJÏstieren, deren Eclcenzahl dieses hIaxinzum 
en'eicht, dur eh den Sehlnss von p auf p + 1. Es existiere das 

u' u p (p ---3) f" . Pd ' t cl lnaXlIl1Um ju = "-- - ---" - UI' ezn p' Uil WIl' se zen voraus, ass 
2 

dann das Polytop einen Huf i/> _ 1 besitze (das vorher mit A 
bezeiehnete Polyeder). 

Die Znlässigkeit diesel' Annahme wird sich zeigen. 1) Auf diesen 
Huf wenden wir die Konstruktion p.' = p-3 an. Dies ist statthaft, 
tilenn die Fläche mit der Maximalzahl der Kanten des IJ nfes P'P-1 
ist ein (p-2)-eek; man kann also einen Kantenzug mit p-3 Eeken 
abschneiden, und zwar gesehehe dies nach dem Schema a) der Ein
leitung. Der dem Polytopdiagramm dadureh eillgefügte Huf hat 
dann 2 (p-3) + 2 = 2p-1, Ecken. Das neue Polytop besitzt sIso 
sicher mindestens diesen einen H uf! Die Zahl seiner Ecken ist abel' 
gleich der Zahl der Ecken des ursprüngliehen Polytopes, vermin
dert um p-3 und vermehrt urn 2 (p-3) + 2, d. h. es ist 
e'=M+p-l,oder 

e' = p (p ~31 + p-I = (p + 1) (p-2).= p' (p'-3) 
2 2 2 

für p' = p + 1, d. h. das neue P p + 1 hat die Maximalzahl j}j' der 
Ecken. N un existieren für p = 5, 6, 7 Polytope mit der Maximal
zahl der Ecken und mit Hufen, also. .. u. s. w. 

Dass umgekehrt sämtliche Grenzpolyeder eines P p + i mit M' Ecken 
p-ftache siml, ist nach dem Vorhergehenden selbstverständlich. Für 
p = 5, 6, 7 existiert nur je ein Polytop mit der Maximalzahl der 
Ecken und es sind sämtliche Grenzpolyeder in diesen drei :Fällen 
Hufe P'P-i' Schon für p = S gibt es vier nach Isomorphismus 
versehiedene Polytope mit der Maximalzahl von 20 Ecken, und 
unter diesen wieder eins, das lediglich von HufenP7 ' begrenzt wird. 
Solche Pol!/tope gibt es fitr jeden. Wert von p. Zum Beweise dieses 
Satzes betrachten wir das Polytop P75, bezw. sein Diagramm (Vergl. 
Fig. 13). 

Sind el e2 ea e4 e5 und el e2 ' ea' e4' e5 die beiden Fünfecke il'gend" 
eines beliebigen Hufes von P75, 80 sind el e2 und e4 ' e5 gemein
same Kanten je cilles verschiedenen Dreiecks nnd Fünfeeks. Die 4, 
Naehbarkanten diesel' beiden Kanten, die nicht Scheitelkanten der 
beiden Fünfeeke sind, sind stets Scheitelkanten der beiden Fünf-

') Damit ist natürlieh nicht ausgesehlossen, dass überdies aueh Polytope mit der 
Maximalzahl der Beken existieren, ~nter deren Grenzpolyedern sieh keine Hufe befinden. 
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ecke eines benachbarten H ufes, ulld zwar die Scheitelkantell, die 
eillem Dreieck und Viereck gemeinsam sind, so dass die 7 Drei
ecke im Diagramm deral't eine geschlossene Reihe bilden, dass jedes 
eine Ecke mit dem folgenden gemein ha.t: 

A' El' - I' KN' - N' Af 0' - 0' G H' -H' IJ G'-C' LE'-B' FA'. 

Daraus folgt, dass die dritte durch el e2 bezw. e4' e5 gehende 
gemeinsame Fläche der beiden weiteren Hufe in diescll Kanten 
stets ein Pünfeck ist. Die übrigen Kanten der Fünfecke des ersten 

"Hufes sind somit stets Scheitelk~nten der Fii.nfecke der Nachbar
hnfe. Wendet man Qun auf den Kantenzug e2 eg e4 e5 die viel-te 
Polytopkonstruktion an (auf das Polyeder die Konstruktion des 
Schema a) der Einleit.ung), so sieht man leicht ein .. dass sämtliche 
in Anspruch genommenen Polyeder wieder zu Hufen werden 1) und 
es ergibt sich ein neues Diagramm (Vergl. Fig. 49), da~ wieder 
denselben oben geschilderten Bau aufweist, wie das ursprüngliche. 
Durch die gleiche BctrachtuDg dieses uDd der folgenden Diagramme 
erschliesst man aIso, dass für jedes p eiD Polytop aus lauter Hufen 
p'p -1 existiert . . 

Schliesslich ist auch noch durch Betrachtung des Diagràmmes 
eines Pp mit der Maximalzahl der Ecken zu zei gen , WIe man aus 
ihm Diagramme von Polytopen PP+1 8ämtlichet· zU!Jehörender Kla88en 
ableitet, womit deren Existenz bewiesen ist. An dem H ufe A = pIp _ 1 

befinde sich der Kantenzug el' e2 , eg, ... ep _ 3' Wendet man auf 
je 1, 2, 3 ... (p - 3) aufeinanderfolgende Ecken die Konstruktion 
1', 2', 3' ... (p - 3)' an, so erhält man p - 3 Polytope der 1., 
2., ä ... (p - 3)-ten Klasse, d. h. aller fiir PI>+1 vorhandenen Klas
sen der Polytope, denn es ist p - 3 c= (p + 1) -" 4. 

Wir kehren nun zurück zur Ableitung der PP+1 dritter und 
höhrer Klasse aus den Pp- Da.ss die bisher betrachteten Konstruk
tionen fJ.1 der Einfügung von Hufen in die Diagramme nicht hin
reichend sein können zur Ableitung sämtlicher PP+1' geht schon 
daraus hervor, dass Polytope existieren, unter deren Polyedern sich 
keine H ufe befinden. 2) Als fernere Konstruktionen allgemeinerell 

') Die Abschneidnng der Ecken 1', und e. der Bufe in den Enden des Kantenznges : 
unterwirft diese der ersten Polyederkonstrnktion in der ~emeinsamen Ecke der beiden 
Fünfecke; die Abschneidung von Scheitelkanten e. e. u. s. w. der Fünfecke eines Hufes 
durch die zweite Polyederkonstruktion Îahrt ab er stets wieder auf Bufe. 

') Z. B. die (allgemeinen) regnlären Polytope Z. und Zu. (SCHOUTE, a. a. O. S.207 
und 213) - Hiernach sind auch die in nElemente d. vierdim. Geom." S.40 etc. erläu
terten Konstruktionen zur Ableituug der Tetraederpolytope (SCHOUTE, a. a. O. S. 34) 
nicht hinreichend; denn sie sind nur die den bisher abgehandelten Konstruktionen der 
allgemeiuen Polytope dualistisch zugeordneten. Der kundige Leser wird sieh die weiteren 
Tetraederpolytopkonstruktionen leieM ergänzen. 
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Charakters, die wir rnit 3", 4", ... p," bezeichnen wollen, betrach
ten wir die Einfügullg eines Pri8ma P"fL+3 in das Diagramm des 
Pp- Dil. seine Grund- und Deckfläche (p, - l)-Ecke silld, so ist die 

"Konstruktion folgendermassen auszufiihren. Es sei el e2 ••• efL + 1. 

eine gemeinsame Fläche zweier Polyeder A und A' des Diagl'amms. 
Nirnmt man auf den zwei von jeder der Ecken e ansgebenden 
weitern Kanten die Pnnkte el und e2 an, so dass die je p, + 1 
P k Il I I 2? 2 .. 'Eb l' un te el e2 , •• e fL+1. un< el e2- ••• e fL+1. III ell1er ene le-
gen, so bilden diese beiden (p, + 1 )·ecke und die p, + 1 Vierecke 
e; e: eT+1. e}+1. ein Prisma j/'fL+3' das dern Diagramm eingefügt ist. 
Die beiden Polyeder A und A' sind dadurch morphologisch nicht 
geändert, särntliche dritte Polyeder an den Kanten ei ei+1. sind der 
zweiten Polyederkonstruktion unterworfen. Ausdem P" (e, k, f, p) 
entstebt durch die Konstruktion p," ein PI' +1 (e + p, + 1, k -f- 2p, + 2, 
f + p, + 2, P + 1). . 

Dabei ist festzubalten, dasseine Konstl'Uction p," uur zur Erzeu
gnng eines Pp+1. p,"-ter (= 3,4,5 ... ) Kla'Sse auszuführen ist, 
also das neue Polytop keine Polyeder PfL + 2 (oder niederer Flächen
zahl) mehr besitzt, oder mit andern Worten nur an den P" p,-ter 
und höhrer Klasse und überdies an den P p (/J. - 1 )-ter Klasse, wenn 
die hierin noch vorkommenden PIJ. + 2 durch die Konstruktion in 
PfL+3 übergehen. Dabei soU noch vorausgesetzt werden, dass, die 
Konstruktionen p,' den p," voranzustellen sind. Durch diese Bedin
gung wird die Anwendbarkeit von p," hereits bedeutend einge
schränkt. Was nun die weiteren Konstruktionell zur Ableitung der 
Diagramme der Pp + 1. vierter und höhrer Klasse anbetrifft, 1) so 
wollen wir nur die Erzeugung der Polytope vierter Klasse noch 
betrachten, dil. sich von da aus das weitere Verfahren kl ar über
blicken lässt. Wir hatten bei den Konstrnktionen p,' nnd p," gewisse 
ebene Kanteuzüge el e2 • .. efL bezw. el e2 · .. efL + 1. zweier Polyeder 
A und A' mit gemeinsamer Grenzfläche ins Auge gefasst, die für 
p, = 1, 2, 3 durch folgende einfache Figuren .gegeben sind, durch 
deren Eliminierung und Ersetzung durch das beiverrnerkte Polyeder 
das Pp in ein Pp+1. überging, und zwar , in eins der arn Ende 
angezeigten Klasse: 

') Die Polytope dritter Klasse sind erledigt,da nur der Huf Po' nnd das Prisma 
p; existieren. 
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Für die Konstrnktion der P p +1 vierter Klasse kommen nun 
zunächst die beiden schon erledigten Polyedereinfügungen in Frage, 
die durch die folgenden "Figuren charakterisiert sind: 

Weiter kann abe}; ein P p + 1 vierter Klasse dadurch erzeugt wer
den, dass in das Diagramm P p eins der drei noch verfügbaren 
Siebenflache P71II

, P7 IV
, P7 v eingefügt wird. Für diese Polyeder sind 

die der Konstruktion zu Grunde liegen den Kantenzüge die folgenden: 

Von den 3 Kanten der erstel]" Figur gehören je 2 derselben 
Grenzfläche einer Polyeders des Diagrammes an. Von den Ecken 
e2, e3, e 4 gehen demnach noch 3 freie Kan ten, von el noch ein e 
freie Kante aus. Bestimmt man auf diesen 10 Kanten die Punkte 

I 2 3 I "2 3 I 2 3 d I I'· t . h e 2' e 2' e 2; e 3' e 3' e 3; e 4' e 4' e 4 un el' so ass SIC aus 
diesen 10 Punkten ein 'hIlI konstruieren (vergl. Fig. 7) mit den 
:mächen' N = e2 e3 e2 e3 e2 e3 . 0. -- e2 e3 el el el . 0. = el . .... - 2 2 3 3 4 4' fll :-= 2 4 4 } 2' fl2 - 4 

2 3 } I. 0. - 1 2 3 I I. - 3 2 I. = 3 2 I. e 4 e 3 e 3 el' 1-'3 = e 3 e 3 e 2 e 2 el' 'Y} = e 4 e 4 e 4' 'Y 2 . "- e 3 e 3 e 3' 

'Y3 == e3
2 e

2
2 e

1
2 • Das P p (e, k, J, p) wird dnrch Einfügung dieses 

p/II zu einem P p + 1 (e + 6, k + 12, f -t- 7, p + 1). 
Von den 3 Kanten der zweiten obigen Figur liegen el e2 und 

e2 e3, sowie e2 es u~d e3 e4 je in einer Ebene eines Polyeders des 
Diagrammes. Auf den 10 fre.ien Kanten diesel' 4 Ecken setze man 
die Punkte e\ e2

1 e
3}; e1

2, e2
2; e1

3 , e2
3; e\, e2

4, ~34 so fest, da~ diese 
die Eek,en eines P7 IV bilden, das dem Diagramm einzurugen ist. 

') Die Konstruktion p." = 2 ist entbehrlieh. Denn hat si eh ein gewisses P p+1 dureh 
sie aus einem Pp ergeben, so redueiere man dieses Pp+1 dureh Anwendung der Um
kehrung von p' = 2 auf dieses eingefiigte P. in ein P p' das natürlieh ein andres sein 
muss, wie das ebengenannte, denn die Konstruktion ",' = 2 erhöhte die Eekenzah1 um 4, 
"," = 2 jedooh nur um 3. Es wird sieh a1so das durch p" = 2 erzengte Pp+1 bereits 
unter den mitte1s ",' = 2 gefundenen P01ytopen finden. 
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(Vergl. .Fig. 52a und deu · 'rext in ~ 2). Es entsteht dadurch ein 
PI' + 1 mit derdel ben Formel wie vorher. 

Es ist kaum nötig, die Einfügung eines P7 v in das Diagramm 
eines P)l durch Benutzung del' dritten del' obigen Figuren, bei der 
die Kante el e2 nicht in der Ebene des Viet,~cks e2 es e4 eó liegt, 
zu erläutern. Das neue P p + 1 besitzt aber hier die F ormel P p + 1 

(e+5,k+lO,f+6,p+l), da das Viereck e2 eS e4 e5 beider 
Konstruktion getilgt wird. Die ooen !/ezeichneten Linearjiguren der 
Kantelt eines Polyeders im Dia!/l'á1ll11le des P p sind nun nichts anderes, 
als die Declr.kantensysteme der P7 im Sinne von O. Hermes ; 1) und 
es lässt sich also die betreffende Konstruktion fJ. so oft an dem 
Diagramme des Pp ausführen, als das zugehörige Deckkantensystem 
au den Polyedern des Diagrammes ausfindig gemacht werden kann. 
Abgesehen von dem mehrfachen Ergebnis desselben Pp + 1 durch 
verschiedene KOllstruktionen erfährt die Anwendung jeder eine Ein
schränkung durch die früher festgesetzte Folge der Eillfügung der 
Polyeder P7 nach ihrem oberen Index. Es ist nun leicht zu übe~-

h . d' K k . III IV V 5 6 7 ) 't se en, ww Ie onstru bonen p. , p. , p. ... Cp. = , , .. , lDi 

den Deckkantenzügen der Ps' P9' .. in Zusammenhang zu bringen 
sind. Wir erläutern jetzt den bisherigen theoretischen Teil durch 
die Ableitung aller allgemeinen Oktatope aus den bekannten fünf 
allgemeinel1 Siebenzellen. 

§ 2. Die 8ll~emeinen Oktatope oder lebtHlle. 

a). Die Oktatope erster Klasse. Die Konstruktion p.' = 1, d. h. 
die Einfügung eines Tetraeders P4 in die Diagramme der Sieben
zelle zur Erzeugung sämtlicher Ps erster Klasse ist an allen Ecken 
der P7 auszuführcn, so weit nicht schon ein Bliek auf das 
Diagramm desP7 zeigt, dass in Folge seines Bymmetrischen Baues 
eine Reihe von Ecken übergangen werden kann, da Bieh durch 
ihre Beanspruchung keine weiteren isomorph yerschiedenen Ps erge
ben können. Die Anzahl der Ecken, Kanten und Flächen der P7 , 

sowie die Zahl der begrenzenden Polyeder Pi sind zur Uebersicht 
in der folgenden Xaoelle zusammengestellt, nebst dem Hinweis auf 
die Figur des Diagrammes. 

') Vergl, VieJecke nnd VieJflache S. 97. 
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Bezeiehnung u. Figur. 1 e I~I~ I~I P41 P5 I Ps' Ips" I Klasse. 
p 1 

7 Fig. 9 Iu 12211817 1 21 21 31-1--1 
p2 Fig. 10 u. 10al 12124119 7J112141-1 1 7 

ps }'ig. U -1 41-1 31 2· 7 

p4 
7 Fig. 12 1131261201 71--1 21 41 11 2 

p5 
7 Fig. 13 114128/21 1 71-1-1 71-1 3 

Das Diagramm Fig. 9 von P71 ist offenbar symmetrisch (natürlich 
ganz allgemein morphologisch aufgefasst) gegen die Ebene des 
Dreieeks A F L und gegen die Ebene des Fünfecks ° IJ H F E. 
Es ergibt sich daraus sofort , welche Ecken, Kanten, Kantenpaare 
u. s. w. morphologisch gleiehwertig sind, z. B. die Ecken 0, IJ; 
B, B, K, 0, H, I; A, F, L. Es ist also die Konstruktion ~: = 1 
uur an 3 Ecken auszuführen, z. B. A , B, und 0. El'setzen wir diese 
Eeken durch die je 4 Eeken Al' A2' As, A4 u. S. w., so erge ben 
sich die folgenden 3 Oktatope erster Klasse. Durch Tilgung von A 
entsteht das AchtzeIl Pa1 (Fig. 14), ein Huf über der Fläche .:t von 
P7II1

• 1) Die Tilgung der Ecke B ~iht das AchtzeIl Pa2 (Fig. 15), 
einen Huf über der Fläehe a von P7IV • Tritt an Stelle der Ecke 
° das P4= °1 °2 Cs 04' so ergibt sich der Huf Pas (Fig. 16) 
über der Fläche a von P'7' Die~e 3 Oktatope erster Klasse sind die 
einzigen vom Minimum e = 14 der Zahl der Ecken. 

Der symmetrische Bau des Diagrammes des Hufes P7 2 ist am 
deutlichstell an Fig. 10a zu erkennen, in welcher die Ebene des 
Vierecks B E M L Symmetrieebene ist. Allgemein . gilt: Die ge
meinsame Ebene zweier begrenzender dreidimensionaler Hufe eines 
vierdimensionalen Hufes ist Symmetrieebene · des Diagrammes des 
Polytopes 2). Das Diagrsmm von P7 2 ist aber sueh symmetrisch 
gegen die Ebene des Vierecks K H· ° I, wie sowohl }'ig 10 als 
10a erkennen lässt. In Bezug auf diese beiden Symmetrieebenen 
sind die Ecken ..1,0; 0, H; I, K; IJ, F; bezw. A,}); B, E; 0, F; 
L, M gleichwertig; woraus folgt, dass die Konstruktion 11-' = 1 an 

') In den Figuren 14 u. 8. w. der Diagramme der Oktatope ist den nicht durch die 
vorgl.'nommene Konstruktion getilgten Ecken der Diagramme der p. derselbe Buchstabe 
belassen. Nur 80weit sich die Art der begrenzl.'nden Polyeder leicht aus der Figur der 
.p, erkennen lässt, iat sie nicht besonders angefiihrt (verg!. bierzu auch die Haupt
tabelIe am Schlusse). 

") Dies leuchtet sofort ein, wenn man das Diagramm dadurch bildet, dass man die 
Hufe mît dieser Ebene aussen an einander aetzt · und dann homologe Ecken durch Gerade 
verbindet. 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetensch. (Eerste Sectie) Dl. X N°. 1. 2 
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5 Ecken anszuführell ist, z. B. B, L, 0, G und I. Es ergebell sich 
jedoch nur die folgenden 3 Achtzelle erster Klasse. Durch Tilgung 
der Ecke B erhält man das Diagramm (Fig. 17) eines Ps 4 , eines 
Hufes über einer Fläche {3 von p/II. Die Ersetzung der Ecke L 
in P7 2 durch das P4 = Ll L 2 La L4 gibt 'das Diagramm (Fig. 18) 
eines Hufes Ps5 übel' einer }'Hiche {3 von p/V. Tritt an Stelle der 
Ecke ° von P7 2 das P4 = q 020a 04' so ergibt sich das Diagramm 
(Fig. 19) eines Ps S allgemeineren Charakters. Zwei P7lV haben das 
Sechseck q 04 B L K H gemein, nnd über dem inneren P7lV ist 
der Punkt D mit den Ecken A und G des untern (bezw. innern) 
und mit den Ecken E und F des umhüllenden P71V des Diagram
mes zu verbinden. Ersetztman die Ecke G in P7 2 durch ein P4' 
so ergibt sich ein mit Fig. 1 7 isomorphes Diagramm, wenn man 
das zunächst erhaltene in einen andern Grenzkörper projiziert. Die 
Ersetzung der Ecke I àurch eiD P4 führt auf ein mit Fig. 18 
isomorphes Diagramm. Urn nicht zu weitläufig zu werden, sollen 
im Folgenden solche Ergebnisse isomorpher Diagramme von vorn
herein unberücksichtigt bleiben. 

Die Sy mmetrieeigen schaf ten des Diagrammes Fig. 11 von P 7a 
sind leicht zu übersehen. Bei Ersetzung der Ecke G durch das 
Tetraeder Gl G2 Ga G4 ergibt sieh das einzige dureh p.' =] aus 
P 7a zn erhaltende Aehtzell Ps 7 (Fig. 20). Dieses Ps 7 ist ein vier
dimensionaler Huf über einer Fläehe a von P7 v. Das Diagramm 
des Siebenzelles P74 (Fig. 12) besitzt die Symmetrieebene der 
}'lächen I K N und L M N. Daher sind nur noch 5 Ecken zur 
KonstruktioD p.' = 1 hel'anzuziehen, z. B. B, K, N, G, L; doch 
ergeben sich nnr 3 neue Oktatope. Dureh Absehneiden der Ecke 
B in Fig. 12 mittels P4 = BI B 2 Ba B4 ergibt sich das Diagramm 
allgemeineren Charakters (Fig. 21) eines P 8 serster Klasse, das nur 
noch ein P4 enthält. Die Ersetzung der Ecke K führt zu dem 
Hufe P8 9 über einer Fläche y von P7IV

, dessen Diagramm Fig. 22 
darstellt. Tritt an Stelle der Ecke N in Fig. ] 2 ein P4' so ergibt 
sich das Diagramm (Fig. 23) eines H ufes P 8 10 über der Fläche 
{3l eines P7'· 

Ehe wir auf die Ecken des Siebenzells p 75 (Fig. 13) die Kon
struktion p.' = 1 anwenden, sei es noch einer genaueren Betrachtung 
ullterzogen. Es ist nach }'rüherem einleuchtend, dass dieses P75 

sieben isomorphe Diagramme ergibt, wenn man es der Reihe nach 
in jedes seiner 7 Grenzpolyeder Ps' projiziert. Seine Ecken sind 
zweierlei Art. Sieben Ecken werden von 2 Dreiecken, 1 Viereck 
imd 3 Fünfecken gebildet, nämlich A', B', 0', H', J', N', 0'. Die 
andern 7 Ecken IJ, E, F, G, K, L, M von 1 Dreieck, 3 Vierecken 
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und 2 Fünfecken. In jedem der sieben Ps' liegen diese Eèken 
verschiedener Art wie die durch e und e' unterschiedenel1 Ecken 
des Sechsflaches in . }'ig. 2. Wend et man die Konstruktion p,' = ] 
auf .die Ecken derselben Art an, so erge ben sich isomorphe Dia
gramme, nnd es resultieren daher nur 2 durch Isomorphismus 
unterschiedene Oktatope. Urn auch bei weitern Konstruktionen, die 
auf P75 anzuwenden sind, die Zuordnung der Achtzelle leichter 
ühersehen · zu können, seien die begrenzenden 7 Sechsflache Ps' 
einzeln bezeichnet: (vergl. .Fig. 13). 

I-A'B'O' DEFGH' ; 
II-A' B' 0' IJ EI' KL; 

III --j' A' B' LK N' M F; 
IV=N' I' A'FMO'GE; 
V== O' N' I' EGH' IJK; 

VI ___ 0' H' 0' LM N' KIJ; 
VII 0' H' 0' frf LB' FG. 

,Das Achtzell PS ll mit dem Diagramme Fig. 24 ergibt sieh durch 
Tilgung der Ecke L von P75. Die begrenzenden Polyeder sind hier: 
I = Ps'; II '" p/v; UI", pt; IV Ps'; V = Ps'; VI '" P7"'; VII '" p/v 

und das neu eingefügte P4 (Ll L 2 .L3 L 4), wobei z. B. II '" p/v 

bedeutet, dass das Polyeder II des Siebenzells durch p.' = 1 im 
Achtzell in ein Siebenflach P7IV übergegangen ist, während I ~= Ps' 
andeutet, dass das Sechsflach I des Siebenzells als Ps' erhalten blieb. 

P S 12 ist das AchtzeIl mit dem Diagramm Fig. 25, entstanden 
durch Ersetzung der Ecke A' ~urch ein P4' Die übrigen 7 Grenz
polyeder sind: I '" p/v; II '" JI7'; III '" P7'; IV '" p/v; V = Ps'; 
VI = Ps', VII = Ps'. Hiermit sind die Oktatope erster Klasse er
schöpft nnd es existieren also deren zwölf mit. 14 bis 17 Ecken; 
eins derselben hat 3P4' vier haben 2P4' während 7 nur noch ein 
Tetraeder unter ihren begrenzenden Polyedern besitzen. 

b) Die Oktatope zlceiter Kla88e. Urn ein solches aus demSieben
zell P 7 l zu erhalten, hat man die Konstruktion p.' = 2 nach den 
allgemeinen Erörterungen nur auf die Kante OIJ in .Fig. 9anzu
wenden. Es ergibt sich eill vierdimensionaler H uf P S13 mit 15 Ecken 
übcr einerFläche a von P7", dessen Diagramm in Fig. 26 darge
stellt ist. Der Huf P5 = 01 O2 03 Dl IJ2 IJa ist das dnrch die Kon
struktion an Stelle der Kante OD getretene Polyeder. 

Aus P7 2 ergebell sieh 3 isomorph verschiedene Oktatope zweiter 
Klasse durch Tilgung der Kanten LK, EM, KI des Tetraeders, 
bezw. seiner Scheitelkanten KH und ME. Tritt an Stelle der 
Kante LK das :Fünfflach hl L 2 L3 ~ K2 K3' so ergibt sich das 

2* 
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AchtzeIl PS14, dessen Diagramm .Fig. 27 zeigt. Die Ersetzung der 
Kante lM von P7 2 führt auf das P S 15 (.Fig. 28), einen vierdi
mensionalen Huf über der Fläche {32 von pr/. Auf dasselbe Acht
zeIl fiihrt die Konstruktion p..' = 2 an der Kante KI. Das" Dia
gramm Fig. 29 ist das eines P S16, das aus Pl sowohl durch 
Anwendung von p..' = 2 auf die Kante KR als A-J E resultiert. Wir 
haben hier einen vierdimensionalen Huf über einer Fläche {3 von 
P7v, Das Siebenzell p 73 ergibt nur dUl'ch Tilgimg einer "Kl:l.nte wie 
ML ein AchtzeIl P S17, das nicht mit bereits abgeleiteten isomorph 
ist. Das Polytop, dessen Diagramm Fig. 30 zeigt, ist ein Hufüber 
einer }'läehe {3 von P7" nnd zugleieh ein vierdimensionales Prisma 
über P6'. Wir wenden nun die Konstl'uktion p..' = 2 auf das Siehen
zen P/' an. Wegen der Symmetrie seines Diagrammes braucht sie 
nur auf die Kanten BO, OD, OK, KI, OG und GL augewandt 
zu werden. Wird die Kante_ BO von P74 durch das Fünfflach Bl 
B 2 B3 q 02 03 ersetzt, so ergibt sieh das Diagramm Fig. 31 ei nes 
Oktatopes PaIS, das ein Huf über einerFläehe y vonP7I1I ist. Die 
Ersetzung der Kante CD führt auf den Huf P S 19 über einem Drei ... 
eek J von p/v. Das Diagramm zeigt Fig. 32. Erf>etzt man die Kante 
OK von P 74 dUl'ch das Fünfflaeh 01 02 03 Kl K2 Ka' so erhält man 
das Diagramm Fig. 33 eines P S20 allgemeineren Oharakters. Der 
vierdimensionale Huf P S21 (Fig. 34) über einer Fläehe y des P7' " 
ist erzeugt durch Anwendung VOll fJ.' = 2 auf die Kante KI von 
P74• Die Ersetzung der Kante OG von P74 durch ein P5 führt auf 
das Oktatop allgemeineren Oharakters Pa 22, dessen Diagramm Fig. 35 
zeigt. Die Anwendung von p..' = 2 auf die Kante GL von P74 end
lieh ergibt das Aehtzell p s2a mit dem Diagramme Fig. 36. 

Urn aus dem Siebenzell P75 dureh die Konstruktion p..' = 2 
Achtzelle abzuleiten, ist zu beaehten, dass die Kanten von p 75 von 
dreierlei Art sind, je naehdem sie 2 Eeken e, 2 Eeken e', oder 
eine Eeke e mit einer Eeke e' naeh der früheren Bezeiehnung ver
binden. Es ergeben sieh daher 3 dureh Isomorphismus versehiedene 
Oktatope mit 18 Eeken. Dureh rriigung der Kante LM vom Typus 
e, e ergibt sieh das AchtzeIl PS24 (Fig. 37) mit den Grenzpolyedern 1): 
I =P6'; Il "'p/v; III "'P7'; IV "'p/v; V =P6'; VI "'P7v; VII "'P7v 

und dem eingefügten P5 (L1 L 2 La MI M 2 Ma)· 
Bei Ersetzung der Kante OH dureh ein P5 ergibt sich das Dia

gramm Fig. 38 eines P S25, dus im übrigen von den Polyedernbe
grenzt wird: I '" P7 IV; II = P6'; III = P6'; IV '" P7 IV; V '" P7 IV; 

') 111 allen folgenden aus P,' abgeleiteten Diagrammen iet die obere Strichelung der 
Eckenbuchstaben weggelaseen. 
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VI", P7"; VII '" P7IV
• Die Elimination der Kante LO endlieh er

gibt das Aehtzell, PS26 (Fig. 39) mit den Polyedern: I", P7'; II N P7'; 

III '" P7111
; ] V = P6'; V =. P6'; VI '" P7 v; VII '" P71V und dem Fünf

flaeh P5 (Ll L 2 L3 ct O2 Os). Es haben sich somit im ganzen 14 
Oktatope zweiter Klasse mit 15 bis 18 Ecken ergeben. 

c). Die Olctalope d1'itter Klas8e. Urn diese Polytope abzuleiten, 
habcn wir zunä:chst die Konstmktion fL' = 3 zu beaehten. Naeh 
den allgemeinen Eröl'tel'ungen braueht- sie auf die Siebenzelle P 7 l 

und P7 2 nicht mehr aügewandt zu werden, und von dem p 73 

kommt nur ein Kantenzug in Frage, dureh dessen Tilgung sämt
liche P5 in Sechsflaehe übergehen. Tilgt man den Kantenzug .J.11. L K 
in Fig. 11, so ergibt sich das AchtzeU Pl·7 mit 17 Eeken, dessen 
Diagramm :Fig. 40 zeigt. Es ist ein vierdirnensionaler Huf üoor 
der Fläehe 71 von P7 v. 

Auf P74 . ist die Konstruktion fL' = 3 nur für solehe Kanten
paare anzuweuden, bei deren Tilgung die beiden vorhandenen P5 
zersrort werden. Zur leiehtern Uebersieht führen wir für dîe Grenz- . 
polyeder von P 74 hier die Abkürzungen ein: 

a = Ps' (LH DIN KOG); 
b - ps' (M BAINKBF); 
c Ps' (NM;FBKGGL); 
d - ps' (IAEM NLHD); 
e ~P5 (FEHGLM); 
I - Ps" (ABODEFGH); 
g .P5 (ABODIK). 

Wie die genauere Untersuchung zeigt, ergeben si eh nur 3 neue 
isomorph verschiedene Aehtzelle. P S2S (Fig. 41) entsteht aus P74 , 

wenn der Kantenzug L N K dureh ein P6' ersetzt wird. Die beiden 
Polyeder a und c werden hierbei dureh einen fünfseitigen Schnitt 
beide zu Siebenflacheu P7 v, nämlich 1) a '" P7 V . CI D H Ll NI; 
~Ka La G C) und c'" P7 v (M F B K2 N2 ; L2 La Ka 0 G). Die Poly
eder . b und d werden dureh vierseitige Schnitte zu p/v , närrilieh 
b '" P71V (NI N2 M l!J A I, Kl K2 B F) und d '" P71V (M .E A I ~ N 2 ; 

L2 Ll ED). Die .Fünfflaehe e und!l gehen dUl'eh .dreiseitige Schnitte 
in P6' über: e '" Ps' (M BH LJ L 2 ; La G F) undg '" Ps' (I Kl K2 BA; 
DOKa)' Da.<J Polyeder f bleibt das Ps" (A B CD; H G F E)und 
das eingefügte P6' ist Ps' (La Kg K2 N2 L2 ; Ll ~ Kl)' Hiernaeh 
sind die 8 Grenzpolyeder . in dem Diagramm Fig. 41 leicht auf~ 

') Die Reihenfolge der Bnchstaben der Ecken der nenen pist im Ansschlnss an die 
Figuren 2 bis 8 der Diagramme state so gewählt, dass znnächst die Ecken der 
"Grundfläche" nud danu die E"ken des "D~ckkatltenznges" geschriebensind. 
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zufinden. Die Ersetzung pes Kantenzuges M E A dureh ein P6' er
zeugt ein P829 (Fig. 42) mit den hegrenzenden Polyedern: 

b '" P7
lV (N ilfa M2 F BK; 1 Aa A2 E 2); 

e '" P7 IV (M 4 N K B F M 2; MI L G 0); 
d"'P7" (H DJ N L; . .LlftEIAIAaMa); 
e"'P6' (G P.B2 b~ H;'L MI M2); 

f"'P7" (Al A 2 B OlJ; HEI E2FG); 
g"'P6' (A2 iJ OIJ Al; Aa IK); 
a =P6' (LN I IJH; GeK); 

dazu das nen eingefijgte P6' (Ma Aa A2 b"2 M2 ; MI El At)· 
Tritt an Stelle deR Kantenzuges H D A ein P6' ' so ergiht sieh 

em Aehtzell P8 ao (Fig. 43) m.it folgendep. Polyedern: 

a '" P7 V (N L GeK; I Ijl IJ2 H2 Hl); , 

b "'P7TII (Jl }}A2 Al IN; F B ~ A2); 

d"'P7 III (Al Aa EM N J; Ijl Hl Ha; L);, . 
f"'P7 V (Ha H2 G FE; Aa A2 B OIJ2); 

e"'P6' (E F G H 2 Ha; Hl L M); 
!J '" P6' (I K 0 ])2 Ijl ; Al A2 B); 

unde = P6' (NLG e À; B P.J/). 

Dazu das eingefügte P6' (H3 Aa A2 IJ2 H 2 ; Hl Ijl Al)" Diese 3 Aeht
zelle besitzen je 18 Eeken. 

Urn aus dem Siebenzell P75 durch p..' = 3 Aehtzelle abzuleiten, 
hat man zu beaehten, dass die zweikantigen Züge wegen der zn 
unterseheidenden Ecken e und e' verschiedeJ~artig gewij,hlt werden 
können.E szeigt die Untersuchung, dass die folgenden Anordnullgen 
auf neue isomorph verschiedene Oktatope führen. 

Der Zug e', e, e, z. B. I' KL (Kanten eilles Fünfeckes); der 
Zuge', e', e z. B. A' B' L' (desgl.); der Zug e', e', é z. B. ,.1' B' C 
(desgl.), sowie der Zug e, e', e z. B. G H' IJ (Kantenzug eines 
Vierecks). Ein Zug e', e, e' tri tt nul' an Dreiecken auf, ist sIso zur 
Konstruktion un brauehbar , und der Zng e, e, e d~r an Vierecken 
vorkommt (z. B. K.L M) führt anf dasselbe Polytop wie e' e' e'. 
Es ergeben sich (danach die folgenden 4 dm'ch Isomorphismus ' 
unterschiedenen Oktatope mit 19 Beken. Das AchtzeIl ,P8al 

(Fig. 44), crzcllgt durch Ersetzung des KantenzugesI' KL, besitzt 
die begrenzenden ' Polyeder: 

I=P6' (BOIJBA; FGH); 

IJ '" P7" (A B OIJ B; 12 Ia La L 2 K 2); 

III '" P7IV (II la AF M N; Kl Ll La B); 
IV'", P7' (ll Ia AF M N; 0 G EI2); 
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V "'P7' (0 GEJ2 I l N; Kl K 2 DH); 
VI", P7' (0 N K l oK2 lJ H; OL2 "'1 BiJ; 

VII '" P7IV (L2 eHO M Ll ; La B FG); 

dazu das neu eingeführteP6' (Lala I2 K2 L 2; Ll Kl Il)' 
Das Acht:zell Ps a2 (Fig. 45) entsteht aus P 75 durch Ersetzung des 

Kantenzuges A' B' L mittèls des Sechsflaches . 

P6' (Aa La L2 B2 A2; Al BI .Ll )· 

Die übrigen Polyeder sind: 

I", P71V (FG HOB2 BI; Al A2 E lJ); 
11 '" P7 v (B2 A2.B IJ 0; L2 La Aa IK); 

III '" P71V (Al As IN MP; BI LI "a K); 
IV", P71V (.AaI N MP Al; A2 EG 0); 
V=P6' (NOGEI; KlJH); . 

VI '" pllI (0 M.Ll L2 C H; lJK N; La); 
VII "'P7' (OB2 B l PGH;:OMLl L2)· 

Ersetzt man den Kantenzug A' B' . C' durch das Seehsflach 
P6'(Aa Ca O2 B 2 A2 ; Al BI q) so entsteht das Aehtzell Psss (Fig. 46) 
. dessen übrige Polyeder sind:. 

I '" P7 v (A2 Aa 0a 02 B2; l! GE D H); 
11 '" P7 v (BI Al Aa Ca 0; LKI ÉlJ); 

III '" P71V (A2 Al IN MP; B 2 BI LK); 
IV", P7Iv'(A1 IN M FA2 ; AaEGO); 
V=P6' (OHlJKN;IEG); 

VI "'P71V (Oll02 q LM; NKlJOa); 
VII "'p,rcLM o IIOz q; BI B2 PG). 

Die Eliminationdes Kantenzuges G H' IJ endlich d urch das 
Seehsflaeh P6' ( Ga Ds IJ2 H 2 G 2; G 1 14 IJl) führt auf das Aehtzell 
P SS4, CFig. 47) mit den weiteren Grenzkörpern: 

I '" p~lIlCAEIJa Dl GB ; FGI Ga; Hl); 
II '" P711I (A E IJ8 lJl eB; L KI; IJ2); 

III =P6' Cl K LB A; P M N); 
IV "'P7 IJI (Gs EINOG2 ; G1 PA; M); 

V", P7III (0 G2 G~ EI N; K])2 H 2 ; IJa); 
VI '" p/V (M L G Hl H 2 0; N K lJ2 lJ1) i 

VII '" P71V (L M 0 H'l,H1 e; B F Gl G2) • . 

Weitere Oktatope dritter Klasse können sieh nun mittels der Kon
struktion ",," = 3 d. h. Einfüg~mg eines . Sechsflaches P6" ergeben . . 
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Da naeh Erledigung der KonstriIktion dnsPolytop keine Ps' ent
halten darf, ebensowenig aber Polyeder geringerer Flächenzahl,. so 
ist, ds die Einführung des Ps" nur 4 Grenzpolyeder von P7 mor
pliologiseh andert, die Konstruktion nuranwendbar : wenn die drei 
weiteren Polyeder bereits Ps" sind.Die einzige zulässige Konstrnk
tion ist deshalb in dem Siehenzell IJ 7 a (Fig. Il) an delD. geschlos
~enen Kantenzuge IK L M auszuführen, dureh dessen Eliminatwn 
die ~ier P5 in Ps" übergehen. Das erzeugte Ps S5, dessen Diagramm 
IDit 16 Eeken Fig. 48 zeigt, wird also van acht Ps" gebildet 
und ist mit dem bekanntenregulären Aehtzell 1) aus 8 Hexaedern 
(Würfeln) isomorph. Daniit .. haben sieh in Summa 9 Aehtzelle 
dritter Klasse mit 16 bis . 19 Eeken ergeben. 

d.) Die Olctatope vierter Kla8se. Die erste Konstruktion zur 
Ableitung der Aehtzelle vier.ter Klasse aus den P 7' nämlieh p.~ = 4, 
die in der Einfügung einesP7' besteht, kann ebenso wiedi~ noch 
folgenden Konstruktionen nur an dem . Siebenzell p 75 in Frilge
kommen ,. und ist an den Kanten des ge·meinsamen Fünfeeks irgend 
zweier begrenzenden . Ps' auszuführen. Wir bezeiehuen dabei die 
geänderten Polyeder in Ps wieder mit den entsprechertden Num
mern I, Il ... VII wie in P75 rind nennen das neu hinzugefügte 
.Polyeder VIII. / 

Wählen wir als Polyeder A und A' der allgemeinen Erörte- ' 
rungen diè Polyeder I und VII van P75 mit der gemeinsamen 
Fläche B' 0' H' G F, sa führt die Anwendung von fL' = 4 auf 
die 3 Kantenzüge B' F G H', .c' B' F G und, F B' 0' H' Zll 3 
isomorph verschiedenen Achtzellen. 

Die Ersetzung des Kantenzuges B' F G H' dnrch ein.Siebenflach 
P7' führt a uf das AchtzeIl P 8 as, dessen sämtliclte Grenzpol yeder P7' 
sind (Fig. 49). Diese 8 Polyeder sind: 

I '" P7' (A B JJ 0 Bs B 2 ; F2 G2 ~ Ha) ; . 
II '" P7' (A.EJJ OBa B2 ; BI LK 1); 

lIl", P7' (A 1 KLBI B 2 ; F2 FlM N); 
IV "'.'P7' (N M Fl F2 A I; E G2 Gl 0); 
V "'p,/(OG1 G2 EIN; KJJH2 H l ); 

VI", P7' (ONKJJH2 H l ; Ha OLM); 
VII '" P7' (Ha OLM 0 I4. ; Gl .z;; BI Ba) ; 

VIII=p/ (Ba B2F2~G2 I~ Ha; I4. Gl F't BI)· 

Wie bereits friïher erwähnt bilden die 8 Dreiecke der Polyeder 
im Diagramm eine gesehlossene Kette, die in Fig. 49 kenntlieh 

') Vergl. SCHOUTE, R. s. o. S. 202 und S. 207. 
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gemacht ist. Durch Anwendung der Konstruktion p.' = 4 auf den 
Kantenzug C' B' F G in P 75 ergibt sieh das Diagramm Fig. 50 
des Aehtzells Ps S7, das von den folgenden Polyedern gebild et wird: 
II '" P7IV (A.Bl B 2 L KI; E IJ Cl C2 ), d. h. das äusserste, alle übri
gen Polyeder umhüllende im Diagramme ; 

lIl", P7' (I A BI B 2 LK; N M F2 F l ), 

das eille seehskantige FJäehe mit dem vorigen gemein hat; in Fig. 
!)O von den naehfolgenden darüberliegenden verdeekt zu denken; 

lV~P7' (IAFlF2 MN; OG2 Gl .E); 
l '" P7 IV (Cs Gs Gl Fl BI Cl; HIJ E A); 

V '" P7 IV (Gl EI NU G 2; Gs HIJ K) ; 
VI", p/v (M L Cj:! 0sHO; NKIJ Cl); 

VII '" P7' (Cs Gs G2 F2 B2 °2 ; L MOH) und 
VIlI=P7' (Cs C2 B2 F2 G2 Gs ; Gl}l~ BI q). 

Die Ersetzung des Kantenzuges F B' C' H' endlich durch eill P7 
führt auf ein Polytop Ps ss, dessen Diagramm Fig. 51 zeigt. Die 
begrenzenden Polyeder sind hier: 

I '" P7III (BI q 14 Hs Fs Fl ; A E IJ; G); 
Il '" P7IV (B1 B 2 LKI A; EIJ q 02) ; 

III '" P7' (A BI B 2 LKI; N M F2 F;); 
IV '" P7 III (N M F2 FI A I; EGO; Fs) ; 
V '" P7IV (K IJ Hi. H 2 0 N; IE G Hs); 

VI '" P7 IV (N K IJ 14 H 2 0; M L C2 01) ; 

VII '" P7IV (B2 F2 Fs H s H 2 °2 ; LM 0 G) 

und das sie im Diagramme alle qmhüllende neueingefübrte Polyeder 

VIII == P7' (Hs Fs ~ BI Cl Hl ; H 2 02 B 2 F2)· 

Wendet man auf das gemeinsame Fünfeck irgend zweier Grenz
polyeder A und A' von P75 die Konstruktion p." = 4 an, so er
seheinen diese Polyeder unverändert wieder als Ps'; es ergibt sieh 
also kein AchtzeIl vierter Klasse. Die Konstruktion p.'" = 4, mittels 
del' ein p/II in das Diagramm eingeführt wird, kann nur ein Tripel 
von Kanten wie die 3 von G ausgebenden Kanten G E, G F, G H' 
des Diagrammes Fig. 13 entfernen, da nur dann die 3 Zwischen
fläehen sämtlich mehr als dreikantig sind. Es führt aber diese Kon
struktion wieder auf Psss. Ein neues, isomorph von den bisherigen 
versehiedenes, Aehtzell ergibt schliesslich noch die Konstruktion 
p.IV = 4. Sehneidet man eiu Seehsflach Ps', z.B. V(O' G EI'N';KIJH') 
van p 7 5 dureh eine Ebene so, dass der Kantenzug GE IJ K auf 
einer Seite dieser El;>ene liegt, sämtliche übl'igen Ecken des Ps' aber 
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auf der andern Seite del' Ebene, 80 entstehen aus dem Sechsflache 
zwei Siebenflache p/v. DUl'ch Elimination des Kantenzuges GE IJ K · 
aus dem Diagramme P7 5 und Ersetzung durch ein p/v tritt also 
an Stelle des Polyeders V ein P7 IV (G2 GI El K 2 Kl IJl ; 11 0 NI). 
Verg!. Fig, 52" ulld die Fig. 52 des neuen Diagrammes. Die 
übrigen Grenzpolyeder von P-7 5 werden in folgender Weise veriindert. 
Von dem Sechsflach I wird der Kantenzug GE IJ durch einen 
fünfkantigen Schnitt entfernt (dritte Polyederkonstruktion) und es 
entsteht ein P7IV (lfCBFGa G2;IJI IJ2E2.A). 

Von dem Sechsflach 1I wird durch die gleiche Konstruktion der 
Zug E IJ K abgeschnitten, llnd es ergibt sich das P7IV (B.A I K2 Ka L; 
C IJ2 E2 El)' Der zweiten Polyederkonstruktion, Abschneiden der 
Kanten IJ K und GE durch einen vierseitigen 8chnitt, werden die 
beiden Sechsflache VI llnd IV unterworfen. Es entstehen die Sie
benflache VI (-.J P7 V (N ~ IJl HO; M L C.D2 Ka); IV (-.J P7 V (M F.AI N; 
o GI El E2 Ga)· . 

Die erste Polyederkonstruktion d. b. Abschneiden der Ecken G 
llnd K durch ein Dreieck ",ird auf die beiden Sechsflache VIl und 
III angewandt, und es entstehen die Siebenflache VII (-.J P7 IV 

(B FGa G2HC; L M 0 Gl ) und III (-.J p/v (.AI K2](aLB;F M N ~). 
Hierzu kommt als achtes Grenzpolyeder des Oktatopes Ps a9 das 
eingeführte Siebenflach VIII = P7'v (Kl IJl G2Gl ·El K2; KaIJ2.B2Ga)· 
In Fig. 52 sind die sieben aus den Polyedern von p 7 5 entstande
nen Grenzkörper des Ps in das Siebenflach VIn projiziert. 

Die Konstruktion {J. V = 4 kann kein Oktatop vierter Klasse er
geben, da das Abschneideneines Kantenzuges von der Form wie 
sie hier vorgeschrieben ist, ein P6' wieder in ein solches zurück
führt. Es haben sich also nur 4 Oktatope vierter Klasse und damit 
im ganzen 39 isomorph verschiedene Achtzelle ergeben , die mit ihren 
Begrenzungsstücken etc. in der am Schlusse folgenden Taóelle über
sichtlich zusammengestellt sind. 

Natürlich sind mit den allgemeinen konvexen Achtzellen auch 
die 1'etraederpolytope mit 8 Ecken bestimmt; abel' die Figuren der 
Diagramme werden weniger übersichtlich. Was aber die weitere 
Konstruktion der Polytope )19 aus den nun bekannten Ps mittels 
del' geschilderten Methoden betrifft, so zeigt sich bald, dass deren 
Anzahl bereits ganz bedeutend ist, und es darf wohl der Satz 
Cayleys wiederholt werden, mit dem er die Unterlassung der Ablei
tung der neuneckigen 'frigonalpolyeder aus den achteckigen begrün
dete: "for although perfectly practicabie , it wouid be no commen
surate advantage in doing so." 
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