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Over de merkwaardige punten van den driehoek.

In het volgende stel ik mij voor eenige betrekkingen tusschen
verschillende merkwaardige punten van den driehoek af te leiden
door vergelijking hunner uitdrukkingen in complexe grootheden. De
punten waarmede wij ons zullen bezighouden zjn in hoofdzaak die
welke in de bekende verhandeling ,,Premier inventaire de la Géo-
métrie du Triangle” van E. Vigarié ?) zijn opgenomen. Ten einde
het overzicht gemakkelijk te maken zullen we in de eerste paragraaf
eenige opmerkingen over het complexe en zijn verband met het
normale coordinatenstelsel ontwikkelen, in de tweede paragraaf de
complexe uitdrukkingen van verschillende punten en de vergelijkin-
gen van enkele merkwaardige rechte en kromme lijnen afleiden, in
de derde paragraaf cenige gevolgen uit de gevonden formules ver-
cenigen en eindelijk in de laatste paragraaf eenige betrekkingen
opsporen tusschen een willekeurig punt en zijne poolpunten ten
opzichte van de hoekpunten van den driehoek. Het onderwerp in
de laatste paragraaf behandeld, vindt men uitvoeriger besproken in
twee belangrijke verhandelingen, n.l.: ,Ricerche sulla Geometria
della forme binarie cubiche” van E. Beltrami %) en ,,On the co-
riant geometry of the triangle” van F. Morley ¥). Onze behande-
lingswijze verschilt echter in menig opzicht van de hunne en leidt
bovendien tot eenige nieuwe resultaten.

§ 1. Stellen we een punt waarvan de rechthoekige Cartesiaansche

') Association Frangaise. Congrés de Toulouse 1887,
?) Memorie della Accademia di Bologna Serie II t. IX (1869).
’) Quarterly Journal of Mathem. Vol XXV (1891).

Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch, (1¢ Sectie). D1 III. C1i
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coordinaten zijn # en y, voor door de complexe uitdrukking
z=a - 1y, waarin 7 de wortel uit de negatieve eenheid betcekent
en veroorloven we ons dit punt kortheidshalve het punt z te noemen.
Zij verder 2 de complexe uitdrukking die met z geconjugeerd
1s, dan kan men elke vergelijking tusschen de coordinaten 2 en y
in eene vergelijking tusschen 2z en 2 die van denzelfden graad is
als de oorspronkelijke, transformeeren en op deze wijze de geheele
analytische meetkunde ontwikkelen. Eenige der resultaten die men
op deze wijze verkrijgt zijn de volgende.
De vergelijking van eene reéele rechte lijn is
Az+ A7+ B=o0 (1)
waarin 4 eene complexe grootheid, 4  hare geconjugeerde waarde
en B eene reéele grootheid voorstelt.
De vergelijking van eene lijn evenwijdig met de lijn (1) is
Az+ 42 +D=o (2
waarin D eene reéele waarde heeft.
De vergelijking van eene lijn loodrecht op de lijn (1) is
Az— A7 + F=o0 (3)
waarin weér F eene reéele grootheid aanduidt.
De vergelijking van een cirkel waarvan de straal  en het mid-
delpunt § = « 4 ¢ 3 is, wordt
2 —0z—027 00 —rP=0 (4).

De vergelijking van elke kegelsnede neemt den vorm aan
8=A4A24+2Bz2 +42*+2C242C7 + D=0 (5
waarin B en D reéele, 4 en C daarentegen complexe grootheden

beteekenen.

Naar gelang 4 4' — Bzgo, stelt de vergelijking (5) een ellips,
parabool of hyperbool voor. Is
A=AADH4-2BCC —A4C?*— A4 C*—B*D=o
dan stelt de vergelijking (5) twee rechte lijnen voor.

Het middelpunt A van den kegelsnede (5) vindt men door de
waarde van z op te lossen uit de twee vergelijkingen

ds
Z =2 (Adz+ Bz 4+ C)= 0
57‘?: 2Bz+ 42+ C)y=0.
Derhalve is
1" 4
o BC'—C4

- AAI_F (6)'
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De brandpunten van de kegelmede (5) zijn de wortels van de

vergelijking
44 —B)22+2(C4 —BC)z+ DA —C*=0 (7).

Onderzocken we nu het verband dat bestaat tusschen de normale
coordinaten @, 3, van een punt ten opzichte van de zjden van
een driechoek 4 BC en de complexe uitdrukking z =2 - iy behoo-
rende bij dit punt ten opzichte van een rechthoekig assensysteem
waarvan de oorsprong met het hoekpunt 4, de z as met de zijde
A B samenvalt, terwijl de driehoek ligt aan de zijde van de posi-
tieve y as. Noemen we de hoeken van den driehoek 4, B, C, de
tegenoverstaande zijden @, 6, ¢, de loodlijnen uit het punt z = 2 - 1
op de zijden neérgelaten #, v, w en de complexe uitdrukking be-
hoorende bij het hoekpunt C:p, 4 ip, = p.

Men heeft dan

u=ta, v=1I8, w=1ty
waarin 7 een factor is, die bepaald wordt door de vergelijking
au + bv + cw = t(aa + b3 + cy) = cp,.
Verder is
zsin A—ycosd=1tf

y=1ty
dus
. By (cos 4+ isin A
zty=t- sin A
of, daar
P B
cosA—b,smA—b
. ctP+pY
w+zy_aa+bﬁ-{—c'y ®).

Vervangt men in deze formule de complexe uitdrukking p van
van het punt C, door C, dan wordt de vorige vergelijking

. e+ Cy
SR PRy A
waaruit volgt, zoo B als oorsprong en B C als z as gekozen wordt
. aly+4da
PV = atiffey
en, zoo C als oorsprong en C A4 als z as gekozen wordt
b(aa + B

w+iy=aa—f—bﬁ+c'y

Kent men dus de normale coordinaten van een punt dan kan
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men gemakkelijk de complexe uitdrukking of waarde van dit punt
vinden; kent men daarentegen de complexe waarde, dan is het
zeer eenvoudig daaruit de verhouding «:[3:7 af te leiden.

Bepalen we met behulp van de vergelijking (8) de complexe
waarde van het inverse punt van het punt z.

Zijn de normale coordinaten van het punt z: @, @, ¥, dan zjn
l, —1—, —1— Derhalve is de complexe
a B 7
waarde van dit laatste punt
g caly+pP)
“aPytbaytcaf

die van het inverse punt z,:

stelt men hierin

1 " Y
a:f: 7:;[(c—p’)z—(c—p)z —c(p—p)]:

: %(p’z—pz’) (' —2) (9)

welke betrekkingen men gemakkelijk afleidt, dan komt

c—Pe—0—C—pE—9 .
(p—p)2Z —(c—p p'z— (c—p)p?

Merkt men op dat de factor van pz in het tweede lid dezer
vergelijking reéel is, dan ziet men hieruit dat

argz,=—argp —arg z

of argzy+argz=/[_A.

Voldoen omgekeerd de complexe waarden van twee punten z, en
z aan de voorwaarde

z_lzpz'.

5 29 =— pz' Xk
waarin % eene reéele grootheid voorstelt, dan kan men besluiten
dat deze punten invers zijn. Is het punt F, complementair met 7,
dus F, anti-complementair met F,, dan bestaat tusschen de com-
plexe waarden dezer punten en die van het zwaartepunt G' van den
driehoek de eenvoudige betrekking
F,=38G—2F,(11).

Zijn twee drichoeken waarvan de hoekpunten door de com-
plexe uitdrukkingen £, £, £; en n,, v, #; bepaald zijn, gelijkvor-
mig en neemt men aan dat de hoekpunten met gelijke indices ge-
lijkstandig zijn, dan is
111
£15:5|=0

M Y2 Y3
of 111

51 5153 =0

m' ’12' ﬂa’
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naar gelang de gelijkvormigheid rechtstreeks of bij tegenoverstand
bestaat.
Hieruit volgt een gemakkelijk middel om een punt £ te con-

strueeren dat bepaald wordt door de vergelijking

_hE

A
waarin %, £ en / gegeven complexe waarden voorstellen. Daartoe
construeere men een drichoek O £ # gelijkvormig met driehoek
O % I, of een driehoek O & % gelijkvormig met O £ /, zijnde O
de oorsprong van coordinaten. Dan toch is

111 111
0t k| =00 |0E&2|=0
0% ¢ k.1l
waaruit volgt
kEk

E=27

Voegen wij hierbij nog de opmerking dat twee punten &, &, die
bepaald zijn door de vergelijking
A8 +2BE+C=0
met twee andere punten y, y, die voldoen aan de vergelijking
Dy +2Ey+ F=0
harmonisch verwant zijn, indien
AF 4 CD=2BE(QR).
zooals men terstond kan afleiden uit de voorwaarde
& —mn " E—m W, |
Ei—m E—n,

§ 2. Gaan we nu de complexe waarden van verschillende merk-
waardige punten van den driehoek bepalen. We zullen daarbij of
de normale coordinaten bekend onderstellen en hieruit volgens for-
mule (8) de complexe waarden afleiden of, waar dit eenvoudiger is,
deze waarden bepalen uit de vergelijkingen van verschillende meet-
kunstige plaatsen waarop deze punten gelegen zijn. Wat aangaat
de notaties dezer punten zullen we dezelfde aannemen als E. Vlga.ne
in zijne bovengenoemde verhandeling.

1. Zwaartepunt (&) van den inhoud des driehoeks

111

G=§(" +¥
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2. Middelpunt (7) van den ingeschreven cirkel
a:B:y=1:1:1

7 ¢b+p
28
8. Middelpunten (Z, 7, I,) van de aangeschreven cirkels
a:B:'y:——l:l:l
_c+p
* 2@ —a)
a:B:y=1:—1:1
c(p—0)
I—2(8—b)
2:B:y=1:1:—1
_cb—p
L 2(8—e¢)

4. Punt (v) van Nagel.

s—a 8—b s—e¢
a:B:'y: = : 3 : "

_ (8—b)c+(8—c)p.
8

5. Overige punten (v, v, ») van Nagel.
8 8—ec 8—0b

a:ﬂ:'y———-——‘;: A =
L _—qct@—byp
. a— 8 )
§—¢ 8 8§—a
a:f:y= a = b c
—o+ (s —a)yp
L u—
_8—b s—a s
a:fry= a = b T ¢
l,c:(s—a)c—ar;b_
c—8

6. Punt (I') van Gergonne.
- 1 1 1
Y i —a 6 —8 c—o
_(—a[e—0c+ (8—5)1’]
ab + ac 4 be —
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7. Overige punten (I',I',T,) van Gergonue.
1 1 1
A e s e —0)
. s[(8—bec+(s—c)p]

o= $—be
1 1 1
“:ﬁ:'y:a(s —¢ B c(s—a)
r — E—o)[—@E—a)ec+tsp]
b £—ac
1 1 1

x:p:'y:a(s—b): b(s—a):~E§

(s —b) [08—(8—4)]’]_
s—ab

I'.=

8. Punt (X) van Lemoine.
a: ﬂ Yy =a: b:c
Y

a’*+ 6* -+ ¢

9. Het reciproke punt (H,) van het orthocentrum.

Bt —a? 2+ — B a2+bz_6.2

a:B:'y: p : A : -
H— c@+c—+4 (@@ +8—cp
o a’+ 0* 4 ¢
10. Eerste driehoek (4, B, C,) van Brocard.
¢ B
arfoy=giqgur
4 — 03—{—6“
1 a—|-62+c
i a’
a:ﬁ:y:;. :?
GeAdp
! a2—f—b ¢
_b‘l.a2
a:P: =i
C, = :‘20+"2P
a4+ 6 + ¢
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11. Orchocentrum (/7).

1 1 1
cos A cos B cos C

a:ﬁ:')r:

De vergelijkingen van de loodlijnen uit de hoekpunten 4 en C
op de overstaande zijden néergelaten zijn

c—p)zt+C—pPd=0
z+7d=p+p.
Hieruit volgt voor het snijpunt

@—@@+m
p—p

12. Middelpunt (O) van den omgeschreven cirkel
a:B:7y=-cos A:cos B:cosC.
De vergelijking van een cirkel zijnde
22 —0z—07+4+0060—r~=0
zo0o zal de cirkel door de punten o, ¢, p gebracht tot vergelijking
hebben

zz'_{_ p'(c—@z (c_p) —0

p—0 p—7
waaruit volgt
OF s pCc—p) (c _‘P )
p—p
_pp(p—ol—p) __ a* b
(g —2)* (=7

13. Middelpunt (O,) van den negenpuntscirkel.
@:f3:7v=cos(B—C): cos(C-—A): cos(4d— B).

De cirkel door de middelpunten - 5 12] —{2-]) van de zijden ge-

bracht, heeft tot vergelijking
2 4
zz,+ﬁ—6? p—c z__|_0(]7+[))_0

2(p— p) 2(p—p)

derhalve

en het quadraat van den straal
a2 b 1.2
TAap—47 ¥
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14. De punten (Q, Q,) van Brocard.

Merkt men op dat

@ =@C—p (c—p), O=p
@A b= (*—ep+ pp) (@ —cp + pp)

Be+tap=p—cp+pp)

| @top=7—o +p
dan kan men de.vorige uitkomsten schrijven
& c

s Z‘Z__*__E‘Z:—c]

R

15. Middelpunt (P) van de lijn Q, Q,.

a:B:y=a@®+d:6+ a¥:c(a®+ 6.
Hier vindt men terstond

P=Q'+Q'2= (az—{—c")p'ﬂ—(a"—i—b?)c‘

2 £ 2@ b+ act + 8 )
16. Gelijkvormigheidspunt (D) van den eersten driehoek van

Brocard en den drichoek 4BC, of derde punt van Brocard.

1 1 1
a:ﬂ:7=?:—b§—l?’—
7 == a’ (¢ + & p)

CEP+ B

17. Het reciproke punt (Z,) van het middelpunt van den inge-
schreven cirkel.
1 1 1
e

a: ﬁ LY = < il

JA. (¢ 4+ bp)
° ab+ ac + bc

18. Middelpunt (Q) van gelijke parallellen.
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“:'3:7=ab—{-ac—bc:ab—}—bc—ac:ac—{—bc-ab

a b c
Q_(ab—{—bc—ac)c—{—(ac—{—bc—ab)p
o ab + ac + be '

19. Punten (Jy, J,) van Jerabek.
a:ﬂ:y:b:c:a
Jg — ¢ (bc +-ap)
ab - ac -} be
a:ﬁ:y:c:a:b
7 oty
©"ab 4 ac b
20. Punt (&) van Steiner.
a:ﬁ:'yz L : . : L
a(@®>—c® bt —ad) c(@— b

p_ E—Be—p)

F—ep +1"
21. De isobarische punten (p, p,) van het punt van Steiner.
a1 — 1. _ 1 : 1
T a@—0b6) b(B*—c* c(t—ad)
_ B—a)y
" et
1 11
a:f:y= a(@—ad) ’ b(@—b ’ c(B®—0)
@—a)e
e T
22. Punt (V) van Tarry.
1 1 1

a:B:'y:cos(A—i—w) :cos(B—{—w) :cos(C—}—j)
waarin @ de hoek van Brocard voorstelt. Dit punt ligt op den om-
geschreven cirkel, diametraal tegenover het punt van Steiner; der-
halve is
N=0—R—0=20—2R
of vy =@ —cp + )+ E—cpt+ )]
p—p) (@ —cp +p*
23. Middelpunt 2/ van den hyperbool van Kiepert.
' . . (b'z — 62)2 ) (62 . a2)2 ) (a-z — b‘Z)‘.’.
ajfd iy = a b ¢
jo :(ﬁ’2 Ten
2(—cp + 2%
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24. Tweede driehoek (4, B, C,) van Brocard.

2 2 o
a:ﬁ:y:————b+c a:b:c
a
_ @ Hcep _ cp
TR 2 —a* c+p
2 1 o 79
::c:l3:'}'=a:(—l—_T cb—»—b-:c
B _ec@+cE—8+ep_
P 2@ F 2 —6 T 2¢—p
9 2 o
a:ﬂ:7=a:b:a—-~+bc —
C__bﬁc+(ﬂ2+b2_c‘2)p— ])‘2
T 28+ 20— 2p—e

25. Derde drichoek (4, B; C;) van Brocard.

2ct—a? _26"—(12

a:ﬂ:'y:,a: 5 : e

¢
p, _RE—aAc+QRVPE—a)p 4P
N 6*+2c¢*—a* T ety
22— , 22—
a:ﬁ.'y——;—~——.b. —

B_bgc—{—(fzaz—b’).p_p(c—];)
T 288 28— 2¢—p

Q¥ —¢ 24—

a:P:y= ca 7
0_cRaé—c+ep _c(p—c
ST 2842 —F T 2p—c¢

26. De isodynamische middelpunten (¥ 7).
V) a:B:y = sin(4 +§);.s~;n(3 —{—%):m'n (0+’—§)
(W)a;3;7=sz'n(A—§);m(B—Z"g):m(c—’—;).

In plaats van deze waarden in te voeren in de formule (8) be-
palen we de vergelijkingen van twee cirkels van Apollonius waarop
deze punten gelegen zijn. De cirkel loodrecht op 4 B heeft tot
middelpunt
_ be
T PF—a

b
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en tot straal

abe
F—a
derhalve is de vergelijking van dezen cirkel

, e , P&
ZZ—F—_ﬁ(2+Z)+ b_——_——ai—o.

r =

Voor het middelpunt en den straal van den tweeden cirkel vindt
men de waarden

9

f— _CP ,— abe

PR — e _a

derhalve is de vergelijking van dezen cirkel

cp  Elp & &
c"——a?z c‘z—a2z+c'3—a2
Elimineert men uit deze beide vergelijkingen 2’ dan verkrijgt men

@—@+pEt—cpetpztdp=o
Beschouwt men de derdemachtsvergelijking
2—(+pdtewr=o
waaraan de hoekpunten des driehoeks voldoen, dan zet men dat
de gevonden vergelijking tot eerste lid heeft de Hessische covariant
van het eerste lid dezer derdemachtsvergelijking (Beltrami). Lost
men de gevonden vergelijking op, dan vindt men

=—=10.

4
22 —

EZCP
V—_—
p+tec
B gcp
Bhs p+ €e
Waa]'in E:—__—‘L*—z_’i\/_3 —_— B/r

Ten einde de onzekerheid, welke der gevonden waarden met 7~
overeenkomt weg te nemen, bepalen we
0 y_Pe—D@+e0
(p—2)(p+e0)
_ g pl—p @+

o (p—p)(p+ €0

waaruit volgt
(p+ ) (P +ec)
C(pteq@ H-€e)
(pte0) (Pt o)
(et +eo

O— VYO — Py=r"

O— WO —W)=1*
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Nu is
(P+E)@ +eo) =0+ —cp—cp /3
@teq@ +éo=8+—cptcp /3
wanneer men als vroeger stelt p —p, -+ ip,.
Het punt 7 ligt dus binnen, het punt # buiten den omgeschre-
ven cirkel. Het eerste dezer punten komt dus overeen met het

punt waarvan de normale coordinaten zijn siz (A —{—%) enz.

Tevens volgt uit deze berekening dat
mod. O 7. mod. O W = 7%

27. De inverse punten (¥, #,) van de isodynamische middel-
punten.

U S D
Vs m(A+%) m(12+%) in (0+§)
(AT P S— !

wn (4=5) sin = in (a__j;_) |

De complexe waarden dezer punten vindt men het eenvoudigst
door de waarden van 7 en W te substitueeren in formule (10).
Na eenige herleiding vindt men dan -

- — C(p _52[7 ’)
P e— @t
c(p—ep)
VWV, = — - :
T Ee—eo@ teo

28. De Jacobische punten (8§ 7'U).

a:fiy=—a:2b:2

Rep
L
c+r
a:ﬁ:')’:2a:—b:2c
n___ ¢Pp
1—20——])
a:P:y=2a:2b:—c¢c
W
U_2p—c'

Deze drie punten zijn de wortels van de vergelijking die men
verkrijgt door de kubische covariant van
72— (c+p) 2+ cpz
gelijk nul te stellen.
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9. De reciproke punten (8, 7} U,) van de Jacobische.

1 1 1
@By =—G 35 38
S — @ (¢ 4 b p)
Ay
1 1 1

a:ﬂ:7=2—aa. ba.ﬁ

7 @ (— 2¢® -+ b p)
1—a2b2+b202——2a262
1 1 1

a:fiy =g 3 55 P

¢
@@ —2¥p
@+ B —2a

U,

30. Vergelijkingen van eenige rechte lijnen.

De vergelijking van de lijn van Euler vindt men door de ver-
gelijking te bepalen van eene rechte gaande door het punt G en
het punt O.

Door invoering der complexe waarden dezer punten vindt men

(P*+2pp —2¢cp' —cp)z+ (PP 2pp —2cp—cp)Z +
+@—8) (p+p)=0.

Legt men eene lijn door O en K zoo vindt men de vergelijking
van den diameter van Brocard :

Pe—p)@—cp+p)ztple—p)(@—cp +pH7 +
+ b2c(b2—c'z) ] O,

De vergelijking van de lijn van Lemoine vindt men het eenvou-
digst door de normale vergelijking

a B | v
Rl IR N A )|
a+b+c
te transformeeren met behulp van de betrekkingen:
1 ' ' ,
wa:f:y=—_[c—p)z—(c—pd—clp—p):
-l( ‘2—p2):d —z
i3 (P p7): ;

Op deze wijze vindt men

pe—p)@E—cp+pPz—pc—p)(@—cp +pH7 +
+b8 (P —p) =0.
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Op dezelfde wijze handelende gaat de normale vergelijking van
de rechte van Longchamps

Pat BB+ dy=0
over in

@*+2pp —2cp —epz— (P +ps —20p—cp)d —
+a @ —p=0.
31. Vergelijkingen van eenige cirkels.
De vergelijking van den omgeschreven cirkel
zz'—{—p (c—"m)z__p (c—‘?)z'= 0
p—r p—p
en die van den negenpuntscirkel
y Phe—p, pP—cp , cptp)
zz 4+ 22— ~ 2 ——— =0
2o 20— T 4
werden reeds vroeger bepaald.

32. De vergelijkingen van eenige kegelsneden.
Transformeeren we de vergelijking van den diameter van Brocard
@ —ep+p)+tpm@p—ep +pM +
+FPe@®—c)=0
waarin m = ¢ — p is gesteld, door middel van de formule (10)
mz—mz 4cp—ep
pz(p—p')zz' +mp z—m'pz
dan vindt men gemakkelijk voor de vergelijking van den hyperbool
van Kiepert
@—ecp +p)2—(—cp+ )" —c(p®+op)a+
+e(@P+cp)Zd=0.
Bepaling van de vergelijking der ellips die de zijden des drie-
hoeks in hunne middelpunten aanraakt. Schrijven we de vergelijking
van deze ellips
A2+ 2Bz +42°+20C242C7+D=0
dan geeft de voorwaarde dat de lijn z— 2" = 0 deze ellips in twee

t =

met % samenvallende punten snijdt, de betrekkingen
DA+ 2B+ 4)=(C+ C)?

e 40
2 - A+2B+ 4
, 4D
en C—}—C"=—gc£)-

Evenzoo geeft de voorwaarde dat de lijn p'z—p2 =0 de
Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch, (1® Sectie). DI. 1II. C2
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ellips snijdt in twee met% samenvallende punten de betrekkingen

) ’ 12 45_D
Ad+9o9Bl o 4P — 22
T P T P P

en
' 2D
C+cl = 2.
T Y4 V4
Hieruit vindt men

c=2C=0p g_2—09,

(' —p) c(p—p "

Drukt men nu uit dat de ellips gaat door het punt 0—2—‘? en
vervangt dan C cen €' door bovenstaande waarden, dan verkrijgt men
Aec+p2+2Bee+plet+p)+A4C+p)2=12D.

Lost men nu uit de drie gevonden vergelijkingen 4, B, 4’ op
dan vindt men

AN ' 9 . '
i p=¢c@—nE@—cp+p?

2BN ' ' '
2D ——¢@—PQ@—ep—cp+2pp)

AN 0 9
2 =@ —nEE—cp+p)
waarin IV beteekent ¢3 (p" — p)3.
De gevraagde ellips heeft dus tot vergelijking
(@—cp +pHP—QcF—cp—cp +2pp)zd +
+ @ —cp+p)2tclc—p) @ —p2+
’ ’ ]- ’
te@—a9@ —pd+70@F —pP=0.
De eerste poolkromme van een punt ¢ ten opzichte van eene

kromme U = 0 die door invoering van cene grootheid y homo-
geen gemaakt is, heeft tot vergelijking

dU , dU aU
'4 oy +& a + ¥ 7y = 0.
Stelt men nu
U=pc—p)2+(p?+2pp—cp—ep)z?d —
(0 +2pp —ep—cp) 2 —ple—p) &+ opf (§f —p) Py —
—c(p?—pzdyfep(P —pty=0
d. i. het produkt der vergelijkingen van de drie zijden van den

driehoek, en &= G = % (¢ + p), dan verkrijgt men, zoo na her-
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herleiding 7 weer door de eenheid vervangen wordt, voor de verge-
lijking van de ellips van Steiner

(@ —cp +-pH2—Qct—cp—cp +2pp)zd +
+ (@ —eptp?) 2 -cle—p) (p—p) 2F-¢ (p—0) (F —p) ¥ =0

§ 3. Leiden we nu uit de voorgaande formules eenige gevol-
gen af.

1. Algemeene constructie.

Volgens de formules (8,) (8,) (85) kan cen punt met normale
coordinaten «, 3, 9 in de coordinatenstclsels, waarin 4, B en C
respectievelijk tot oorsprong genomen worden, uitgedrukt worden
door de waarden:

b
aa—}—bﬁ—{—c'y ( T 6)

az—|—bﬁ—|—c'y< +677>

aa
B =
aa+bp+cy ( +
Hieruit volgt dat het punt , 8, 7 geleoen is op de drie 11]nen
die de volgende parcn punten verbinden:

AenL=0+—

BenM:A—}-%Z

0enN=B+a—;-

Ten einde dit punt te construeeren trekke men door C eene lijn
in de richting van 4 naar B en zette daarop uit den afstand

f; = ?-E, door 4 eene lijn in de richting van B naar C en zette
daarop uit den afstand f, = 2’ door B eene lijn in de richting

van C naar 4 en zette daarop uit den afstand f; = ﬁ %, deze drie

lijnen zullen dan door het gevraagde punt gaan.
Deze constructie geeft aanleiding tot de volgende opmerkingen.
a. De grootheden f; f, f3 zijn ieder gelijk aan eene der zjden
met het positieve of negatieve teeken voor elk der punten @, 7,
1,, 1,, 1, en J,
Men kan dus deze punten op zeer eenvoudige wijze construeeren.
6. Men vindt dat f; gelijk is voor de paren punten:

venT,, y,enT, y, T, v enT,, dat £, gelijk is voor de paren:
9%
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venT,, v,enT, v enT, y en I, dat f; gelijk is voor
de paren:

yenT, v,enT,, vy en T,, y, en I'. Hieruit kan men be-
sluiten dat

I ligt op 4v,, By,, Cv,

r, ., A4v, By, Cy,
Fb » AVC, -BV; Cya
r. ., Av,, By,, Cy.

¢. Daar f; voor Q; en C, dezelfde waarde heeft gaat de lijn
A4Q, door (. ,

¢. Daar f, voor Q, en B, dezelfde waarde heeft gaat de lijn 4 Q,
door B,.

Door vergelijking van f, en f; vindt men evenzoo dat de lijnen
BQ, door 4,, BQ, door C;, CQ, door B, en CQ, door 4, gaan.

d. Daar f, dezelfde waarde bezit voor K, 4, en § zoo gaat de
liin 4 K door 4, en §; evenzoo gaat de lijn B K door B, en 7'
en C K door Cyen U.

e. Daar f; gelijk is voor D,, 4, en &, gaat de lijn 4 D door
A4, en 8, ; evenzoo gaat de lijn B # door B, en 7} en C'D door
door C| en U,.

/- Kent men het punt Q, dan kan men daaruit het punt Z,
afleiden. Immers Q, bekend zijnde, zoo kan men de lengten f, f, /5
behoorende bij dit punt construeeren. Bepaalt men nu met deze
zelfde lengten echter in de volgorde f, £, f, een nieuw punt, dan
is dit het punt Z,

2. Vergelijkt men de gevonden waarden dan vindt men de vol-

gende betrekkingen

vy =36—21

v, =386—21,

vw =3G6—21,

v, =30G—21,

H=3G—2K

0 =36—20,

D =3G—2P

R =3G6—2M

A3 =3G —2 4,

B,=3G—2B,

C;, =8G6—2C,
waaruit volgt dat het punt / complementair is met y enz. Boven-
O—R

M—0,

dien kan men hieruit afleiden betrekkingen als = 2 enz.
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3. Uit de gevonden waarden leidt men ook af
4+ B+ C=38¢@
4+B {C=8¢

o+ 0+ D=36
Js 4+ Tp+ 1, =36

B4 p +p, =36
R+ N+4+H=3C

waaruit blijkt dat de driehoeken 4 BC, 4, B, C,, Q, Q, D, J3J, 1,
Rp p, en BN H allen hetzelfde zwaartepunt bezitten.

4. Eveneens vindt men

PP =2M
N+ H=2M
Vo+ Wyg=2M
4 + 8 =24,
B+ T =28,
C 4+ U =20G,

welke vergelijkingen gemakkelijk te interpreteeren zijn.

5.  Constructie voor het punt O,.

Uit
0, ey _pPr—pptp—cp_p + 2p—o
2(p—p) 2(p—p) 2 2(p—p)
volgt

0y = %(ﬁ + &)

Deze betrekking geeft aanleiding tot de volgende constructie.
Bepaal het spiegelbeeld O, van het middelpunt van den omgeschre-
ven cirkel ten opzichte van de zjde ¢, dan ligt het middelpunt
van den negenpuntscirkel juist in het midden der lijn die dit spie-
gelbeeld O, met het hoekpunt C' verbindt.

Het is wel duidelijk dat hetzelfde punt gevonden wordt door de
spiegelbeelden O, en O, van O’ ten opzichte van de zijden a en
b te verbinden met de hoekpunten 4 en B en deze verbindings-
lijnen middendoor te deelen.

6. Betrekkingen tusschen punten op de lijn van Euler.

Ho=PT2w —2cp—cy
p—7

Bepaalt men



22 OVER DE MERKWAARDIGE PUNTEN VAN DEN DRIEHOEK.

0, — 0= ]’+2I’P—2cﬁ_cﬁ
p—r

G_o=L"T2mw —2cp—cp
p—r

dan ziet men dat

3(G—0)=20,—0)=H—O0
derhalve dat

360=20,0=HO.

7. Betrekkingen tusschen de punten 7 en # en verschillende
anderen.

Eene eenvoudige berekening doet zien dat

A—V _ pteéc__ S—V

A—W p—*—ec* S—=W
B—V _ ap+¢c Ir—v
B—W ~— " pfec T—W
C—V _p+teéc_ U—V

c—Ww _p+£c_ U—WwW

00—V _(pt+eg@p+e) K—V
O—W  (pte(p+ee) K—W
Q—V _ o @tE9@p te0
Q—W (p+e0)(@+ €0
Q—V (p+ e2c) () + €0

Q, — v E (p+e0)(p + 0
G — V_<p+s2c>3 h
G—W \p+tec

(@—V) (G— W)= @ —cp+9

Hieruit volgt dat de punten 4 en S, Ben 7, Cen U en O
en K harmonisch verwant zijn met 7 en W.
Verder bljjkt dat

QV:Q W=0V:QW=0V:0W=KV: KW=
—AV“’AWZ BV2.BW:=CV2:CW?
GV:GW=AV3: AWS=BV3.BW3=CV3:.(C W3
en, zoo men onder / W 7'V den hoek verstaat welke de lijn # 1'

In positieve richting moet doorloopen om met de lijn 7 7' samen te
vallen

") Beltrami.
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P o
LVVAVZT—FLWCV
. 4T
AWSV=w+%R+4WCV

LWTV=n+2T 4 s Wev

S/ WOV =04/ WCV
/ WGV =3/WCV

A WQ2V:'2?W"

8. De Brocardsche punten Q, cn Q, zjn de isodynamische mid-
delpunten of de Hessische punten van 7, W en K (Morley).

Onderstellen we dat de drichoek oc p rechtstreeks gelijkvormig
1s met den drichoek z 2, z,, dan is

1 11
0 ¢ p
2 29 23
zc(zl——z3)_
2 — 2%

= 0.

of P

Hiermede wordt
. c(z, — 2,) . c(2y — 23) )
V_z1 ‘*‘51222‘*3523’ W_zl ezt etz
Verplaatst men nu den driehoek totdat het punt o (4) met het
punt 2, en de lijn oc (4 B) met de lijn 2 2z, samenvalt, dan onder-
gaat elk punt van den driehoek cene transformatie die voorgesteld
kan worden door de vergelijking:

2o — 2.
r=2"%74 2.

Vervangt men hierin Z door 7 en daarna door #, zoo vindt men
voor de bepaling van deze punten voor een geheel willekeurigen
drichoek z, 2, 2,

V__2223+£22123+52122
a n+ ez tez
W__ﬁ3+52123+523132.

5t ez 16z
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Stelt men hierin

ecyp ec
~p¥es 8= ifae a=X
dan vindt men, kortheidshalve schrijvende
n=(p-+ec) (p+ €c):
Rp—c)K—cp
V=cp 07{17—2&)+Kn
Re—p K—cp
cpc—2p) + Kn

Substitueert men hierin voor z en X hunne waarden, dan komt

zl_'—_.

W = cp.

pos— 1) —
F—cp +pp
W= pf g,
*—ecptpp

Op gelijke wijze vindt men dat de Hessische punten van V' W 4,
VWB, VWC, VWS, VWT, VWU respectievelijk zijn 7'
en U, Uen 8§, Sen 7, Ben C, Cen 4, A en B.

9. Verhoudingen van de afstanden van de punten Q, en Q, tot
de hoekpunten van den driehoek.
Uit de verhoudingen
Q —d )y B4ct—cp
Q—A4 ¢ BFZ—ep
Q —B ¢ b+ c2—cyp
Q—B  c—p BBFE—ep
Q —C _ p—ec B2+ c2—cp
Q,—C B+ —cp
volgt onmiddellijk, zoo men de moduli vergelijkt
QA:Q 4 = b:c
QB:QB = c:a
QC:0,0 =a:b

10. Groepen punten die op eene rechte liggen.

a. De punten R, D, O liggen op eene rechte. Om dit te be-
wijzen is het voldoende aan te toonen dat ) — O: R — O eene
reéele waarde heeft. Nu is

D0— V@ —0 (@—cptp»?
(p—p) @%6% 4 a®c? )
B0l @—0 E—cp+tr?
(=" (@ —cp' +p%
dus 2=90 _ @—cp+1d (—cp +p?
R—0 a252+a2(;2+b202

— reéel.
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Natuurlijk ligt het punt N van Tarry ook op deze lijn.

6. De punten @, V, W, liggen op eene rechte en evenzoo
G, Vy,, Wen V, K W, want

¢g—v={pteor

3(p +2 £c) .
o—w,=EEre 52
=
Verder is
G—V,— (p j(el'f)—l; j::)w)
G—W= 3(7(11;:—5 ? 3(pF o)

G—V, (p+¢c) (p+c¢€c)
G—W (p+ec) (p+ €8¢
. K—V,_ _(p+e9 @ 4eo,
K— W, (P+ec) 0+ €0
Tevens volgt uit deze berekening
GV:GW,=GV,:GW =0V:0W=KV:KW=KV,: KW,
= AV?%: AW? = enz.
c. De punten 8, 7}, U, liggen op eene rechte. Men mag dit
besluiten uit de betrekking
T—8 a2+ 82c®— 24P bR
U—8 ~ a8 —2a%c®
Merken we tevens op dat de vergelijking der lijn door deze 3
punten gebracht, is

(P2+2p0 —2cp —ep)z— (P24 2P0 —2cp—cp) &+
+a2 @ —p=0
d. i. de vergelijking van de lijn van Longchamps.
d. De punten 4,, G, A4, liggen op eene rechte en evenzoo de
punten B,, G, B, en C, G, C,.
Dit volgt uit de vergelijkingen

— reéel.

A —G 262422 —a* K—A4
4,—G ~ TIFFFEF& T 4,—4
B, —G 2a42+2c¢2—02  K—B
B,—G~ = &8+~ ~ ~ B,—B
C,—G 242 +282—c2 K—C
C,— @G 4 G —C
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waaruit men tevens kan afleiden de verhoudingen

4, G : G4y = AK : 44,
B G:GB, = BK: BB,
C,&:6C =CK: 06'2
en de gelijkheden
A —G — @
G*TB G+0 ¢

K K K—(J
A—A+B-—B+C —C
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= 3.

11. We zagen reeds dat de punten 4, K, § evenals B, K, 7
en C, K, U, dric aan drie op eene rechte liggen. Berekent men

.de verhoudingen

§—K 8 a?
S—A4 a2+ 0%+ 2
I'—K 3 62
T—B™ &FPFF
U—K 3 c?
U—C a2} 62+ ¢
dan volgt hieruit de betrekkinv
§— K 77— UO—K
s — 4 + 77— B + F—08
Op dezelfde wijze berekenende
D—A a8+ a®c®2—2 b2 c?
8 —A a4 a?c® + b2
D—B a8 462 c2—2a%c?
Iy —B~ a®b2 e+ 0% P
D—C a2+ 022 —2a4%0°

Q—Uzﬂw+ﬁﬁ+ﬁw
komt
DA  D— b—0
S—A+1’ _+U—0

0.

12. Velgellet men de elhps van Ste1ne1 met de algemeene

kegelsnede

A2 2B2d + 472 4+2C2+2C7 4+ D=0

dan vindt men
A=ct—cp +p*
B:—%(2c2—cp—c])'—f—21)p')
]. r ’
C=5@—2) ¢—p
D=o
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waaruit volgt

AA — B = %c‘l (¥ —p)?

' , 1, ' g
CA—BC=—3dC+p ¢ —pP
DA —Ct=—Lc—p* () — PP

Hieruit is de vergelijking die de brandpunten bepaalt
82 —2(c+pz—(C—pi=o.

Berckent men op dezelfde wijze de brandpunten van de tweede
ellips die in § 2 werd bepaald, dan vindt men, aangezien 4, B
en C dezelfde zijn, alleen ecne andere waarde voor D 4 — (2
en wel is

DA —0%= % Sp(p—p?

De vergelijking der brandpunten wordt dus hier:

22 —2(@+pztcp=o.

Noemt men de eerste brandpunten F, en F,, de laatste f; en f,
dan is

v Y 2. > D
]'1_67:5\/02—0?—{—]12—_—2(./’1—@

; R
F—G=—g3VE—cptp=20L—0.

Deze brandpunten liggen dus op eenc zelfde lijn, gaande door
het zwaartepunt.

§ 4. De eerste poolpunten van een punt { ten opzichte van de
hoekpunten van een driehoek die voldoen aan de derde machts-
vergelijking

a2+ 80 22+ 8ayz+t+a;=0 (1)
worden bepaald door de vergelijking
@+a Q)22 +2@~+a dz+a+a{=0. (2

Men vindt deze vergelijking door de derde machts-vergelijking in

homogenen vorm te schrijven

S=ayz+8a 2y +3ay29° - a59° =
dys ds
¢z trg ="

te bepalen, en daarna y =y =1 te stellen. Zijn de wortels van
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de vergelijking (1) 2, 2,,2, dan kan men de vergelijking (2) ook
schrijven ;
3 1 1 1
z—¢ z—2 +z——z2+z—za. ).
Vergelijkt men (2) met de vergelijking
(@ya,—a,®) 22+ (aga; —a; a,) 2%+ a, a3 —a,2 =0
welke de Hessische punten bepaalt, dan blijkt uit formule (12)
§ 1, dat de eerste poolpunten van ¢ harmonisch verwant zijn met
de Hessische punten en derhalve met deze op den omtrek van cen
cirkel gelegen zijn. Ter verdere bepaling dezer eerste poolpunten
P, en P, van { merken we op dat
_P+P_ 4l+ta
e &
We kunnen dus y uit ¢ afleiden door eenc lineaire transforma-
tie. De dubbele punten dezer transformatie f; en f, voldoen aan
de vergelijking

af?+2a [+ a3 =0(5),
derhalve kan deze transformatie geschreven worden
y—h —_ {—/N
y—rs {—Jf
Zijn dus de punten f; f, en { bekend, dan kan men het punt
y dat met ¢ harmonisch verwant is ten opzichte van f; en f, con-
strueeren.
Kiezen we het coordinatenstelsel evenals vroeger, dan wordt de

vergelijking (1)

B—C+pttcp=0
en de vergelijking (5)
3f2—2@+pf+ecp=0. (6
Deze punten zijn volgens de vorige paragraaf juist de brandpun-
ten van de eerste ellips waarvan de vergelijking in § 2 werd
bepaald. 1)

Ten einde deze punten te construeeren, schrijve men

' 1 > ——s
h="FL+gVd—cp P

- .
=TV E—p TP

of fi—G=\/(@=V) (G- W)
fo—G=—\/(@—T)([G@— W).

* F. J. van den Berg, Nieuw Archief voor Wiskunde. D1. IX.
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Dus is

f—@ W—@
Fe B =6

welke vergelijking geldt voor beide punten.

Hieruit ziet men dat de punten f gelegen zijn op de lijn die
den hoek 7 G W midden door deelt, en wel ter weérszijde van
het punt G op een afstand van dit punt dic middenevenredig is
tusschen de afstanden van dit punt tot de punten 7 en W.

Vergelijkt men de punten (6) met de Hessische 77 en # welke
bepaald worden door de vergelijking

@—ecptp)—cpltpet?pt=0
dan doet de formule (12) van § 1, ook zien dat de punten f har-
monisch verwant zijn met de punten 7" en W.

Hieruit volgt een nieuwe constructic voor de punten J- Immers
uit de harmonische ligging volgt dat de punten f, 7" en # op een
cirkel liggen. Het middelpunt van dezen cirkel ligt dus op de lijn
die in G loodrecht op de deellijn van hock »* G W wordt opge-
richt en tevens op de loodlijn die dc koorden 7 # midden door
deelt. De punten f worden ook de brandpunten van Steiner genoemd
(sie Cascy Analyt. geom. of the point, line etc. sec. Ed. p. 455).

Heeft men nu de punten f, en f, geconstrueerd dan is derhalve
het bij & behoorende punt y het snijpunt van den omgeschreven
cirkel van den drichock ¢, f, met de lijn, die den pool van f, f,
ten opzichte van dezen cirkel met het punt ¢ verbindt.

De vraag is nu uit het punt y dat bekend is, de punten P, en
P, af te leiden. Daartoe maken we gebruik van de eigenschappen
dat deze beide punten harmonisch gelegen zijn met de punten /
en 7 en dat deze beide punten op eene rechte lijn liggen gaande
door y, terwijl zij evenver van y verwijderd zijn.

Uit het voorgaande volgt terstond deze constructie: deel den hoek
Vy W middendoor, richt in y eene loodlijn op deze deellijn op
en construeer eene lijn die de lijn 7~ # loodrecht middendoor deelt;
beschrijf met het snijpunt dezer loodlijnen als middelpunt een cirkel
die door 7 en W gaat, dan zullen de snijpunten van dezen cirkel
met de deellijn van den hoek 7y # de gevraagde punten P; en
P, zjn.

Neemt men ¢ op den omtrek van den cirkel die door f; f, 7
en # gaat dan zullen de punten P, en P, op een vasten cirkel
liggen die door 7 en W gaat, waarvan het middelpunt een der
snijpunten is van den eersten cirkel met de lijn die 7~ # loodrecht
middendoor deelt.
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Dc cerste poolpunten van ¢ liggen ook op twee gelijkzijdige
hyperbolen. Wanncer men toch uit de vergelijking die deze pool-
punten bepaalt

@ +ad)?+2@+a )zt a,+ay =0
aflcidt
(@' +a)t)Z2 4+ 2@ 40 )7 +a) +a/ =0
dan volgen door optelling cn aftrckking deze vergelijkingen
(@ +ay9) 22+ (0] + a2y &) 22+ 2 (@, 42, O) 2+
+2@ +a' e 43+t +a) +a, 8 =0
(@ +ay8)2®— (o) +a) )22+ 2(a,+a, ) 2 —
—2@,+ae' Y+t —a) —a/ =01
welke gelijkzijdige hyperbolen voorstcllen met hetzelfde middelpunt
__%uta
Y a + 2y
terwijl de asymptoten van den tweceden hyperbool de hoeken ge-
vormd door de asymptoten van den eersten middendoordeelen.
De richtingen van de asymptoten van den eersten hyperbool
worden bepaald door
AR+ A22=0
waarin 4 = @, + a,¢. Ontbindt men dezc vergelijking in
A—i\JAAYz2— A +1i\/A4)Z =0
A+i/A4)z— A —iJAA)Z =0
dan blijkt de cerste lijn te zjn de verbindingslijn van het punt
A +i\/A A met den oorsprong van coordinatecn. Men kan die
richtingen dus gemakkelijk construecren.
Het tweede poolpunt van cen punt ¢ ten opzichte van de hoek-
punten van cen driehoek wordt bepaald door de vergelijking
dz 8 dz 8 dz 8
¢2d—zg+2¢ﬂm+ﬂ2 WZ";
wanneer men na de bewerking y =y =1 stelt, wordt deze ver-
gelijking
@8 +2a ¢+t a)z+ (@ + 20,0+ a)=0 (7)

welke zich ook laat schrijven

1) In normale coordinaten zijn de vergelijkingen dezer hyperbolen

a? (y' cos C— B’ cos B) | B2 (o’ cos 4 -—ycos C) + y* (B cos B— ' cos A) +
287 (y'cos B— B'cos C) 2 o y (a'cos C— 7' cos A)+ 2 « (' cos 4 — o'cos B)y=0

o (B sin B+ 7' 8inC) + B (¢ sin 4 ¢ sin C) - y* (' sin B} o’ sin A) 1
28y (B sinCt y'sin B)+ 2 oy (a'sin C 4 y'sin A) + 2 o B (B'sin A+ o’ sin B)=0

zoo o’ 8’y de normale coordinaten van het punt { aanduiden.
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z Zg | 2 —2
5—21+Z— +€'—23 0. (8

Vergelijkt men de velgeh]kmg (7) met (2) dan ziet men dat men
de eerste uit dc laatste kan afleiden door z en ¢ te verwisselen.
Hieruit volgt dat het hier gezochte punt z hetzelfde is voor de beide
punten ¢ dic voldocn aan de vergelijking (7); deze punten zijn
echter volgens het voorgaande harmonisch verwant ten opzichte van
de Hessische punten 7 en #. Noemt men dus ¢ het hier gege-
ven punt en ¢ het punt dat met ¢, harmonisch verwant is ten
opzichte van 7 en #, dan vormen dc punten ¢; ¢, het systeem
cerstc poolpunten van z. Wil men dus 2z construecren dan komt
dit neér op de bepaling van het punt z, waarvan de cerste pool-
punten gegeven zijn. Volgens zooeven kan men dus z construeercn

door eerst het punt y = é—_gé te bepalen, daarna cen cirkel te

construeeren door de punten y, f; en f,, verder den pool tc zoe-
ken van de lijn f; f, ten opzichte van den cirkel door y, f;, f,
gebracht en eindelijk door dezen pool en het punt y eene lijn te
trekken. Het tweede snijpunt dezer lijn men den cirkel door g, f;, f,
is dan het gevraagde punt 2.

Onderstellen we dat een punt ¢ den omgeschreven cirkel door-
loopt en vragen we eens welke meectkunstige plaats dan de eerste
poolpunten beschrijven.

Uit de vergelijking (4) volgt dat indien ¢ een cirkel doorloopt
ook y een cirkel zal doorloopen. Om tc weten welken cirkel y
beschrijft kiezen we als gewoonlijk

£_+_P a, — cp a, =— 0
3 4

{[0=1 al=—

g 3
dan is
yz(c+p>¢—cp_
3¢—(+p
Heeft nu ¢ de waarde o, ¢ of p, zoo vindt men voor y de waarden
o P°
e+p’ 2¢—p° 22p—ec
behoorende bij de punten 4, B, C,. Dec cirkel welke y doorloopt
is dus juist de cirkel van Brocard (Morley).

Deelt men nu den hoek 7y # middendoor dan gaat deze lijn
door K. Richt men in y op deze deellijn eenc loodlijn op dan gaat
deze door het punt O. Men behocft dus om P, en P, te vinden
slechts het snijpunt # van de liijn Oy en de lijn die 7 # loud-
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recht middendoor deelt te bepalen en uit Z als middelpunt een
cirkel te beschrijven die door 7" en W gaat. De snijpunten van
dezen cirkel met de lijn y K zjn dan de gevraagde. Daar echter
elke cirkel door 77 en W gebracht den omgeschreven cirkel snijdt
volgens eene lijn gaande door K en deze lijn loodrecht staat op de
liin die O met & verbindt, zoo blijkt dat de gevraagde punten
P, en P, juist op den omtrek van den omgeschreven cirkel gelegen
zijn (Beltrami).

Ten slotte willen we nog eenige bl_]zondelheden uit de substitutie

z=(c—|—p)5—c})

3¢—(c+p
afleiden.
Wanneer men stelt voor ¢: +p §’ %, vindt men voor y

¢ + p? (c—p) c(p—o)

c+p’ 2(:—])’ 2p—ec
welke waarden overeenkomen met die van den derden driehoek van
Brocard. . Doorloopt dus ¢ den negenpuntscirkel dan beschrijft y de
omgeschreven cirkel van den derden driehoek van Brocard. Wan-
neer { de rechte lijn 4 B doorloopt, beschrijft y den cirkel gaande
door 4, B, en C;. Met het punt oo op de lijn 4 B correspondeert
het punt G'; de cirkel door 4, B, en C, gaat dus door @, even-
zoo gaan de cirkels die correspondeeren met de rechten B Cen C 4
door het zwaartepunt.

Stelt men ¢ gelijk 7 dan wordt y gelijk # en stelt men ¢ ge-
lijk # dan wordt y gelik 7. Elke cirkel dus gaande door V; W
wordt - getransformeerd in een anderen die door dezelfde punten
gaat. De cirkels van Apollonius die door V'V W, BV W, CVW
gaan, worden dus getransformeerd in cirkels die door 4, V' W,
By, VW, C, VW gaan. De rechte lijn door 7" W oo gaat over in
een cirkel door de punten 7 # en G.

Merkt men op dat voor { = G _6_—_{—_]7, y = o dan blijkt dat

elke rechte door G overgaat in eene rechte.
De voorgaande substitutie kan eenvoudiger geschreven worden,
immers heeft men _
g—ITF ¢ —ep+p?
3 _c+p
(¢ —=5")

of opmerkende dat
1
G — V)G — WM =5@—cp+p)
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zoo komt
V—G(F—6)
¢ —G
Stelt men hierin achtereenvolgens
C=A,B,C,B—*2_C, A—;—C, A—{2—B

y—G=

en daarmede gelijktijdig
y=4,, B, G, 4,;, B,, C,
dan heeft men
AGVy o« AGLW.
Neemt men G als oorsprong van coordinaten en de deellijn van
hoek 7 G W als # as aan en stelt men
' mod. (V— &) (W — G)=jf?
dan kunnen we de voorgaande substitutie schrijven
f?
y==
Doorloopt dus ¢ een cirkel met straal » uit den oorsprong van
coordinaten beschreven, dan doorloopt y een daarmede concentrischen

2
cirkel met straal j%; doorloopt ¢ eene lijn door den oorsprong ge-

trokken, die eenen hoek § maakt met de positieve z as, dan door-
loopt evenzoo y eene lijn door den oorsprong gaande welke eenen
hoek — 6 met de positieve # as vormt.

Men kan dus elk punt gemakkelijk transformeeren door zowel
den cirkel waarvan de oorsprong het middelpunt is en welke door
dit punt gaat, als den straal van dezen cirkel op welke dit punt
ligt te transformeeren. Elke figuur kan dus getransformeerd worden
door haar te inverteeren ten opzichte van een cirkel met straal f
uit G beschreven en vervolgens de verkregen figuur te spiegelen in
de lijn &G f,.

Door deze transformatie gaat dus de cirkel uit den oorsprong
van coordinaten met straal f beschreven in zich zelf over, terwijl
elk punt buiten dezen cirkel in een punt binnen dezen cirkel en
omgekeerd elk punt binnen dezen cirkel in een punt daarbuiten
getransformeerd wordt. '
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