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1. De operator \] komt in de toepassingen, door HAMILTON van 
zijne theorie der quaternionen gemaakt, slechts enkele malen voor. 
Wel veAtigde hij in zijne "Lectures on Quaternions" (§ 620) bij
zonder de aandacht op dit symbool met het oog op de bruikbaarheid 
bij natuurkundige toepassingen, maar een uitwerking van dit denk
beeld heeft hij niet in het licht gegeven. Toch schHntdit zijn 
voornemen geweest te zijn; althans in de bekende verhandeling van 
TAJT "On Green's and other allied theorems" (Trans. of the R. Soc. 
of Ed. Vol. 26, 1870) zegt de schrijver: "Tu one of the last lettert'! 
I received from him (HAMILTON), he said, th at he intended to con
clude the final chapter of his "Elements", which is devoted to 
physical applications, by some sections on the operator mentioned 
above". 

Vooral door TAIT is uitvoeriger de beteekenis van dien operator 
uiteengezet in eenige verhandelingen en in zijn bekend werk "An 
elementary treatise on quaternions" , waar dit over de leer van de 
elasticiteit, de potentiaal en de electriciteit handelt. Er zijn daarbij 
twee gevallen te ûnderscheiden, naarmate \] aan een scalaire functie 
/ van een vector (!, of aan een vectorfunctie (Y van (! werkt. In 
het eerste geval hebben \]/ en \]2/, in het laatste S\](Y en V\](Y 

eene eigenaardige beteekenis, d ie bij vraagstukken op het gebied, 
dat wij zooeven omschreven, duidelijk aan het licht treedt. Tot 
heden zijn dan ook steeds de genoemde theorieën aan de hand dier 
symbolen ontwikkcU: zoo b.v. in HICKS' "Quaternioninvestigations on 

C 1 
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4 OVlm DE TOEPASSING DER QUATERNIONEN 

strains and Huid motion" (Quarterly Journal Vol. 14 p. ~71, 1877). 
Toch doet zich daarbij het belangrijk bezwaar gelden, dat in de 
quaternionen theorie geen methoden bekend zijn, die bij transformatiAS 
van dien operator 'il dienst kunnen doen, zoodat men dan ook, 
als een dergelijke transformatie vereischt wordt, steerls tot een over
gang tot Cartesische coördinaten zijne toevlucht nemen moet. TAI'f 
zelf drukt dit gevoelen uit, waar hij in de genoemàe verhandeling 
zegt, dat zijne methode weinig "direct" is. Dientengevolge is de 
vorm, waarin hij de vraagstukken over de hydrodynamica behandelt, 
gelijk aan die in de gewone rekenwijze, zoodanig zelfs, dat de be
weging van een vloeistof bij aanname van een snelheidspotentiaal 
volgens de beide methoden behandeid eenvoudig niet het geringste 
verschil vertoont. Het behoeft wel geen betoog, dat daardoor aan 
de invoering van quaternionen in z'lodanige gevallen nagenoeg geen 
voordeelen verbonden zijn. 

Sedert langeren tijd heeft zich de overtuiging bij mij gevestigd, 
dat de toepassing van HunLToN's methode op de mechanica en de 
natuurkunde op geheel andere wijze moet plaats hebben, dan tot 
heden geschied is, hetgeen ik in deze verhandeling wensch aan te 
toonen. Het zal daarbij blijken, dat wij den operator 'il slechts 
in het eenvoudige geval te beschouwen hebben, waarin hij aan een 
scalaire functie van l! werkt, waarbij dan het resultaat der operatie 
ook onmiddellijk, zooals bekend is, door een gewone q uaterniondif
ferentiatie te voorschijn treedt. Het zwaartepunt der verdere be
schouwingen ligt in de toepassing der lineaire vectorfunctie, die 
door HAMIL'roN blijkens de uitvoerigheid, waarmede hij hare eigen
schappen ontwikkeld heeft, zonder twijfel als het meest belangrijke 
symbool zijner theorie herkend is. 

Een overgang tot Cartesische coördinaten is bij geen der menigvul
dig voorkomende transformaties wenschelijk gebleken. Ik aarzel dan 
ook niet, den in het volgende afgeleiden vorm der behandelde vraag
stukken in tegenstelling met dien, welken men bij TAIT vindt, met 
den naam van den waren quaternionvorm te bestempelen. De ver
rassende eenvoudigheid der verkregene vergelijkingen opent het uit
zicht eenige tot heden onopgeloste vraagstukken van ean geheel 
nieuw standpunt uit aan te vatten. Voor de theorie der vloeistof
stralen heeft deze beschouwingswijze mij tot een, naar ik meen, 
nieuw theorema gevoerd. 

2. Aangezien de theorie del' quaternionen tot heden nog betrek
kelijk weimg beoefend wordt, zullen wij de gronàslagen voor de 
navolgende beschouwingen hier zooveel mogelijk in herinnering 
brengen. Daarbij zal ik menigmaal naar de speciale werken op dit 
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gebied moeten verwijzen, waartoe ik gekozen heb: T.A.IT, "An ele
rnentary treatise on quaternions" en mijne" Theorie der Quaternionen." 

Wanneer men den vector e van een willekeurig punt in de ruimte 
volgens drie vaste vectoren a, (3, r. ontbindt, verkrijgt men 

e=xa+y(3+zr ....... (1) 

en door operatie met S. (3 r. S. rex. S. a (3 ontstaat hieruit achtereen
volgens 

Sf3re Srae Saf3e 
3:= --, y=--. z=--. 

Saf3r Sa(3r Sa(3r 

waardoor uit (1) de fundamenteele betrekking verkregen wordt 

r (1*) 

Stelt men nu ter bekorting 

dan gaan deze betrekkingen over in 

derhalve 
• • • • (-I) 

Men kan e echter ook ontbinden volgens de drie vectoren Vf3y. 
Vr a. Va fI. die op de vlakken door a ,//, r twee aan twee gebracht, 
loodrecht staan en verkrijgt dan 

waaruit door operatie met S. a. S. (3. S. r achtereenvolgens ontstaat 

Sae S(3e Sre u=--. v= ,w=--. 
Su~r Safir Sa(3r 

welke vergelijkingen met de vorige weder de belangrijke formule 
opleveren 

en In verband met (2) verkrijgt men tevens 

file://-/-vVyct-/-w
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Een willekeurige functie van $, Y, z, die wij door .F aanduiden, 
gaat door de betrekkingen (3) over in 

hetgeen HAMILTON een scalaire functie van den vector (! van een 
punt genoemd heeft, waarvoor wij in het volgende kortheidshalve 
F(! zullen schrijven. . 

Duidt men de partieele differentiaalquotienten van de functie F(! 

naar de argumenten S al(!' S az(!, S a3Q door FIl Fz, F3 aan, dan le
vert een differentiatie van die functie 

dF= F1Sa1 dQ + FzSazd(! + FsSasdQ 

= SvdQ, 

waarm v geschreven iA in de beteekenis 

Vormt men nu eveneens het differentiaal d 'V, waarbg algemeen 
door Fik het tweede partieele differentiaalquotient van FQ naar de 
beide argumenten S ai!!, S ak(! worde voorgesteld, dan ontstaat 

dv =al S (al F ll + aZFIZ + a3Fdd(! + azS (alFIZ + azFzz + a3FZ3) d(! + 
+ a3 S (al F l3 + aZFZ3 + a3 F 3s) d(!. 

Deze uitdrukking kau verkort gaschreven worjen in den vorm 

Zij is een lineaire vectorfunctie van dQ, door HAMILTON in §§ 
346-365 van zijne »Elements of quaternions" beschouwd en wel 
verschijnt deze hier in den drietermigen grondvorm 1). 

3. Het is bekend, dat de lineaire vectorfunctie l/l(! gedefinieerd 
kan worden door de fundamenteele eigenschap, die in de volgende 
vergelijking opgesloten ligt, 

Zij sluit tevens de betrekking in 

1) Vergelijk TAIT, Chapt. V § 160; MOLENBROEK, Sechster Abschn. § 158. 
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als te een willekeurig scalair getal voorstelt. Hieruit kan nu onmid
del1ijk de drietermige grondvorm voor die functie worden afgeleid. 
Immers met het oog op (4) heeft men 

l/l(! = lIJ (a SalQ + (JSa2Q + rSas(J) 

= lIJ a • S al (! + lIJ ti . S a2 Q + lIJ r • Sas (! j 
of, als men 

(7) 
stelt, dan is 

• (8) 

Bij elke lineaire vectorfunctie lP Q behoort een verwante functie 
lIJ'(!, die gedefinieerd kan worden door de betrekking 

S. (j lIJ (! = S. (! lIJ'f5 • • (9) 

voor alle waarden der vectoren Q en (J geldende. Uit (5) volgt dan 

lIJ'(! = al Sa lIJ'(! + a2 S tllIJ'(! + as Sr lIJ'(! 

dus 
= al S(! lIJ a + a2 S(! lIJ ti + as S(! lIJr 

lIJ'(! = al Srl(! + a2 Sr2(! + as Srs(! • • • • (10) 

zoodat lIJ'(! eenvoudig uit lIJ (J ontstaat, door daarin de grootheden 
a en r met elkander te verwisselen. 

Blijft daarbij de functie onveranderd, dan noemt HAMILTûN haar 
zelfverwant. 

De som lP(! + lIJ'(! of kortheidshalve (lP + ",')(! is natuurlijk steeds 
eene zelfverwante functie, die wij door 2l1Jo (J voorstellen, dus 

lP (! + lIJ'(! = 2 lIJo (! • • • • • • • (11) 

Maar uit de vergelijking (8) volgt 

S Q lP (J = S (!lJl'Q of S. (! (lIJ-lIJ') (! = 0, 

d. i. (lJl-lIJ')(! is een vector, die loodrecht staat op (I. Is nu ~ een 
willekeurige vector, dan is V~(J een vector loodrecht op het vlak 
van ~ en (! en men kan dus stellen 

lIJ(! - ""Q = 2 V~(! ••••••• (12) 

Uit deze vergelijking en (10) volgen nu de belangrijke betrek
kingen 1) 

I) Verg. TAIT, § 174; MOLENBROEK, § 161. 



8 OVER DE TOEPASSING DER QUATERNIONEN 

IJI,(! = lJIo (J + V~ (I I. . . . . . . (13) 

l/1(J=l/1o(!- V~(J ~ 

Den hier ingevoerden vector ~ zullen wij in het vervolg den rota
tievector van de functie lJI noemen. Het is gemakkelijk dezen in 
de grootheden a en r uittedrukken, wan t volgens (ll) in verband 
met (8) en (10) is 

2 V~(J = (rISal(J - aISrI(!) + (r2Sa2(J - a2Sr2(!) + (rsS a3(J - as Srs'!) 

= V. (IV (al rI + a2r2 + a3rS) 1) 

derhalve 
~ = t V (rl al + r2 a2 + rs a3) . • . • • (14) 

een betrekking, die ten gevolge van (7) en (2) ook aldus kan ge
RP,hreven worden 

De voorwaarde, waaraan voldaan moet worden, opdat de functie 
l/1 zelfverwant iA, kan natuurlijk ook in dezen vorm uitgesproken 
worden, dat zij geen rotatievector ~ bevat. 

De merkwaardigste eigenschap van de lineaire vectorfunctie is 
ongetwijfeld, dat zij steeds aan een symbolische cubische vergelijking 
voldoet. Het zou te ver voeren bij de afleiding dezer vergelijking 
hier stil te staan. 2) Wij zullen deze vergelijking in het vervolg 
voor de functie l/1 steeds in den vorm aanwenden 

waarin 1J12(1 voor l/1 (1/1 (I) staat, terwijl x, Xl' X2 getallen zijn, die op 
eenvoudige wijze met de functie lIJ samenhangen, namelijk in het 
algemeen 

S • IJl' )! 1/1' Àl/J' /-l 
1lJ=-----

S. XÀft 

S (x l/J' À 1/1' ft + Àl/1' /-lI/1' x + ft 1/1' x 1/1' À) 
IlJI= • • • (15) 

S."Àft 

S (À ft 1/1'" + ft" 1/1' À + "Àl/1' ft) 
z2=----~--~--~~~~~ 

S."Àft 

I) TUT, § 90; MOLENBROEK, § 87, vergelijking (c. 40). 
') Men zie TUT, § 145 en vlg.; MOLENBRoEK, § 143 en vlg. 
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x, À, ft, zijn hierin drie willekeurige vectoren. Wanneer men voor 
l/.I den drietermigen grondvorm aanneemt, dan is 1) 

x = S al a2 as SrSr2r} ( 

,'r.I = - S( Va2aS Vr2rS + VaSa} VrSrl + Vala2 Vrlr2) \ . 

3'2 = S (Ulrl + a2 rz + as rs) 

(16) 

zoodat deze drie grootheden voor de functie l/.I en hare verwante 
dezelfde waarde hebben; men mag derhalve ook in (15) de functie 
1/1' overal door lP vervangen. In het volgende zullen wij or, Xl, x2 

de invarianten der lineaire vectorfunctie noemen. 
4. Wij zetten nu de beschouwingen van § 2 voort. Daarin 

wp-rd gevonden, dat dJ! een lineaire vectorfunctie van dQ is; het 
Llijkt nu gemakkelijk, dat deze onveranderd blijft, als men de groot
heden a en J! (vergelijking (6») verwisselt, zood at dj! steeds zelf
verwant is. Daarbij was ondersteld 

Een nieuwe differentiatie doet nu onmiddellijk inzien, dat dJ/I, 

dJ/2, dJ/s ook zelfverwante lineaire vectorfuncties van dQ zijn zullen. 

Een vector a, volgens drie vaste vectoren al, a2, as in de ruimte 
ontbonden, levert 

waarin UI, u2, Us drie scalaire grootheden zijn. Hangt a nu op een of met 
andere wijze met Q samen, dan openbaart zich dit hierin, dat UI, U2, Us 

scalaire functies van Q zijn, die wij door F' Q, F" Q, F'" Q aanduiden. 
De uitdrukking 

is dan de meest algemeene uitdrukking voor een vectorfunctie van Q. 
Het differentiaal da verkrijgt volgens § 2 den vorm 

(17) 

het is dus een lineaire vectorfunctie dQ, die nu echter in het alge
meen niet zelfverwant zijn zal en dus tot den vorm (13) herleid zal 
kunnen worden 

1) Verg. TAIT, § 160; MOLENBRoEK, Zusätze zur Theorie d. Q. blz. 7. 
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waarm 0 de waarde heeft 

v = ! V(CtI v' + a2 v" + Ct3 v"). 

Voor het volgende is het nu noodig nog eenige oogenblikken bij 
het differentiaal do stil te staan. Het zal namelijk b!~jken, nat, 
indien (j een volkomen willekeurige vectorfunctie van (! is, 0 toch 
aan een bepaalde voorwaarde voldoen moet, dic wij aldus opsporen. 
Men stelle 

dv' = Xl d(!, dv" = X2 d(!, dv'" = ;(3 dfl' 

dan zijn volgens het begin dezer § Xl, X2, ).'3 zelfverwante lineaire vector
functies. Aangezien 0 f'en vectorfunctie van (! is, zoo zal do een 
niet-zelfverwante lineaire vectorfunctie van d(! z!in, die wij door 
Xd(! voorstellen, zoodat de betrekking geldt 

20 = 2).' df! = V (al X'd(! + a2 X"df! + as X"'d(!). 

Bepaalt men nu voor de functie X met behul p van een der for
mules (15), nadat daarin de verwante functie door de oorspronke
lijke vervangen is, de invariant 3'2' aldus 

:&2 Sal a2 Cts = S (a2 asZ al + Cts al X a2 + al a2 X Cts), 

dan vindt men 
:&2 = o. 

Deze is de bovengenoemde voorwaarde, waaraan de rotatie vector 
v van een lineaire vectorfunctie van dCh uit elke willekeurige vec
torfunctie afgeleid, voldoen moet. 

Wanneer in elk punt der ruimte voor een lineaire vectorfunctie 
de invariant :1'2 verdwijnt, dan kan daaruit nog een besluit getrok
ken worden, dat ons later ten nutte komen zal. Zij namelijk die 
lineaire vectorfunctie ondersteld in den vorm (17) gegeven te zijn, 
dan IS 

Bijaldien nu deze grootheid overal verdwijnt, dan volgt door 
differentiatie met de hierboven toegepaste schrüfwijze voor dv', 
dv" , dv'" 

S (Xl a) + X2 a2 + X8 aS) df! = o. 
Daar deze betrekking voor elke waarde van d(! gelden moet, zoo 

besluit men hieruit, dat ook in elk punt der ruimte de vergelijking 

;(1 al + X2 a2 + XSa8= 0 
geldig zijn zal. 
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Wij zullen nu het eerst nagaan, welken vorm eenige bekende 
stellingen uit de potentiaaltheorie aannemen. Voor de afleiding van 
al het navolgende blijkt een overgang tot Cartesische coördinaten 
steeds onnoodig. 

THEORIE VAN DE POTENTIAAL. 

5. Zij (J de vektor van een punt, waar een volume-element dv 

van een massa met dichtheid m zich bevindt. De potentiaal in het 
punt (! is dan 

r mdv 
F(! =. T((!-(j)' 

De verandering van deze, als men naar het zeer nabijgelegen punt 
(! + tJJ d(! overgaat, is I) 

zoodat de uitdrukking voor de kracht in het punt (I wordt 

Hieruit verkrijgt men nu de zelfverwante lineaire vectorfunctie 

Wanneer men daarvoor de invariant W2 bepaalt volgens (2), vindt 
men 

zijnde de ware quaternionvorm van de vergelijking van LAPLACE. 
Om de vergelijking van POISSON af te leiden, volgen wti een 

door DIRICHLET aangegeven methode. Denken wij om het punt (10, 

binnen de massa gelegen, een bolletje beschreven en berekenen wij 
de waarde van W2 in een daarbinnen gelegen punt (I, welke het 
gevolg is van de werking der massa binnen dat boloppervlak gele
gen. De kracht in het punt (J, welke eenvoudig gelijk is aan de 
werking van de massa binnen het boloppervlak wet oden straal 
T(q - (10) beschreven, wordt dan 

1) TilT, § 183; MOLENBRoEK, § U8, vergelijking (e. 22). 
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derhalve 
4 

dx = cpode = -"3 nm dlb 

zoodat nu de berekening van 3'2 voor de functie CPo levert 

(19) 

de vergelijking van POJSSON. 

Wij hebben hierdoor tevens een zeer merkwaardigen vorm gevon
den voor een partieele differentiaalvergelijking van de tweede orde. 
Dit onderwerp is in mijne "An wend ang der Quaternionen auf die 
Geometrie," welke weldra het licht zien zal, meer uitvoerig be
schouwd, alwaar dan ook e(mige algomeene integratiemethoden voor 
zoodanige vergelijkingen aangegeven zijn. 

6. In verband met het voorgaande verkrijgt nu ook het theo
rema van GREEN een eigenaardigen vorm. Stellen wij door Fe en 
h twee scalaire functies van Q voor, zoodanig dat 

dF = S K d(!, df = S x d(! 

dK = iP de, dx = cp dlb 

terwijl X2 en :&2 de bekende grootheden voor de functies cp en rp 
zijn mogen. 

Wemneer nu verder d (h, d Q2, d (Is drie oneindig kleine vectoren 
voorstellen, die een volume-element 

bepalen, en wij deze in het vervolg steeds zoodanig geconstrueerd 
denken, dat de draaiing van de2 naar d(ls van d{J1 uitgezien, tegen
gesteld is aan de beweging der wijzers van een uurwerk, terwijl 
hetzelfde bij een cyclische verwisseling van d(!}, d(l2' d(!s geldig blijft, 
dan is volgens (1 *) 

S K x S del de2 des = 
= S. K (d(/l S d(/2 des x + d(l2 S d(!s d(/l X + dQs S d(!l d(!2 x). 

Duidt men door dl P de verandering van F aan, als Q in (!+dQI 
overgaat, dan geldt voor den term S K d(!l S d(/2 dQs x van het tweede 
lid der vorige vergelijking 

S K d(!l S d(!2 d(!s x = dl [F S d(!2 d(!s x] - F S d(/2 d(ls (P d(!l' 
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Wanneer dus de drievoudige integraal 

fffSKy.dV 

wordt uitgestrekt over een begrensde ruimte, die door drie stelsels 
van evenwijdige platte vlakken in kleine parallelepipeda verdeeld 
wordt, welker ribben evenwijdig aan d(!1, d(!2, d(!s zijn, dan is een 
deel ervan 

fffSKd(!lSd(!2 d(JSY. = fJli'Sd02 d(!3Y.[- fffFSd(!2 d(!3 cpd(!1' 

waar 

aangeeft het verschil der waarden van F S d(!2 d(!3 Y. in de punten, 
waar een prisma, op een vlakje d(!2, d(!s met opstaande ribben 
evenwijdig aan d(!l geconstrueerd, het grensoppervlak der beschouwde 
ruimte snijdt en de dubbele integratie over alle zoodanige prisma's 
moet worden uitgestrekt. Derhalve wordt 

f frs K Y. dv JJp S Y. (dll2 dll3 + d(!s d(!1 + d(!l d(!2) 

-J]JF S (d(!2 d(!3 cpd(!l + dll3 d(!1 rpd(!2 + d(!1 d(!2 cpd(!s)' 

Is nu v de normaal tot het oppervlak naar buiten getrokken, 
dan is 

v (dll2 d(J3 + d(!s d(!l + dll1 drh) = 

= UV (d(J2 - d(J1) (d(!3 - d(!l) 1 V (d(!2 - d(!1) (d(!3 - d(!l) 

= Uv do, 

waarin do het element van het oppervlak voorstelt door een der 
prisma's uitgesneden 1). Derhalve wordt het theorema van GREEN 

m aJgemeenen vorm 

I) T.oUT, § 96; MOLENB&OEK, § 86, formule (c. 33). 



14 OVER DE TOEPASSING DER QUATERNIONEN 

Voor één enkele functie f luidt het 

Uitbreidingen van het theorema zijn in de theorie der quaternio
nen mogelijk. Wanneer Damelijk i! niet van een scalaire functie 
is afgeleid, dan blijft toch di! een lineaire vectorfunctie van d(!, al 
is deze dan niet zelfverwant. De vergelijking (19) zal dus ook in 
dit geval onveranderd geldig blijven. 

Wanneer verder weder F 1(!, F2(/l p s(! scalaire functies van (! voor
stellen, dan zal 

N=a1 F1 +a2F2+aSP'S 

een op bepaalde wijze in de ruimte verdeelde vectorgrootheid zijn. 
Is nu 

dF1=SK1d(!, dF2=SK2d(!, dFs =SKsd(!, 

a1SK1 d(! + C(2S K 2d(! + agSKsd(! = '/ld(!, 

dan kan men eerst de vergelijking (19) op elk der grootheden K], 
K 2, Kg afzonderlijk toepassen. VermenigvuldIgt men daarna de aldus 
verkregen vergelijkingen achtereenvolgens met a], C(2' a3 en telt de 
producten samen, dan ontstaat het theorema 

JJJ'/1 xdv IJ N S x Uv do - Jf2 N dv (20) 

Het is natuurlijk ook gemakkelijk deze stelling direct te bewijzen. 
Met het oog op de hydrodynamica is het wenschel!jk hier eenige 

beschouwingen omtrent de elal:!ticiteitstheorie op te uemen. 'fen 
deele is deze theorie reeds door TAIT en andere schrijvers in den 
hier aangegeven vorm behandeld. 

ELASTICITEITSTHEORIE. 

7. Denkt men zich om het punt (! van een lil'haam met een 
l.eer kleinen straal r een bolletje beschreven, terwijl (! + df! de vek
tor vun een punt van het oppervlak is, dan bestaat de betrekking 

. • (21) 

Nu moge het lichaam, waarvan dit bolletje deel uitmaakt, een 
verplaatsing met vervorming ondergaan, waardoor (! overgaat in a 
en (! + cl(! in a + da. Algemeen zij gesteld 
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en dus 
da = Xdf.! = al S VI d(! + ((2 S V2 d(! + ((s S V3 d(!. 

Hieruit volgt dan 1) 
df.! = X-I du 

en de vergelijking (21) geeft 

(rl da)2 = - r 2 

15 

(22) 

of, als de tot X-I verwante functie door ().'-l) , aangeduid wordt, 
volgens (9) 

S. da (X-I)' X-I da =. - r 2• 

De functie (i-I)' rI, waarvoor wij kortheidshalve l/J schrijven, 
is steeds zelfverwant. Er blijkt dus, dat punten van het lichaam, 
die oorspronkelijk op een boloppervlak gelegen waren, na de ver
plaatsing een ellipsoïde vormen 2). De assen van deze ellipsoïde 

S. da l/l da = _,.2 . (23) 

vallen in de richtingen der eenheidsvektorell tI, t2, t3, welke aan 
de vergelijking 

VC/l/l(!=O 

voldoen S). Zijn m]) m2, m3 de wortels der symbolische cubische 
vergelijking voor de functie l/l 

:r. - $1 l/J + $2 l/l2 - ~ = 0 , 

dan voldoen dus tI, t2, t3 aan de betrekkingen 

l/J tI = (rl)' X-I tI = mI tI 

l/l t2 = (rl)' r l l2 = m2 t2 • • • • • (24) 

l/ll3 = (rl)' r l lS = ms lS 

De richtingen tI, t2, l3 vielen voor de vervorming blijkens (22) 
met 

samen, waaruit volgt, dat zij ook voor de vervorming onderling lood-

1) TAJT, § 139 j MOLENBIWEK, § 137. 
2) Zie T .HT, §§ 248-252, MOLENBROEK, Allwelldung der Q. auf die Geolli. § 48. 

en vlg. 
3) TAIT, § 165 en vlg.; MOLENBROEK, § 155 eu vlg.; ook Anw: d. Q. a.d. G. § 58. 
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recht waren. Wti hebhen hier nameltik slechts met een bijzonder 
geval te doen van de stelling, dat elke twee geconjugeerde richtin
gen der ellipsoïde voor de vervorming loodreeht op elkander waren. 
ZÛn toch dal, da2 twee zoodanige richtingen, Jie oorspronkelijk langs 
de!!, dQ2 vielen, dan is 1) 

of 

derhalve volgens (22) 

S dC!I dll'J = O. 

Tevens bltikt hieruit, dat slechts één stelsel van. drie richtingen 
aan te geven is, die zoowel voor als na de vervorming onderling 
loodrecht Ztill. 

Met een klein plat vlak 

S(iJdC! = 0 

komt later overeen 
S. da (X-I)' (i) = 0, 

dat is dus opnieuw een plat vlak. 
Neemt men twee punten met de vectoren (! + d(! en C! + d(!l voor 

de vervorming, dan correspondeeren hiermede later a + Xd(! en 
a + ;( d(h, zoodat de verbindingsltin, die oorspronkeltik dC! - d(!l 

was, is overgegaan in X(d(! - dC!I)' De uitrekkingsverhouding vo:.>!' 
deze lijn bedraagt dus 

Deze vorm is alleen van de richting der verbindingsl!jn afhan
keltik, waardoor de stelling hewezen is, dat alle evenwijdige lijnen 
in de zelfde verhouding hare lengten veranderen. 

Als men in het bijzonder aanneemt, dat de verbindingsltin in de 
richting valt, die de richting tI oorspronkelijk had, d. i. langs den 
vector r 1 11, dan heeft men te stellen 

dQ - dQI =ur1 III 

waarin tl een zeer kleine positieve grootheid is. Nu wordt de vorige 
uitdrukking 

J) TAlT, § 254 en vlg.; MOLENBROEK, Anw. (1. Q. R. d. G: § 56. 
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T ï( (d(! - d(!I) 1 

T(d(! - d(!I) 1'X-1 tI 

Duiden wij door OA', OB', oe' de assen der bovengenoemde ellip
Aoïde aan en door OA, OB, oe de oorspronkelijk daarmede overeen
stemmende richtingen, dan kan men het punt (! + d(! in het vlak 
Boe gelegen denken, zoodat het na de vervorming in het vlak 
B' 0 e' komt te liggen. Uit het vorige blijkt nu, dat de afstand van 
een willekeurig punt tot het vlak Boe in de standvastige verhouding 

1 

verandert. Opereert men p,ehter aan de eerste der vergelijkingen 
(24) met S. tI, dan vindt men 

• (25) 

derhalve kan voor de uitrekkingsverhouding in de richting OA ook 
geschreven worden 1: VmI' Op dezelfde wijze worden de overeen
komstige grootheden voor de richtingen OB, oe door 1: V m2' 1: V m3 

voorgesteld. 
De geheele vervorming komt dus hierop neder, dat het oorspron

kelijke bolletje uitrekkingen ondergaan heeft in drie onderling lood
rechte richtingen r l tI' Xl- l2' X-I l3' terwijl daarop eeIl draaiing 
gevolgd is, waardoor deze drie vektoren langs tI' t2' t3 gekomen 
zijn. Deze konische draaiing hebbe om een as plaats, welke met 
den eenheidsvektor r samenva.lt, terwijl het bedrag der draaiing tn 

zij; dan moet volgens een bekende schrijfwijze der quaternionen
theorie gesteld worden l) 

en 10 verband met de v~rgelijking (25) ontstaan dus de betrekkingen 

rltl = VmI r- t tI r t 

r l t2 = V m2 r- t l2 r t 

r 1 l3 = V m3 r-t l3 rt 

waaruit r en t bepaald moeten worden. 

1) TAIT, § 854 en vlg. ; MOLEN BROEK, § 111. 

Vtrhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectic). Dl. Il. 

• • • (26) 

02 
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Wij vonden zooeven voor de lineaire uitrekkingBverhoudingen 

1 1 1 --, --, -~. 
Vml V m2 Vms 

De dilatatie der vlakte-eenheid, loodrecht op de richting van den 
eenheidsvektor m aangebracht, is eveneens op eenvoudige wijze aan 
te geven. Zijn namelijk d€!l' d€!'/, twee kleine vectoren in dat vlak, 
dan is die dilatatie 1) 

TV;(d€!1 ;(d€!2 _ l' '-1 "-, _ .31;( LV, 
T Vd(J1 d€!2 

waarin Ir. op de functie ;( betrekking heeft. 
Nog wordt de cubische dilatatie voorgesteld door 

Men kan deze grootheid echter ook gemakkelijk III mi' 1n2' ms 

uitdrukken. Want de inhoud van het bol!etje ~ 11: r S gaat later in 

4 1'3 
dien der ellip!:!oïde 3- 11: V over, zood at de cubische dilatatie ge-

mJffl2 m S 

meten zal worden door 
1 1 

V mI m2 ms ~/ X ' 

wanneer X de bekende beteekenis voor de functie (rl)' X-I heeft. 
8. De nadere bepaling dezer dila.taties en van de as en de grootte 

der konische draaiing zullen wij alleen uitvoeren voor een geval, 
waarin de vervorming gering is, zoodat mI' 1n2 ,ms slechts weinig 
van de eenheid verschillen. Dit geval treedt in, als de beschouwde 
elastisehe massa een continue beweging bezit en wij haren toestand 
beschouwen op twee opeenvolgende tijdstippen t en t + dt. Duiden 
wij nu de snelheid van het deeltje in het punt €! door ~ aan, dan 
kan algemeen gesteld worden 

. (27) 

waarin FI' F2' Fs behalve (! ook t bevatten. In plaats van de in 

1) TAIT, § 145; MOLEN BROEK, § 143, formule Cf. 32). 
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het voorgaande gebruikte grootheid û moet nu (J +"ë dt gesteld wor
den. Is 

d Q = al S VI d(! + a2 S V2 de + as SVs dt! = cp d(J. • • (28) 

de verandering van ~ bij oYergang van het punt (! naar e + dl! op 
hetzelfde tüdstip t, dan wordt 

dû = d(J + lP d(! • dt. 

Ter wille van een duidelüke schrüfwüze vervangen wij dt door 
u. Nu heeft men voor de in § 5 dezer verhandeling gebruikte 
functie ;c 

;c = 1 + ucp, X-l = 1-ucp, 

aangezieu ;C,r-l = 1. Hiermede wordt dan 

. 1 1 1 
De drie lineaire uitrekkingscoëffienten -- -1, -- --1, _ - 1 

V 711 1 V m2 Vma 
worden dus door 

voorgesteld en hieruit volgt dan verder voor den cubischen dilata
tie-coëfficien t 

D = _. u S (tl cp tI + t2 cp t2 + lS cp lS)' 

of, aangezIen tI' l2' la een rechthoekig stelsel van eenheidsvectoren 
vormen, 

D = Uil'z. 

De eerste der vergelijkingen (24) vereenvoudigt zich tot 

• (29) 

Om nu de richting der oogenblikkelijke as van wenteling van 
het deeltje en de grootte lt der hoeksnelheid te vinden, merken wij 
op, dat h u het bedrag der wenteling in den tijd dt voorstelt, zood at 
ltu''ll voor t in de formules (26) in de plaats gesteld moet worden. 
Volgens een bekende formule is bovendien 

dus in het beschouwde geval is 

r t = 1 + ~ ltUr. 
2* 
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Daardoor ontstáan dus uit (26) betrekkingen van den vorm 

cp tI + tI S tI cp tI = " Vrll' 

die tengevolge Vàn de vergelijking (29) zich herleiden tot 

derhalve 
VOtl=l,Vrtl' VOlz=l,Vrtz, enz., 

0= "r. 
Hieruit blijkt dus, dat de vector 0 door zijne lengte de hoeksnel

heid, door z!jne richting de oogenblikkelijke as van wenteling van 
het deeltje aangeeft. Daarom gaven wij reeds in § 2 van deze ver
handeling aan 0 den naam van den rotatievectol' in de functie cp 
begrepen. 

De hier verkregene resultaten zullen wij nu verder toepassen in 
de theorie der beweging van vloeistoffen. Vooreerst gaan wij over 
tot het opstellen van 

de al,qemeene hydrodynamische vergelijkingen. 

9, De grootte van den druk in een punt der vloeistof is een 
scalaire functie p van (!; w!j onderstellen dus, dat geschreven kan 
worden 

dp = S 1Z"o d(/. 

Beschouwt men nu het volume-element 

dv = S d(!l d(/z d(/ s. 

dan werken op de z!jvlakken, die evenwijdig zUn aan de richtingen 
d(/z. d(js, nabij het punt (j de krachten 

p Vd(/z d(/s , - (p + S 110 d(!l) Vd(jz d (js , 

zoodat de totale kracht, die het volume-element tengevolge van den 
hydrostatischen druk ondervindt, bedraagt 

- [V d(J9 d(Js . S 1Z"o dl!! + V d!!3 d(jl' S llo d()2 + V d<!l d(!z· S 1Z"o d!!3] 

= - 1Z"oSd(!I d(/z d<!s = - "rodv. (volgens 4*) 

Is Y. de uitwendigo kracht per massa-eenheid, m de dichtheid der 
vloeistof, dan wordt derhalve de bewegingsvergelijking 

d(! 
m-=my.-1Z"o ••••••• (30) 

dt 
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De continuiteitsvergelijking is eveneens gemakkelijk af te leiden. 
Want in de vorige § vonden wij voor den cubischen dilatatiecoëffi
cient in den tijd dt de uitdrukking 11'2 dt en hieruit volgt dan, als 
wij weder een differentiatie naar t door NEWTONl.S schrijfwijze aan
geven, 

m3'2 + 1n = o. . . (31) 

Deze vergelijking zou natuurlijk ook zonder de voorafgaande be
schouwingen der elasticiteitstheorie op de volgende wijze gevonden 
kunnen worden. Daar het element d(!1 in den tijd dt overgaat in 
d(!l + cp d(!1 • dt, zoo zal het volume-element S df/l df/2 df/s daarbij over
gaan m 

S d(!l d(!2 d(!s + dt S (d(!2 des cp d(!l + d(!s d(!l cp d(!2 + dth d(!2 cp d(!s) 

= S d(!1 d(!2 d(!s (1 + .'IJ2 dt), 

waardoor wij de vorige uitdrukking voor den dilatatiecoëfficient 
teruggevonden hebben. 

Voor een onsamendrukbare vloeistof neemt de continuiteitsverge
lijking den zeer eenvoudigen vorm aan 

3'2 = O. 

De bewegingsvergelijking (30) kan nog in een andere gedaante 
gebracht worden. Wanneer wij allereerst, zooals gebruikelijk 16 

f~=p 
stellen en verder 

dP = S II d(!, dus 'Ilo = m'Il j 

wanneer WH dan bovendien in het oog houden, dat de betrekking 
geldt 

dan luidt de bewegingsvergelijking 

db ()~ . - = -- + cp ij = r. - 'Il 
dt ()t " 

(32) 

In het geval van een stationaire he weging yercenvoudigt deze 
zich tot 

(P Cl = r. - 'Il. 

file://-/-dtS
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Uit het voorafgaande is verder duidelijk, dat de beide gevallen, 
waarin een snelheidl:lpotentiaal al of lliet bestaat, alleen daardoor 
onder~eheîden zijn, dat in het eerste geval rp een zelf\'erwante 
lineaire vectorfunctie is, in het tweede geval niet. 

WERVELBEWEGING. 

10. Wij zullen nu aantoonen, dat de wervelbeweging op zeer 
eenvoudige wijze door middel van quaternionen beschreven kan 
worden. Er zij dus in het volgende ondersteld, dat cp een wille
keurige lineaire vektorfunctie is, welks rotatievector door (~ aange
duid wordt. Zooals wij in § 8 aantoonden, stelt dan 0 in grootte 
en richting de werveldrauiing voor. Denken wij cp in den door 
(28) aangeduiden vorm en geven wij door d den overgang aan van 
een punt Q der vloeistof naar een nabijgelegen punt op hetzelfde 
tijdstip, dan volgt uit de bewegingsvergelüking (32) 

of, als men stelt 

Hierin zijn volgens § 4 rpI' CP2' CP3 , 1/11' 1/12 zelfverwante functies. 
Daar van het tweede lid dezer vergelijking hetzelfde geldt, zoo meet 
dus ook de rotatievektor van het eerste lid verdwijnen. Nu is cp'2 
de geconjugeerde functie van cp en volgens (13) 

Voert men hierin voor d(! de waarde in uit 

waarin a, fJ, r willekeurige vektoren voorstellen, dan vindt men vol
gens (14*) voor het product van den rotatievektor in cp2 begrepen 
met SafJr 

t V[(rpo Voa + V. 0 CPo a) VfJ r + (CPo V 0 fJ + V. 0 CPofJ) Vr a + 
+ «(Po Vo r + V. 0 Cfor) Va /,,] 
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of na eenige herleiding 

(a:z - qJo) 0, 

zoodat de rotatievektor in het eerste lid der vergelijking (33) wordt 

N u volgt echter uit 

0= l V(al Yl + az Jlz + as Y8) 

do i)v . . . 
dt = i)t + l V(al q>1 (! + az qJz (! + aa qJa (!), 

zoodat ten slotte de vergelijking voor de wervelbeweging luidt 

. . (35) 

waarvoor men ook zou mogen schrüven 

Deze vergel~iking, die geheel algemeen bÜ vloeistoffen en gassen 
geldt, is zoo eenvoudig, dat zÜ wel als een der merkwaardigste voor
beelden van de fraaie wijze van behandeling dool' middel van qua
ternionen gelden mag. Voor onsamendrukbare vloeistoffen neemt 
zij den vorm aan 

~ = CPo 0 = qJ o. . . . . . . . (36) 

11. Het valt niet moei1ük met behulp van deze vergelükingen 
de bekende eigenschappen der wervelbewegingen te bewijzen. Aller
eerst blijkt onmiddellijk, dat een deeltje, dat eenmaal geen rotatie
snelheid bezit, deze ook niet verkrijgen zal. 

Neemt men twee deeltjes, welker verbindingslijn met een element 
van een wervellijn samenvalt, die dus vektoren (! en (! + lU(~ heb· 
ben, dan zÜn na een tijd dt hunne vektoren 

Q + qdt, (! + ZVo + (Q + lqJVo) dt, 

zoodat de verbindingslijn geworden is 

Z(Uo + qJUo. dt). 

Nu wordt echter de hoeksnelheid van het deelte op het tijdstip 

t + dt aangegeven door 0 + g dt. Maar 
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V(o + ~dt) (Uo + epUo. dt) 

blijkt een oneindig kleine grootheid van de tweede orde te zijn, als 
men de waarde van J uit (3f» invoert. Hieruit volgt dus, dat de 
verbindingslijn van twee deeltjes, die op het tijdstip t langs een 
wervellijn valt, dezelfde eigenschap gedurende de geheele beweging 
behoudt. 

De lengte der verbindingslijn van de beide deeltjes op het tijd
stip t + dt is 

l' = lT(Uo + epUo. dt) = l(1 - S Do cpUo. dt) 

en tle grootte der hoeksnelheid op hetzelfde tijdstip is 

IL' = Tlo + fJ dt)= T~(l - _. SDo rp Uo. dt - 3:2 dt) 

Hieruit volgt 

h' T(~ 1'0 ( 1/") -= - (1 - 3:2 dt) = - 1 + - dt volgens (31), 
l' l l m 

of, als men m + mdt door m' en To door IL aanduidt, 

Het product van den afstand van twee deeltjes met de dichtheid 
blijft gedurende de beweging dus evenredig met de hoeksnelheid. 
Zooals bekend is, kan deze eigenschap ook op de navolgende wijze 
uitgedrukt worden: het product van de hoeksnelheid met de door
snede van een werveldraad behoudt gedurende de beweging een 
standvastige waarde. Om haar te bewijzen kan men dus ook aan
toonen, dat 

02 Vi df! d(h = een standvastige grootheid 1), 

als a(!, d(!} twee lijnelementen voorstellen loodrecht op de wervellijn. 
Volgens § 9 is 

derhalve wordt 2) 

d 
- d(! = cpdfli 
dt 

I) TA TT, § 96; MOL1']Nll'ROF,]r, § 86, formules (e.33) en (Il. 34). 

=) Tul', § l~.j,; MOLF,NBROEK, § 118, formule (e. 22). 

file://-/-cpU8.dt
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Hierin is nu volgens een bekende formule der theorie 1) 

V (d{! cp d{!l + cp d(!. d{!l) = (;]'2 - cp') V dQ d(!l 

= TV d(! dQ1 . (x2 - cp') U~, 

en het tweede lid der vorige vergelijking wordt dus na deeling door 
2V2 dQ dQl 

een vorm, die met het oog op de vergeltjking (35) verdwtjnt. 
Eindelijk beschouwen wij de ruimte, ingenomen door een deel van 

een werveldraad, dat door twee doorsneden, loodrecht op de wervel
lijnen aangebracht, begrensd wordt. Passen wij hierop nu het theo
rema van GREEN toe in den vorm (19), waarbij voor F de eenheid 
genomen worde~ zood at K verdwijnt, en voor x de vector~. Volgens 
§ 4 is hiervoor X2 = 0, waardoor men vindt 

JJS~U'JIdO = o. 

In deze vergelijking ligt de stelling opgesloten, dat langs een wer
veld raad de hoeksnelheid in elk punt omgekeerd evenredig is met 
de grootte der loodrechte doorsnede. 

12. Men kan op dezelfde wijze, als zulks in de gewone reken
wijze geschiedt, aantoonen, dat de beweging eener onsamendrukbare 
vloeistof, die op oneindigen afiltand in rust verkeert, op elk tijdstip 
geheel bepaald is, als de waarde van ~ in elk punt op dat oogen
hlik gegeven is. Hierbij zullen wij niet stilstaan, doch onderzoeken, 

hoe in dat geval de waarde van ~ in elk punt gevonden kan wor
den, waardoor dan ook lIJ bekend is, zood at tengevolge van de ver
gelijking (35) dus ook de beweging op elk volgend tijdstip gevonden 
kan worden. Daarbij nemen wij aan, dat de vloeistof onsamendruk
baar is. 

Aangezien voor ~ in dat geval, evenals voor ~, de gl'ootheid X2 

verdwijnt, zoo ligt de onderstelling voor de hand, of Q ook als 
rotatie vector van een nader te bopalen lineaire vectorfunctie ;( kan 
worden voorgesteld. 

I) TUT § 147; MOLENBROEK, § 145, formule (f. 44). 
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Indien nu 

gesteld wordt, Jan is dus 

Hieruit voige nu 

Vervangt men weder df! door de uitdrukking in (34) aangegeven, 
dan leidt men gemakkelijk af volgens (14 *) 

2 (j Sa(ir = V. [V(aIXI a + a2X2a + aaXa a). V I~r + 

+ V (aIXI(i+a2X2(i+a3Xa(i). Vra + V(aIXlr+a2X2Î'+a3X3r). Va(i] 

of na eenige herleiding 1) 

waarin ,x'2, :c"2, ,x'''2 de waarden van de invariant X2 voor de functies 
Xl) X2' Xa voorstellen. Daar echter voor (p in alle punten der ruimte 
il'2 verdwijnt, zoo is volgens § 4 

derhalve 

2 (j = ,x2' al + ,x2" a2 + X2'" a3 
of volgens § 2 

Denkt men zich nu drie massaverdeelingen in de ruimte, welker 
dichtheden achtereenvolgens bedragen 

" " "'2 --, 
4n 

,x2'" 
- 4n' 

dan zullen volgens § 5 de vectoren PI, fl2, Ps de daarvan afkom
stige krachten voorstellen. Wanneer de waarde van (j in het punt 
(/ door 0' wordt aangeduid en een daar ter plaatse gelegen volume-

1) TnT, § 91; MOLENBROEK, § 88, formule (c. 44). 
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element door dv', dan is volgens § 5 

dv' , 
T«(!-(!')3 «(! -(!), 

zoodat de functie % (J ten slotte bepaald wordt door 

1 J~'S (J (Q-(l') d ' 
%(J= - - v • 

2n T(Q_(!')3 
. . (37) 

en (l door 

. (38) 

Uit (37) volgt nog, als men (J door df.! vervangt, 

f 1 f ~' )( dQ = - - , dv'. 
2n T«(l-(l) 

De functie in het tweede lid dezer vergelijking levert dus ten 
slotte de kennis der gebeele beweging. Wij zullen hier niet verder 
aantoonen, dat deze functie inderdaad aan alle voorwaarden voldoet, 
aangezien dit bewijs geleverd kan worden geheel overeenkomstig de 
methode, door HELMHOLTZ in zijne bekende verhandeling gevolgd. 
Wij stippen echter aan, <lat de vergelijking (38) de volgende stel
ling bevat: het aandeel, door het volume-element dv' tot de grootte 
van Q bijgedragen, is 

1 v.~' U (Q-I,J') , 
- , 2 dv. 
4n T(Q-Q) 

Het deeltje dv' veroorzaakt dus in het punt (l een snelheid, welke 
loodrecht gericht is op de oogenblikkelijke as van wenteling (j' van 
het deeltje en op de verbindingslgn (l-(!', terwijl de grootte even
redig is met de oogenblikkelijke hoeksnelheid van het deeltje en den 
sinus van den hoek tusschen rotatie-as en verbindingslijn, daaren
tegen omgekeerd evenredig met het vierkant van den afstand. 

Tengevolge van de transformaties in § 6 kan aan de functie 

F=- - dv' L f (j' 
2n T«(l-(l') 

nog een andere gedaante toegekend worden. Stelt men namelijk 
in de vergelijking (20) 

r. = i U «(!-(l'), 
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dan vindt men voor de hierbij behoorende waarde van ;1'2 

1 
·'r2 = - T(Q-Q') I 

en als nu voor N de grootheid a' genomen en de integratie over 
de oneindige ruimte uitgestrekt wordt, aan welks oppervlak 0' ver
dwijnt, dan wordt 

waarin lIJ de lineaire vectorfunctic voorstelt, die bij het differen
tieeren van 0 gevonden wordt. 

STATIONAIRE POTEN'fIAALBEWEGING. 

Vloeistof stralen in de ntimte. 

13. In het algemeen zal het vraagstuk, een stationaire wervel
looze beweging van een onsamendrukbare vloeistof te beschrijven, 
volgens § 9 neerkomen op de bepaling van een zelf verwante lineaire 
vectorfunctie (Po, die aan gegeven grensvoorwaarden voldoen moet 
en tevens aan de vergelijkingen 

({Jo(!= y.-n 

(39) 

(40) 

(41) 

Het is duidelijk, dat men eerst uit (41), de gegeven grensvoor

waarden en de5gevorderd (39) de functie ({Jo en Q zal moeten bepa
len, daarna nuit (40). 

Een der meest tot heden uitgewerkte vraagstukken is dat der 
vloeistofstralen. Zooals bekcnd is, is het nog slechts gelukt volgens 
een strenge methode het geval te behandelen, waarin geen uitwen
dige krachten werken en de beweging slechts va.n twee coördinaten 
afhankelijk is. Vloeistofstralen in de ruimte hebben tot heden aan 
elke poging om het vraagstuk tot een eenvoudigen vorm terug te 
brengen weerstand geboden. Wij zullen nu eerst den algemeeuen 
quaternionvorm voor deze beweging opstellen en de eenvoudige uit
komst, waartoe wij geraken, zal ons dan in staat st.ellen een alge-
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meme eigenschap dezer bewegingen te bewijzen, welke In verband 
staat met de theorie der oppervlakken. 

Vooraf willen wij echter opmerken, dat oe hydror. )'namische ver
gelijking voor het geval, dat er geen wervels in de vloeistof aanwe
zig zijn, ook in den door (32) aangeduiden vorm gemakkelijk ge
integreerd kan worden, mits de uitwendige krachten een potentiaal 
F hebben. 

De vektor ~ valt in richting' met de normaal tot een aequipoten
tiaaloppervlak samen. Is d~ een lijnelement in het oppervlak gelegen, 
dan is dus . 

S~df! = 0 

en men zal dientengevolge onmiddellUk de vergelijking van een zoo

danig oppervlak verkrijgen, als de functie S~ dQ integrabel is. Dit 
nu is inderdaad het geval, aangezien aan de voorwaarde, welker 

vervulling daartoe vereiscllt wordt, dat d; een zelfverwante lineaire 
vectorfunctie is, hier inderdaad voldaan wordt 1). Derhalve is 

h JS~d(! = standvastig . . • . . • (42) 

de vergelijking van de aequipotentiale oppervlakken en Ir! de snol
heidspotentiaal in het punt Q. Verder is de krachtfunctie bepaald 
door 

dF= - SY-df!. 

Wanneer men nu aan de vergelijking (17) met S. d~ opereert, 
dan wordt door integratie gevonden 

~{ + t Q2 + F + P = C . (43) 

waarin C alleen van t afhangen kan. Bij een stationaire beweging, 
bij welke geen uitwendige krachten werkzaam zun, IS dan 

! ~2 + P = standvastig. . . • (44) 

De grensvoorwaarden, waaraan bij een vloeistofstraal voldaan moet 
worden z!in: In het vlije vloeistofoppervlak heeft, zooals uit (44) 
in verband met de continuiteit van den druk volgt, de snelheid een 

I) TA.TT, § 317; MOLENBRoEK, Anw. d. Q. a. d. G. § 95. 
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stand vastige waarde en bij den vasten wand is er geen snelheids
component loodrecht op het oppervlak. De vergelijking van het vrue 
vloeistofoppervlak zal dus worden voorgesteld door 

Q2 = _ all of 1 ~ = a . • (45) 

Differentieerend vindt men 1) 

S • d~ qJo Q = 0, 

zoodat de normaal tot . het straaloppervlak wordt voorgesteld door 

qJo Q. 
In de punten van het oppervlak (45) moet derhalve de voorwaarde 

vervuld worden 

s . ~ qJo r; = 0 . . (46) 

Zoodra men verder een oppervlak construeert, welks normaal door 
11 aangeduid worde, waar in elk punt de betrekking geldt 

. (47) 

zal men dit als een vasten wand mogen beschouwen. Het is nu 
niet moeilijk een zoodanig oppervlak te vinden. Want, indien 
eenmaal uit de betrekking X2 =0 benevens (39) en de gelijktijdige 
vervulling van (45) en (46) de functie qJo en de vektor ~ bepaald 
zijn, heeft men in (47) een lineaire partieele differentiaalvergelijking 
van de eerste orde, welker integratie het gezochte oppervlak levert. 
Voor een dergelijke integratie heb ik in mijne "Anwendung der 
der Quaternionen auf die Geometrie" twee methoden gegeven. 

ln de vergelijking (46) ligt een algemeene eigenschap der v loei
stofstralen opgesloten. Om deze af te leiden brengen w!j eerst eenige 
bekende formules uit ue theorie der oppervlakken in herinnering. 

Is dQ een lijnelement op een aequipotentiaal oppervlak in het 
punt Q getrokken en brengt men hierdoor een normale doorsnede 
tot het oppervlak, dan IS 

de kromtestraal dier doorsnede 2); deze is gelijk aan het vierkant van 
de halve middell!jn, welke in het oppervlak van den tweeden graad 
met de vergelijking 

1) TAIT, § 134; MOLENBROEK, § 118, formule (e. 22). 
~) 1'AlT, § 333; MOLENBROEK, Anw. d. Q. a. d. G., § 14f. 
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s (,) CPo C') = T,; 

evenwijdig aan de richting van d(! getrokken wordt. De richting dQ 
behoort tot het raakvlak aan het oppervlak, dus is 

S~dll= O. 

Zijn nu dQl' d(!z de hoofdrichtingen van het oppervlak in het be
schouwde punt, dan zal de som der hoofdkromtestralen dus verdwij
nen, als 

S. Ud(!l CPo Ud(!l + S. Udllz (Po Ud(!2 = o. 
Maar in het algemeen is volgens (15), in aanmerking nemende, 

dat Udllll Ud(!2 en U(!' drie onderling loodrechte eenheidsvectoren zijn 

$2 = - [S. Udll1 'Po Udll1 + S. Ude2 CPo Udll2 + S. UIl'cpo UQ] 

en aangezien voor de functie CPo de grootheid $2 verdwijnt, zoo drukt 
dus de gelijktijdige vervulling van de betrekkingen (45) en (46) de 
navolgende eigenschap uit: 

In elk punt, waar het vriie straaloppervlak een der aequipotentiale 
oppervlakken ontmoet, hebben de beide hoofdkromtestmlen van dit 
laatste gelijke lengte doch tegenovergestelde 1'ichtin,q. 

Op vloeistofstralen, bij . welke de beweging in een plat vlak plaats 
heeft, toegepast luidt dit tbeorema dus: In elk punt, waar de aequi. 
potent-iale lijnen door de vrije vloeislofbe.q1·enzing gesneden w01'den, 
bezitten de eerstgenoemde kt'ommen een buigpunt. 

Nadat ik dit theorema met behulp van de quaternionen gevonrlen 
had, gelukte het natuurlijk spoedig het ook met gewone coördinaten 
te bewijzen. Daarbij hl!jkt dan echter onmiddellijk, waarom deze 
eigenschap tot heden verborgen bleef. Immers de bekende voor
waarde, die in een punt. van een oppervlak 

z= F(:r,y) 

vervuld moet worden, opdat de beide hoofdkromtestralen gelijk doch 
tegengesteld zijn 

neemt voor het geval, dat men den algemeenen vorm 

'P (.r, y, z) = standvastig 

aanwendt een zoo ingewikkelde gedaante aan, dat bet moeilijk valt 
het verband met andere betrekkingen op te sporen. 

Onmiddellijk blijkt uit het voorafgaande ook, hoe de uitbreiding 



32 OVER DE TOEPASSING DER QUATERNIONEN 

van het theorema luidt op de uitstrooming van een gas onder vrije 
straalvorming. Immers de formules op de kromming der aequipoten 
tiale oppervlakken betrekking hebbende geven in verband met de 
continuiteitsvergelij king (16) 

1 1 ~ ~. 1 d log m 
-+-=--.=-=- , 
Rl R 2 mTf..! am a dt 

zoodat de som der hoofdkrommingen van het evenwichtsoppervlak 
in een eenvoudig verband blijkt te staan tot do verander;ng der 
dichtheid. 

14. Hoewel de vorm, waarin het vraagstuk der vloeistofstralen 
in de ruimte gebracht is. zeer eenvoudig schijnt, zoo is cr toch bij 
de vervulling der grensvoorwaarde een bezwaar, waaraan tegemoet 
gekomen kan worden. Daar de functie (Po den vector I! bevat, zoo 

komen in de vergelijking (4G) de beide groothe:len t.! cn ~ gelijktijdig 
voor, hetgeen de oplossing ten zeerste bemoeilUkt. 

Nu heb ik echter in mijne "Anwendung enz." aangetoond, dat 
een merkwaardige transformatie der gewone differentia[llrekenin~:, 

welke ik reeds vroeger had aangewend om eenige gevallen van 
de gasbeweging tot een oplosbaren vorm terug te brengen, oök itl 
de quaternionentheorie geldig is. Deze transformatie kan in de ge
wone rekenwijze ook bij v loeistofstralen, die van twee coördinaten 
afhankelijk zijn, met goed gevolg worden aangewend, echter niet 
bij afhankelijkheid yan drie coördinaten. Het is nu gemakkelijk 
aan te toonen, dat zij bij lIA~IILTON'S methode inderdaad vereen
voudiging geeft. 

Beschouwen wij opnieuw de functie j, die dO'Jr de vergelijking 
(42) gedefinieerd wordt en vormen wij een nieuwe functie 

(48) 
dan is wegens (42) 

(49) 

zoodat F een functie van ~ alleen blijkt te zijn en I! 10 dezelfde 

betrekking staat tot F als I!. tot j. Bij differentiatie zal er derhalve 

een lineaire vectorfunctie van dl! doen ontstaan, welke overigens 
slechts ; bevat 

Dus is 

dq = lf'1 dl! = CPo dl!. 

De functie IJl-I blijkt dus identiek te zijn met CPa of 

'I' cpfJ = 1, 

. . . (50) 
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waarin de · beide symbolen verwisseld mogen worden. I/' IS dus 
evenals ({Jo een zelfverwante lineaire vectorfunctie. 

Uit de voor ({Jo geldende vergelijking 

volgt nu 1ll verband met (15) 

of volgens een bekende formule der theorie 1) 

zoodat voor de functie I/' de grootheid .:cl verdwijnt. Ten slotte 
neemt dus het vraagstuk der vloeistofstralen in de ruimte den vorm 
aan: 

Een zelfverwante lineaire vektorfunctie I/' te bepalen, welke slechts 

van ~ afhangt en waarvoor $1 verdwijnt, terwijl de voorwaarde-ver
gelijking plaats vindt 

Voor Te =a is SQlJrl~=O. 

Heeft men hieruit I/' bepaald, dan levert de integratie van de ver

gelijking (50) e als functie van Q; uit (49) vindt men F en ten 
slotte is de snelheids-potentiaal bekend, daar uit (46) en de beide 

zooeven verkregene vergelijkingen ~ en F geëlimineerd kunnen worden. 
Onderstellen wij, dat de functie 1/'-1 in den drietermigen grond

vorm geschreven wordt aldus: 

~l (j = al S§l (j + a2 S§2(j + «sS§s (j, 

waarin El' ~2' ~3 van (> afhangen, dan moet wegens het ontbreken 
van den rotatievector en het verdwijnen van ~2 voor ~l de be
trekking gelden 

Voor TQ = a moet 

sial Se'~1 + sr; «2Se'§2 + s~ as S~§s =0 . . . (52) 

Door middel van de vergelijking (51) kan onmiddellijk een der' 

1) TilT, § 145 j MOLEN1IROEK, § 143, formule (f, 32), 

C 3 
Verhand. Kon. Mad. v. Wetensch. (1 0 Sectie). Dl. II. 
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grootheden gl I g2 I g3 in de beide andere worden uitgedrukt, b. v. 

gs = as-l (al gl + a2g2)· 

Hieruit volgt dan, dat de beide vectoren gll §2 nog slechts aan 
de betrekking 

en aan de vervormde voorwaarde vergelijking (52) voldoen moeten. 
Hoewel het mij tot heden niet gelukt is, eenigszins belangwek

kende oplossiugen dezer vergelijkingen te vinden, zoo meen ik toch, 
dat het uitzicht bestaat, dat langs dezen weg oplossingen voor het 
vraagstuk zullen gevonden worden. De algemeene gezichtspunten, 
welke ik in het voorgaande heb uiteengezet, schenen mij echter van 
genoeg belang, om een afzonderlijke inzending van dit gedeelte te 
rechtvaardigen. 

's Gravenhage, 27 Maart 1893. 
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N Ase H RIF T. 

Eenigen tijd, nadat ik de voorafgaande verhandeling ing~zonden 
had, hield ik mU met hetzelfde onderwerp bezig hoofdzakelijk met 
het doel op te sporen, of ook bij eindige vervormingen tu~schen den 
rotatievector der lineaire vectorfunctie en de as der konische wente
ling een of andere merkwaardige betrekking bestaat. Hiertoe was 
het noodig de oplossing te vinden van het stelsel van vergelijkingen 
door (26) aangeduid. Deze oplossing is mij nu inderdaad gelukt en 
hoewel het niet gemakkelijk is haar een bepaalde mechanische be
teekenis toe te kennen, moge zij hier toch wedergegeven worden. 
Voor zoover mij bekend is, heeft men in de gewone reken wijze tot 
heden dit vraagstuk uiet ter hand genomen. 

Stelt men in de vergelijkingen (26) 

rt=q, 

dan kunnen z:g lD den navolgenden vorm gebracht worden 

q Al tI = V mI tI q , 

q ,r-I '2 = V mi '2 q • . . . . • (53) 

q X-l,S = V m3 '3 q 

Vermenigvuldigt men nu de eerste vergelijking door t2, de tweede 
door - tI, de derde met -1; opereert men daarna aan de drie ver
gelijkingen met S. en sommeert de uitkomsten, dan ontstaat 

Om deze betrekking te vereenvoudigen stellen wij 
3* 
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V mI + V m2 + V m3 = n, 
Yerdcr iR 

S(rl'I ' t2 - rIt 2' tI) = - S ti. [rl t2 - (x-I)' t2] 

= - 2 S tI I::. 12 = 2 S t3 1::., 

als b. de rotatievector ia van de functie rI, welke laatste wij In 

het volgende kortheidshalve door f) voorstellen. Dan wordt 

V(rl 
'1' t2 - r l 12' '1) = V(f) tI' t2 + tI f) '2)' 

Maar 

8, '1 V( f) tI • t2 + tI f) '2) = - 8. t3 f) tI = - 8 . tI f)"3' 

S, '2 V (f) tI • '2 t- '1 f) (2) = - 8. ts f) t2 = - 8, t2 f)'ta; 

derhalve 
S. tI [V~f)'l' 12 -j . tI f)t~,) + f)'ts] = 0, 

8. t2 [V(f) tI' t2 + tI f) '2) + f)'ts] = 0, 

zoodat V (f) tI ' '2 + tI f) (2) + f)'t , loodrecht is op tI en '2 en dus 
gesteld kan worden 

-V(f)tI"2 + tI f) t 2) + f)'t3 = ats, 

Hieruit volgt dan door operatie met S. 'a 

8(tl f)tI + t 2 f) t 2 +'a (3ts) = - a. 

Duidt men nu door X2 de bekende invariant voor de functie f) 

of r l ann, dan blijkt dus, dat a = X 2! zood at men ten slotte heeft 

V«(3'1 • t2 + tI @t2) = (X2 - (3') 's' 

De hier ingevoerde grootheden I::. en X2! die op (3 betrekking 
hebben, kunnen gemakkelijk ook onmiddellijk met de oorspronkelijke 
functie )( in verband gebracht worden, De oplossing van de ver
gelijking 

dfJ = Zdf! = al SVI df! + a2SV2dl! + as SVadf!, 

die de functie X defineert, luidt namelijk 1) 

1) 'fAIT § 161; MOLENBROEK, § 188, 
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en volgens (14) is dus de rotatievector van X-I 

~= V(VV21-'S VU2Ug+ VVgVI VagUl+ VVIV2 Vala2). 

2 S al Cl2 a3 S"I V2 Vg 

37 

De noemer van deze breuk is het dubbel der negatieve waarde 
van de invariant te der functie X. De teller kan yolgens een be
kende formule 1) herleid worden tot den vorm 

2(al SVI 0 + a2Sv20 + ugS"a 0) = 2Xo, 

waarin 0 de rotatieyector van X is. Derhalve 

3' D. = -)(0 
Volgens (16) is verder 

3'1 
=-, 

:x 

als :Xl ook weder een invariant van X is. 
Wij keeren nu tot de formule (54) terug, die na het vorige de ge

daante aanneemt 

S.q[2S 19 t. + (X2 +n - 8-8') 19] = 0 

Hierin kan nog in den zin van vergelijking (11) 

(8 + 8') lS = 280 19 

gesteld worden. Bovendien is volgens een bekende formule der 
theorie 2) 

e n s. n 
q = r t = OB t 2" + rmt 2"' 

zoodat de vorige vergelijking nu oplevert 

of ook 

StstJ.-tg (t~) S'lS( 8 0 _ X2i")r=o. 
Natuurlijk zal deze vergelijking zonder verdere wijziging geldig 

1) TAIT, § 91; MOLENBROEK, ~ 88, formule (c. 43). 

~) TAIT, Exumples to Chapt. lIl; MOLENBROEK, § 83. 
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blijven, als men ts door tI, en t2 achtereenvolgens vervangt; ver
menigvuldigt men daarna de drie zoo verkregen vergelijkingen met 
lS' tI' t2' en sommeert de uitkomsten, dan ontstaat volgens de for
mule (1*), waarin a, (3, r door tI' t2' 's vervangen worden, 

en eindelijk 

rtgt~ = ( (-)0 _ X 2 :n)-l~. 

Deze vergelijking bevat de volledige oplossing. Neemt men aan, 
dat de richting van de as der konische wenteling steeds zoo gekozen 
wordt, dat hare grootte 'ID = tn nooit meer dan 1800 bedraagt, dan 
is dus 

r=u{ (-)0 - X2 i n)-l~ I 
) 

tg~ = T. ((-)0 _ X2 + n)-l~ \ 
221 

Alle in het tweede lid dezer vergelijkingen voorkomende groot
heden kunnen volgens bekende formules uit de oorspronkelijke functie 
X bepaald worden, zoodat hiermede inderdaad in het algemeenste 
geval de konische wenteling volledig beschreven is. 

Natuurlijk moet de formule (55) voor de onderstellingen in § 8 
dezer verhandeling in gevoel d ook de aldaar verkregen uitkomst op
leveren. Men heeft dan bij aanwending der aldaar voorkomende 
notatie 

hu 
X=1+urp, X-1 =(-)=1-urp, t=-, 

n 

(-)0 = !(1- urp + 1 - urp') = 1- urpo' 

X2 = 3 - u $2' n = V mI + V m2 + V ms = 3 - u $2 

~=-UO, 

waarin $2 en 0 bij de functie lI' behooren; alles bij verwaarloozing 
van oneindig kleinen hooger dan de eerste orde. Volgens (55) wordt 
nu 

lLU 
"2 r = - [-2 + u (·1:2 - rpO)]-l uo = t uO; 

derhal ve evenals in § 8 
hr = o. 

's-Rage, Juni 1893. 
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