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1. PROJECTION DER VIERDIMENBIONALEN GEBILDE AUF 

EINEN BEGRENZENDEN KÖRPER. 

1. Bekanntlich erhält man im dreidimensionalen Raume em 
ebenes BiJd der regelmässigen Körper, indem man diese senkrecht 
projiciert auf eine der begrenzenden Seitenfiächen. 

Auch im vierdimensionalen Raume muss das analoge Verfahren 
immer zum Ziele führen können. Einerseits wird es da ausseror
dentlich wertvoll sein in den Fällen, wo keine einfache w~r8necti
vische Abbildung vorliegt, keine Coordinatenstellung sich erbietet 
und andere 80nstige Hilfsmittel fehlen. Andererseits wird es am 
leichtesten anwendbar sein, wenn der Winkel zwischen zwei benach-

barten Zellr.n einen einfachen Wert hat, wie beim Z: (90°), beim 

Zl(~ (120°) und beim Z2a4 (120°) *). 

Es ist der Zweck dieses Aufsatzes den Nutzen dies er Betrachtung 
am Beispiele des Z~4 zu zeigen. Zur Anschliessung an eine frühere 

Arbeit t) und zur Einleitung fangen wir jedoch mit Z! und Z~ an. 
2. Der Fall des Z: ist unmittelbar erledigt. Es ist die ganze 

*) In Be'tug suf diese Winkel und ibre Berechnung vergleiche man Wiskundige 
Opgaven (T. V, 1891-93, S. 134). 

t) Regelmässi!!e Scbnitte nnd Projectionen des Achtzelles nnd des Sechszehnzelles 
im vierdimensionalen Raume (JTerkandelillge'lt, eerste sectie, deel 11, N° 2). 

D J* 
Verhand. Kon. Mad. v. Wetenseh. (Ic Sectie). Dl. lL 
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Projection des Z: ein Würfel Wa. Von den acht begrenzenden 

Würfeln des Z: projicieren sieh zwe.i einander gegenüberliegende in 
Wa, die sechs übrigen in die Seitenflächen von Wa (I, § 7, zweiter 
Saiz). 

Tm Falle des Z~ erhalten wir auch einen Würfel, jedoch einen 
W 2at/ 2 (I, § 14, vierter Satz). Es bilden nl. (Fig. 1) die zwölf 
Seitendiagonalen des Würfels die Kanten von zwei centrischen gleich 
stark entwickelten complementären Tetraedern P Q R S und P' Q' R' S', 
welehe die hemiedrisehen Formen eines nämlichen Octaeders sind. 
Geht man nun vom Tetraeder PQRS aus und projiciert man eins 
der beiden Z16, zu deren Begrenzung P Q R S gehören kann, auf 
P Q R S, so hat man zünachst auf j ede der vier Seitenflächen als 
Grundebene eine regelmässige dreiseitige Pyramide aufzusetzen, 
deren Höhe die halbe Höhe von ABC D beträgt. Denn es ist 
Cos 1200 = - 1. Und nun leuehtet es ein, dass man auf diese 
Weise das Tetraeder zum Würfel anfüllt. So findet man, dass die 
16 Tetraeder si eh nach einander projioieren in P Q R S, P' Q R S, 
P Q' R S, P Q R' S, P Q R S', die sechs Seitenflächen des Würfels, 
PQ'R'S', P'QR'S', P'Q'RS', P'Q'R'S, PQ'R'S'. lndem die drei
dimensionalen Räume von sechs Tetraedern auf dem Raume P Q R S 
senkrecht stehen, wird der W ürfel W~aV2 auf zwei verschiedene 
Weisen von den Projectionen von fünf Tetraedern ausgefüllt *) . . 

0. Die Àusführung des nämlichen Gedankens beim Z2: erfordert zu
nächst, dass wir auf jede Seitenfläche ABC des Octaeders Oa (Fig. 2) 
ein zu Oa eongruentes Octaeder aufsetzen und diese acht neuen 
Octaeder, jedesmal in die Richtung senkrecht auf die mit dem Octae
der Oa gemeinsehaftliche Seitenfläche, bis auf die Hälfte zus am
mcndrücken. Diese Construction bringt wieder die gleichwertige 
Combination von Würfel W all2 und Octaeder 02a (I, Fig. 14) her
vor, welche weiter durch das Symbol (W,O) angedeutet werden 
solI. Ist nl. P (Fig. 2) der Eckpunkt des WaV 2, welcher der Sei
tenfläche A B G von Oa gegenüberliegt und A" B' G" das von den 
Endpunkten A", B", C' der in P zusammenstossenden Kanten des 
Würfels (OP) gebildete gleichseitige Dreieck, so liegen die Schnitt
punkte M, M', jf" von 0 P mit den paralleIen Ebencn AB G, A' B' C', 
A"B"G" üffenbar so, dass die Strecken PM", M"M, MO, OM'eiu-

*) Mun knnn die :Figur auch nIs eine Projection uuf den Baum des 'l'etraeders 
p' Q' R' S' hetrachten . . Will mm den Unterschied zwischen beiden Betrachtungswei
sen hervorheuen, so hut mun im läumlichen durcJlsichtigen Bilde das eine Tetrueder 
nIs sichtbar, das andere als unsichtbar unzudeuten. 
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ander gleich sind, und ist deshalb AB G, A"B"G" der auf ABGzu 
beschreibende KÖl'per. Und diesesErgebnis macht es leicht die 
Projection des Z~4 zu beendigcn. Es bilden nl. die sechs in den 
Seitenflächen des Würfels WaV2 liegen den Quadrate von der Seiten
länge a die Projectionen von sechs begrenzenden Octaedern, die senk
recht auf Oa stehen, und jeder der neun ia (W, 0) enthaltenen 
Körper ist die Projection von zwei Octaedern des Z~4 *). 

Wenn bei der Projection der regelmässigen Körper des dreidimcn
sionalen Raumes cin rcgelm;issigos Polygon erhalten wird, können 
zwei verschiedene Fälle eintretell. Entwerler sind die Projcctiollon 
der Kanten von obm'er unl unterel' Hälfte des Körpers verschieden, 
oder die se Projcctionen kom 'mD. ZUl' De3kung. Ana.loges ercignct 
sich bei der Projection von Z~ uud Z~4 auf einen der begrenzen

den Körper; bei Z~6 tritt der erRte, bei Z2a4 tritt der zweite Fall ein. 
4. Es liegt das Vermuten nahe, dass die zwölf Eckpunkte des 

Z~\ welche sieh auf den Raum des Oa in die Eckpunkte des (W, 0) 
projieieren, im vierdirnensionalen Raume einem nämlichen dreidimen
sionalen Raume angehöl'en. Durch Bercchnung der Entfernung 
dies er Punkte vom R3 des Ua wird dicses Vermuten bestätigt. Sind 
ABC und AB D (Fig. 3) zwei Seitenflächen eines regelmässigen 
Körpers, welche unter dcm Ausscnwinkel cp an einander schliessen, 
so ist die Entfernung n D' in der Richtung der dritten DilIlension 
dem Producte M D' . Tg cp gleieh. In ganz derselben Weise finuet 
man die Entfernung des Punktes A" (Fig. 2) vom Rs de8 Oa, wenn 
man Tg 600 in die Entfernung P M" = { PA" V 3 =A a V 6 des Punk
tos A 11 von der Ebene ABC multipliciert. So ergiebt sich, dass 
die zwölf Eckpunkte in der vierten Dimension nach derselben 
Seite hin vom Rs des Oa eine gleiche Entfernung 1 aV2 haben. 
Demnach sind die 24 Eckpunkte des Z~4 im vierdimensionalen 
Raume in drei paralleien dreidimensionalen Schichten gelagert, von 
welchen die mittlere 12 Eekpunkte, jede der beiden 1 aV2 entfern
ten äusseren 6 Eckpunkte aufnimmt. Beiläufig erhalten wir folgen
den Satz: 

"Es wird das Z~4 von jedem JVlittclraume, welcher zu zwei der 
begrenzenden Octaeder parallel ist, in einem (W, 0) geschnitten." 

"Bei immer weitergehender paralleier Verschiebung des Schnitt· 
raUlnes werden an den Octaederflächen des (W, 0) immerfort Seheib
chen abgehobelt und geht der Schnittkorper allmählich in ein Octae 

*) Es tritt dieses (W,O) auch bei der SCHJ,EGEL'Schen Projection uuf. 
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der über, indem es <lem Zwischenstadium (Fig. 4) eines Octaeders, 
dessen Ecken vom Würfel abgestumpft sind, pas siert. 

5. Aus der eben gefundenen Schichtung der 24 Eckpunkte des 
Z~4 in drei parallel en Räumen folgt unmittelbar, wie Z2a4 sich auf 

den mittleren Raum projiciert. Man findet: 
"In senkrechter Projection des Z2: auf irgend einen zu zwei be

grenzenden Octaedern paralleIen Mittelraum bilden die Eckpunkte 
des Z2a4 die Eckpunkte des Schnitte!:\ (W,O), die ihre eigene Projec
tion sind, und die doppelt zu zählenden Mittelpunkte der Quadrate 
des (W,O), welche die Eckpunkte eines Octaeders und die Projec
tionen der Eckpunkte der beiden paralleIen Octaeder sind". 

Projiciert man aber das Z2: in schräger Richtung auf den näm
lichen Mittelraum, so erhält man eine parallel-perspectivische Abbil
dung (Fig. 5). Diese wird aus einem Drahtmodelle des (W, 0) ab
geleitet, indem man dUl'ch die Mittelpunkte A, B, C, A',B', C' der 
Quadrate des (W,O) in diesen Punkten halbierte Strecken aa', bb', 

cc', ua', (i /'1', yy' gleicher Länge und Richtung annimmt und dann 
die Endpunkte jedel' Strecke mit denen des entsprechenden Quadra
tes, die gleichartigen Endpunkte der sechs Strecken zu Kanten zweier 
Octaeder unter einander verbindet. 

Die Figur zeigt deutlich <lie 24 Octaeder, welche das Z~4 begren
zen. Es wird nämlich der Projectionskörper amgefüllt erstens vom 
Octaeder abc a (1 r, den acht anliegenden Octaedern und den drei 
Octaedern mit den Körperdiagonalen a a', 8 /~', r r', zweitens vom 
Octaeder a' 1/ c' a' (1' r', den acht anliegenden Octaedern und den drei 
Octaedern mit den Körperdiagonalen aa', bb', cc'. In der senkrechten 
Projection (Fig. 2) des unmittelbar vorhergehenden Satzes fallen die 
beiden Verteilungen des (W,O) zusammen. 

Ist der Mittelpunkt 0 des (W,O) ebenfalls der Mittelpunkt der 
Strecke P P', welche den genannten Strecken parallel und gleich 
angenommen ist, 80 leuchtet ein, dass die 12 Eckpunkte des (W,O) 

von P und P' die gleiche Entfernung ahaben, u. s. w. 

Il. COORDINATENSTELLUNG DES Z2:. 

6. Es führt die Betrachtung des Bildes (Fig. 5) des Drahtmo
delles unmittelbar zu einer Coordinatenstellung des Z2:. In Bezug 
auf die Coordinatenachsen 0 A, 0 B, 0 C, 0 D findet man das 
Schema: 
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al 0, p, p, ° bI ... p, 0, p, ° cl p, p, 0, ° 
a2 0, 71, p, ° b2 ••• p, 0, n, ° C2 n, p, 0, ° 
aS O. n, n, ° bs ... n, 0, 11, ° C3 11, n, ° ° 
a4 0, p, n, ° b4 ••• 71, 0, p, ° C4 ... p, n, 0, 0 

a ... p, 0, O,p b 0, p, O. P C' 0, 0, p,p 

a' •.. p, 0, 0, n b' 0, p, 0, n C 0, 0, p, n 

a ... n4 0, 0, p (1 0, n, 0, p r 0, 0, 11, P 

a' ... n, 0, 0, n (1' ... 0, 11, 0, n r ' 0, 0, n, n 

worin p unI! n für + t a V 2 und - t a V 2 stehen. Man wird sofort 
bemerken, dass dies es 8c.hema sehr regelmässig ist; es enthält alle 
Punkte, von welchen zwei der Coordinaten verschwinden und die 
zwei anderen den absoluten Wert ! a V"2 haben. 

7. Die gefundenen Coordinatenwerte ermöglichen die Bestimmung 
von einigen metrischen Verhältnissen. 80 findet man nach einandrl' 
für die Länge von centraler Zelldiagonale, erster, zweiter und drittel' 
Querlinie (Entfernung der paralleIen Octaederräume) 2a, a V 3, j a 1/ 6 
und a V 2, für den Winkel von Zelldiagonale und angrenzender erster 
Querlinie und für den Winkel von angrenzender zweiter und dritter 
Querlinie 30°, u. s. w. 

Mittels der gefundenell Coordinatenwerte kann auch der bekannte 
8atz, nach welchem die Polarfigur des Z~4 in Bezug auf ei ne con-

centrische Hypersphere vom Hadius i a rY'3 ein congruentl\s Z2; in 

anderer 8tellung ist, bewiesen werden. Dabei ergiebt sich, dass die 
Zelldiagonalen, ersten, zweiten und dritten Querlinien des einen res
pective mit den dritten, 7.weiten, ersten Querlinien und Zelldiagona
len des anderen zusammenfallen. 

8. Wir untersuchen zunächst, welche besondere Lage der Räume 
der 24 begrenzenden Octaeder der 8chichtung der 24 Eckpunkte in 
drei paralleIen Räumen dualistisch elltspricht. Dazu bemerken wir, 
dass die Polarfigur der drei paralleIen Räume von drei Punkten 
0', P, pi gebildet wird, welche auf einer durch 0 gehenden Geraden 
liegen; von dies en Punkten ist 0' unendlich entfernt und wird die 
8trecke P P' in 0 halbiert. Wir finnen deshalb, dass durch jeden 
der beiden Punkte P, P' sechs Octaeder gehen, was allerdings be-

kannt ist - denn jeder Eckpunkt Z2; ist Eckpunkt ,on scchs 
Octaedern -, und dass die übrigen 12 Octaeder zu der Geraden 
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P P' parallel sind und sich also auf den Mittelraum, welcher P P' 
senkrecht halbiert, als Ebenen projicieren. 

Der Reeiprocität nach verlangt der Satz von § 4, dass die sp.nk
rechte Projection des Z2a4 in der Richtung einer Zelldiagonale ein 
Rhombendodckaeder R{aV3 sei. Es stimmt dies gen au mit der oben 

gefundenen Thatsache der 12 senkrechten Octaeder. Und es kann 
offenbar (Fig. 6) das R in sechs octaederförmige Körper (A 0, 
P R Q' S), (B 0, Q PS R'), u. s. w. verteilt werden, welche doppelt 
gezählt die Projectionen der übrigen 1~ Octaeder bilden. Deshalb 
finden wir den Satz: 

"Die senkrechte Projection des Z~4 in der Richtung der Zelldia
gonale ist ein R iaV3". 

Die A bzählung dp.r Eckpunkte in der letzten Projection zeigt, 
dass im Mittelpunkte 0 und in jedem der acht Würfelpunkte 
P, Q, R, S, PI, Q', R', S' zwei Projectionen zusammenfallen, in jedem 
der sechs Octaederpunkte A, B, C, A I, B', C' sich jedoch nur ein 
Eckpunkt projiciert. Es scheint de~halb, dass der Mittelraum nul' 
die sechs Octaedereckpunkte enthä1t und der 8chnitt dieses Mittel
raumes mit Z2: ein Octaeder OOV2 ist. Dies ist aber nicht der 
Fall. Obgleich der Mittelraum nur sechs Eckpunkte des z2a4 auf
nimmt, ist der Sclmitt doch ein R!a' 3' wie es die dualistische Um

kehrung des Satzcs von § 5 verlangt. Denn es wird dieser Schnitt 
von den 12 senkrecht auf dem Schnittraume stehenden 12 Octae
dern eingesrhitten. Also finden wir: 

"Es wird das Z~4 von jedem Mittelraume senkrecht anf ciner 
Zelldiagonale in cin RlaV3 geschnitten". 

"Bei allmählich weitergehcnder paralleier Verschiebung des Schnitt
raUlnes werden erst die Octaederecken des R-taV3 vom Würfel abge-

stumpft (Fig. 7), bis encllich ein Würfel Wa zurückbleibt. Wird 
die Bewegung dann noch weiter fortgesetzt, 80 verringert Bich die 
Seitenlänge des Würfels biB Null". 

Wir bemerken, dass auch in Bezug auf Räume senkrecht zu 
einer Zelldiagonale von einer Schichtung die Rede sein kann, wobei 
Bich 1, 8, 6, 8, 1 der Punkte in den auffolgenden paralleien Schich
ten lagern. 

Bei schräger Projection der 18 Eckpunkte, welche Bich in 0 und 
in den Würfeleckpunkten projicierten, erhalten wir eine zweite pa· 
rallel-perspectivisohe Abbildung (Fig. 8). Diese wird aus einem 
Drahtmodelle des R iaV3 abgeleitet, indem man dllrch die Würfel-

eckpunkte P, Q, R, S, PI, Q', R', S' in diesen Punkten halbierte 
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Strecken P 1 P2, Ql Q2, Rl R2' U s. w. gleicher Richtung und Länge 
annimmt, durch 0 eine in diesem Punkt halbierte Strecke D D' 
gleicher Richtung und doppelter Länge hindurchlegt und diese 
Punkte nachher zur Bildung der 24 Octacder in geeigneter Weise 
unter einander verbindet. Es wird diese Verbindungsweise nachher 
schärfer gekennzeichnet werden. 

9. Berechnet man (Fig. 8) die Länge von OD, indem man D,D' 
und den unendlich fernen Punkt von D D' als Pole von den drei 
paralleIen Räumen von § 4 betrachtet, so findet man OD = a. Es 
sind demnach die Coordinaten der 24 Eckpunkte des Z2: in Bezug 
auf die Achsen OA, OB, oe,OD (lurch das Schema 

(:t: a, 0, 0, 0), (0, ± a, 00), (0,0, ± a, 0), (0,0,0, ± a), 

(± la, ± t a , ± t a, ± ta) 

gegeben. Daraus folgt der merkwürdige Satz: 

"Die 24 Eckpunkte des Z~4 zerfallen in die 8 Eekpunkte eines 
Z!V2 und die 16 Eckpunkte eines Z!". 

Hieraus folgt unmittclbar die am Ende des § 8 nicht näher an
gedeutete Verbindung. Offenbar hat man (Fig. 8) die Endpunkte 
A, e irgend einer Kante des Z~~2 jedesmal mit den vier Eckpunk-

ten Pl Rl' R 2' P2 jener Seitenfläche des Z! zu vereinigen, auf welcher 
die Kante A e im Mittelpunkte senkreeht steht. 

Es hat das Z2; zwölf Zelldiagonalen, welehe si eh zu drei recht
winkligen Coordinatenaehsensystemen anordnen. Denn, sobald man 
eine Diagonale auserwählt hat, ist der senkrechte Mittelraum, wel
cher die drei zugehörigen enthält, bestimmt. Deshalb findet man: 

"Die Zerlegung des Z~4 in Z~~2 und Z~ den Eckpunkten nach 
kann in drei verschiedenen Wei sen geschehen." 

Man liest diese dreifache Zerlegung leicht aus dem Bilde (Fig. 5) 
ab. Offenbar giebt es drei Octupel (It, a), (b, (-J), (0 r) von Ecken. 
Jedes dieser Octupel enthält die Eckpunkte eines Z~V2' jedes Paar 

dieser Octupel enthält die Eckpunkte eines Z!. Wie man erblickt, 
bestehen die 96 Kanten des Z~4 jedesmal aus den 32 Kanten des 
Z! und die 8 X 8 Verbindungslinien ·von jedem der 8 Eckpunkte 
des Z~6 mit den 8 Eckpunkten des angrenzendeu Würfels von Z!~ 

Aus den gefundenen folgen weiter noch die Sätze: 
"Den Eckpunkten nach ist das Z! eine Combination von zwei 

Z!~2 (Fig. 9). Es bilden die 2 X 24 Kanten des Z!V2 die 48 

Diagonalen der Seitenflächen des Z!". 

http://entha.lt
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"Den Eekpunkten naeh ist das Z~ eine Combination von drei 
Z!V2. Es bilden die 3 X 24 Kanten des Z !V2 die 24 X 3 Kör-

perdiagonalen der begrenzenden Oetaeder des Z~4". 
Der erste dieser beiden Sätze folgt aueh aus der ersten Arbeit 

(I, § 14); der zweite ist in derselben Weise aus der Bemerkung 
abzuleiten, dass die 12 Zelldiagonalen des Z~4 drei Systeme von 
reehtwinkligen Coordinatenaehsen bilden. 

Aus der angegebenen Quelle (I, § 14) fliesst noch der neue Satz : 
"Den Eekpunkten naeh ist das Z! 11+\ welches im Raume mit 2" 

Dimensionen das Mass bildet, eine Combination yon 2"+1 Zellen 
Z22" " 

aV2 • 

Natürlieh stellen si eh den angedeuteten Zerlegungen den Eek
punkten naeh Zerlegungen den begrenzenden Räumen nach zur Seite. 
Mit Beaehtung folgenden Sehemas der 

ZB a 
Z16 Ja 1 

Z2: 

Zelldiagonale. . . 2a aV 2 2a 

Länge von 
ers ter Querlinie. aV3 a aV3 
zweiter " . al/2 ! aV6 -jaV6 
dritter " . a ~ aV2 aV2 

findet man naeh einander: 
"Die 16 begrenzenden Tetraederräume des Z~6 zerfallen in die 

2 X 8 begrenzenden Würfelräume von zwei Z!aV2 , u. s. w". 

"Die 24 begrenzenden Oetaederräume des Z~4 zerfallen auf drei 
verschiedene Weisen in die 16 Tetraederräume eines Z~: und die 
8 Würfe1räume eines Z~V2 und auf eine einzige Weise in die 3 X 

8 Würfe1räume von drei Z~V2. Bei jeder der ers ten Zerlegungen 

bilden die 32 Seitenfläehen des Z~: und die 8 X 8 Schnittebenen 

von jedem der 8 begrenzenden Würfelräume des Z~V2 mit den 8 in 
dem anliegenden Eekpunkte der Z~: zusammenstossenden 8 Tetra

derräume die Ebenen der 16 Seitenfläehen des Z2:. Und bei der 
letzten Zerlegung bilden die 3 X 24 Seitenfläehen der drei Z~V 

die 24 X 3 Sehnittebenen der in den Eekpunkten zusammentreten
dtm einander gegenüberliegenden Oetaederräume". 

"Den begrenzenden Räumen 2"-1 ster Dimension naeh ist das 

Z22" eine Combination von 2,,-1 ZeIlen Z2"+V
1 

, u: s. w." 
ata 2 

Es bilden die Sätze dieser Zerlegungen in gewissem Sinne Er-
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weiterungen des bekannten Satzes, nach welchem die Eckpnnkte 
eines Würfels und die Seitenflächcn eines Octaeders die Eckpunkte 
und Seitenflächen von zwei Tetraedern sind (Fig. 1). *) 

10. Zur Ableitung anderer Schnitte und Projectionen des Z~4 fas
sen wir die gegenseitige L'l.ge der bei den Zerlegungen gefundenen 
Componenten etwas näher in's Auge. Dabei bedienen wir uns der 
Notation [)n, Qln, Q2n, Qsn zur Andeutung von Diagonalen, ersten, 
zweiten und dritten Querlinien des Zelles Zn. 

Betrachten wir zuerst die Zerlegung des Z: in zwei Z!V2(Fig. 9) 
und legen wir zur Ullterscheidung den 8 Eckpunkten der einen 
Z !V2 die Buchstabe p, denen des anderen die Buchstabe n bei, so 

bestätigt man unmittelhar die in die Gleichungen 

niedergelegten Resultate, wobei nur auf Coincidenz der Geraden, 
nicht auf ihre Länge geachtet wird. Dabei ergiebt sich, dass die 
beiden Componenten Z!V2 in ihren 12 QI übereinstimmen und die 

4 D des einen die 4 Qs des anderen sind. 
Zwischen den 8 D8 und den vier Achsen des Z! besteht ein sehr 

einfacher Verband. Es sind nl. alle spitzwinkligen Dreiecke nOp 

(Fig. 9) gleichseitig. Also findet man: 
"Es bilden die 8 .D8 den vollständigen Durchschnitt von den vier 

vierdimensionalen Kegeln, welche eine der Achsen des Z: zur Achse 
und 60° zum halben Scheitelwinkel haben". 

Bei den Zerlegungen des z2a4 beschl'änken wir uns auf diejenigen 
in zwei Componenten. U nterscheiden wir dab ei die Zerlegung nach 
den begrenzenden Räumen mit kleinen Buchstaben, so geIten die 
Gleichungen : 

12 D24 = 8 D8 + 4 Dl6 = 12 ql16 = 12 q28 

48 Ql 24 = 16 Ql 8 + .... = 16 QZ16 + 
48Q224 ==16q2 16 + .... =16 ql8 + 
12 QS24 = 12 Q28 = 12 Q l l6 = 8 qslG + 4 qs8 

*) leh erinnere hier an den bekannten Sntz, der aussagt, daas die 15 ersten Quer
linien entweder eines regelmässigen Pentagondodekaeders oder eines regelmässigen 
Ikosaeders fünf reehtwinklige Coordinatenaebsensysteme bilden CF. KLEIN, Vorles1t1zf/en 
ü6el'-das Ikosaedel', Seiten 18, 19). Wie viele Sätze der nämliehen Art wird das wei
tere Studium des vierdiroensionalen Raumes uns wohl nicht bringen können? 



12 REGELMÄSSIGE SCHNITTE UND PROJECTIONE~ DES 

wobei noehmals hervorgehoben werden muss, rIass nul' auf Lage, 
nicht auf Länge der Linien geachtet ist. 

11. Wir kommen jetzt zu den Schnitten und Projectionen des 
z2: in Bezug auf Mittelräume senkrecht zu den ersten und zweiten 
Querlinien. Teilweise werden uiese mit Hilfe uer gefunuenen Zer
legungen abgeleitet. In Uebf1reinstimmung mit den letzten Glei
chungen ist nl. die erste Querlinie a P (Fig. 8) des ~4 auch eine 

erste Querlinie eines z: und eine zweite Querlinie eines Z~V2' 

welche zusammen die Eckpunkte des Z~4 liefern. Wirklich verbindet 
sie die Mittelpunkte von den Kanten (PI P2' P'l P2) des Z! und 
von den Seitenflächen (A B C, A' B' C') des Z!V2' wie man mittels 

Vergleichung von Fig. 6 und Fig. 8 leicht erblickt. Und vermöge der drei
fachen Zerlegung des Z~4 gilt diese Behauptung für jede erste Quer
linie des Z~4. Also findet man die senkrechte Projection in der 
Richtung der ersten Querlinic durch Combination *) der Projec
tionen von Z~ in der Richtung der el'sten und vom Z!V2 in der 

Richtung der zweiten Querlinie. So findet man die Combination 
eines regelmässigen sechsseitigen Prismas von der Seitenlänge ~ a V6 
und der Höhe a (I, § 6) fiit {'iner regelmässigen sechsseitigen Dop
pelpyramide von der Seitenlänge ~ a V 6 und der Höhe 2a (I, § 14, 
dritter Satz), Wei! a der gemeinschaftliche Mittelpunkt, aD die 
gemeinschaftlicbe Achsenrichtung der beiden sechsseitigen Gebilde 
ist, wird die gegenseitige Lage der beiden Körper (Fig. 10) leicht 
erkannt, Dabei ist nicht zu übersehen, dass der verfolgtc Weg in 
erster Instanz nur zur Kenntnis der Eckpunkte, jedenfalls nicht 
zur Kenntnis der Seitenflächen des Projectionskörpers führt und 
dieser U ebelstand unter mehr dadurch beseitigt werden kann, dass 
man die 96 Kanten abzählt. Nun sind die 24 Eckpunkte aus den 
8 Eckpunkten al! a2' .. a6' z, z' der Doppelpyramide, den 12 Eck
punkten bI' b21 •• b6, Cl' C2' •• CG und den doppelt zu zählenden Mittel
punkten M, M' der GJ'Undebenen des Prismas aufgebaut und kom
men neben den 32 Kanten der Projection des Z: (d. h. die 18 
Kanten, die 2 X 6 Radien der Grundebenen und die doppelt zu 
zählende Achse M JP des Prismas) auch die Verbindungslinien z bI 
z b21 ••• Z b61 und z' Cl' z'CZ I ' •• Z'C6 unter den Projectionen der 96 Kan
ten vor. Deshalb findet man leicht, dass der Projectionskörper ein 

*) Das hier angegebene Verfahren hätten wir auch in der vorhergehenden Arbeit 
benutzen können. Abgesehen von der Thatsache, dass die Zerlegungen uns damals 
noch unbekannt waren, wird man bald einsehen, dass diese Methode in ihre Anwen
dung auf ZS und Z16 nicht einfach iet. 
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von zwei seühsseitigen Pyramiden gedeektes seehsseitiges Prisma ist, 
also in Projeetion 20 Eekpunkte des Z2; an der Oberfläehe, vier 

(zwei doppelt zu zählende) im Innern des Projeetionskörpers liegen. 
D nd indem sieh sHehs der 24 Oetaeder in den Seitenfläehen des 
Prismas projieieren, zeigen die Fig. ] 1 a, l1 b, 11 c eine der beiden 
Verteilungen des Proj eetionskörpers in 3 X 3 Oetaeder. 

Bestimmen wir die Polarfigur des erhaltenen Körpers in Bezug 
auf die Hypersphere mit dem Radius i atv8, so Bnden wir den 
Sehnitt des Z~4 mit dem Mittelraume senkreeht zu einer zweiten 

Querlinie. Weil der urspriingliche Körper (Fig. 10) 18 Seitenfläehen 
und 14 Eekpunkte hat, zählt die Polarfigur 18 Eekpunkte und 14 
Seitenflächen; sie ist (Fig. 12) eine auf beiden Seiten abgestumpfte 
Doppelpyramide mit der Höhe a 1/2 und den Radien t a nnd a von 
Grundebenen nnd Symm~trieebene. 

lIl. ANWENDUNG YON TRANSFORMATION DER COORDINATEN. 

12. Die Transformation 2) der vorhergehenden Arbeit (I, § 10) 
führt vom Systeme von vier Zellrliagonalen des Z ~ zum Systeme 

von vier ers ten Querlini~n von Z~ und hat also für Z2; die nä'n

liche Bedeutullg. W endet man sic :tuf die Polarfigur des ~4 an, 

so fühl't sie vom Systeme von vier dritten Querlinien von Z2; zum 

Systeme von vier zweiten Querlinien des Z~4. Deshalb wenden wir 

cs auf das Schema des § 6 an, um die Co ordinaten der 24 Eek
punkte in Bczug auf dieses neue System zu erhalten. Wir finden 
III der nämlichen Rcihenfolge in t al/6 als Einheit 

2, - 1, 1, 0 1, - 2, - 1, 0 1, - 1, 0,-2 

0, - 1, - 1, 2 -1, 0, -1, - 2 1, 1, 2, 0 

-2, 1, - 1, 0 - 1, 2, 1, 0 -1, I, 0, 2 

0 , 1, - 2 L 0, I, 2 -1, -1. - 2, 0 
--_. _ . ... --

1, 0, - 2, - 1 2, 1, 0,-1 2, 0, -1, 1 

-1,-2, 0, -1 0, -1, 2, -1 0,-2, 1, 1 

\ , C) 0, 1 0, 1, - 2, 1 0, 2,-1,-1 "', 

-1, 0, 2 , 1 -2,-1, 0, 1 -2, 0, I, -1 
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und projieieren diese 24 Punkte in die Riehtung der Aehse Z4 auf 
den Raum Zl Z2 Z3' Zur Bestimmung der gegenseitigcn Lage der 
Projeetionen geben wir erst in der Ebene Zl Z2 (Fig. 13) die Ooor
dinaten Z} und Z2 der Punkte an, indem Z3 als cotierte Ooordinate 
himmgefügt wird. Daraus lei ten wir ab, dass die 24 Punkte gela
gert sind in den fünf Ebcnen, für wclehe Zs nach einander die 
Werte = - 2, - 1, 0, 1, 2 hat, und diese Ebenell (Fig. 14) respec
tive ~, 6, 6, 6, 3 der Punkte ellthalten. 8ehneidet man die fünf 
VOll diesen Punktgruppen eingesehlossenen Gebilde (zwei gleichsehen
keIige Dreiecke, zwei glcichsehenkclige Trapezia und ein 8echseck) 
von Pappendeekel aus und steekt man sie in der riehtigen Weise 

. mit ihren auf der Z3 Aehse liegen den Punkten an eine 8trieknadel, 
so erblickt man bald, dass die 24 Punkte sich auf einfachere Weise 
in drei paralleIen Ebenen lagern, die respective 6, 12, 6 Punk te 
aufnehmen. Hierauf bezie hen sich die Andeutungen 

In der räumlichen Projection und in einem neuen Grundrisse (Fig. 
15). Jedes dies er vier Gebilde ist ein regelmässiges 8echseck; das 
erste, zweite und dritte sind einanders senkreehte Projectionen in 
der Richtung der gemeinsehaftlichen Perpendikeln der drei Ebenen. 
Das vierte liegt in der Mittelebene und hat in Bezug auf das ers te 
eine sehr einfache Lage. Löst man (p q r 8 t u) den Eckpunkten nach 
in zwei gleiehseitige Dreiecke auf, so ist (a bed e f) der gemein
schaftliche Teil dieser Dreiecke. 80 findet man die Gestalt des 
Projeetionskörpers (Fig. lli), welcher von 26 Ebenen begrenzt wird 
und 18 Eekpunkte hat. Es ist die 8eitenlänge der drei gleichen 
8eehsecke {a V3, jene des grösseren a und die ganze Höhe a V2 *). 

Ist das gefundene Resultat richtig, dann muss der Körper auch 
die 24 octa.ederförmigen Gebilde liefern können. Weil er zwei von 
Dreieckell versehiedenen 8eitenflächen hat, nl. die paralleIen Grund
ebenen, muss er si eh auf zwei verschiedene Wei sen in elf solche 
Teile zerstüeken lassen. Eine von diesen zeigt Fig. 17, die andere 
Fig. 18. Es deuten in den beiden Figuren die kleineren 8eehseeke die 
Grundebenen, das grössere 8eehseek den Mittelsehnitt an und nun 

*) Wird der Projectionskorper cotiert, so finuet man: 
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zählt man z. B. in Fig. 17 unrnittelbar die 11 Octaeder ab, nl.: 

(bI dl 111 eac), (dIelilt tes), (fla1b h pau), (bI c} d}, rcq), 

(b2 d2 /2' e Ct c), (d2 e2/2' te s), (/2 a2 b2, p a u), (b2 c2 d2, re q), 

(b}b2, acqp), (d1 d2, cesr), (/1/2' eaut). 

Bestimmen wir wieder die Polarfigur des erhaltenen Körpers in 
Bezug auf die Hypersphere mit dem Radius ~ a !Y8, so finden wir 
den Schnitt des Z~4 mit dem Mittelraume senkrecht zu einer ersten 
Querlinie. So erhält man einen Körper (Fig. 19), welcher 26 Eck
punkte und 18 Seitenflächen hat. Man findet a a} = b b} = ... = ~ a, 

PPl=qq}= .•• =a, ad=be=cl=faV6, zz'=2a. 



ERKLÄRUNG DER TAFEL. 

Fig. 1. Der Würfel (schwarz) als Projection des Secbszehnzelles auf den 
Raum entweder des Tetraeders P Q R S (rot) oder des Tetraeders 
P' Q' R' S' (blau). Zerlegung des Würfels (P P') den Eckpunkten 
nach und des Octaeders (A B C, A I B' C') den Seitenfiächen nach in 
zwei Tetraeder. 

Fig. 2. Die Combination von Würfel und Octaeder in Gleichgewicht 
(blau) als Projection des Vierundzwanzigzelles auf den Raum einer 
der begrenzenden Octa~er (rot) und als Scbnitt des Vierundzwanzig
zelles mit dem parallel en Mittelraume. Zergliederung dergenannten 
Combination in neun Octaeder. 

Fig. 3. Berechnung der Längen m der vierten Dimension mittels der 
körperlichen Projection. 

Fig. ,1 Umbildung des in Fig. 2 gegebenen Schnittes bei paralleier 
Verschiebung des Schnittraumes. 

Fig. 5. Parallel·perspectivisches Bild des Vierundzwanzigzelles mittels 
schiefer Projection auf den die Combination von Würfel und Octae
der (blau) enthaltenden Mittelraum. Abbildung der übrigen Kan
ten (rot). 

Fig. 6. Das Rhombendodekaeder (blau) als senkrechte Projection des 
Vierundzwanzigzelles in der Uicbtung einer Zelldiagonale und als 
Schnitt mit dem Mittelraume senkrecht auf einer Zelldiagonale. Bei 
der Projection b'eten die Eckpunkte des Würfels (rot) ued der Mit
telpunkt zweimal auf. Zergliederung des Rhombendodekaeders in 
sechs Octaeder. 

Fig. 7. U mbildung des in Fig. 6 gegebenen Schnittes bei paralleier 
Verschiebullg des Schnittranmes. Es werden die Octaeàerecken (rot) 
des Körpers (blan) vom Würfel abgestnmpft. 
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Fig. 8. Parallel-perspectivisches Bild des Vierundzwanzigzelles mittels 
schiefer Projection auf den Schnittraum der Fig. 6 . Der WÜl'fel 
wird zum Achtzelle (rot). Eins der begremlenden Octaeder (blau) 
ist angegeben. 

Fig. 9. Da.s Achtzell (schwarz) mit seinen acht Zelldiagonalen, welche 
zwei Systeme (das rote und das blaue) von rechtwinkligen Ach sen 
bilden. Zerlegung des Achtzelles den Eckpunkten nach in zwei Sechs
zehnzelle (rot und blau). 

Fig. 10. Das van zwei sechsseitigen Pyramiden abgeschlossene sechsseÎ.
tige Prisma (blau) als Renkrechte Projection des Vierundzwanzigzelles 
in der Richtung einer ersten Querlinie. Die Eckpunkte werden ge
liefert vom durch Grundebenen abge3chlossenen Prisma mit den 
doppeltzählenden Mittelpunkten der Grundebenen und einer Doppel
pyramide (rot). 

Fig. ] 1. Zergliederung des Projectionskörpers von Fig. 10 in neun 
Octaeder, van denen das obere (Fig. Ha), mittlere (Fig. llb) und 
untere (Fig. l1 c) Stück je drei enthalten . 

Fig. 12. Die abgestumpfte Doppelpyramide als Schnitt des Vierundzwan
zigzelles mit dem Mittelraume senkrecht auf einer zweiten Querlinie. 

Fig. 13. Grundriss eines neuen Projectionskörpers, welchen man bei 
Projection in der Richtung einer zweiten Querlinie erhält .. 

Fig. 14. Räumliche Lage der 24 Eckpunkte des neuen Projectionskör
pers van Fig. 13 in fUnf paraIleien Ebenen. 

Fig. 15. Andere Anordnung dieser Pllnkte als Eckpunkte von vier Sechs
ecken (drei rote und ein blaues). 

Fig. 16. Die in den Fig. 13, 14, 15 erzielte Projection des Vierund
zwanzigzelles in der Richtung einer zweiten Querlinie (blau). Auf 
del' Oberfläche des inneren Prismas (rot) liegen 18 der 24 Eckpunkte. 

Fig. 17 und 18. Zel'gliederung des Projectionskörpers von Fig. 16 auf 
zwei verschiedene Weisen in elf Octaeder. 

l!'ig. 19. Schnitt des Vierundzwanzigzelles mit dem Mittelraume senkrecht 
auf einer ersten Querlinie. 

http://erha.lt
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