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DE VERSNELLINGEN VAN HOOGERE ORDEN 

DOOR 

Dr. G. SCHOUTEN. 

--....... ~.~---

In de "Kinematik von J. SOMOFF", vertaald door ALEX. ZrwET, 
Leipzig 1878, worden op blz. 333, form . (2), de uitdrukkingen ge
geven van de ontbondenen langs rechthoekige coördinaatassen van 
de versnelling der ne orde, die een punt van een lichaam heeft, dat 
om een vast punt beweegt. 

Zij drukken uit, dat de versnelling van de ne orde de snelheid is 
van het vrije uiteinde des versnellingsvectors van de (n-l)e orde. 
Die snelheid wordt in twee andere ontbonden, de eerste is die, welke 
het uiteinde heeft tengevolge van de wenteling om de oogenblikke
lijke as, de andere die, welke voorstelt de snelheiiI, waarmede de 
vector langer wordt. Deze laatste ontbondene wordt eenvoudig voor
gesteld door de afgeleiile van den vector naar den tijd. 

Evenwel zal deze laatste ontbondene samenhangen met den be
wegingRtoestand van het lichaam, evenzoo als dit met de eerste het 
geval is. Ziet men de eerste ontbondene, zood ra men de oogenblik
kelijke as en de hoeksnelheid om die as gegeven denkt, waar komt 

d U· dv 
an Ie - van daan? 

dt 

Die samenhang van de versnelling van eenige orde met de wente
lingen om de verschillende hoekversnellingHassen heb ik nergens 
ontwikkeld gezien, noch in de leerboeken van RÉSAL of van SCHELL, 

noch in de Verhandelingen van J. SOMOFF of van CAMILLE JORDAN 1). 

- J. SOMOFF, IIMémoire Bur les nccélérations de divers ordres" in T. VIn 1864 
van Mémoires de l'Académie impériale de St. Pétersbourg. 

UAMILLE JORDAN. IISur Ie mouvement des figures dans Ie pllln et dans l'espnce" 
in Bulletin de la Société mathem. de .l<'rance, T. I, 1872-73. 

E 1* 
Verhand. Kon. Akad. v. WetellBch. (la Sectie). Dl. Il. 
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De beschouwingen in de volgenfle bladen bewegen zich uitsluitend 
op cinematisch gebied ~n hebben ten hoofddoel bovenbedoelden 
samenhang duidelijk in het licht te stellen. Evenals men den snel
heidsvector van een willek0l11'ig punt eens lichaams ziet, zood ra men 
zich de oog'enblikkelijke as en de hoeksnelheid gegeven denkt, even
zoo ziet men, hoe de ver:'lIellingsvector van elke orde ontstaat als 
de resultante van componenten, waarvan er een door elk der hoek
versnellingsassen op bepaalde wijze geg'even wordt. 

De wijze van behandelinQ', dip overigens zuiver analytisch is, 
bracht mede, dat van de allereerste hegin~elen van de bewegingsleer 
werd uitgegaan. Op eenvoudige wijw blijkt, dat men spreken kan 
van het parallelogram en het parallelepipedum van versnellingen ne orde, 
van hoekversnellingsassen nC orde, dat eene verschuiving met eene 
versnelling a a<:quivalent ~s met een koppel van hoekversnellingen 
van dezelfde orde, welks vlak loodrecht staat op de versnelling en 
welks moment gelijk is aan die versnelling, onrersehillig van welke 
orde die versnelling is. 

Eindelijk blijkt, dat er in een lichaam, dat de meest algemeene 
beweging heeft, ieder oogenblik een punt kan aangewezen worden, 
dat geene versnelling ne orde heeft, zoodat ter bepaling van de ver
snelling der overige punten dit punt als vast kan aangenomen wor
den. Slechts in bijzondere gevallen bestaat er eene rechte lijn, wier 
punten die eig'enschap bezitten. Voor n = 0 geldt, zooals bekend 
is, die stelling niet, en treedt het genoemde bijzondere geval slechts 
dan in, wanneer het lichaam geelIe verschuiving heeft. 

BI!;WEGING VAN EEN PUNT. SNELHlun. 

1. De plaats van een punt P zullen wij bepalen door ztine coör
dinaten op een recht- of scheefhoekig coördinatenstelsel 0 X Y Z. 

Die coördinaten 3J y z bepalen volkomen den stand van dat punt 

z 

p 

.~--,--+--- x 

ten opzichte van dat stelsel. Blijven de co
ordinaten voortdurend dezelfde, dan zegt 
men dat het punt ten opzichte van dat 
stelsel in rust is. 

Veranderen ze daarentegen met den tijd, 
dan zegt men, dat het punt zich beweegt 
in dat stelsel, en noemt men de lijn, die het 
punt in dat stelsel beschrijft, de haan van 
het punt. 

De be,reging' ';<.111 elk der projecties van 
het punt langs de assen heet de ontbon-
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dene van de beweging van het punt langs die assen, en omge
keerd heet de beweging van het punt de resultante van de drie be
wegingen langs de assen. 

De beweging van het punt zal volkomen bekend zijn, als de co
ördinaten bekende functi~s van den tijd zijn. 

Wordt uit die drie functies de tijd g-eëiimineerd, dan verkrijgt 
men twee vergelijkingen tusschen de coördinaten 

f (.x, y, z) = 0 
cp (x, y, z) = 0 

die de vergelijkingen van de baan voorstellen. 
2. Is die baan eene rechte lijn, dan noemt men de beweging 

rechtlijnig; de richting dier lijn is dan de richting der bewegin.r. 
Het spreekt van zelf, dat als de rechtlijnige baan zelve gegeven 

is, de beweging van het punt ook bekend zal z~jn, als zijn afstand 
8 van een vast punt der baan ieder oogenblik bekend is. 

Is de baan eene kromme lijn, dan wordt de beweging kromlijnig 
genoemd. In dat geval is de raakl!jn aan de baan de richting der 
beweging op het oogenblik, dat het punt iil het raakpunt is. 

Is die baan gegeven, dan ook zal de beweging bekend zijn, als 
men voor ieder oogenblik de lengte 8 van het deel der baan kent, 
dat het punt van een vast punt op de baan scheidt. 

3. De eenvoudigste beweging is die, waarbij de lengte van den 
doorloopen weg evenredig is met den daarvoor benoodigden tijd. Zulk 
een beweging heet eenparig. Ze is volkomen bepaald, als men de 
baan weet, de plaats, ·die het punt op zeker oogenblik daarop in
neemt en de lengte van den weg, door het punt in een bepaalden 
tijd afgelegd. Neemt men voor dat tijdsverloop de tijdseenheid, dan 
noemt men de lengte van den weg, in de tijdseenheid afgelegd, de 
snelheid van de eenparige beweging. Wordt dus in t tijdseenheden 

een weg van 8 lengte-eenheden afgelegd, dan is de snelheid v = ~, 
t 

dus 8 = vt. 
. ds 

De afgeleIde - van de doorloopen ruimte naar den tijd is dWl 
dt 

standvastig en gelijk aan de snelheid. 
4. De eenparige reehtlijnige beweging wordt meetkundig yoorge

steld door eene lij n, uit een willekeurig punt als oorsprong getrok
ken in de richting der beweging en waaraan eene lengte gegeven 
wordt gelijk aan het aantal lengte-eenheden van de snelheid. Zulk 
eene lijn heet de snelheidsvecto1' van de beweging. 

-Weet men dus behalve de plaats, die het punt op een gegeven 
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oogenblik innermt, ook den snelheidsvector van eene eenparige recht
lijnige beweging, dan is oeze volkomen bekend. 

Is dp hpweging' krollilijnig eenparig, dan ook zal de bewegings
toestand van het punt ieder oogenblik kunnen voorgesteld worden 
door eene lijn, getrokkf1n in de richting van de raaklijn aan de 
baan, in het punt waar het bewegende pnnt zich op dat oogenblik 
bevindt, en waarvan de lengte gelijk genomen wordt aan het aantal 
lengte-eenheden van de snelheid. 

Die lijn wordt ook de snelbeidsvector van de kromlijnige eenparige 
beweging op dat oogenblik genoemd. 

De vector zal op verschillende oogenblikken verschillende rich
tingen hebben. Worden alle vectoren uit een vast punt als gemeen
scbappelijken oorsprong getrokken, dan zullen de uiteinden er van 
op een boloppervlak gelegen zijn met den oorsprong tot middelpunt. 

5. Is de afgelegdp. weg niet evenredig met den daartoe besteden 
tijd, dan heet de beweging veranderlijk. Ter bepaling van den 
bewegingsLoestand van een punt, dat eene veranderlijke beweging 
heeft, vergelijkt men dien met den bewegingstoestand eener een
parige beweging. 

Bevindt zich het bewegende punt op zeker oogenblik t van de 
beweging in het punt A van de baan, en is het na verloop van 
eenigen tijd b.t gekomen in B, zoodat het den boog AB = D.,8 heeft 

afgelegd, dan is b.. S de snelheid, waarmede een ander punt pI, uit 
b.t 

A vertrokken, zieh zou hebben moeten bewegen om na verloop van 
denzelfden tijd b. t ook in B aan te komen. In de onderstelling, 
dat P en P op 't zelfde oogenblik vertrekken uit A, zullen ze ge
rlurende den tijd b. t niet te gelijker tijd op dezelfde plaats zijn, 
al1een wel in B. 

De verhouding b. 8 heet de gemiddelde snelheid van het punt P 
b.t 

op het oogenblik t gedurende den tijd D.,t. Zij bepaalt in geen en 
deele den bewegingstoestand van het punt op het oogenblik t, daar 
ze afhangt van de verschillende bewegingstoestanden gedurende den 
tijcl b. t. 

Wil men dus den bewegingstoestand op het oogenhlik t zelf 

meten, dan mOèt in b. S tot de limiet 0 voor D., t worden overgaan. 
b.t 

b..s 
Dan wordt - gelyk aan de 

At 

. ds 
afgelelue - van den afgelegd en weg 

dt 

naar den tijil. 
het tijdstip t. 

Die afgeleide heet de snelheid van de beweging op 
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De snelheid ee}/e~' l'eranderlijke beu'egl119 op zeke1' oogenblil.: 18 

de grensu'aarde van de gemiddelde slIelheid op dat oogenblik PI/ 

wordt gegeven door de afgeleide ~: van den afgelegden weg naar den 

tijd. 
G. Evenals hij de eenparige beweging ktu de bewegi ngstoestanc) 

van het punt ieder oogenhJik worden voorgesteld door dell snelheicls
vector van het punt. 

PARALLELEPIPEDUM VAN SNELHEDEN. 

7. Worden de vergelijkingen van de baan 

((x, y, z) = 0 
cp (:e, y, z) = 0 

Daar t gedifferentieerd, dan geeft dit 

Hieruit volgt: 

()é dx + ()fdy + (){dz 0 
()x dt ()y dt () z dt 

()cp dx + ()cp dy + ()cp dz 0 
()x dt ()y dt ()z dt 

dtr. dy dz 
dt . dt: dt I 

I'x, f'y, f'z I 
' , , , 

cp x, Cl .'J' cp z 

waaruit blijkt, dat de snelheden van de ontbondenen der bewegine: 
evenredig zgn met de richtingscoefficienten van de raaklijn der baan j 
bijgevolg zullen de projecties van den snelheidsvector op de assen 
de snelheidsvectoren van de overeenkomstige ontbondenen der bcwe
gmg geven. 

Beschrijft men dus een parallelepipedum, dat den sneJheidsvedor 
tot lichaamsdiagonaal heeft, dan zullen do in den oorsprong van 
dien vector samenkomende ribben de vectoren voorstellen van de 
ontbondenen der beweging langs die ribben, en omgekeerd. 

Dit parallelepipedum heet het parallelepipedum van snelheden. Het 
gaat over in het parallelogram van snelheden, als de beweging 
slechts in twee andere ontbonden wordt: die dan met de beweging 
zelve in het osculatievlak van de baan plaats grijpen. 

VERSNELLINGEN. 

d2 :r. 
8. De uitdrukking -2 kan beschouwd worden als de snelheid 

dt 

die het punt (x + ~, 0, 0) boven dIe van het punt (x, 0, 0) heeft; m.a.w. 
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d Z x 
-2 stelt voor de snelheid van het uiteinde van den snelheidsvector 
dt 
bij de beweging langs de X-as boven die van zijn oorsprong. Wordt 

dJ-x 
de snelheidsvector uit een vast punt getrokken, dan is dus dt

2 
de 

d2 

snelheid van het vrije uiteinde des vectors. Evenzoo is d/' de snel-

heid van het vrije uiteinde van den snelheidsvector der beweging 
\ d2' 

lang's de Y-as, -2
z 

die van de beweging langs de Z-as, als n.l. de 
dt 

snelheidsvectoren uit een vast punt als oorsprong getrokken worden, 
wat we voortaan zullen onderstellen. 

Volgens het parallelepipedum van snelheden is de resultante van 
oie drie snelheden gelijk aan de snelheid, waarmede het vrije uit-

einde (x + d~, Y + dy
, z +~) van den snelheidsvector van het 

dt dt dt 
bewegend punt zich beweegt. 

d2:r. dJ-y d2z 
Men noemt -2' -2' -,l de versnellingen van de bewegingen 

dt dt dtN 
resp. langs de X, Y, Z-assen, en de resultante de versnelling van 
het bewegende punt P. 

Deze laatste moet gelegen zijn in het osculatievlak van de baan, 
omdat daarin de vector van het punt beweegt. 

Volgens het parallelogram van snelheden kunnen we de snelheid 
van het uiteinde des vectors ontbinden in twee andere, de eene in 
de richting des vectors, die dus de snelheid meet, waarmede de vector 
langer wordt, en volgens de raaklijn der baan is gericht; de andere 
in eene richting loodrecht daarop, die een gevolg is van de richtings
verandering des vectors en dus gericht is volgens den kromtestraal (! 
der baan. 

dv 
De eerste heet de tangentiale versnelling, en is gelijk aan - of 

dt 
d 2 s 
-2; de andere heet de 
dt 

ds v 
Want omdat (! = dO = de 

dl 

v2 

normale ontbondene en is gelijk aan-. 
(! 

d dO v. d . d kj" us - =- IS, raaIt e raa !Jn met eene 
dt (! 

hoektmelheid ~ en IS dien ten gevolge de snelheid, waarmede het 
I! 

uiteinde van den ycctor v beweegt, als deze niet in lengte veran-
V v2 

dCl't, v X -= -. 
I! Q 
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Daar de versnelling de snelheid meet van het vrüe uiteinde des 
snelheidsvectors, kan zü ook door een vector worden voorgesteld. 
Zulk een vector zullen wü een -versnellingsvector noemen. 

d3 :c dB y d3 z 
9. Nu kunnen de uitdrukkingen -3' -3' -3 beschouwd wor-

dt dt dt 

den als de snelheden resp. van de vrije uiteinden der versncllings
vectoren der bewegingen langs de X, Y, Z-assen. Zü heeten de 
veranel1ingen van de 2e orde der ontbond ene bewegingen en hunne 
resultante de versnelling van de beweging van het punt. 

Volgens het parallelepipeu urn van snelheden zal die resultante 
gelijk zijn aan de snelheid van het vrije uiteinde des versnellings
vectors. Zooals we boven reeds vonden draait deze in het osculatie

v 
vlak, dus om den binormaal als as, met de hoeksnelheid -, terwijl 

fi 
het osculatievlak zelf om de raaklijn gedraaid wordt met eene hoek-

. v 
snelheId -, als fil de wringingsstraal der kromme is. Immels 

(ll 
ds v df V • 

'!,lI = - = -d ' dus - = - stelt de hoeksnelheId voor, waarmede het 
d f E dt (li 

dt 

osculatievlak om de raaklijn der Laan wentelt. 
Volgens het parallelepipedum van snelheden is de snelheid van 

het uiteinde des vectors gelijk aan de resultante van de snelheden; 
d2 s v2 

waarmede de uiteinden der vectoren harer ontbondentD 2 - en 
dt I! 

zich bewegen. 
We vinden dus: 

tangentiale versnelling 2e orde 
d3 s v v2 

dt3 Q !,l 

n01'male 
" " 

v2 v dv 1 v3 

=d-+-.-=-d-
~ Q dt v ~ 
dt dt 

v v2 

binormale 
" " (11 Q 

10. Op dezelfde wüze kan voortgegaan worden, Noemt men 

dn:IJ (de snelheid van het uiteinde des versnellingsvectors van de 
dtn 

(n-l)e orde bÜ de beweging langs de X-as), de versnelliug van 

de ne orde dier beweging, even zoo dny de versnelling van de ne orde 
dtn 

dn z 
van de beweging langs de Y-as, - die van de beweging langs de 

dtn 
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z-as, en hunne resultante (= snelheid vrije uiteinoe van den versnel
lingsvector (n -l)e orde) de versnelling ne orde van de beweging van 
het punt, dan kan deze weer vervangen worden door de snelheden, 
waarmede de vrije uiteinden van de versnellingsvectoren der (n-l)e 
orde der ontbondenen worden bewogen door de wenteling om den 

v 
binormaal met de hoeksnelheid en de wenieling om de raaklijn 

met de hoeksnelheid ~. 
(l1 

n n 
Is dus a de versnelling van de ne orde, en a de tangentiale, 

n 11 

a de normale, (( de Linormale ontbondene, dan geldt algemeen de 
N B 

betrekking 1) : 
n-l 

n d a 11-1 v 
t 

at =-d-t-- aN • Q 

n-l 
n d a

N 
tl-l v 

(1) .•..•.••.• a
N 

= -- + a 
dt t!! 

11 

an 

n-l 

daB 

dt 

BEWEGING VAN EEN VAST LICHA.AM OM EEN VAST PUNT. 

11. Zij 0 het vaste punt en 0 X Y Z een vast rechthoekig assen-
~ Z stelsel. Laat 0 g 1} ç een met 

het bewflgend lichaam verbon
den assenstelsel wezen, welks 
stand op zeker oogenblik t van 

~ de beweging aangegeven wordt 
door de cosinussen van de hoe

~'--------x . ken, die elke der beweegl!jke 
assen maakt met ieder der 
vaste assen, zooals nevensstaand 

" tabelletje dat aanwijst. b. v. 
CosX~=a, Cos (Z",)=b", 

y 

I) Reeds gegeven door SOMOFF, Kinemntik bI. 60. (6). 
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XYZ 
~ -I a a,-a,~ a a. all 
'Y/ b b, bil De determinant b b, bil is gel!jk 

ç i c C, C
II 

C C, c" 

+ 1, als het assenstelsel 0 ~ 1} ç z66 geplaatst kan worden op het 
assenstelsel 0 X Y Z, dat de gelijknamige positieve assen elkaar be
dekken, wat wij onderstellen zullen dat het geval is. Verder is elke 
term van de niet ontwikkelde determinant gelijk aan zijn coefficient 
in de ontwikkelde; 

b - all a t . v. c, - b b' wan 
11 

o 0 1 la a, all 

1 Ü 0 Ib b, bil 
C C, clI .c C, clI 

a" bil 
a b 

c" b 
f a", " COC, = 

a b o 0 1 

12. Zijn nu op 't oogenblik t van de beweging de coördinaten 
van een punt van 't lichaam (x, y, z) op het vaste, (;, TJ, Ç) op het 
beweeglijk assenstelsel, dan bestaan er tusschen deze de volgende 
betrekkingen: 

x=a ~+b 'Y/+c ç 
y = a, ~ + b, 'Y/ + c, ç . . . . . . . . . . . (~) 
z = all ~ + bil 'Y/ + clI ç 

De snelheid v van dat punt wordt dan op dat oogenblik bepaald 

d b d dx dy dz I' I TI7 II oor de ont on enen - , -, - of x, y, z. 1'1' e zu en n.l. de 
dt dt dt 

eerste afgeleide naar t door éen accent, de tweede afgeleide door twee 
accenten enz. voorstellen. 

x' = a' ~ + b' TJ + c' ç 
y' = a', ; + b', 'Y/ +C', ç ........... (3) 
z' = a'" ~ + b'" TJ + C'II ç 

13. De oorsprong ' (0, 0, 0) is in rust. Zijn er nog meer punten 
in rust? Het bestaan dier punten hangt natuurlijk af van de deter

a' b' c' 
minante a', b', c', . Is die identiek nul, ddn zijn bovenstaande 

a'" b'" c'" 
vergelijkingen, wier eerste leden in nullen moeten veranderd worden, 
onderling afhankelijk; in het tegengestelde geval niet. 

Nu is die determinante identiek gelijk nul; want wordt ze ver
abc 

menigvuldigd met a, b, c, = 1, daarbij met de kolommen wer-
all bil cII 

kende, dan vindt men voor het produkt: 
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o -'/' q i 
'/' 0 -p : 

als 
-1 p 0 i 

b'c + b', c, + b'" c" = - bc' - b, c', - bIl c" = P 
I + I + I • I I ca c, a, c" a" = - ca - c, a I - c" a" = q 

a'b + a' b, + a', b" = - ab' - a b' - a b' = '1' 
,. "., 11 

gesteld worden. Dat produkt nu is identiek gelijk nul. 
De vergelijkingen (3) kunnen nu alg volgt geschreven worden: 

- 1J r + ç q = ax' + a, y' + all Z' = Vt = snelheid ., 
(4) •••• g'/'-Çp=b;c'+b,y'+b"z'=v~ = 

" - g q + Ti P = C;/:' + c, y' + cII Z' = v~ = 
" 

of in determinant vorm : 

I ~ ç I = v~ 
(5) .•.........•.. 

I
r':.l=v ç ~ ! '1 

I ~ ~ I = v~ 

volgens de g-as, 

" 
" 

" 1}- as, 
" ç-as. 

Wij maken uit deze vergelijkingen de volgende gevolgtrekkingen: 
1°., De punten van 't lichaam, die in rust zijn, liggen op de ltin 

.12, wier vergelijking is: 
g 

(6) . . . • . . . . . . .. -
p 

1} 

q r 

De beweging is op 't beschouwde oogenblik dus aequivalent met 
eene wenteling om de lijn Jl, die daarom de oogenblikkelijke as heet. 

Zii maakt met de assen hoeken, wier cosinussen J!.....,.!L ~ ziin als 
" 61 (oJ' (0) Ol , 

612 = p2 + q2 + ,/,2 gesteld wordt. 
2°. Worden uit (4) g, 1J, ç opgelost, dan vindt men b. v. voor g : 

o -'1' q vE -'1' q 

g r o -p - v o -p 
I! = p (pv~ + qv~ + '/'v( ) = 0 

-q P 0 v~ P 0 

dus 
p v~ q vI! r v~ - . _ + - . _ + -. - = Cos (.12, v) = O. 
61 V 61 V 61V 
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= . = 6)2 r2 S1ll2 (J2r) = (tJ2 l2 

1

6)2 (i)r cos (Q,r) 1 . 

(i)1' cos (.Qr), 1'2 

als l de lengte is van de loodlijn, uit het punt op de BS Jl neer
gelaten en r voorstelt den afstand van het punt tot den oor::3prong. 
Omdat uJ de snelheid is van een pUilt, dat op de eenheid van af
sta nd van .Q ligt, heet 6) de hoeksnelheid van de wenteling om J2. 

Hiel'uit blijkt, dat de beweging op 't beschouwde oogenblik aequi
valent is met eene went~ling om de a;.; fl" waarvan de hoeksnelh<>id 
gelijk Ct) is. 

14. Uit de vergel. (5) volgt, dat p de snelheid voorstelt van het 
punt (O} 1,0) in de richting van de Ç-as, of die van het punt (0,0,1) 
in de richting' van de -IJ-as. Mcn mag dus p beschouwen als de 
hoeksnelheid, waarmede het lichaam om de Ç-as wentelt. J:iJvenzoo 
blijkt, dat q de hoeksnelheid is van de wenteling om de 'Ij-as, en l' 

die van de wenteling om de ç-as. 
De wenteling om de oog'enblikkelijke as .Q met de hoeksnelheid 

Ct) is dus aequivalent met de drie wentelingen p, q, 1', om de beweeg
lijke assen. Wordt dus op de as 12 een stuk afgezet gelijk aan 
Ct) lengte-eenheden, dan zullen rIe projecties van dat stuk op de be
weeg'lijke assen p, q, l' eenheden bevatten, zoodat lijnen, die aswen
telingen in grootte en riehtirg voorstellen samengesteld en ontLon
den kunnen worden volgens dezelfde regels als lijnen, die snelheden 
en versnellingen voorstellen. 

Men spreekt daarom ook van het pamllelogram en het parallele
pipedum van went~lingsassen. 

HOEKVERSNELLINGSA8. 

15. 'Worden de vergel. (5) naar t gedifferentieerd, dan komt Cl' 

d;; =~" = I ~' ~ I + I~, E' I 
n" = I ~ ~ I + I E' ~I /. • • • • • • • • • • (7) 

sr' - lp' q' I + lp q I 
- : ~l7 i fr;' 

Hieruit blijkt, dat de versnelling van het punt s, n, ç de resul
tante is van twee andere: 
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10• De versnelling 

vl pl q'r'\2 = Vl p'2 + q'2 + r'2,p'~ + q''YJ +r'Ç! = 
~ 1/ ç p~ + q''YJ + 1!Ç, ~'l + 'YJ2 + Ç2 

als R de afstand van het punt tot den oorsprong, 11 die tot de lijn 

.Ql (g, = 'Yt, = ~) voorstellen en liJ12=P'2+q'2+r'lI gesteld wordt. 
p q r , , , 

p q r ) 
Zij staat loodrecht zoowel op .Ql (want p' q' r' = 0 als op R 

~ 1/ ç 

( 
~ 1/ ç 

want ook p' q' r' = 0) , is dus loodrecht gericht op het vlak be
~ 1/ ç 

paald door het punt en de lijn .Ql' 

Omdat 6)t de versnelling is van een punt op de eenheid van 
afstand tot de as .Ql, heet 6)1 de hoekversnelling om de as .Ql, die 
daarom de hoekversneltingsas genoemd wordt. 

I ~" ' sr /2 2°. De versnelling V p ~ r = 6) v sin (.Q V) = 6) v =(02& 

loodrecht gericht zoo wel op .Q als op den snelheidsvector V, en 
omdat .Q en V elkaar rechthoekig kruissen, zal de versnelling lood
recht op .Q gericht wezcn, en wel naar de as .Q, omdat zü gericht 
is in den zin van de wenteling om Q. 

16. p' stelt de versnelling voor van het punt (0, L, 0) in de richting 
van de Ç-as of van het punt (Q, 0, 1) in de richting van de 1/-as. 
De hoekversnelling 6)1 om de as .Ql is dus aeq.uivalent met de drie 
hoekversnellingen p' q' r' om de beweeglüke assen. Men spreekt 
daarom ook van het paraltelogram en het parallelepipedum van hoek
versnellingsaFlseu. 

17. De Cosinus van den hoek tusschen .Q en .Ql wordt gegeven 
door 

Vallen dus die assen samen, dan is de hoekversnelling 6)1 gelijk 
aan de afgeleide (0' van de hoeksnelheid naar den tijd. Vallen ze 
niet samen, dan is de ontbondene van 6)1 volgens .Q gelUk aall 
deze afgeleide. 
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HOEKVERSNELLINGSASSEN VAN HOOGERE ORDEN. 

1. Worden (7) nog eens naar t gedifferentieerd, dan vindt men 

. (8) 

Hieruit leest men drie componenten van de versnelling der 2e 
orde, n.l. 

\ 

" 11 '1''' 12 1 0• Eene gelijk V p~ ~; = {.t)2 R sin ($22 R) = {.t)2 l2, als 

(iJ22 = p"2 + q"S + r"2 gesteld wordt en l2 de afstand is van het punt 

tot de lijn $22 (~, = ~, = ~,). Zij is loodrecht gericht zoowcl 
p q r 

op $22 als op R, dus loodrecht op het vlak bepaald door het punt 
en .!22• 

20. Een tweede gelijk 2 V I~:~:~, 1

2 

= 2 (iJJ v sin (Q V). Deze is 

loodrecht gericht zoowel op S2 als op V, dus loodrecht op het vlak 
bepaald door Q en V. Z!j stelt dus de versnelling voor van, het 
vrije uiteinde van den sllelheidsvector V ten gevolge van de hoekver
snelling (iJl om de as Ql' Zij is loodrecht gericht op het vlak be
paald door $21 en V in den zin van de hoekversnelling (iJl. 

I ~" ";"1 2 
3°. Eene derde gelijk V p 7J

q 
r = (i) á sin (Q á) waar á 

oen versnellingsvector van de eerste orde van het punt voorstelt. 
Zij is loodrecht gericht zoowel op iJ. als op á, dus loodrecht op het 
vlak door Q en á bepaald, in den zin van de wenteling om Q. Zij 
stelt de snelheid van het vrije uiteinde van den versnellingsvector 
van de eerste orde voor ten gevolge van de wenteling om de oogen
blikkelijke as Q. 

De hoek tUEschen Ql en $22 wordt gegeven door 

Valt dus $22 samen met !2), dan is de hoekversnelling (iJ2 van 
de 2e orde de afgeleide (iJl' van de hoekversnelling (iJl van de 1 e 

orde j valt ze er niet mede samen, dan is de ontbondene (.t)~ cos (..Q~ ..Ql) 
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van W2 volgens .Ql (.!;elijk aan die afgeleide. Men kan n.l. ook spre
ken van het pamllelogram en het parallelepipedum van hoek versnel
lillgsassen van de 2c orde, aangezien de hoekversnelling W2 om de 
as .!22 aequivalellt is met de drie hoekversnelllingen pr', q", r" om de 
beweeglijke assen. 

19. Het is duidelijk, dat men voort kan gaan met de vergelijkin
gen (8) uaar den tijd te differentieeren, deze nieuwe weer enz., waar
door de versnellingen van de 3e, 4e orde enz. zullen gevondrn worden. 

Men vindt voor de olltbondenen all = s(ntl), a'l = r;(IIi' 1), all = Ç(II+l) 
~ ~ ~ 

van de versnelling all van de ne orde de uitdrukkingen: 

;; _ ~ (n) I qell-TII) ren-m) I 
~ - ~ m 1/711) Ç(m) 

711=0 

" a ~ (n) I rClI
-

m
) p(n-III) I . . . . . . . . . (9) 

~ m Ç(m) sem) 
m=o 

;; = ~II (n) \ peil-lil) geil-lil) I 
~ ~ 1/1 s(m) 1/(111) 

TIl =0 . 

waarin (:) oe me binomiaalcoefficient van de ne macht IS. Hieruit 

volgt: 

11 \ (1t) 1/1-1 ( 711-1)1 
a = Resultante t 6Jn In' m W II- m a sin .!2 11-m a \ ,m= 

= 1,2, 3, ... n .. . (10) 

als (~) = 1, 610 = W, aU = v genomen wordt; of in woorden: 

De versnelling van de ne orde -is de resultante van (n+l) com
ponenten / eene loodrecht op het vlak bepaald door het punt en de 

versnellingsas .!lil van de ne orde (pz'l) = q~) = r;)) , Pn gelijk aan 

6Jn In (6J~ = /11)2 + /n) 2 + reil) 
2 en In = afstand van het punt totdeas.!2n) 

en n componenten (:)WII_II:n~l sin (Qn_III1II~1 ), (m = 1, 2, .... n), 

iedm' loodrecht gericht op het vlak, bepaald door de overeenkomstige 
lil-I 

hoekversnellingsas Qn-1II en den versnellingsvector a . 
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Verder is het duidelijk, dat men spreken kan van het parallelo
gram en het parallelepipedum van hoekvel'snellingsassen van iedere orde. 

VRIJE BEWEGING VAN EEN LICHAAM. 

20. Laat de oorsprong van het met het bewegend lichaam vast 
verbonden assenstelsel 0 ~ YJ ç op het tijdstip t :ro Yo Zo tot coördinatell 
op de vaste assen hebben, zood at de transformatie formulel.i nu zijn: 

:c = :Co + a ~ + b Y + C ç 
Y =!lo + a, ~ + b, y + C, ç 
Z = Zo + a" ~ + b" y + c" ç. 

Worden dus in (2) ;c, y, z vervangen dan :r-:co, y-Yu, Z-Zo, dan 
vindt men bovenstaande vergelijkingen. Deze kunnen geschreven 
worden als volgt: 

. . . . • . . . • . . • (11) 

waar V O de snelheid van den beweeglijken oorsprong voorstelt en 
vo~, vo", vo" hare ontbondellen volgens de beweegl!jke asseu. 

Hieruit volgt: 
p q r 

1 0. P (v ~ - VO ~ ) + q (v" - vu., ) + r (v ~ - vU ç' ) = p q l' = 0 
~ YJ ç 

zood at de uitdrukking pv~ + qv" + rvÇ' voor alle punten van het 

lichaam dezelfde waarde heeft, dus ook ~ Ve + ~ v + ~ Vy of de 
m" m" 61'> 

projectie van de snelheid op de oogenblikkelijke as Jl. 
20. dat de snelheid v de resultante is van vI) en (,IJ l. 
De beweging van het lichaam is dns aequivalent met eene wen-

teling om de oogenblikkelijke as 12 (.I = ~ = i) met de hoek-
p q r 

snelheid m en rene verplaatsîng van het lichaam, waarbij elk punt 
de snelheid vo heeft, welke verphw,tsing wij eene verschui ving met 
de snelheid vo zullen noemen. De snelheid van elk punt heeft tot 
ontbondene in de richting van de oogenblikkelijke as ecne snelheid 
gelijk vO cos (fl vU), die wij T zullen noemen. 

Verhand. Kon. Akad. v. Wet. (Ie Sectie). Dl. Il. 
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21. Zijn er punten, wier snelheid gelijk T is? 
De coördinaten van zulke punten moeten voldoen aan de verge

lijkingen: 

welke ook als volgt kunnen geschreven worden: 

zoodat de gevraagde punten liggen op de lijn 

~ -I q r ,: w~ 
V

O vO I 
)1 e 
p q r 

eene lijn dus evenwijdig aan de oogenblikkelijke as ,Q, gaande door 

het punt ~,' 'lJ" ç" gegeven door 

De beweging is dus ook aequivalent met eene wenteling om deze 
lijn met de hoeksnelheid (,) en cene verschuiving volgens deze lijn 
met de snelheid Ti m. a. w. aequivalent met eene schroefbeweging. 
Deze lijn vormt de as der schlOef waarvan de spoed is T. Daarom 
zullen we die as de schroefas van de beweging noemeu, 

file:///v/vO
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22. De lengte ro van do lijn, die den beweeglijkenoorsprong 
met het punt ~,' r;" s" verbindt is 

r = ~ V I p q r 1
2 = 6J 1-,0 sin (Q ,,0) = ~ ° 6Jz vO vo vo 6)2 6J 

~ 11 ~ 

als u de ontbondene V ,,02 - 1 2 van de verschuivingssnelheid lood
recht op Q, voorstelt. Dus u = ro 6J. Verder staat rO zoowel lood
recht op Q, als op vo, en meet ze dus den kortsten afstand tusschen 
de schroefas en vo, bijgevolg geert de wenteling 6) om de schroefas 
aan den beweeglij kon oorsprong de snelheid u. 

Hieruit blijkt dus, dat de wenteling 6J om de schroefas aequivalent 

is met de wenteling 6) om de as Q, (I = !!.- = i) + eene ver-
p q r 

schuiving u loodrecht op het vlak van beide assen, waaruit dan ver
der volgt, dat de verschuiving u aequivalent is met een koppel van 
aswenteling, gelegen in een vlak loodrecht op u, terw!jl de afstand 
dier assen X hoeksnelheid = ro (,J = II IS. Dit produkt heet het 
moment van het koppel. 

VERSNELLINGEN. 

23. Worden de vergel. (10) naar den tUd t gedifferentieerd, dan 
komt er: 

~" = ~"o + j ~' ~ I + I ~, ~, I 
" " I r' p' I I rpI T, = r; ° + ,~ + ç~' 

I ' 'I I ~,,- ~,r + p q + I p q I 
~ - ~ 0 ~ 'YJ I S' r;' • 

Zij verschillen alleen van de vergelijkingen (7) door de termen 
~"o' r;"o, '''0 in het tweede lid, de versnellingen nl. volgens de beweeg
lijke assen van den oorsprong, en wier resultante gelijk is aan die van 
de ontbondenen in (1) genoemd, als daarin n = 1 genomen wordt. 

De versnelling is dus de resultante Tan drie componenten nl. 
de twee in § 15 genoemd, 6)2 l loodrecht gericht op de oogenblikke
lijke as, 6J} t} loodrecht op het vlak bepaald door de hoekversnel
lingsas Q,l en het punt, en eindelijk de versnelling van den oor
sprong, de snelheid van het vrije uiteinde van den vector voo Deze 

laatste kan ontbonden worden in de tangentiale versnelling d"O en 
dt 

2* 
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in de normale versnelling m VO sin (Q va) = m u, als u de ontbond ene 
van vO loodrecht op de oogenblikkelijke as is, welke ontbondene ge
woonlijk de orthogonale snelheid \an den oorsprong heet. 

Het is duidelijk, dat de versnelling van elke orde de resultante 
is van de componenten (9), die men vindt, als de oorsprong van 
het beweeglijk assenstelsel vast is, vermeerderd met de versnelling 
van dezelfde orde van den oorsprong, en die gegeven wordt door de 
orie componenten in (1) genoemd. 

24. Een bijzonder geval van deze beweging is dat, waarbij alle 
punten van het lichaam zich bewegen evenwijdig aan een zelfde vlak. 

In dat geval beschrijft ieder punt eene vlakke baan, zood at geene 
versnelling van eenige oroe eene ontbondene loodrecht op dat vlak 
heeft Bij deze beweging moeten dus alle hoekversnellingsassen 
8amen vallen met de loodlijn uit clen beweeglijken oorsprong op oat 
vlak neergelaten, waaruit verder volgt, dat "'n = ",'n-l = ","n-2 = 
= wen) is. 

OOGENBLIKKELIJKE A.SSEN E~ OOGENBLIKKELIJKE MIDDELPUNTEN 

VAN HOOGERE ORDEN. 

25. Uit de formules (9) voor de olltbondenen van de versnelling 
van de nC orde van een punt eens lichaams, dat om een vast punt 
beweegt, volgt: 

10 dat die ontbondenen liniaire functies van de coördinaten ~, 'TI, S, 
van het punt zijn; 

20 dat de coefficienten van ~, 'TI, S alleen af hangen van p, q, ", 
p', q', ,,' .... in), g(II), ,.(n\ zoodat ook de determinant van het liniaire 
Rtelsel alleen van deze grootheden zal afhangen. 

Zoo is b. v. de oeterminant Dl, welke behoort bij de versnelling 
van de 1 e orde: 

p2 _ ",2, pg - ,,' , pr + q' 
Dl = pq + ,,', q2 - ",2, '1r - p' = (iJ2 (lU'2 - "'12), •• (12) 

pr - 1', qr + p', ,,2 _ ",2 

tcrwijl dc determinant Di, van de 2e orde is 

.3pp'-3(oJ(," , 2p'1'+p''l+(",2,,_,,''), 2pr'+p'"-(,,,2q_q") 
D~= 2p'q+pq'-(w'lr-""), 3'lQ'-3",,,,' , 2q~+q'"+(,,,2p_p") 

2 p',,+ p'.' +< (iJ2'1_q'), 2 '1'''+'1,,' _(",'lp_pil). 3 ",,'-3 '" ",' 

'IV ordt deze ontwikkeld in gedeeltelijke determinanten, waarin de 
termen 3", M', ",2 p-p", ",2 q-q!', ",2 ,,-r" behouden blijven, dau 
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vindt men, dat oe som der termen, die onafhankelijk zijn van ge
noemde uitdrukkingen, identiek gelijk nul is. De overige geven 
samen: 

( 13) 
waar 

p q ". 
1= p' q' ".' 

p" q" "." 

den inhoud voorstelt nn het parallelepipedum op M, (iJ], 11)2 als rib
ben beschreven. 

Vallen .2 en .2 i samlm, zoodat (iJl = (iJ' en (i)2 cos (.2 .22) = ft)" 

is, dan gaat deze determinant D2 over in 

en wordt dus gelijk nul, wanneer ook.22 met.2 en .21 samenvalt. D2 

wordt dus nul voor (IJ = 0 en ook voor (iJ2 = (iJ'1 = (iJ", als dus de 
drie hoekversnellingsassen van de oe, leen 2e orde samenvallen. 
Dl wordt nul voor (iJ = 0 en ook voor (iJl = (iJ', als dus de assen 
.2 en .21 samenvallen. 

26. Is de determinant Dn ongelijk aan nul, dan kan men in 
het lichaam altijd één, maar ook slechts één punt aanwijzen, welks 
versnellingsvector van de ne orde eene vooraf bepaalde groJtte en 
richting heeft, en dan is het vaste punt het eenige punt, dat geene 
versnelling van de ne orde heeft. 

Is de determinant Dn gelijk nul, dan heeft ieder punt van 't 
lichaam nog de versnelling van de ne orde, aangewezen door de ver
gelijkingen (9), maar nu bestaat er eene betrekking tusschen de ont
bonden en van die versnelling, zoodat het nu lliet altijd mogelijk zal 
zijn een punt van 't lichaam aan te wijzen, welks versnellingsvector 
van de ne orde eene vooraf bepaalde richting en grootte heeft. 

Daarentegen bestaat er nu eene rechte lijn in het lichaam, die 
door het vaste punt gaat, wier punten geene versnelling van de ne orde 
hebben, en die alzoo de oogfmbliklrelijke as van de ne orde kan ge
noemd worden. Hare vergelijking wordt gegeven door twee van de 
drie vergelijkingen (9), als daarin de eerste leden ge]!jk nul gesteld 
worden. 

27 . Nu is de determinant Dn niet identiek gelijk nul, omdat 
gemakkelijk kan aangetoond worden, dat er altijd een geval denk-



22 DE VERSNELLINGEN VAN flOOGERE ORDEN. 

baar is, wilarbij het vaste punt het eenige is, dat eeue versnelling 
van de n C orde gelijk nul heeft. 

Onderstellen we nl. dat alle hoekversnellingsassen behalve de 
laatste of .2n samenvallen met de oogenblikkelijke as, dan liggen de 

n componenteu (n) 6) m;1 sin (.2 m;l) allen in het vlak dat 
m n-m ,,-m 

loodrecht op de gemeenschappelijke as staat en door het punt gaat. 
De (n + l)e component 6'" in ligt buiten dat vlak. Werd het punt 
op de gemeenschappel!jke as gekozen, dan is de versnelling gelijk 
liJ" I" i en werd het pu n t gekozen op .2n zelf: dan zou cie versnel
ling alleen nul kunnen wezen, als dit ' t geval was met de resul
tante van de eerstgenoemde n componenten i eu daar deze zeker niet 
voor alle punten in het normale vlak nul kan wezen, behoeft men 
.2n slechts getrokken te denken door een punt van dat vlak, voor 
hetwelk die resultante niet nul is. De uitdl'Ukking (14) voor D2 be
vestigt de stelling. 

In ' t algemeen dm! zal Dn lliet nul wezen, maar alle mogelijke 
waarden kunnen hebben, aangezien de grootheden 6), 6)1' 6)2' .•• 6)" 

waarvan ze afhangt, geheel willekeurig zijn. 
28. Is D" = 0, dan moet er dUB eene betrekking tusschen de 

hoekversnellingen bestaan. 
Twee betrekkingen kunnen wij uit (9) afleiden, voor welke Du = ° 

moet wezen. 
E' tI'" . (n)· als ers em; as lU" = 6) n_1 = 6) n-2 = .... = 6.1 IS, m. a. w. 

alle hoekversnelliugsassen van de 0° tot de nC orde samenvallen. Want 
dan ztjn p(l), g(l), ,.(l) evenredig met p, q, ri en worden in (9) ~ even
redig met p, 'YJ met q, 'met r gesteld, zood at het punt op de oogenblik
kelijkp. as .2 wordt aaugenomen, dan worden alle determinanten in de 

tweede leden gelijk nul, en met dezen ook de versnelling (~. De oogen
blikkelijke as van de Oe orde is dan tevens die van elke a lidere orde. 

De tweede betrekking blijkt uit (10), als deze op de volgende 
wijze geschreven wordt: 

\ ( nI) 6) ~ sin (.2 l~),. " n-I ,,-1 

a = Result. IltJ" /111 (n) ,,-1 . ( ,,~l ) 
1 6) a sm .2 a , . 

• • • t 

. . . , 
n-3 ,,-3 

..... (n~l) lUntl -~ sin ( .2n;1 ~ ) 
11+1 n+ I 

..... (n~I)(tJn7 ~ sin ( .211-;3 ~} 

11·-1 ,,-1 

(. ;1) lUn;1 ~ sin ( .211~ ~) 
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als 11 oneven iEl, 

n 
a = Result. 

(~) (tJ ~ sin ( ~ ;)."". 1 '1-1 n-l 

M
n 

lil! (i) (tJ n-;l sin ( ~ n;l ). •••• 

. . . .. G) lû~ 
2 2 

11 11 

• • • • • • (;) (tJn-2 ~ sin ( .211-2 ~) 
2 2 2 

als n even is. 
Omdat nu met 6) = Ct)1 = ..... = (tJ1 = 0 gepaard gaat aO = al = 

11 

= a 2 = ... = (tI = 0, ZOO zien we, dat de versnelling a van de nC orde 
zich reduceert tot (tJn lil en dat bijgevolg de as ~n de oogenblikkelijke as 
van de ne orde is, zoodra (tJ = 6Jl = , .. , = 6)n-l = 0 is voor noneven, 

-2-

of (tJ = Ct)l = ...... = (tJ1I-2 = 0 voor n even, Tevens blijkt, dat elke 
2 

hoekversnellingsas van lagere orde de oogenblikkelijke as van oe
zeJfde orde is. In 't algemeen geldt de stelling: 

Is (tJ = (tJl = (tJ2 = .... = (tJ1 = 0, dan is .21+ 1 de oogenblikkelijke 
as van de (l + 1)e orde, .21+2 die van de (l + 2y m'de, ...... , 
.221+2 die van de (2 1 + 2)e m'de, 

De uitdrukking (12) voor Dl geeft aan, dat deze alleen in beide 
gevallen nul wordt, terwijl ook D'), nul wordt van (tJ = 0 volgens 
(13) en voor ' (0)2 = (!1\ = (tJ'I volgens (14), 

2!1. Bij de wenteling van een lichaam om een vast punt is er 
dus in 't algemeen altijd één, maar ook slechts één punt aan te 
wijzen, welks versnellingsyector van de ne orde eene vooraf bepaalde 
grootte en richting heeft, zoodat het vaste punt, waarom het lichaambu
weegt, het eenige is, waarvan de versnellingen van alle orden nul zUn, 

30. Heeft een lichaam eene geheel willekeurige beweging, dan 
bestaat er in het algemeen slechts één punt, welks versnellingsvector 
van de 'nC orde nul is, dat dus een oogenblikkelijk ve1'snellingsmid
delpunt van de n/l orde is, Omdat er toch slechts één punt is, welks 
versnellingsvector, in de onderstelling nl. dat de oorsprong vast ge
dacht wordt, gelijk maar tegf'ng!'deld g-ericht is aan den versnel
lingsvector van dien oorsprong', zoo z,d (h t in werkelijkheid eene 
versnelling van de nC orde heuuen, dio nul is. On~dat in 't alge
Inl'eU Dn niet gelijk nul is, bestaat el' dus in 't algemeen een oUfJm
blikkelijk versnellingsmiddelpunt van de ne orde. 
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Bl Noemen we de coördinaten van dat oogenblikkelijke versnel-
n 

lingsmirldelpunt ~l' YJl' SI' en is Uo de · vl'rsnclling van de nC orde 
va.n den oorsprong van het beweeglijk assenstelsel, dan is volgens (9) 

~ _ ~ = ~I (n) I q(n-m) r(lI-m) I 
~ oE ~ m YJ(m) s(m) , 

m=o 

en volgens onderstelling 

_ 11 _ 1II=n (n) I q(n-m~ r(n-m) I 
cto ~ -:E m 'Yll(m) Slem) • 

m=o 

zooclat door aftrekking hieruit volgt: 

Evenzoo IS 

...... (15) 

Deze formules gaan over in (9), als ~-~l' 1/- I'Il, S-Sl veranderd 
worden in ~, ti, S, m. a. w. als het oogenblikkelijk versnellingsm~ddel
punt tot oorsprong van het beweeglUk assenstelsel wordt gekozen. 

De versnelling van de ne orde van een punt eens lichaams, dat de 
meest algemeene beweging heeft, is gelijk aan die, welke het hebben 
zou, als het oogenblikkelijke vusnellingsmiddelpunt van de ne orde 
tot vasten oorsprong van het beweeglijke assenstelsel 'Wordt gekozen. De 
versnellingen van de {je tot aan de (n-l)e orde, welke dit punt heeft, 
wijzigen de versnellmg van de ne orde in geen en deelt>. 

32. Is Dil echter gelijk nul, (zooals LU De, die identiek gel!jk 
uul is, bij Dl voor 61 = 0 en voor 6)1 = 61'; bij D2 voor 61 = 0 en 
612 = r.J/ = ({}") dan bestaat er eene liniaire betrekking tusschcn 
n 11 n n 11 11 

u~ - ((O~I a)! - ao~ ' a~.,- ao~' die identiek gfl)!jk nu) is. De coeffi-
cienten "an die g-rootherlen (nI. de ollderdeterminantf'n van de 1 c 

orde van lJu , welke uit twee kolommen kunnen gevormd worden) 
zUn functies van 61, 611' ({}2' ••••• ({}II" Noemen we ze kortheidshalve 
A, 11, C, dan is dus 
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n n n 

Aa~ + Ba." + Ca~ = standvastig. 

In geval dus Dn = 0 is, bestaat er eene richting volgens welke 
11 

dn ontbondene van a voor alle punten dezelfde grootte heeft. 
De richtingscoefficienten van die lijn zijn evenredig met het drie

tal onderdeterminanten, die gevormd kunnen worden uit twee kolom
men van Dn, terwijl de richtingscoefficienten van de oogenblik1..:elijke 
hoekversnellingsas evenredig zijn met de drie onderdeterminanten, 
welke uit twee rijen van Dn kunnen gevormd worden. Zonder nader 
onderzoek mag dus niet aangenomen worden, dat beide richtingen 
samenvallen, en dus de mogelijkheid bestaat, dat er bij alle versnel
lingen van hoogere orde eene as is, wier punten alle dezelfde ver
snelling alleen in de richting dier as hebben, evenals dit het geval 
is bij de versnellingen van de Oe orde. 

33. Evenwel kan aangetoond wordcn, dat wanneer ,gn de oogen
blikkelijke hoekversnellingsas van de ne orde is, er eene schroefas 
viln de ne orde bestaat. 

In dit geval toch zijn de vergelijkingen voor de ontbondenen van 
de versnelling "an de ne orde: 

~ _ ~ = \ pen) gen) I 
~ Ol; g YJ 

Worden deze vergeleken met (11) in § 20, dan ziet men, dat 
daar p, q, r, v veranderd moeten worden resp. in p(II), g(II), r(lI) , a(lI) 

om in deze over te gaan. Met deze verwisseling kunnen we het 
daar gevonden resultaat overnemen. 

Het blijkt dus, dat ingeval .211 is de oogenblikkelijke hoek ver
snellingsas, 1°. er eene schroefas van de ne orde bestaat, 2°.dat eene 

11 

vel'schU'iving met de versll('lling a aequivalent is met een koppel 
n 

wn hoekversnellillgen van de ne orde, welks vlak loodrecht op a 
11 

gericht is en welks moment gelijk a is. 
34. Geschiedt de beweging van het lichaam evenwtidig aan een 

plat vlak, dan moeten alle hoekversnellingsassen samenvallen met 
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de loodlijn, uit den beweeglijken oorsprong op dat vlak neergelaten 
en bestaat er bij deze beweging altijd eene oogenblikkelijke as voor 
elke orde. 

De doorsnede van die as met het vlak zal dan het oogenblikkelijk 
middelpunt kunnen genoemd worden van de beweging der doorsnede 
van het lichaam met het vlak. 
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