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Over een minimaaloppervlak van tweevoudigen 
samenhang. 

Volgens DARBOUX 1) is RIEMANN de eerste geweest, die een mi
nimaaloppervlak construeerde, begrensd door twee rechtlijnige con
vexe veelhoeken in twee evenwijdige vlakken geplaatst 2). In 1887 
is door SCHWARZ 3) met groote uitvoerigheid dit vraagstuk behan
deld in de onderstelling, dat de veelhoeken grond- en bovenvlak 
vormden van een regelmatig n-zijdig prisma. Buitendien spreekt 
SCHWARZ elders 4) over een zeer merkwaardig geval, waarbij voor 
n = 4 de aanwezigheid van acht nieuwe rechte lijnen op het op
pervlak kan worden aangetoond, terwijl hij ten slotte er op wijst, 
dat men door de invoering van ééne constante meer gemakkelijk 
van het regelmatige, vierûjdige prisma kan opklimmen tot het recht
hoekige parallelopipedum met willekeurig rechthoekig grondvlak. In 
het volgende is gepoogd eene behandeling van dit laatste vraagstuk te 
geven, voor wover dit met behulp van elliptische functies geschie
den kan. 

Is tusschen grond- en bovenvlak van een rechthoekig parallelo
pipedum met de breedte h, de lengte l en en de hoogte !t een 
minimaaloppervlak 0 uitgespannen, dan is het in de eerste plaats 
duidelijk, dat 0 in vier onderling congruente of symmetrische stuk
ken kan worden verdeeld. Een dezer stukken A CL]) BEN F A
of n heeft ongeveer de gedaante, die in fig. lis aangegeven. Tot 

') Theorie generale des surfaees, I, blz. 427. 
') Beispiele von Flächen kleinsten lnhalts bei gegebener Begremmng; Ges. W. 2te 

Aufl. blz. 445. 
') Ueber specielIe zweifaeh zusammenhängende Flächenstücke, welche kleineren Flächen

inhalt besitzen, als alle benachbnrten, von denselben Randlinien begrenzten Flächen
smeken; Ges. W. I, blz. 270. 

') Bestimmung einer speeiellen Minimalfläche. Nachtrag ; Ges. W. I, blz. 98 en 99. 

Verhand. Kon. Akad. v. Wetenseh. (1' Sectie). Dl. UI 1 1* 
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coördinatenassen zijn de assen van het parallelopipedum genomen; 
de coördinatenvlakken zijn dan de symmetrievlakken van O. Daar 
zij het oppervlak loodrecht snijden, zijn de krommen van doorsnede 
GLIJ, .E N F, L N kromtelijnen. Men merkt op, dat in de punten 
G, IJ, E en F deze kromtelijnen de rechtlijnige begrenzing van n 
loodrecht ontmoeten. Deze punten zijn dus uitzonderingspunten op 
het oppervlak. Door elk van hen gaan niet twee, maar drie asymp
totische lijnen, die met elkander hoeken van 60° zullen maken. 

1. IJe analytÜJche voorstelling van het oppervlak fi. Door eene 
enkele vergelijking . is het oppervlak niet voor te stellen; men moet 
trachten de drie rechthoekige coördinaten tI:,!I, z in twee onderling 
onafhankelijke parameters uit te drukken. De methode, die met dit 
doel gevolgd kan worden, is die der conforme afbeelding, afkom
stig van RIEMANN, WEIERSTRASS' en SCHWARZ, en onder anderen 
door DARBoux 1) uitvoerig uiteengezet. 

Volgens de algemeene formules van W EIERSTRASS zijn de uit
drukkingen voor de drie coördinaten altijd te brengen in den vorm 2) 

+ p.x = @t /(1-82) F (8) ds, + p.!I = @t ri (1 + s2) F (s) ds, 
+ p.z = w., /2s F(s) ds, ............. (1) 

waarin s eene complexe veranderlijke, "" een positieve proportiona
liteitsfactor beteekent, en het teeken @t op de gebruikelijke wijze 
aanduidt, dat alleen het bestaanbare deel der integralen is bedoeld. 

De vraag · is de nog onbekende functie F(s) te bepalen, hetgeen 
geschieden kan door de onderlinge vergelijking van eenige conforme 
afbeeldingen van het oppervlak n. De eerste afbeelding wordt ver
kregen door de complexe 8 uit te breiden op den eenheidsbol. 
Volgens bekende theorieën is dat zoo in te richten, dat in over
eenkomstige punten op n en op den bol de raakvlakken evenwij
dig zijn. Derhalve zullen noodzakelijk zoowel de vlakke kromtelij
nen GLIJ, E1VF, LN als de rechte lijnen, Au, AF, BIJ, BE 
als groote cirkels worden afgebeeld. Een boltweehoek (fig. 2) ont
staat; de punten A en B komen in de uiteinden van de verticale 
middellijn, L en N zijn de middens der hogen A B, bIJ GL = bfJLD, 
bfJ NE . bIJ NF, de standhoek van den boltweehoek is recht. In 
alle punten is de teekening getrouw, in de uitzonderingspunten G, 
.D, E en F echter worden de rechte hoeken van den rand van n 

') Le problème de Plateau; Th. g. d. surf., I, blz. 424. 
') Men vergelijke: 'SCIIWARZ eu DAItDoux, t. a. p., of W ~:IERSTRASS, Ueher die Flii.chcn 

deren mittlere Krümmuug überall gleich Null ist, Monatsher. der Berl. Ak. 1866; 
blz. 616. De oorspronkelijke vorm, dien W EIERSTRASS aan deze vergelijkingen gaf, wijkt 
eenigszius af van de gedaante, waarin zij hier voorkomen. 
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door gestrekte hoeken weergegeven. De hellingshoeken van . de 
raakvlakken aan n. in J) en E noemen wij in het vervolg 2 J en 
2 Ej in fig. 2 is dienovereenkomstig L J)AB = J,' L BAB = E. 

Van fig. 2 gaan wij door stereographische projectie uit A op 
het horizontale diametraalvlak over tot de tweede conforme afbeel
ding in liet complexe s-vlak. Beziet men dit diametraalvlak van de 
onderzijde, dan vindt men fig. 3, eene rechten hoek B, op welks 

. beenen de overige randpunten 0, N, lJ, E, L, A gelegen zijn, elk 
met een aflix, zooals die in fig. 3 is bijgevoegd. 

Naast deze laatste teekening staat een .derde in het vlak eener 
nieuwe complexe (1", bepaald door de vergelijking 

d(1" = V 2 F(s) dIJ .. .. . ............ (2) 

Deze afbeelding heeft de eigenaardigheid, dat alle kromtelijnen 
op n. in het (1"-vlak zich voordoen als lijnen evenwijdig loopende 
met de coördinaten assen , terwijl de asymptotische lijnen van liet 
oppervlak worden afgcteekend als rechte lijnen, welke de assen 
onder hoeken van 450 snijden. Er ontstaat dus in het (1"-vlak de 
zeshoek A G J) BEF van fig. 4 met twee rechte hoeken in A en 
in B, en met hoeken van 1350 in de overige hoekpunten. . 

De vergelijking van fig. 3 en fig. 4 zal nu de onbekende functie 
Fts) doen kennen, want het vraagstuk om fig. 3 op fig. 4 zoo af 
te beelden, dat de gelijknamige punten der randen samenvallen, 
laat eene bepaalde oplossing toe. 

Immer zal ten eerste door de substitutie 

82 = t 
fig. 3 overgaan in de positieve helft van het t-vlak, waarbij de 
punten A, G, J), B, B, F alle op de as der bestaanbaren geraken 
en in volgorde de affixen 

::J) , - cot2 J, - IJ/' d, 0, tg2 E, cot2 E 

verkrijgen, en in de tweede plaats verandert dit positieve halfvlak 
door de substitutie 1) 

const. X d(1"=dt(t+cot2J)-t (t+tg2J)-i r}(t _tg2E)-~(t-cot2E)i 

op de voorgeschreven wijze in den zeshoek van fig. '4. De overeen
komst tusschen a en (1" is dus bepaaldelijk 

V2 eT da 

') SCHWARZ. Ueber einige Abbildongsaufgaben, Ges. w. IT. blz. 65, of ook 
FORSYTH. Theory of FunCtiODS, blz. 538. 
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1 
Aan de constante is eenvoudigheidshalve de modulus \/2 gege-

h 37(".. d' A ( ven, et argument moest - 4 ZIJn, om at In voor 8 = (0) 

in de richting FAde differentiaal d8 bestaanbaar en positief is, 

terwijl uit fig. 4 blijkt, dat aldaar d~ het argument 3; heeft. 

Vergelijkende met (2), besluit mcn 
3K i 
2 

P~8) = e . _ ; 
'1/ (82 + cot2 J) (82 + tfJ2 J) (82 - trJ2 f) (82 - cot2 f) 

daarmede zijn de vcrgelijkingen (1), die het minÏmaaloppervlak 
analytisch voorstellen geheel bekend. 

Terloops kan men opmerken, dat 

. 't 1 Ll 
, j1~8) = - - - 4 l' 0 (s) 

8 

(met P: de a<ln )l toegevoegde complexe functie aanduidend). Dit 
wijst er op, dat n de meetkundige plaats is der middens van alle 
koordcn eener bepaalde minimaalkromme. Zulke oppervlakken zijn 
door LIE "dubbele" minimualoppervlakken genoemd 1). 

2. HerleidinfJ der intefJralen. De drie integralen in de vergelij
kingen (1) zijn door dezelfde substitutie terug te brengen totellip
tische, echter is het in het algemeen niet doenlijk, die substitutie 
zoo in te richten, dat het integralen van denzelfden modulus wor
den. De bedoelde substitutie is 

2+1_1: 8 -2 - ~. 
8 

'fegelijker tijd voeren wij in de. positieve grootheden a en (3, 
grooter dan de eenheid, bepaald door 

2 a = tfJ2~ + cot2J, 2(3 = tfJ2f + CO~E, 
of a-1=2cot22J, ~-1=2cot22E ........ (3) 

en vinden nu achtereenvolgens· 

d8 d8 
~~==~~=== - ~~~~~T=~~~ 
'I/(82+cot2J) ... (82-cot2E) · '1/(84 +282"+1)(84-282(3+ 1) 

d~ - , 
28 'I/(~ + 2 ,,)(~-- 2 (3)(~-2)(~+ 2) 

en daarna 

I) [J eber Minimalfiächen; Math. Ann. XV, blz. 346. 
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id~ 

+ /LlC=@t!-:; 4(ç+ 2~)(ç _. 2 (3)(ç + 2)' 

+/L!J=@t! dç , 
- v' 4(ç+ 2~)(ç -2(3)(ç- 2) 

7 

idç +/Lz=@.! ..... (4) 
- v'(~ + 2~)(ç- 2(3)(ç + 2)(ç-2) 

Gedaante en afmetingen van het minimaaloppervlak hangen dus 
af van de drie positieve constanten /L' ~, {3, die men in boven
staande integralen van de eerste soort aantreft. Om die afhankelijk
heid nader te onderzoeken is het geschikt de drie integralen om 
te keeren en f-functies in te voeren. 

Vóór wij daartoe overgaan kan er aan herinnerd worden, dat nu 
in het vlak der complexe ç al weder eene afbeelding van n is ont
worpen. In fig. 5 is deze geteekend; het geheele ç-vlak is er door 
bedekt; toch is er een rand, namelijk de rechte lijn, as der be
staanbaren, die het punt N (~ = 2) door het oneindige heen met 
het punt L (ç = - 2) verbindt. Die lijn is daarbij tweemaal te 
doorloopen in de volgorde: N FA G L]) BEN. 

3. Omlceering der elliptische integr.alen. Aanvangende met de 
eerste integraal, verstaan wij onder 'Tl eene positieve constante, on
der e'l' e'2' e's de drie bestaanbare wortels eener functie f wl met 
de perioden 2 "'1 en 2 ""1' en stellen 

zoodat men heeft 

ç + 2 ~ = 'Tl 2 (el' - f wl ), 

~ + 2 = 'Tl 2 (e2' - f wl ), 
l: 0. _ 2-' fn 
~ - 2 t'" - 'Tt ~(es - r- 101)' 

'Tl 2 (el' - es') = 2 (ti + (3), 
'Tl 2 (el '- e2') = 2 (~-1), 
'T1

2 (e2' - es') = 2 ({3 + 1), 

+ idç =-.! dw , 
- v' 4(~+ 2a)(ç-2{3)(~+ 2) 'Tl 1 

en + /L 'Tlx=@twl + const. 

In deze vergelijking moet het nog onbekende teeken en de waarde 
der integratieconstante afgeleid worden uit den van . te voren aan
genomen stand van het oppervlak n in verband met het veld, dat 
men door het argument wl laat doorloopen. Na eenig overleg en 
na raadpleging van fig. 5, blijkt spoedig, dat men alle voorwaar
den bevredigt door aan te nemen 

/L'Tlx=-cmWl +"'1 , .....•.......... (5) 
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indien men tegelijkertijd het argument wl zich denkt binnen den 
rechthoek BIJCA in fig. 6 met de rechthoekszijden ·BIJ = Cal en 

BA = 2~,-~_ . In deze afbeelding word~n alle rechte -hoeken aan 
z 

den rand van n behoorlijk teruggegeven; de dubbele lijn F NE 
moet echter als eene begrenzende insnijding beschouwd worden. In 
fig. 6 zijn de affixen der verschillende punten op den rand bijge
voegd. Bij N behoort een argument - Call ' + vI' hetwelk bepaald 
is door de vergelijking 

'1"1 2 (f VI - eg') = ~ ~ ~ ........... . .. (6) 

Achtereenvolgens stellende 101 = "'1' 0, - Call ' + VI' vindt men 
voor de halve breedte BIJ = 1- IJ van het grondvlak van 0 (fig. 1) 

(J. '1"1 IJ = 2Call ' 

en voor de halve as M N = PI der middendoorsnede 

fl. '1"1 PI = CalI-vI • ••..••••••••.• ••.• (7) , 
. Op volkomen dezelfde wijze wordt de tweede ·integraal behan-

deld. Men gebruikt de functie fW2 1) met de bestaanbare · wo.rtels 
el'" e2", ' eg" en de perioden 2Cal2 en 2Cal2', en stelt weder onder 
invoering eener positieve constante '1"2 

~ - 2 {3 = 'l"l (fw2 - el")' 

~ - 2 = '1"22 (fW2 - e2"), 

~ + 2 a. = '1"22 (fw2 - eg"). 

Dit levert eerst 

en vervolgens 

of 

'1"22 (el " ·- eg") = 2 (a. + (3), 
'1"2 2 (el" - e2") = 2 ({3 - 1), 

'1"22 (e2" - eg") = 2 (a. + 1), 

+ d~ =J:. dw 
-v4(~+2a)(~-2(3)(~-2) '1"2

2
' 

+ (J.'I"2!J = áJtw2 + const. 

Het oppervlak !l verschijnt in den gewenschten stand, wanneer 
voor fl. 'l"2!J het minusteeken wordt geplaatst en de constante door 
- "'2 wordt vervangen, roodst men heeft . . 

(J-T2 y = - 5R.102 + "'2 ............... (8) 

') Het zal tot geen misverstand aanleiding geven, dat hetzelfde teeken f gebruikt 
wordt tot a.a.nwijzing van verschillende elliptische functies, da.a.r deze door de bijvoeging 
van het argument ,0,; tv. en later w voldoende zijn onderscheiden. 
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Het argument w2 moet dan beperkt worden tot den rechthoek 
Q , 

BEFA van fig. 7 met de zijden BE= '"'2' BA = "~L. De , 
dubbele lijn CLIJ is wederom eene insnijding, die tot de greIiS 
der figuur moet worden gerekend. De argumenten, zooals zij aan 
de verschillende punten van den rand · van n ûjn toegevoegd, zijn 
in de figuur aangegeven. Zij worden weder met behulp van fig. 5 
gemakkelijk bepaald. Op te merken is het argument "'2' + v2 , be-
hoorende bij L j het is bepaald door de vergelijking . 

2 (m ") _ a + 1 (9) 'T2 ~ v2 - es - 1 ............ . ' . 
a-

Voor de halve lengte RE = t I van de basis van 0 (fig. 1) en 
voor de halve as M L = P2 der middendoorsnede vindt men door 
eenvoudige substitutie 

fJ. 'T2 I = 2"'2' 
fJ. 'T2 P2 = "'2 - v2 · ............... (10) 

De omkeering der derde integraal berust op eenigszins ingewik
kelder vergelijkingen. Van de in te voeren functie rw zullen el' e2 , es de 
bestaanbare wortels zijn,2'" en 2",' de perioden j onder v verstaan 
wij een positief imaginair . argument, kleiner dan ",', zoodat i r' v 
positief uitvalt j ten slotte is 'T eene positieve constante. Wij kun
nen nu aannemen: 

ç - 2{3= -- 'Tir' v X _._1 ~ rw - rv ' 

~+2a=-'T~~X r70=~ r v - es r 70 - r v ' 

~+2 =-T-~~X rw - e
2 

fV -e2 rW-fv' 

~-2 =-'T ifv X fw-el 
. rv-el rw--r v 

Daaruit leidt men af 

'Tsr' v=- 2i({3-1)({3+1)(a+{3), 

7
2 (rv-el)= -({3 + 1)("+ (3), 

'T2 (e"1-eS)=({3+ 1)(a+1), 
'T 2 (e 1 -e2)= 2(~+{3) 

'T2 (e2-es)=({3-1)(a-l), 'T2 (r v - e2) = -({3-1)(a + (3), 
'T 2 (fv-es) = -({3+ 1)({3-1), 

id~ dw 
V----;:;;:(~=;:+=2:O=a=:=) =;::( ~~~2 (3~)=':( ~;=+~2)=( ~~ -~2) =-'T ' 

of + fJ. 'T Z = ~w + const. 
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Al spoedig blijkt, dat men 

p,TZ = ~ W - w . ..... . ....... . . (lI) 

kan nemen, mits w blijft binnen den rechthoek BFO]) van fig. 8, 

met de zijden E F = 2w en E J) = ~'. Uit die figuur zijn af te 
z 

lezen de argumentwRarden behoorende bij de verschillende punten 
op den rand van n, welk oppervlak in fig. 8 geheel conform is 
afgebeeld met uitzondering van de punten ..t1 en B. Met behulp 
van fig. 8 vindt men dadelijk voor de hoogte AB = ft van het 
minimaaloppervlak (fig. 1) 

p,Tft = 2w. 

De drie integralen :...ijn daarmede omgekeerd, echter zijn drie 
verschillende ~-functies gebruikt, drie argumenten wl' 'w2 , '10, bij 
eene zelfde waarde van ~ behoorende, moeten te gelijk worden be
schouwd. De verschillende wortels der ~-functies zijn niet onafhan
kelijk van elkander, zij zijn allen in t:t en {3 uitgedrukt, wat ten
gevolge heeft de homogene vergelijking 

want beide leden zijn gelijk aan ({3 - I)(a - I) . 
({3 + 1) (a + 1) 

Daarnaast is te plaatsen de betrekking 

.1' , . . 1 - "--" .1---
Tl V e f -- es = T 2 Vel - es = T Vel - e 2' 

met behulp waarvan wij uit de gevonden uitkomsten afleiden 

vt 

vit _ . . ... . ..... (13) 

V 2w 
. 

-. - Vel- e2 
'Ir 

Voor latère berekeningen is het wenschelijk deze vergelijkingen 
ook in de notatie van JACOBI voor oogen te hebben. Dan worden 
gebruikt de grootheden K, K', E, E en de toegevoegde moduli 
Ic = sin CP, Ic' = COB CP, wier kwadraten wel door C en c' worden 
voorgesteld. In deze schrijfwijze worden (12) en (13) van de ge
daante 
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Ie 1 Ic 1 

Ie = _1_2_ ................... (14) 
lel 1e 2 

_ __ Vit ....... (15) 
~/K 

'Ir 

_V-,--o __ 

Er moge op gewezen worden, dat doorloopend de aanwijzers 1 
en 2 gebruikt zijn voor de grootheden, die op rtol en op rW2 be- ' 
trekking hebben, voor de wortels el' e2, ea echter zijn die aanwij
zers door accenten, vervangen. Door a. en (3 z~in de moduli lel' 1e2 
en Ie bepaald, men heeft 

Ie)! = ~ + 1 Ie )! _ a. + 1 !c2 _ (~ - 1)(a. - 1) (16) 
1 a. + ~' 2 - a. + ~' - (~+ 1) (a. + 1)' ... 

Men kan ten slotte nog de exponentiaalgrootheden 

'HK,' 
--y; 

= e , enz. 

Invoeren, waardoor (15) overgaat in 

VO Vl 
1 + 2ql4 + 2q14 -+ ':ii;9'f- .. . ~=1 + 2q2 + 2ql +2q29 + . .. 

Vit 
- ï--=- 2q + 2q4 _ 2q9 + . -~~, ...... (9) 

om tot de overtuiging te geraken, dat het in het algemeen moge
lijk moet zijn om tusschen grond- en bovenvlak van een paraDe
lopipedum van gegeven afmetingen h, I, heen minimaaloppervlak 
te construeeren. Immers ook in (14) zou men de grootheden q 
kunnen invoeren, zoodat in (14) en (17) drie vergelijkingen zouden 
verkregen worden met de onbekenden q I' q2 en q, die daaruit, zij 
het ook met groote moeite, zouden kunnen worden opgelost. En 
waren ql' q2' q eens bekend, dan waren ook de r-functies ge
vonden en het oppervlak n zou door bruikbare vergelijkingen 
(5), (8), (11) analytisch zijn voorgesteld. Eer wij echter tot de dis
cussie dezer vergelijkingen overgaan, zullen nog eenige andere af
metingen van het oppervlak n worden berekend. 

4. Het lijnelement d8 op 0 en het oppervlaleelement dO. Het 
lijnelement d8 zal afhangen van de toegevoegde complexen E en Eo' 
Om het te bepalen kan men uitgaan van de algemeen geldige uit
drukking in 8 
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even eenvoudig echter is de rechtstreeksche berekening uit (4) 

+ d 
= Q) idE _ Q) idE 

fLx ~ . -~-, 

- V 4 (E -t- 2a)(E - 213)(E + 2) V QI 

+ d=~ dE -@t~ 
- fL !J V 4 (E + 2 a)(; - 213) (~ - 2) - V Q2 ' 

+ d 
_ Q) id~ _'Q) ids 

fL z-~ -~ -, 
- v(s+2a)(~-213) (E+2) (s-2) V Q 

waarbij te letten is op de identiteit 

111 
'- QI + ~ - (j = O. 

Men vindt onmiddellijk uit de voorafgaande vergelijkingen 

fL2 d8
2 

= t dE dEo C1l0~ ~ + mo~ ~ + mo~ iJ . . . . .. (18) 

Daarnaast plaatsen wij de uitdrukking voor het oppervlakelement 
dO, die onmiddellijk uit (18) volgt. Noemende dV het vlakte
element in het complexe E-vlak, komt er 

u.2 d" - 1. dV (_1 __ + __ 1 _ . + _ 1_) (19) 
,- oU; - 2 lIlod QI 1/lod Q2 ?nod Q ........ . 

Van 18 maken wij gebruik om de lengte van de drie kromte
lijnen, GLIJ, BNP en N L uit fig. 1 te bepalen. 

Ter berekening van GLIJ = bI' beschouwen wij tegelijk met 
fig. 1 de conforme afbeelding op het ~-vlak in fig. 5, en merken 
op dat de helft CL der bedoelde kromtelijn wordt afgebeeld door 
het gelijknamige stuk van de .as dèr bestàànbaren, gerekend van 
het punt ~ = - 2a tot E = - 2. Bij het doorloopen van dit 
gedeelte der as is E = Eo' mod ~ = ~, mod ~ = ~, 
mod Q = - Q; de vergelijking (18) geeft dus 

2 dS2 = ~ d"t:2 (..!. + .!. _...!) = d~2 
fL 2 ':i ~ ~ Q ~' 

of !,-TI dB = + idw1 . 

Uit fig. 6 echter maakt men op, dat voor de halve kromtelijn 
GL het argument wl zich rechtlijnig van "'1 - 2"'1' naar "'1 - (L'I' 
beweegt, zoodat . 

'''1-(1)1' 

~ !,-TI bI = --i f dwl' 
'''1- 2 (.1'1' 

of 1. _ 2",/ . (20) fLTI UI - -.- .•.•••••••••••••• , 
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Op dezelfde wijze wordt de lengte 11 der kromtelijn EN F ge
vonden. In fig. 5 ziet men, dat de helft N F wordt afgebeeld als 
de rechte lijn tusschen ~ = 2 en ~ = 2 {3, de afbeelding van N F 
in fig. 7 is de rechte lijn, die van w2 = ~I2" naar to2 = ~I2 + ~I2' 
gaat. Men heeft alzoo ~ = ~o' 1nod l4 = - l4, 11lod l4 = - l4, 
mod Q= - Q, 

fJ-2 d 8 2 = t d ~2 (_ ~ _ ~ _ ~) = _ ~2, 
P.T2 d8= + idw2, 

.'1 + 2·'1' 

t fJ-T2 /1 = i jdw2 , 

2c...I' 
P.T2 /1 = ~- ............... (21) 

z 

Ten laatste wordt nog de lengte hl der kromtelijn L N bepaald. 
Thans is met fig. 5 de fig. 8 te raadplegen. Daar ~ gaat van 
~ = - 2 tot E = + 2, en het argument w van w = w" naar 
w = w, is nu E = Eo' lIlod l4 -== - l4, 1Jlod l4 = l4,?JlodQ= Q, 

'2 dS2 = l dE2 (_ ~ + ! + ~) = dE2 
fJ- 2 l4 l4 Q Q' 

p.TdS = + idlO, 
tiJ , 

p..,.ht = - i f dw = : ............. (22) 
'ol 

Wij zien derhalve, dat ook de drie imaginaire perioden der ge
bruikte f-functies voor het minimaaloppervlak eene eenvoudige be
teekenis hebben, wat nog nader bevestigd zal worden door de 
uitdrukking voor het gebogen oppervlak n, die wij thans gaan af
leiden. Eene eenvourlige uitkomst kan verwacht worden, ingevolge 
eener door SCHWARZ 1) bewezen stelling, waaruit blijkt, dat voor elk 
minima.aloppervlak het gebogen oppervlak door eene randintegraal 
kan worden voorgesteld. 

Door integrntie, uitgestrekt over het geheele E-vlak, wordt dade
lijk uit (19) gevonden: 

2n=lj dV +tj~~+lj dV . 
fJ- 2 lIlod Q1 1Jlod l4 '2 1ilod Q 

Om echter die integratie werkelijk uit te voeren, moet men van 
het E-vlak in fig. 5 overgaan tot de afbeel.dingen fig. 6, 7 en 8, 
waarin de argumenten wl ' W2 en 10 zich bewegen. 

1) Ges. W. J, Anmerkungen und Zusätze, blz. 327. 
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Door dl:1, d~ en d"i:. stellen wij voor de vlakte-elementen in 
die figuren, zij zijn aan d V verbonden door de betrekkingen 

d dV d 2 dWI 2 d V 
"i:.1 = 'IlW ds - 'Tl modl4' 

'T 2 dV 
2 mod~' 

d"i:.2 = dV 1iWd2 dIJ) 
~ -ds 

'T2 dV 
nwdQ· 

d dV mod2 d'w 
d; -

Daarom kan ook geschreven worden 

2 -If If +If fJ- n - 2 'Tl 2 d"i:.1 + 2 'T 22 d"i:.2 2 'T2 d"i:. , 

waarbij over de volledige figuren 6, 7 en 8 wordt geïntegreerd. 
Die bewerking geeft 

n = ~ (W1w}' + w2W2' + WW')= 
u. 2 i'T 2 i'T 2 i 'T2 
r- 1 2 

- -4
1 

(b2 log ~ + 12loll ~ + lt2101l~)'' . , .(23) 
7r ij} ij2 ij 

of ook 

4 n = bbl + ll} + 2lthl' 

eene uitkomst, die later gebruikt zal worden om de grootten van 
de verschillende minimaaloppervlakken te vergelijken, die ontstaan 
wanneer men twee congruente rechthoeken telkens op verschillende 
afstanden van elkander plaatst. 

. Men kan hieraan toevoegen de waarden, die de kromtestraal. in 
eenige bijzondere punten aanneemt. Wij beschouwen dien kromte
straal . R als gegeven door de formule 1) 

fJ-d82 - 2 R mod F(s) ds2. 

Daar men nu heeft 

mod FCs) ds2 = t 11wd v' Cs + 2 ~ (s - 213) ds2, 

volgt uit de uitdrukking van het lijnelement 

fJ-R = mod Cs - 2) -t- 1Jlod Cs + 2) + 4. . . . . . .. (24) 
4 1llod vCs + 2") Cs - 2~) 

Voor de punten A, B, .L . en N leidt men hieruit door de 
substitutie S = 00, - 2, + 2 af: 

') DarbouI, Th. g. d. surf., I, blz. 312, formule (4). 
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p.RA = P.RB = t, P.RL = 1 = t tri 2J sin 2E, 
V«(I. - . 1)({3 + 1) . 

1 
P.RN = = t t,9 2E8'Ïn 2cJ.· 

V«(I. + 1)(13 -1) 

In de punten 0, E, IJ, F is de kromming nul, woals te ver
wachten was. Ten laatste kan men nog op de kromtelijn L N het 
punt P (s = 0) vinden, waar het raakvlak met de X-as en de 
Y-as gelijke hoeken maakt. Voor dit punt is 

1 
Rp=v(I.~' 

waaruit men de eenvoudige betrekking afleidt 

8 141 4 
R 2 = R 2 + R 2 + R 2 + R 2' 
PAN D [. 

5. Voorloopig onderzoe1c naar de bestaanbaarheid der beschouwde 
minimaaloppervla1c1cen. 

Wij denken ons twee congruente rechthoeken met de breedte b 
en de lengte I op verschillende afstanden ft van elkander geplaatst, 
en stellen de vraag of in elken stand een minimaaloppervlak te 
construeeren is; daarbij noemen wij voorloopig minimaaloppervlak 
elk oppervlak met constante gemiddelde kromming nul. 

Blijkbaar is het geoorloofd b = 1 te stellen, en aan te nemen 
I> l. De vergelijkingen (14) en (15), waar alles van afhangt, en 
die wij thans schrijven 

1 I ft K" = K
2 
T vC' K' .............. (25) 

- Ct' c2' f' - (26) c - -- 0 8'tn cp - cot '1'1 cot CP2 ,. . • • • . • • • • 
Cl c2 

leeren bij oppervlakkige beschouwing vooreerst, dat K 2 > K" en 
CP2 > '1'1' omdat I > 1, ten tweede, dat 

c/ < c 2' C 2' ~ c 
moet zijn, daar c eene echte breuk is. 

Daaruit volgt evenwel, dat 

K,,' < K2' K 2' < K" 
is, of ook 
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Hoe grooter I is, des te kleiner is de ruimte, w!Ull'binnen ijl' 

moet vallen, de beweeglijkheid van den hulphoek Q'2 wordt meer 
en meer beperkt. Deze hoek zal zeer weinig ván 90° gaan verschil
len; zooals uit eene hieronder medegedeelde tabel blijkt is voor I = 3 
reeds 90° > 'Il2 > 87° 30'. Daarentegen wordt het veld van den 
hoek PI met I steeds grooter , voor I = 3 zal PI reeds alle waar
den tusschen 4° en 90° kunnen aannemen. 

Laat echter bij gegeven I alleen ft veranderen, terwijl als onaf
hankelijk veranderlijke naar gelang van omstandigheden 91 of c = Bin2 91 
wordt genomen. Eene eerste gevolgtrekking uit (26) is dan, dat PI 
en 912 beide afneWf:nde functies zijn, want uit (25) volgt, dat deze 
grootheden in denzelfden zin veranderen. 

Alle mogelijke gevallen nu liggen tusschen de twee grensgevallen 
91 = 0 en 91 = 90°. In de eerste onderstelling volgt uit (26) PI = 90, 

P2 = 90, Kl = 00, c' = 1, K = ~, dus It = o. 
In de tweede onderstelling is c' = 0, volgens (26) is nu 

911 + 912 = 90°, maar beide hoeken verschillen van 0° en 90°, ~ 
is derhalve eindig en zeker niet nul, de hoogte h wordt gevonden uit 

1 1 -
It = K km V c' .K. 

I c'=o 
Dit levert, als men gebruik maakt van de bekende formule van 

LEGENDRE. 

Lim K = Lim lo!/. ; " 
c'=O c'=O V c 

wederom It = o. Blijkbaar kan voor eene waarde van 91 tusschen 
o en 90° de hoogte It, zooals die uit (25) en (26) kan worden 
benaderd, noch oneindig, noch onbestaanbaar worden, en kan men 
wel aannemen, dat in dit interval It eene doorloopende functie van 
91 is, die nu, zooals de beschouwing der grensgevallen leert, nood
zakelijk minstens ééne maximumwaarde H bezit. 

Gerechtigd is men derhalve tot de gevolgtrekkingen: Opdat tus
schen twee rechthoeken van gegeven gedaante op de aangegeven 
wijze een minimaaloppervlak 0 gespannen zal kunnen worden, moet 
hun afstand It een van hunnen vorm en afmetingen afhangend 
bedrag niet overschrijden. Zoodra de rechthoeken door één mini
maaioppervlak Ol verbonden kunnen worden, is er minstens nog 
één dergelijk oppervlak Ou te construeeren. 

Volkomen gelijkluidend zijn deze uitkomsten met die van het 
bekende . vraagstuk, dat op cirkels in plaats van op rechthoekeiI 
betrekking heeft. De beide catenoïden, die in het algemeen de op-
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lossing vormen, worden onbestaanbaar, zoodra de cirkels te ver uit 
elkander geraken. 

De onderstaande tabellen, geldig voor l = 1 en l = 3, geven 
eenig denkbeeld van de wijze; waàrop h verandert. Uit de mede
gedeelde getallen zou men wel willen afleiden, dat ~ slechts ééne 
maximumwaarde H kan bereiken, die altij~ kleiner dan de een
heid is, om pas voor l = 00 die grenswaarde te naderen. De waar
den van 'f en 'ft' die bij H behooren, nemen oogenschijnlijk met . 
toenemende l af, de overeenkomstige waarde van 12 echter neemt 
zeer sterk toe. 

l= 1 l= 3 

Ipl lp I k' K ' Ipl 'P2 'P I h=k'K h=j(-
1 K, 

--- -
I 

45° 90° I O. 4° 78°57' 30°47' 0.92436 
50° 44°45' ! 0.68162 9°10' 88° 12°30' 0.98178 
55° 29°22' 0.71975 14°57' 85° 6' 7° 8' 0.97918 
60° 19°28' 0.70713 19°11' 88°12' 5°U' 0.97454 
65° 12°34' 0.67212 28°52' 88°30' 2°43' 0.93623 
70° .. °37' 0.62433 36°53' 88°48' 1°36' 0.89694 
75° 4° 7' 0.56670 44°30' 89° 6' 0°55' 0.85053 
80 0 1°44' 0.49803 52°28' 89°24' 0°28' 0.79260 
85° 0°26' 0.40995 70°47' 89°42' 0° 6' 0.61826 
90° 0° O. 90° 90° 0° 0 

6. .De hoogte h ala flenctie van c. Van eenig belang voor het 
volgende is het cen nauwkeuriger inzicht in het .verloop van de 
hoogte !t te verkrijgen. Vooreerst kost het weinig moeite om aan 
te toonen, dat die hoogte 

V(}K !t = ~ -~---
Kl 

altijd kleiner dan de eenheid is. Daartoe beginnen wij met den 
teller vil K naar e te differentieeren, waardoor met behulp van 
de bekende fonnule 

gevonden wordt 

dK l~T K 
dë- - 2 cc' -:ie 

.!!.. (- /2 K) = K CE -1). 
de v 2evc' K 

Altijd is E < K, dit differentiaaIquotient is dus voortdurend 
negatief, . V2 K is eene afnemende functie, en is altijd kleiner dan 

Verhand. Kon. Akac!. v. Wetenseh . (te Sectie). DI. 111. I 2 
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de maximumwaarde ;, bereikt voor c = O. De noemer Kl is al

tijd grooter dan ;, en daaruit volg~ dan vanzelf, dat It < 1 is. 

De hoogte bereikt, zooals bleek, minstens éénmaal eene maximum
waarde; bewezen moet er worden, en dit is bewerkelijker, dat er 
geen maxima meer zijn. Eene uitdrukking voor het differentiaal-

'quotient ~: moet worden gezocht, het ifl dus noodig de drie ver-

gelijkingen 

te differentieeren. 
Uit de eerste leidt men af 

1 1 dc 1 dc 
- =-__ ~rJ1- __ , ~d , ..... ..... . (27) 
C cl Cl C c2 c2 C . 

uit de tweede. 

K. dK2 . dc~ = K. dIÇ . dCt. 
1 dC2 dc 2 dC1 dc 

Dit geeft tezamen genomen 

_Kl d~ 
dC1 C dC2 
dc - K. dK. K. dK. < 0 ........... (28) 

_1_._2 + _2_._1 
c1c1' dC2 c2c2' dC1 

Met behulp hi~rvan zal men eindelijk uit de derde vergelijking 
vinden 

.!. dit = _ ~IOgK.1 X ~ log -/2 K X 
It dc dc dc 

cK! + cX; + K 
X , dK1 ' dK2 dK K. 

C1 C1 -d C2 C2 -d -d - -2 ' 
. cl c2 C c 

Bij maximumhoogte is het differentiaalquotient nul, en daar de 
eerste beide factoren voor geen waarde van 11' tusschen 0 en 90° 
nul worden, moet men zich richten tot den laatsten factor. 

De vergelijking 

cIÇ + 
,dK1 c1 c1 -d 

cl 

of wat hetzelfde is 

I 

I dK 

dc 

K 
- 0, 

K 



VAN TWEEVOUDIG EN SAMENHANG. 19 

. ~ cKI + cK2_, + cc' K _ 0 
L K' E. v K' ...... (29) 
J~l - } cl • 2 - .11..2 C2 B -

waarin cp de onbekende is, levert alle wortels 11'0' die bij eene 
maximumwaarde van !t behooren. Dat één wortel 11'0 aanwezig is, 
besluit men uit het voorafgaande; door elk der drie termen in de 
vergelijking afzonderlijk na te gaan, zal het duidelijk worden, dat 
die wortel de eenige is. 

Aanvangende met den eersten term 

cKI 
El - Kl cl' 

bewijzen wij, dat de teller met C toeneemt. Men heeft namelijk, 
lettende op (28), 

d K ~ X 
dc C 1 = K d v v dK 

_ 1_._.11.._'2 + _.11.._'2 ._1 
Cl Cl' dC2 c2 c2' dCI 

X { Kl K2 _ (Kl _ d~) 
Cl Cl 'c2 c2' CIc}' dCI 

In deze uitdrukking is 

Kl d~ _ 1 
cl Cl' - dC

I 
-- Cl Cl' 

steeds positief, hetzelfde geldt van 

~ d~ 
c

2
c

2
' - dC

2 
' 

derhalve is :C C ~ positief en C Kl toenemende van nul af. 

Anders is het met den noemer El - ~ Cl' gesteld, wel is deze 
positief, veranderend tusschen nul (CPI - 0) en één (CPI = 90°), 
maar het differentiaalquotient 

.!.- (B 
dc I 

K ') I v ~ 
1 Cl = ~.11..1 dc 

doet zien (28), dat de noemer eene afnemende functie is. De 
geheele term 

.b~ - KI Cl' 

is derhalve positief en toenemende met c, wat nu meteen ook voor 
den tweeden term is aangetoond. Blijft over de derde term te 
onderzoeken, die men al dadelijk als negatief herkent. Na eenige 
rekening komt er voor het differentiaaIquotient van 

2* 
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1 dM 
M2 dc 

OVER EEN MINIMAALOPPERVLAK 

cc' K 
M = E _ K' 

c ;;:,~' (1 - ;) + 2 !c' (~ + :':c,) -
= c~2 é1 - ;) + 2 :':~c'~ + 2 ~2c' (2;_1) 

U·t d t kr d 19t dM > 0 voo'" m > 45° 1 e eers ver egen waar e vo d c '~ T 

of c > c', de tweede dient om te laten zien, dat dit waar blijft 
2E . 2E 

voor cp < 45°, omdat alsdan 2 > K > 1,4 en dus K - 1 

zeker positief is; men besluit, dat de derde term uit (29) met c 
aangroeit. . 

Alles tezamen nemende, moet nu ook het geheele eerste lid van 
(29) eene met cp toenemende functie zijn en kan in het vak cp = 0 
tot cp = 90° die vergelijking ook maar één wortel cp ° hebben, bij
gevolg heeft de hoogte lt slechts ééne max~.umwaarde H. Van nul 
af, voor cp = 0, groeit lt regelmatig aan tot H voor 'P = cp 0' om 
daarna af te nemen tot nul voor cp = 90°. 

7. IJe heide groepen van mini11laaloppervlalclcen O[ en 0 II en het 
fjrenaoppervlalc 0

0
• 

Men is thans in staat om met zekerheid te beweren, dat, zoo 
de beide rechthoeken met de breedte 1 en de lengte I geplaatst 
zijn op een afstand h < H, er twee en niet meer dan twee mini
maaloppervlakken bestaan, die deze rechthoeken verbinden. 

Van de bijbehoorende waarden van l' is de eerste CPI kleiner dan 
cp 0' de tweede cp II Î3 noodzakelijk groot er dan ? 0. Met deze onder
scheiding rijn alle oppervlakken 0 bij veranderlijke h in twee afZon
derlijke groepen gesplitst, de oppervlakken 0[, en de daarmede één 
voor één overeenkomende oppervlakken O/I. Voor de waarde cp = 'Po 
is h = H, en de beide figuren O[ en Oll vallen samen in het 
grensoppervlak 0

0 
• 

. Ook door hunne algemeene gedaante zijn twee oppervlakken 
0] en 0 II van dezelfde hoogte gemakkelijk te onderscheiden. Voor 
de hellingshoeken der raakvlakken in IJ en E (fig. 1) geldt (3) 

Va. 2 1 ~ tg23, ~21 = tg2E, 

of met hehulp van (16), overgaande op de moduli Icl' 1c2, Ic, 

t 23 = ~21c' t 2 = 1c11c21c' 
'I . Ic~' fj E Ic,· 

1 2 
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Mét toenemende p worden kl' k2 , k' kleiner, kl ' en k2' grooter, 
derhalve nemen 2 J en 2 E af, anders gezegd, voor Ol zijn deze 
hoeken altijd grooter dan voor 0 u. 

Ook de midden doorsnede MLN (fig. 1) levert verschil op. Voor 
de halve assen PI enP2 is gevonden (6), (7), (9), (10). 

Hieruit blijkt dat voor aangroeiende cp, waarbij kl en k2 afnemen, 
kl ' en k2' toenemen, het argument VI meer en meer nadert tot "'1' 

evenzoo v2 tot "'2' zoodat PI en P2 kleiner worden voor grooter 
wordende p. Voor het oppervlak O[ zijn dus de assen der midden
doorsnede grooter dan voor het bijbehoorend oppervlak 0 u. 

Het duidelijkst is dit alles op te merken aan de oppervlakken 
Ol en Ou, die bij de hoogte It = 0 behooren. Voor Ol is P = 0, 

2 J = 2 E = ~. PI = b, P2 = I; het oppervlak is samengevallen 

met het zijdelingsch oppervlak van het parallelopidedum van de 
breedte 1, de lengte I en oneindig kleine hoogte. Daarentegen is 
voor Ou, cp = 90°, 2 J = 2E = 0, PI = P2 = o. In de grens valt 
het oppervlak samen met grond- en bovenvlak van het zooeven 
bedoelde parallopipedum. Tusschen deze beide oppervlakken vertoonen 
zich nu de andere, waarvoor It niet nul is. Wij gaan ze verge
lijken ten aanzien van hunne grootte, die evenals het oppervlak 
zelf door het teeken 0 wordt aangeduid. Uit (23) 

K' K' K' 0=40=-1 +12 _ 2 +h2_. 
Kl K 2 K 

volgt door differentieeren, waarbij te letten is op de bekende formule 

d (K') 'ir 
dc K = - - 4K2 cc" 

7r dCI 7r 12 dC2 
d!t = - 4 K12c

l 
Cl' . dit - 4 K22c2c2' . d!t 

dO . 7r!t2 dc 
4 K~ cc' . dit + 

- K' + 2!t K' 

of daar 

K2 = l~, Kvi! = h~, 
dO _~ I_~ dCl. + _1 _ _ dC2 + ~ dc! + 21t K', 
dit = - 4 K12lcl Cl' dit c2 c2' dit cc' dh! K 

wat, door gebruik te maken van (27), geeft 
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dO K' 
dit = 21t K . 

De gevonden uitdrukking is alt\id positief, het oppervlak 0 is 
dus met It aangroeiend, het grensoppervlak 0

0 
met de maximum

hoogte H is grooter dan alle andere. Laat It afnemen van H tot 
nul en beschouw steeds een paar oppervlakken Of en 0[[. Voor 

het eerste is p kleiner en dus ~ grooter dan voor het tweede op

pervlak. Altijddoor is dientengevolge 0
0 

- Of grooter dan 0
0 

- OJ[, 
anders gezegd van een paar oppervlakken Of en 0[[ is Of het 
kleinste. Eene graphische voorstelling van de vergelijking 0 = feit) 
is min of meer schematisch licht te maken (fig. 9). Men vindt eene 
kromme uit twee takken bestaande, die in een keerpunt elt = H) 
samenkomen. De bovenste tak snijdt de O-as in 0 = 21 en wel 

is daar blijkbaar ~ ~ = 0; deze tak geldt voor de oppervlakken 

0[[. De andere tak, betrekking hebbende op 0" gaat door den 
oorsprong. Aldaar is 

dO = Lim 0 = Liut 2h(l +/) = 2(1 +l). 
dit h=O It h=O It 

Overigens is 

rJ2 0 K' 7r It 
d 1t2 = 2 K - "4 K2 e' X dit 

e -
de 

bepaaldelijk positief voor den tak 0fl' omdat daar ~; negatief lSo 

Door het oneindige heen wisselt voor It = H, ~~ = 0 de uitdruk

king van teeken, om in den oorsprong, waar 

It dit 
c= de 

is, weder positief oneindig te worden. De kromming der takken 
is dus die in fig. 9, de tak Of heeft een buigpunt. 

Eindelijk kan men het oppervlak 0 vergelijken met het zijde
lingsch oppervlak van het parallelopipedum met hetzelfde grond- en 
bovenvlak, en nagaan op' welke wijze het quotient 

o 
U = 21t (1 + I) 
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van U = 1 voor lP = 0 tot ij = 00 voor <p = 900 verandert. 
Door differentieeren komt er 

1 (!Ida 0) dlt 
de - 2 (1 + I) lt2 ~ rilt - de' 
dU 

De uitdrukking 

lt dO -- 0 = 2lt2X' _ 0 = lt2X' _ Xl' 
dlt X X X 2 

12 K 2' 

K' 2 

die hier voorkomt, is nul voor cp = 0 en wordt dan positief; zij 
heeft echter, zooals later zal worden bewezen voor I ~ 3, weder 
eene negatieve waarde als lt = H. Dat dit ook geldt voor I = 1, 
volgt wel uit de getallen, die over deze onderstelling zijn mede
gedeeld. Met groote waarschijnlijkheid kan men dit laatste dan ook 
wel aannemen voor 1 < 1< 3. Dat voor (1' > f/io de beschouwde 
uitdrukking negatief blijft, blijkt daaruit, dat het differentiaalquotient 
naar e 

d 2 0 dlt 
dlt2 • de' 

zooals het voorafgaande doet zien, negatief is. 
Uit dit alles volgt, dat er tusschen 0 en H eene waarde van lt 

b t t dU .. f" . f t t ddt es aa, waarvoor de van posltle negatIe, en wee e, a voor 

lt = H hetzelfde differentiaalquotient van negatief positief wordt. 
Er is derhalve een minimaaloppervlak Ol> waarvoor het quotient 

U een maximumwaarde aanneemt, terwijl ditzelfde quotient voor 
het grellsoppervlak 0

0 
zoo klein mogelijk wordt. 

8. Opmerlcing over mini11laaloppervlakken in engeren zin. Of de 
oppervlakken, die hier werden nagegaan, werkelijk den naam van 
minimaaloppervlakken verdienen, dat wil zeggen óf hun gebogen 
oppervlak inderdaad een analytisch minimum vormt, is eene vraag, 
die moeielijk volledig zal kunnen beantwoord worden. Men zal 
kunnen beproeven of het mogelijk is den weg te volgen, dien 
SCHWARZ heeft aangewezen, in de aangehaalde verhandeling, betref
fende de minimaaloppervlakken door grond- en bovenvlak van een 
regelmatig n-zijdig prisma gebracht. Die bewijsvoering van SCHWARZ 

berust op eigenschappen eener partieele differentiaalvergelijking van 
de tweede orde, welke algemeene stellingen ook in het hier be
schouwde zeer bijzondere geval wellicht zijn toe te passen. Ten 
aanzien hiervan moge naar de voorafgaande verhandeling 1) van 

1) Ueber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffendes Problem der Variati
onsrechnung, Ges. W., I, blz. 223. 
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SoHWARZ verwezen worden, waar deze eigenschappen . worden .b&
wezen. Een gedeeltelijk resultaat echter is gemakkelijker te ver" 
krijgen, . daarom zal hier op het voetspoor van SCHWARZ 1) nog 
worden 8.IUlge~oond, dat de oppervlakken 0 1I in geen geval tot de 
eigenlijke minimaaloppervlakken kunnen worden gerekend. Gebruik 
kan hier gemaakt worden van eene min of meer meetkundige rede
neering, door MOIGNO 2) en LINDELÖF aangewend om de beide 
catenoïden van het overeenkomstige cirkelvraagstuk te onderscheiden. 

Men denke zich in fig. 1 alle oppervlakken 0 aangebracht, die 
voor b = 1 bij dezelfde waarde van t, maar verschillende waarden 
van ft behooren. Al die oppervlakken geve men hetzelfde middel.:. 
punt M en dezelfde symmetrie-assen M X, M Y, M Z. Ten aanzien 
van de oppervlakken 0 1I besluit men onmiddellijk, dat twee wil", 
lekeurige oppervlakken dezer groep elkaar snijden. Immers, zoorus 
tevoren werd aangetoond, nemen de halve assen PI en P2 der mid
dendoorsnede af, als q. toeneemt. Het oppervlak 0 1I met de kleinste 
hoogte, heeft dus ook de kleinste halve assen PI' P2' daarom snijdt 
dit oppervlak elk ander oppervlak van dezelfde groep. Van de op
pervlakken O[ kan niet hetzelfde worden beweerd, daar met eene 

. grootere waarde van de hoogte kleinere assen in de middendoor
snede gepaard gaan. 

Alle oppervlakken 0 1I hebben dus een omhullend oppervlak cp 0' 

dat, daar PI en P2 tot in het oneindige afnemen, in den oorsprong 
.iJl een kegelpunt bezit, en verder uit twee trechtervormige stuk
ken bestaat, die eindigen in de beide re~hthoekige begrenzingen 
van het oppervlak 0

0
, op afstand H. Elk oppervlak 0 II raakt de 

omhullende cp 0 volgens eene kromme r, waarvan het voor de 
hand ligt om aan te nemen, dat zij uit twee ten opzichte van het 
X Y-vlak symmetrische stukken bestaat, die elk voor' zich om de 
Z-as gaan, en in zich zelf terugkeeren. 

In fig. 10 is gepoogd een en ander op te helderen, door eene 
schematische voorstelling te geven van de figuur, die het grens
oppervlak 0 0 , de oppervlakken 0 II en de omhullende cp 0 in het 
XZ.vlak afteekenen. 

Wij beschouwen nu in fig. 10 twee opvolgende oppervlakken 
o II en 0 [/, het laatste met de kleinste hoogte; zij raken cp 0 vol
gens de krommen r en r'. Laatstgenoemde krommen begrenzen elk op 
cp 0 de stukken cp en cp', het verschil d cp dezer stukken bestaat 

uit twee ringvormige zonen, eveneens door de krommen r en r' 

1) Ges. W., I, blz. 313. 
I) Calcul des Variations, blz. 213. 
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ingesloten. Het stuk van 0 1I, begrensd door r, mag genoemd wor
den 8, het overeenkomstige stuk van 0 1I' op dezelfde wijze 8'. Het 
komt er dan op aan de oppervlakken 8 en 8' + d cp met den 
zelfden rand r met elkander te vergelijken, en door eene redenee
ring van SCHWARZ te laten zien, dat 8 = 8' + d cp. Men denke 
zich hiertoe 8 in vlakte-elementen d 8 verdeeld, en brenge door de 
randen dezer elementen buisvormige oppervlakken, die alle 0ppcJr
vlakken 0 Il loodrecht snijden. Twee elementen nu dB en dS' van 
de oppervlakken 8 en 8' binnen dezelfde buis zijn gelijk, omdat 
het gedeelten van oneindig dicht bij elkander geplaatste minimaal
vlakken zijn, die de wanden der buis loodrecht ontmoeten. Ligt 
echter d8 aan den rand r, dan zal het buisvormige oppervlak 
door d. 8 niet langer op 8', maar op d cp een vlakte-element uit
snijden, en wederom zijn de beschouwde vlakte-elementen gelijk, 
omdat zij op den rand elkander overal aanraken. Daaruit volgt echter 
8 = 8' + d cp. 'fot nu toe was 8' een oppervlak oneindig dicht 
bij 8 gelegen; men kan zich echter 8' als functie denken van de 
bijbehoorende hoogte h', en nu ten opzichte van h' integreeren. 
Alsdan blijkt voor twee niet opvolgende oppervlakken te gelden 

8-8'=.:p-cp'. 

Laat men in het bijzonder h' tot nul naderen, dan komt er niet 
anders dan 0

0 
= .:p o' Het grensoppervlak is even groot als de 

omhullende. Intusschen doet de gevonden vergelijking 

8 = 8' + (.:p - cp ') 

zien, dat el' twee gelijke oppervlakken 8 en 8' + ( cp - CP') door 
denzelfden rand r gaan, waarvan het eerste over zijne geheele 
uitgestrektheid, het tweede slechts ten deele een minimaaloppervlak 
is. In de onmiddellijke nabijheid van laatstgenoemd oppervlak ligt 
dus stellig een derde V, dat kleiner is dan 8' + (CP - cp ') en 
dat toch door den rand r gaat. Laat men nu de hoogte h' meer 
en meer tot h naderen, dan wordt Veen oppervlak, dat oneindig 
weinig van 8 afwijkt, denzelfden rand r heeft en kleiner opper
vlak heeft dan 8. Daarom is het gedeelte 8 van 0 JI geen analy
tisch minimum, en kan dit ook niet van het gansche oppervlak 
o JI worq.en beweerd. De oppervlakken 0 JI, waartoe in de grens 
ook het oppervlak 0

0 
is te rekenen, kunnen op den naam van 

eigenlijke minimaaloppervlakken geen aanspraak maken. Aannemende, 
dat deze laatste bestaan, kunnen het geen andere zijn dan de opper
vlakken 0/. 

9. Benaderde hepa1in!l van de maximumhoogte H. Voor eene 
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benadering van de maximumhoogte H zijn moeielijk in het algemoolt 
vaste regels aan te geven. Zij wordt pas uitvoerbaar als voor b = 1, 
I eene bepaalde waarde ' aanneemt. Is echter I vrij aanzienlijk, dan 
worden, zooals uit de tabel voor 1= 3 wel is op te maken, 1J'2 

zeer groot, cp en IPI vrij klein. Van de drie exponentiaalgl'ootheden 
Ql' q2' en q kan dus ook ondersteld worden, dat zij geringe waarden 
verkrijgen. Ingevoerd in de vergelijkingen (25) en (26), nemen deze 
de gedaanten aan van 

1 ~l 

(1 + 2ql +2ql 4+2ql 9+ ···r~-(l +2q2' +2q2'4+2q2'9+ ... )2 lo!!~ 
q2 

ft 
=;= (1- 2q + 2q4 - 2q9 + ... )2' 

2 Vq (1 + q2 -t-- q6 + ... ) = (1 - 2ql + 2q1 4 - 2ql 9 + ... ) X 
(1 + 2q + 2q4 + 2q9 + ... ) 2 \! ql (1 + q12 + q1 6 + ... ) 

~ \!Q2' Cl + q2'2 + Q2'6 + ... ) 
X (1 - 2q2' + 2q2'4 - 2q2'9 + ... )' 

waaruit nu de maximumwaarde van ft is te zoeken. De eerste ver
gelijking geeft als benadering q2' = e-'lrl = A2, eene grenswaarde, 
die strikt genomen pas voor cp = 90° bereikt wordt. De derde ver
gelijking levert op dezelfde wijze door machtsverheffing 

16qlQ = q2', 

en daar de verhouding van . ql en q eindig is, en zij ten slotte 
zelfs weinig verschillen, ligt het voor de hand om q1 2, '12, q2', A2 
te beschouwen als grootheden, die bij steeds toenemende I van dezelfde 
orde oneindig klein worden. Eene eerste oplossing wordt derhalve 
verkregen door overal de eerste macht van q2', de eerste en tweede 
machten van ql en q in de rekening te behouden. In die onder
stelling heeft men 

Vil = 1 - 2q - 2ql -+- 4qql + 49'1 2
, 

1'6qql = q2', 

1 1 + 2 ' -Ilo!! -, = (1 + 4ql 4ql - 4q2 ) 
~ q2 

Deze laatste vergelijking kan met den aangegeven graad van 
benadering niet anders leveren dan q2' = A2. Men heeft dus een 
maximum te zoeken van 

vn = 1-2q-2ql + t A2 + 4q1 2, 
onder de voorwaarde 

16qql = A2. 
Op de gewone wijze zal men vinden 
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q -lA-lA2 
- 4 8' 

ql = iA +t A2 , 
II = 1 - 2 A + 2 A2 = 1 - 2 a-i"l + 2 e- 'd, 

Reeds voor 1=3 geeft dit H= 0.98220, eene uitkomst, die 
zeer voldoende met de medegedeelde getallen overeenstemt. Men 
ziet, dat H tot één nadert als de rechthoeken tot in het oneindige 
gestrekt worden. De hier gevonden waarden van ql' q2', q en 11 
veroorloven zonder moeite, zich er van te overtuigen, dat voor 

1< 3 de uitdrukking lt :~ - 0, in art. 7 beschouwd, inderdaad 

negatief is voor lt = H, gelijk aldaar werd aangenomen. 
10. Beschouwing van hijzondere gevallen. Er zijn eenige bijzondere 

gevallen, die de aandacht verdienen. Zoo komt in aanmerking de 
onderstelling h = I = 1, en dientengevolge a = {3, cl = c2' Kl = K 2• 

De rechthoeken zijn vierkanten geworden en het minimaalopper
vlak behoort tot die, welke in de reeds meermalen genoemde ver
handeling van SCHWARZ zijn beschouwd. Ook hier is het mogelijk 
om vrij gemakkelijk de rnaximumhoogte H te bepalen, die kleiner 
is dan bij rechthoeken, waarvoor I > 1. 

De vergelijking (29), waaruit CPo is op te lossen 

Kl , + K 2 , + c' K = 0, 
El - ~ cl E2 - K2 C2 E - K 

kan hier eenvoudig geschreven worden 

F= 2 (B- K) + lt V(J (E; - Kl cl') = o. 

Vrij nauwkeurig is aan deze vergelijking voldaan door 
. - 300 

- 1 ' - 3 - .2.. ' - 1 - 540 44' 6" lp - , C - "4 ,c - 4 ' cl - 3 ,cl -"3' CPI - . 

De noodige correctie wordt bepaald door de aangroeiing J F te 
berekenen, die Fondergaat, wanneer a met J c toeneemt. Daar 
in deze omgeving lt weinig verandert en bijna gelijk is aan H, is 
bij de berekening van J F de hoogte lt als onveranderlijk te be
schouwen. Na eenige herleiding wordt benaderend gevonden 

J F = - J c I~ + ~ sc;: IK; 
men heeft hier J F = - F, zoodat de aan te brengen correctie J c 
bepaald is door 

4 " . + al c F 
(Ja = (4 cl' + cl S c'2) K 

4 al,4~'a:'3 c'2 \2 (1 -~) + c' (ct' - ;~) \. 



28 OVER EEN MINIlIAALOPPlRVLAK 

Achtereenvolgens komt er nu: 

q>1 cp e J F Je 

54° 44' 6" 30° 0.25000 0.03526 X K - 0.02S5l 
55° 24' 28° 25' 6" 0.22649 0.00787 X K - 0.00525 
55° 33' 24" 28° 3' 30" 0.22124 0.00041 X K - 0.00017 
55° 3S' 51" 28° 2' 22" 0.22097 0.00004 X K - 0.00003 
55° 38' 5.6" 28° 2' 13" 0.22094 0 0 

\/2K 
H= K = 0.72015. 

1 

De gevonden maximumhoogte stemt overeen met die, welke langs 
anderen weg door .SCHWARZ is afgeleid. 

Onder de overige minimaa.loppervlakken, die door. twee vierkanten 
zijn gebracht, is er nog een, dat zich van de overige onderscheidt, 
omdat het behalve de zijden der vierkanten nog acht andere rechte 
lijnen bevat. Men kan zich namelijk · afvragen, of het mogelijk is 
eene zoodanige hoogte h te kiezen, dat op het oppervlak nuit 
fig. 1 de rechte lijnen BO en DF vallen. Die lijnen zouden voor 

. de punten 0, D, B, pl de derde asymptotische lijn leve~n, die 
men aldaar moet aantreffen, zooals reeds in den aanvang werd op
gemerkt. Noodzakelijk is het dus, dat EO en lJF, die elkaar in 
Q snijden, aldaar loodrecht op elkaar staan, en verder met de 
zijden van de vierkanten hoeken van 60° maken. Dit is alleen 

mogeliJ'k, als men heeft IJ = t, h = .. ~ IJ in welke onderstelling V2 ' 
men heeft 

t!l2J = t!l2E = V2, 
t!lJ = t!lE = V2 - Vii, 

(1, = {3 = 2, 

eT 
F(8) -

V88 -1484 + 1 
Wij hebben nu omgekeerd aan te toonen, dat een oppervlak, 

hetwelk bij deze functie F(8) , bekend uit de theorie van den 
octaeder, behoort, werkelijk de bedoelde rechte lijnen bevat. Dit 
geschiedt met behulp van de spherische afbeelding in fig. 2,' waar 
nu 0, D, E, F de hoekpunten worden van een zijvlak van een 
in den bol beschreven kubus. De groote cirkels OE en DF snijden 
derhalve elkander op het midden Q van LN. In fig. 11 is de 
afbeelding op het 8-vlak voor dit bijzondere geval gegeven. De 
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groote cirkel lJF uit fig. 2 wordt in fig. 11 afgebeeld door den 

cirkel lJQF met straal v'2 en het middelpunt 8 = e -4" Het 
komt er nu op aan te laten zien, dat deze cirkel de afbeelding is 
van eene asymptotische lijn. Indien wij 8 bepaaldelijk op den 
cirkel lJQF aannemen, is 

(8 - e -~) (80-e~) = 2.-

Deze betrekking tusschen 8 en 
substituties, 1) zoodat men heeft 

8
0 

is echter een der 24 octaeder-

vs8-1484 + 1 V80B-14804 + 1 

( 7ri) 
8-e- 4 (80-e~i) 

'Ki 
Door de substitutie 8 = e"4, 8

0 
= e -"4 bevestigt men gemakke-

lijk de juistheid dezer vergelijking. 

rk 'revens is -
'Ki 

zoodat 

3l1"i 

rko 
--- n:i 

of v' P(s) rk = eT v' }t~(80) rk. 

Voldaan is derhalve aan de differentiaalvergelijking der asympto
tische lijnen 2), de groote cirkel lJ.F in fig. 2 is inderdaad de 
spherische afbeelding van eene asymptotische lijn, wier osculatie
vlakken, raakvlakken aan n, nu alle loodrecht staan op het vlak 
van den grooten cirkel lJF uit fig. 2. Dit vereischt bepaaldelijk, 
dat die asymptotische lijn recht is, waardoor dus voor het geval 
a. = (3 = 2 de aanwezigheid van acht nieuwe rechte lijnen is be
wezen il) Wanneer deze lijnen op het oppervlak 0 worden getrokken, 
is dit verdeeld in twaalf congruente dubbel symmetrische scheeve 
vierhoeken met twee rechte hoeken en twee hoeken van GO°. Ook 
dit oppervlak is door ScHWARZ 4) in eene zijner eerste verhandelingen 
over de minimaaloppervlakken uitvoerig onderzocht. Men behoeft 
nu in fig. 11 nog slechts de cirkels ]) E, OF en de rechte lijn 

') KT.EIN, Ikosaeder, blz. 43, formule (31b). 
:) DARBoux, Th. g. d. Surf., I, blz. 303. 
') Dat allpen in het geval ,,= (J = 2 en in geen ander dergelijke nieuwe rechte 

lijnen op het oppervlak kunnen voorkomen, volgt wel uit de bekende stelling van 
SCHWARZ, volgens welke elke rechte lijn op het oppervlak eene as van symmetrie wordt. 

') Bestimmung einer speciellen Minimalfläche; Ges. W. 1., blz. 90. 
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B QA als afbeelding van gelijknamige kromtelijnen in fig. 1 te 
trekken, om onmiddellijk het vierde gedeelte van de bekende 
octaederfiguur, namel~ik de aaneensluiting van 48 cirkeldriehoeken 
met hoeken van 45°, 90° en 60° te herkennen. 

Eindelijk is het nog mogelijk om te laten zien, dat uit de ver-

gelijkingen (25) en (26) voor a. = (3 = 2 werkelijk volgt h = )2 b. 

Men heeft hier I.: = -i, 1.:' = t V2 , ,{:1 = t va, 
dus ook 

1-1.: ' 
k = 1 + k:' , 

tusschen K en ~ bestaat derhalve de betrekking van Landen 
~ = (1 + k) K = t K, 

zoodat de algemeene vergelijking 

1 
werkelijk geeft h = V2 b. 

b h 
K =k'K 

1 

Omdat fP = 19°28' < 28°2'13'" is, behoort het oppervlak tot 
de groep O[ en is het dus door eene proef van PLATEAU te verwe
zenlijken. Door de zeer bijzondere betrekking tusschen K en ~ 
was het hier mogelijk om ten slotte de drie coördinaten {J}, !I, Z 

in r-functies van dezelfde perioden ûit te drukken. 
Zulke gevallen zijn nog in willekeurig aantal te vinden, het is 

echter moeielijk om na te gaan, of dit steeds van grooten invloed 
is op de algemeene gedaante van het oppervlak. 

11. OntaardinfJen Va?t het oppervlak. Eenige wijziging onder
gaan de voorafgaande beschou wingen, als de lengte-afmeting der 
beide rechthoeken meer en meer toeneemt. 

Door die lengte I te laten aangroeien, kan men uit 0 twee 
nieuwe en van elkander verschillende oppervlakken afleiden. Ten 
eerste . kan men aannemen, dat in fig. 1 de punten E, N en F 
zich in de richting der Y-as in het oneindige verwijderen; van 
eIken rechthoek blijven dan drie z~jden over, en het middelpunt 
M van het oppervlak verdwijnt uit de figuur. In de tweede onder
stelling blijtt het middelpunt AtI behouden, de zijden AG en Bn 
verdwijnen in de richting van de Y-as evenals de tegenoverliggende, 
zoodat van elken rechthoek nu slechts twee zijdtUl behouden blij
ven. De tot hiertoe gebruikte elliptische functies ontaarden gedeel
telijk, men zal thans met ecne enkele r-functie kunnen volstaan. 
Vandaar, dat het nu geschikter is het elliptisch argument op eenigs
zins andere wijze in te voeren. 
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Uit de formules (25) blijkt, dat 1= oc vereischt q2 = 1, k2' = 0, 
en dus volgens (16) (3 = 1 of a = 00. 

Deze beide onderstellingen zullen afzonderlijk worden nagegaan. 
12. Eerste ontaarding, (3 = 1. Het oppervlak is voorgesteld 

door 

f 
id~ f d~ 

+ILX=~ V4(~+2a)(~-2)(~+2)' +IL3'=~ 2(~-2)V(~+2a)' 

+ ILZ=~ f (~-2)V(~~2a)(~+2)' 
De herleiding dezer integralen is zeer eenvoudig, slechts de e~rste 

is elliptisch, men verkrijgt echter het gemakkelijkst een inzicht in 
de wijze, waarop die integralen veranderen, indien men eene zeer 
bijzondere substitutie gebruikt, en een argument w invoert van 
eelle r-functie met de wortels el' e2, es en de periode 2", en 2,/ , 
verbonden aan ~ door de vergelijkingen 

~ - 2 = 'T
2 [r (2 w + "') - elJ, 

~ + 2 = 'T2 [r (2 w + "') - e2J, 
~ +2a= 'T2 [r (2 w + ~,) - eJ. 

Deze substitutie levert eerst 

'T2 (el - e2) = 4 
'1

2 (el - ea) = 2 (a + 1), 
'1 2 (e2 - ea) = 2 (a -1), 

en eindelijk ± IL'TX = ~ 2 iw + const., 

+""'T.Y=~fd2wVr(2'w+",) (12 =~fd2wVr2w--ea = 
- r(2w+",)-el el- es 

1 
= ~. /=Iog (v r 2w-el + V r2w-e2)+consl., 

v~-~ ~~ 

+IL'Tz=~f 2id2w = ~fid2wVr2w-el = 
- 'TVr(21D+",)-el el-eS 

z 
= ~ V log(vr2w-e2+v·r2w-ea)+const. 

el-eS 

De hier voorkomende logarithmische uitdrukkingen kunnen nu 
echter veel eenvoudiger worden geschreven. Juist met het oog hierop 
is het argument w ingevoerd door eene substitutie, die afwijkt van 
de gewone. 

In de eerste plaats is de functie 

f(w) = Vr2w- el + .Vr2w- e2' 
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ondanks de wortelteekens, één waardig 1) en dubbelperiodiek met 
de perioden 2", en 2",'; zij heeft tot polen 0 en ",', niet '" en·CtJI', 
zooals men licht zou vermoeden. De substitutie '10 = '" + 3 geeft. 

I(",+J)=+V 4132-el-V 4
1
J2-e2 =-(e1-e2)J· 

Daaruit blijkt, dat CL' een nulpunt is van 1('10), noodzakelijk is 
dan "," het andere, en is f ('10) op een constanten factor na iden
tiek met 

(rw-el), (rw-eg)= + t v' r (w - . el) (rw - e2) , 
r w - v'rw-es 

eene functie, die dezelfde polen en nulpunten heeft. 
Wij stellen nu in het vervolg 

pw-ek=Bke - i1/lk , (k= 1, 2, 3) 

en voeren dus in den modulus Bk en het negatieve argument ~k 
van rw - ek ; dit zijn grootheden, waarvan men zich vrij gemak
kelijk een denkbeeld maakt, met behulp van de bekende teekening 2), . 
die een vierde gedeelte van het periodenparaUelogram conform ·af
beeldt op het posItieve of negatieve halfvlak der complexe groot
heid rw. Gemakshalve is . hier in fig. ·12 die teekening toegevoegd. 
Naast elkander geplaatst ziet men daar ten eerste het vierde ge
deelte acl h van het periodenparallelogram met de rechthOekszijden 

ac = 6J' en ah = "':, door twee symmetrie-assen bg en led in vier 
t 

stukken verdeeld, ten tweede in het negatieve r tv-vlak de conforme 
afbeelding, eveneens in vier stukken gedeeld, welke door cirkelbo
gen met h en c tot middelpunten zijn begrensd. Daar in deze 
laatste figuur de grootheden, Bk en ~k dadelijk kunnen worden 
afgelezen, is het met een oogopslag te zien, welke waarden deze 
grootheden krijgen, indien het argument '10 zich beweegt op de 
zijden of op de symmetrie-assen van den rechthoek a cf h in het 
w-vlak. Dit nu is bij het onderzoek naar de gedaante van het mi
nimaaloppervlak van belang. Ten slotte mogen hier ook nog vermeld 
worden de uitdrukkingen, die voor Bk en ~k worden gevonden, 
als gesteld wordt · '10 =u + ivo Men heeft alsdan 

B =[r(iv+6J)-ru](r iv - el), 
1 r u - riv 

1) HUPHEN, Traitá . des fonetions elliptiques, I, blz. 190. 
2) SCHWARZ, Formeln ond Lehrsätze zomGebrauche der elliptisch en Fonetionen , 

blz. 74. 
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0/
1 

= 2bgtrJ V ~ru - e~) (ru - eS!.cel - riv) ; 
(e2 - rw) (es - rw) (ru -" el) 

door verwisseling van aanwijzers worden de overige grootheden afge
leid. Na deze uitwijding over de grootheden Bk en o/k kunnen 
wij terugkeeren tot de vergelijkingen (30), die nU na eene doel
matige keuze der " integratieconstanten en der voorloopig nog wil
lekeurige teekens overgaan in 

P.T{]J=~' +2ffi.iw, 
~ 

_ 1 RlR2 
P. T!I - 2 . j-==-= log R ( )' ...... (31) 

v el '-es s e1-e2 
1 

P.T Z = 2 V (71'"+ 0/1-0/2 -o/s)' 
el-eS 

Daarbij zal dan w zich moeten bewegen binnen den rechthoek , 
BA cn van fig. 13, met de zijden BA = Ct' en B n - ;i' 
om thans de helft van het minimaaloppervlak 0 te verkrijgen, welke 
voorgesteld 1) is in fig. 14. Het middelpunt is verdwenen, maar het 
Y Z-vlak is een vlak van symmetrie gebleven; daarom is de coör
dinaten-oorsprong M naar het midden van en verlegd. Na de ge
geven toelichting omtrent Rk en o/k is dit spoedig uit de analyti
sche voorstelling van het oppervlak af te leiden. Tevens is het hier 
zeer eenvoudig om de belangrijkste afmetingen te bepalen. Uit (31) 
volgt vooreerst 

2~ " 71'" 
b=2Bn=-. -, ft=AB= .j==' 

~ p. T P. T V el - es 

ft 1 1 
IJ = ~ Ct,' Vel - es = Cl + 2q' + 2q'4.--+--,----c2=-'1...-n,gc-+;-- ... )2 < 1. 

~71'" 

Nog steeds is ft < b, om pas voor '1' = 0 gelijk aan IJ te wor

den. Zijn ft en b vooraf bekend en is hunne verhouding i klei

ner dan de eenheid, dan is er ééne oplossing voor '1', en dus ook 
altijd één minimaaloppervlak. Eene verdere berekening geeft 

l)Dese en de volgende fig. zijn schematisch. Dikwijls is voor het af te beelden 
oppervlÀ geen 8chijnbare omtrek geteekend en zijn alleen eenige belangrijke vlakke 
doonneden (bijv. met de coördinaten vlakken) aangegeven. 

Verband. Kon. Akad. v. Wetensch. (1· Sectie). Dl. nr. " 1 3 
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i 23= (dz) = Ve2 es 
'fI dy _ '4'-" e -e ' 

w_ 2 1 2 

1 v'e -e + v'e2 -eS hot M L= _ log 1 S . . - - logcot(45 --Cl) 
2p.-rv'el -ea v'el -eS - v'e2 -eS 'if" 

De vroeger gevonden uitdrukking (24) voor den kromtestraal 
R geeft thans voor (3 = 1 

1 h 
RI. = wrv'e

2
-c

S 
= ",.sin2J' 

1 h 
1l A -= ---= . - ----= 

wrv' et-e2 '1r coa2J 

Eindelijk wordt de lengte bI der vlakke kromtelijn OL]) door 
de periode t.t' uitgedrukt. 

Voor het lijnelement dB geldt thans 

I (i,2to-e ~2w--e I Jl.2 1"2 dB2 = 2dlV dwo '1 +mod t" s + mod 1 • 
I el-eS et-eS 

Op OL]) is dw bestaanbaar, 1Il0d (p 2w-es) = ~ 2w - es' 
1Il0d (~ 210 -el) = et - ~ 210 en dus 

Jl.1" dB = 2 dw. 
, ,. 

Ca' -Ca' Ca' Integreerende van -'-2 - tot "2 ,komt er 

fJ.1" bI = 2Ca'. 

Het hier besproken oppervlak kan nog verder ontaarden; ook " 
kan tot de eenheid naderen, de · breedte b wordt grooter en grooter , 
ten slotte blijven. van elk der rechthoeken slechts twee aangrenzende 
zijden over, zoodat de Z-as naar AB verlegd moet worden. Daar 
voor ,,= 1, c2 = ea ' 1"2 (el - cs) = 4, volgt . 

fw-ea _ 1 ~-el 2 v'--
. . 2( v' ' -- - = cot (w Ct-ea), 

Ct-eS Stn w Cl-Ca) el ·-cS 

worden de vergelijkingen van het oppervlak met invoering van 
u = w v' Cl-CS en aannemende JI. = k, 

x=29t i u, el' = mod cotu, 2z = 'if" - 2 argo ain 2u, 
of ook 

'liz_ ain 2u -c - . 
sin 2u" 

De eliminatie van u en Uo voert, zooals wel te verwachten was, 
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tot een der bekende oppervlakken van ScHERK 1), en wel komt hier 
tevoorschijn het oppervlak met de vergelijking 

coa Z = t (e'1;-e-~ (eY-e-") , 

waarvan het vierde . gedeelte, dat hier de ontaarding van fig. 14 
voorstelt, in fig. 15 is afgebeeld. 

13. 'l'toeede ontaarding, fJt. = 00. Om de tweede ontaarding te 
beschouwen, is in (4) et. = 00 te substitueerèn, w~door verkregen 
worden de vergelijkingen 

f ~E ~f 4 
+/U=9t -j4(E-2P) (W)' + p.y =, vi 4(E-213} (E-2) , 

+ z-~f idE 
- /L - vi 4(E-213) CE+2) (E-2)' 

Als te voren maakt men van eene eenigszins ongewone substi-
tutie gebruik, en stelt 

E - 213 = -r2 (r 2w - el)' 
E - 2 = T 2 (r 2w - e2), 

E + 2 = T
2 (r 2w - es), 

wat tengevolge heeft 

Er komt nu eerst 

7 2 (el - es) = 2 (13+1), 
7 2 (el - e2) = 2 (13-1), 
7 2 (e2 - es) = 4. 

+ /LT/.C=29tf id2w V r2W
-

e2 , + /LT.r=29tfd2w Vr2w
-es , 

e2-eS e2-ea 

+ /LTZ = 291 f id2w, 

en daarna, wanneer men integratieconstanten kiest, passende bij den 
gewenschten stand van het oppervlak ten opzichte van het coör
dinatenstelsel, en tegelijk daarmede in overeenstemming over de 
dubbele teekens beslist, 

1 
/LT/.C = vi e __ e (0/1 + O/S - 0/2 + '11"), 

2 S 

u.nl = 1 Zon ---..!!...1~_, 2 
r 07 vi 07 1l ( ) . . . .. (3 ) 

e2 - ea S el - e2 

2w' 411l • /LTZ = -. - ilUW. , 
1) Bemerkungen über die kleinste Flä.che innerhalb gegebener Begrenzung; Crelle's 

Journal, Xli, bIs. 198. 
I 3* 
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Met weinig moeite overtuigt men zich er nu van, dat, indien 'IJ) be

perkt is tot den rechthoek AF h B in fig. 16 met de. zijden .A F = '; 

en AB = ~', deze vergelijkingen het vierde gedeelte voorstellen , 
van een oppervlak 0, hetwelk in fig. 17 is afgebeeld. Van de 
rechthoekige grond- en bovenvlakken zijn telkens twee zijden in de 
richting van de Y-as verdwenen. De coördinatenoorsprong M is 
een middelpunt, de coördinatenvlakken zijn vlakken van symmetrie. 
De voornaamste afmetingen nagaande, vindt men vooreerst uit (32) 
voor de breedte IJ = 2BlJ en de hoogte h = .AB 

2'i1" 
- -- - .. , 
Ve2 - e3 
4",' 
-. , 
z 

en dus 

!t _ 2",' , / _ 21cK' _ (1 '> ' + 2'4 2'9 + )2 IJ - ti' v e2 - e3 - -;r- - - ..,q q - q . .. . 

De vraag , is hoeveel millimaaloppervlakken bij bepaalde waar
den van !t en IJ behooren. 

Uit de vergelijking 

d -, 1 
-:J (VcK) = 2', j= (K-E) 
uC cve 

volgt, dat i eene met c of Ic aangroeiende functie is, die blijkbMr 

alle waarden tusschen nul en één aanneemt. Voor elke gegeven 

verhouding t, mits deze kleiner dan één is, zal men derhalve één 

minimaaloppervlak vinden. 
De oplossing van q' en de bepaling der r-functie zal geen groote 

moeielijkheden opleveren. 
Verdere berekening levert nog voor den hellingshoek 2E 

tn2E = - (dz) =Ve2 - es 
J d1J.'. 

J IV = "2 + ~I el - e2 

en voor de halve assen PI = M N, P2 = M L der middendoorsnede' 

- 2 z t Ve -e 2E fLTPI - - - --- V!] '!l _2 ___ 3, PI = -- IJ, 
Ve2 - e3 el - e2 'Ir 

1 Ve -e- +Ve~e IJ 0 
fLTP2 = - -=-= lo!! 1 3 2 s, P2 = - lo!] cot (45 -E). 

Ve2-e3 Vel-eS - Ve2-eS 'Ir 
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Eindelijk komt er voor de kromtestralen in L en N met behulp 
van l24) 

2 b . 2 b 
RL = = - 8'ln 2e, RN = = - tg2E. 

p.'T Vel-· es?r "p.r Vel "-e2 '7ï 

Met behulp van de algemeene uitdrukking voor het lijnelement 

p.2 r 2dS2 = 8dwdw
o 

!lIiOdr2w-e2 + 11l0dr2w-es + 1 I 
e2 - es e2 - es 

bepalen wij nog de lengten der kromtelijnen L N en EN F. 
Op LN is . dw = dwo ' mod (r2w - e2) = e2 - r2w, 

mod (r2w - es) = r2·w - es en derhalve 

p.rdS= 4 dw, 
, , 

Cl) CA'-u) f 
wat geintegreerd tusschen de grenzen - -2- en '---z-- gee t. 

p.rltl = 2w. 

Daarentegen is op EN F de diffèrentiaal dw imaginair, 
?1lod (r 2w - e2 ) = r 2w - e2 , mod (r 2w - es) == r 2w - es en dus 

p.rdS= 4idw Vr 2w - es, 
. e2 - es 

integreert men hier tusschen ~ ·en ~ - u/ dan komt er 

Z.". 
p.r/l = , 

ve2 - es 

en dus de zeer bijzondere uitkomst 11 = b. 
Ook de hier beschouwde ontaarding kan nog tot nieuwe grens

gevallen naderen. De hoogte It kan meer en meer aan de breedte 
b gelijk worden. Dan zal q', en c;>ok el - e2 , oneindig klein wor
den, M N nadert tot de de halve breedte BE,' de halve as M L 
wordt oneindig, het middelpunt M gaat verloren in de richting 
der Y-as, en het is noodig L tot oorsprong te nemen. Men heeft 
{3 = 1 en de r-funtieontaa.rdt, thans wordt. 

rw - e 2 --'-------_--'<s = Otlt (w ve - e ) 
e -e 1 S' 1 S 

zoodat er voor p. = 1, en met invoering van u = w vel-eS' komt 

2 {IJ = '7ï + 2 arg Otlt u, !I = -log mod SIt 2u, 2z = '7ï + 4 9l i u, 

of ook 
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- e?ix = Gtlt u, e- 2y. = Sh 2u 81t 2uo' Z =!'2 + i (u - u~). 1) 
Gthuo 

Eliminatie van 11, en u 0 geeft 

. y C08fJ} 
e = --, 

C08Z 

het tweede oppervlak van SCHERK 2), waarvan het gedeelte, dat nu 
fig. 17 vervangt, in fig. 18 is voorgesteld. Breedte en hoogte zijn 
elk gelijk aan 2 7r, het onderscheid tusschen die afmetingen is ge
heel verdwenen. Op het oppervlak zijn twee nieuwe rechte lijnen 
gekomen ; zij liggen in het raakvlak in h, en snijden A F en Bh 
loodrecht. 

Maar de fig. 17 kan ook nog anders vervormd worden. Laat (3 
oneindig worden, en laat dus e2 tot ea naderen. Daardoor verdwijnt 
in het oneindige al wat van de rechthoeken nog in fig. 17 aan
weZIg was. De nieuwe vergelijkingen van het oppervlak worden 

+fLfJ}=ffi.yI~+Z, +lLy=ffi.iyl;-2, 

+ fLZ = cmlog(~ + yI ~2-4), 

en dit stelt blijkbaar eene catenoïde voor met de vergelijking 
z z 

fJ}2 +_ y2 = Ce7f: + e-2)2. 

14. ]Je toegevoegde oppervlakken van Bonnet. Het is bekend, dat 
men uit elk minimaaloppervlak door buiging eene geheele groep 
van minimaaloppervlakken kan afleiden, die men de "geassocieerde" 
oppervlakken noemt. In die groep is door BONNET .8) er een aange
wezen, het zoogenaamde toegevoegde oppervlak, dat op zeer merk
waardige wijze met het oorspronkelijke oppervlak samenhangt. 

Namelijk zijn voor beide oppervlakken in toegevoegde punten de 
raakvlakken evenwijdig, terwijl twee overeenkomstige raaklijnen 
rechte hoeken met elkaar maken. 

Uit de vergelijkingen (5), (8), CU) 

fLTI fJ} = w1 - ffi.w1 , 

fLT2 Y = w2 - ffi.w2 , 

fLT Z = ffi.w - w, 

die gelden voor het oppervlak n uit fig. 1, leidt men onmiddellijk, 
door den factor i achter het teeken ffi. te plaatsen, de vergelijkingen 

') Met Sh en Cth zijn de hyperbolische functies bedoeld. 
") t. a. p. blz. 196. 
") Note sur la théorie générale des surfaces, Comptes rendu8 de l'Ac. d. Sc., XXXVII, 

blz. 529. 
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van het aan U toegevoegde oppervlak U' af. Laatstgenoemd opper-
vlak zal dus voorgesteld worden door . 

Wrl ()J = - ie"l' - ffi. iwl , 

wr 2 !I = i6J2
' - ffi. iw2 , 

I. 

m . 6J ~ 
wr z = on. 'tW - -

2 

...•........ (83) 

Daarbij zijn andere integratie constanten ingevoerd, dat wil zeggen. 
men heeft aan u' eene verschuiving gegeven, om het oppervlak in 
een regelmatigen stand ten opzichte van het a8senstelEel te brengen. 
Om zich een denkbeeld te maken van de algemeene gedaante van 
U', heeft men te bedenken, dat als U eenig vlak loodrecht snijdt, 
het oppervlak U' noodzakelijk e ene rechte lijn bevat, die loodrecht 
op dit vlak is gericht, en omgekeerd. Nu sneed U volgens CL]), 
LN, ENF de coördinatenvlakken loodrecht, O' bevat dus drie gelijk
namige rechte lijnen, evenwijdig aan de coördinatenassen. Daaren
tegen bevatte U de lijnen B]) en A C evenwijdig aan de X-as, 
BE en AF evenwijdig aan de Y-as. Het nieuwe oppervlak door
snijdt dus volgens gelijknamige kromtelijnen loodrecht twee vlakken 
evenwijdig aan MYZ, en twee vlakken evenwijdig aan MXZ. Dit
alles wordt door substitutie in de vergelijkingen (33) bevestigd. 
Men heeft weer de argumenten wl ' w2 en W te beperken tot de 
rechthoeken van fig. 6, 7 en 8, die weer als conforme afbeeldin
gen van U' dienst doen. Eenige substituties zullen voldoende zijn, 
om in k zien dat U' ongeveer gevormd is, zooals fig. 19 aangeeft. 
Het mi.dden van NL is nu de oorsprong, de ribben van het paral
lelopipedum, hetwelk men om U' kan beschrijven, loopen evenwijdig 
aan de coördinatenassen. 

De afmetingen van dit parallelopipedum worden aangegeven door 
de lengten der lijnen CLIJ, ENF, NL, welke lijnen door de bui
ging niet van lengte zijn veranderd. Voor breedte, lengte en hoogte 
volgt dus uit het voorafgaande, (20), (21), (22) 

b 2""1' 
P.Tl 1 = -.

'/. 

De lengten der kromtelijnen BIJ = AC, BE = AF worden blijk
baar door b en l aangegeven. De afmeting. lt daarentegen uit fig. 1 
heeft voor fig. 19 geen eenvoudige beteekenis. Nauw verwant met 
het vraagstuk, om door twee evenwijdig geplaatste rechthoeken een 
minimaaloppervlak te brengen, is dus het volgende: 

Indien een rechthoekig parallelopipedum met de hoogte hl' de 
lengte II en de breedte bI gegeven is, vraagt men een minimaal
oppervlak te construeeren, dat de hoogte-as van het parallelopipedum 
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bevat, de vier opstaande zijvlakken loodrecht snijdt, en verder grond .. 
en bovenvlak ontmoet volgens twee lijnen, evenwijdig aan de twee 
opvolgende ribben van het grondvlak .. 

leder geval van het oorspronkelijke vraagstuk, komt met eene 
oplossing van· het tweede overeen. Gebruik makende van de notatie 
van JACÓBI, heeft nien te behandelen de vergelijkingen 

bI bI _ "1 34) . 2K;' = 2K;' - Ic' K"" ............. ( 

k = kt' k2'. 

kl 1c2 

Hier is geen grens gesteld voor de hoogte hl van het parallelo
pipedumj bij elk stel waarden van bI' tI' hl is eene oplossing 
mogelijk. 

Wordt b = 1 in fig. 1, dan is er .in fig. 1 in het vlak {]} =!I 
nog eene vlakke kromtelijn AB, in fig. 19 ontstaat dus voor bI =/1 
eene nieuwe rechte lijn AB, loodrecht op het genoemde vlak. De 
punten A en B komen dan, zooals de symmetrie medebrengt , op 
de halve hoogte van het parallelopipedum. In fig. 19 volgt dan 
onmiddellijk voor de lengte van AB de waarde bI .,;fj ook in fig. 1 
is dus voor b = 1 de verhouding der kromtelijnen AB en CLIJ 
eveneens gelijk aan ";2, eene uitkomst die men rechtstreeks niet 
zoo gemakkelijk vindt. 

Als zeer bijzonder geval, waarin b = I, vermelden wij nog het 
oppervlak in fig. 20 afgebeeld, toegevoegd aan het oppervlak n, 

waarvoor h = J 2 is, en dat de rechte lijnen EC en nF, benevens 

de drie vlakke kromtelijnen AB, nE en CF bevat. In fig. 20 
zal men dan aantreffen de vlakke kromtelijnen EC en Fn, en verder 
de rechte lijnen AB, nE en CF. Daar in de uitzonderingspunten 
C, IJ, E en F telkens de drie asymptotische lijnen hoeken van 60° 
met elkander maken, is En = CF = CF = cn en dus noodzake-

lijk hl = }2' Het aldus ontstane oppervlak kan men gespannen 

denken tusschen twee paar overstaande ribben van een regelmatig 
viervlak. In dien vorm is het door SCHWARZ 1) beschouwd. Dat de 

b 
hier geldende formules voor a = ~ = 2 inderdaad geven hl = )2 

') Ueber die lfinimaUI.ä.che, deren Begrenzung als ein von vier Kanten eines regu1ä
ren Tetraeders gebildetes räumliches Vierseit gegeben ist; Ges. W., I, blz, 1. 

http://overstaan.de
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IS spoedig in te zien. Men heeft toch 

le = t, le' = vI, lel' = le2' = t, lel = k2 = ~. V3, 
en dus lel' = l-le, 

l+le 
dientengevolge K' = (1 +kl ') Kl' = t Kl' , 

en dan geeft (34) "1 = !.;=. 
v 2 

rren slotte moge in het kort nog worden nagegaan, welke opperp 

vlakken toegevoegd zijn aan dc besproken ontaardingen. De ver
gelijkingen (31) van het oppervlak, voorgesteld in fig. 14, waarbij 
{3 = 1 is, gaan door de invoeging van i en na eenige" wijziging 
der integratieconstanten , waardoor de coördinatenoorsprong in L 
wordt verlegd, over III 

{J-T re = - 2 9tw, I 
{J-T!/ = Zve

1 ~e (?r+"'g-\h-"'2)., ........ (35) 

{g R2Rg \ 
{J-T Z = --c== lOf! -~--

2 vel-eg Rl (e2-eg) 

waarbij het argument w zich beweegt binnen den rechthoek van 
fig. 13. Men ziet in fig. 21 een oppervlak ontstaan, dat slechts 
weinig van fig. 19 verschilt. De hoogte hl is oneindig geworden, 
de punten F, N, E zijn verdwenen in de ri~hting der Z-at;. Eene 
oppervlakkige vergelijking met fig. 14 leert, dat werkelijk voldaan 
is aan de eigenschappen van overeenkomstige raakvlakken en raak
lijnen op toegevoegde oppervlakken. De afmetingen volgen onmid
dellijk uit vorige berekeningen; men heeft 

?r 
{J-'Tbl = 2w, {J-TIl -= {J-Th = -~---~. 

vel - eg 

Ook hier is de constructie van het oppervlak uit gegeven afme
tingen bI en 11 vrij gemakkelijk uitvoerbaar. Zij levert steeds ééne 
oplossing. 

Wordt nu ook IZ = 1, gaat dus fig. 14 over in fig. 15, dan 
verdwijnen ook de punten C, L, IJ in de richting van de Z-as. 
Het oppervlak van fig. 21 gaat over in een oppervlak, dat de 

"lkk ?r ?r . 'katd ZIJV a en re= + "2' !/ = + "2 van een prISma met VIer n e por-

snede loodrecht snijdt, de as van het prisma I benevens de lijn 
Z = 0, re = -!/ bevat en de vlakken re = 0 en !/ = 0 asympto
tisch nadert. Dit oppervlak, dat nu toegevoegd is aan het oppervlak 
van SCHERK 
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C08 Z = t (e"l: - e-X) (e" - e-. Y), 

IS niet anders dan het tweede oppervlak van SCHERK 
-z _ 81,1l 3J 

e ---.-, 
8'trt !I 

voorgesteld in fig. 18. Echter komt hier dit oppervlak in een 
anderen stand te voorschijn, en moet ook ' een ander stuk hier 
worden beschouwd, dan in fig. 18 is weergegeven. 

Meer regelmatig is de figuur, die men (loor buiging uit fig. 17 
afleidt. De invoering van i in (32) geeft na toevoeging van doel
matige integJ atieconstanten 

1 R R 
p.7'3J = - log 1 S , 

ve2 - es R2 (el - es) 

1 .1..1..1. + . . . .. (36) 
p.7'!1 = ve

2 
_ es ('1'1+'1'2-'1'8 '11"), 

p.7'z= 4ffi.iw; 
het argument w is daarbij steeds gelegen binnen den rechthoek van 
fig. 16. 

Door verschillende argumentwaarden in (36) te substitueeren, 
overtuigt men zich spoedig, dat een oppervlak ontstaat, ongeveer 
als in fig. 22 is geteekend. Het bevat, zooals verwacht kon worden, 
de drie rechte lijnen F NE, N L en CL IJ, benevens twee vlakke 
kromtelijnen EB en A C. Het ontstaat uit fig. 19 door twee zij
vlakken van het parallelopipedum loodrecht op de X-as tot· in het 
oneindige te verschuiven. De punten A en B dalen daarbij voort
durend, het oppervlak gaat het grondvlak asymptotisch naderen in 
de richting der X-as. Wat de afmetingen lt = FE, hl = .L N 
betreft, is weder 

2?r 
p.Tll = V ' p.7'h~ = 2",. 

e2 - es 
Na het buigen doet de fig. 22 zien, dat EF= 2 BIJ,. dit geldt 

dus ook van dezelfde lijnen in fig. 17, wat daar niet dadelijk in 
het oog viel. Waar fig. 17 nu verder kon ontaarden in fig. 18, 
een der oppervlakken van SCHERK, daar zal fig. 22 tegelijk in het 
andere oppervlak van SCHERK. overgaan, en als het oppervlak van 
fig. 17 nadert tot eene catenoïde, zal terzelfdertijd het oppervlak 
van fig. 22 meer en meer op een schroefVlak met verticale as gaan 
gelijken; men behoeft slechts de vlakken !I = + ~- I, die het opper
vlak loodrecht moet ontmoeten, meer en meer in de richting der 
Y-as van elkandet, te verwijderen. 

Leide1/" September 1895. 
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