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Regelmassige Schnitte und Projektionen
des Hundertzwanzigzelles und Sechshundertzelles
im vierdimensionalen Raume,

VON

P. . SCHOUTE.

(ZWEITE ABHANDLUNG.)

1. In der ersten Abhandlung, welche 1894 unter dem ném-
lichen Titel in den Verkandelingen dieser Akademie erschien,
entwickelte ich zunéchst die vier reguliren Koordinatenstellungen
der beiden Zelle Z20 und Z®° mit der Absicht aus diesem Mate-
riale die reguléren Schnitte und Projektionen dieser beiden Extra-
polytope abzuleiten. Bei der Auswertung dieser Anwendung der
genannten Vorarbeit beschrinkte ich mich aber auf Zentralschnitte
und senkrechte Parallelprojektionen; jetzt will ich, diesen engeren
Standpunkt verlassend, mehr allgemein die reguléren Parallelschnitte
und Zentralprojektionen vorfiihren. Teilweise ist diese Ergénzung
schon geliefert worden, zunichst von Frau A. Srorr, der dritten
Tochter des beriihmten englischen Mathematikers BooLe (““On cer-
tain series of sections of the regular fourdimensional hypersolids”,
Verkandelingen dieser Akademie, 1900), welche die Giite hatte mir
ihre Modellensammlung in Bild zuzuschicken, und nachher von mir
selbst (Mekrdimensionale Geometrie, 11, Leipzig, Goschen, 1905),
Was hier gegeben wird soll aber eine mehr systematische Behand-
lung des ganzen Materials bilden; in einer dritten Abhandlung will
ich dann — sei es auch nur fiir einen Teil der erhaltenen Resul-
tate — ganz leichte Konstruktionen von parallel-perspektivischen

Bildern entwickeln.
D 1*
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2. Es handelt sich bei jedem der beiden Zelle Z'20 und Z%%
um nicht weniger als acht Reihen dreidimensionaler Korper,-vier
Reihen- von Schnitten und vier Reihen von Scheinen. Versteht man
unter O den Zellmittelpunkt und unter %, K, F,, B, der Reihe
nach irgend einen Eckpunkt, eine Kantenmitte, einen Flachenmittel-
punkt und einen Grenzraummittelpunkt, so stehen die Rdume der
Reihen paralleler Schnitte senkrecht auf den Geraden OF,, OK,,
OF,, OR,, welche Zelldiagonale, erste, zweite, dritte Querlinie und
simtlich Hauptstrahlen heissen, wihrend die Punkte P,, P, P, P,
dieser Geraden die Zentra und Réume senkrecht auf 0%y, OK,, OF,,
OR, die Bildriume der Scheinenreihen bilden. Die Untersuchung
der sechszehn Polyederreihen reduzirt sich aber sofort auf die Halfte.
Denn es lasst sich beweisen, dass irgend eine Zentralprojektion des
Z'20 (oder Z%9%) mit der Polfigur eines bestimmten Schnittes eines
bestimmten Z%0 (oder Z!20) in Bezug auf eine hestiminte Kugel
identisch ist. Ist O der Mittelpunt-und OH irgend ein Haupt-
strahl eines der beiden Zelle, ist der Raum R, in M senkrecht zu
OH der Schnittraum und P der Schnittpunkt irgend einer Kante 473
dieses Zelles Z, ist der Kreis # der Schnitt irgend eines Kugel-
raumes um O als Zentrum mit der Ebene durch OH und P, welche
unsere Bildebene (Fig. 1) bildet, ist p die Polare von P in Bezug
auf £ und sind § und Q die Pole von PM und P8, so projiziert
der in p zur Bildebene senkrechte Raum £, die Seitenfliche «f
des in Bezug auf den Kugelraum zu Z reziproken Zelles Z', welche
den Schnitt der zu 4 und B reziproken Grenzraume £, und 12,
bildet, aus dem Punkte § auf dem Raum Z, als die in Q zur
Bildebene senkrechte Ebene, und bildet dies Ebene ¢, die Polare
des Punktes P in Bezug auf die Schnittkugel des Raumes R, mit
dem angenommenen Kugelraume. Deshalb ist die Projektion von Z°
aus § auf R, reziprok verwandt mit dem von R, in Z bestimm-
ten Schnitte in Bezug auf die letzstgenannte Kugel und ist die
Scheinenreihe von Z’ mit Hinsicht auf jeden der Haupstrahlen O,
0K,, OF,, OR, hekannt, sobald es die Reihen von Schnitten von
Z wmit Hinsicht auf jeden der Hauptstrahlen OR,, OF,, 0K, Ok,
dieses Zelles sind. Also konnen wir uns, ohne die Allgemeinheit
zu beeintrichtigen, zu den acht Reihen von Schnitten beschrinken.

3. Die .drei kennzeichnenden Zahlen e, %, f der Eckpunkte,
Kanten, Flichen eines Schnittes hangen immer mittels der bekann-
ten Eulerschen Formel zusammen; denn die sémtlichen Schnitte
von Z120 ynd Z890 sind iiberall konvex und deshalb Eulersche
Koérper. Beschrankt man sich auf den Fall, wo der Schnittraum
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keinen Eckpunkt des Zelles enthilt, d.h. schaltet man fiir einen
Augenblick die sogenannten “Uebergangsformen’ aus, so waltet sogar
zwischen e, £, f noch eine zweite Beziehung ob, welche sich jedoch
bei Z120 und Z%0 verschieden gestaltet. Man findet némlich
kb o= g ebei Z'%0 und % = ge bei Z%%9, Denn die Seitenflichen
der beiden Zelle enthalten regulére Polygone, d. h. jedes vom Schnitt-
raum geschnittene Polygon liefert eize Kante und zwe: Eckpunkte
des Schnittes. Ist w die Zahl dieser Polygone, so hat man also
nebst © = /4 entweder 2 u =3¢ oder 2 = 5¢, je nachdem
durch jede Kante drei oder fiinf Grenzkorper gehen, d. h. je nach-
dem entweder Z120 oder Z%%0 geschnitten wird. Bei den interme-
didren, keinen Zelleckpunkt enthaltenden Schnitten geniigt es also
schon eine einzige der drei Zahlen e, £, f zu kennen.

Die hervorgehobene besondere Eigenschaft der intermediéiren
Schnitte wird auch hierdurch gekennzeichnet, dass ihre Eckpunkte
bei Z120 samtlich dreikantig, bei Z%%0 simtlich finfkantiy sind.
Diese Bemerkung wird uns spiter niitzlich sein.

4. Wir weisen jetzt in allgemeinen Ziigen an, wie man jede
der drei kennzeichnenden Zahlen e, 4, f an und fiir sich bestim-
men kann. Naturgemiss zerfillt die Arbeit dieser Bestimmung in
zwel Teile. Zuniachst ist den Tabellen der ersten Abhandlung zu
entnehmen, wie die Eckpunkte der beiden Zelle sich auf jeden der
Hauptstrahlen OE,, OK,, OF,, OR, projizieren, und anzugeben,
wie diese Eckpunkteprojektionen sich zu zweien zu Kantenprojek-
tionen, zu fiinf oder zu drei zu Seitenflichenprojektionen, zu zwan-
zig oder zu vier zu Grenzkorperprojektionen vereinen. Ist diese
Vorarbeit erledigt — und hierauf kommen wir spéter zuriick —,
so findet man jede der drei Zahlen e, %4, f als Summe zweler
Summanden, von welchen der letztere nur bei Uebergangsformen
auftritt; man hat namlich die Formel

e=F 4 k=FFF f=7+ 7/,

wo die drei gestrichenen Grossen €', £, /' im Schnittraum liegende
Elemente des Zelles angeben und die iiberstrichenen Gréssen £, f,
r anweisen, wieviel Kanten, Flichen, Riume des Zelles geschnit-
ten werden.

Will man auch die Natur der f Seitenflichen des Schnittes ken-
nen lernen, so hat man zu untersuchen, wie jede der » vom Schnitt-
raume getroffenen Grenzkorper geschnitten wird ; ist einmal bekannt ,
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wieviel Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke, usw. sich unter den b3
Flachen vorfinden, so fiihrt auch die Bemerkung, dass 2% die
Summe der Seitenzahlen dieser Polygone bildet, zur Kentnis von
k. Es hat sich geseigt, dass diese Ableitung der Zahl % wirklich
die bequemere ist; also ist die zweite der obigen Formel nicht
verwendet worden.

In der tabellarischen Uebersicht der Resultate, welche diese
Abhandlung abschliesst, werden wir auch die Vielkantigkeit der
Eckpunkte der Schnitte in Betracht ziehen. Auf diesen Punkt kom-
men wir spiter zuriick.

Nach diesen einfithrenden Betrachtungen wenden wir uns zur
Behandlung der verschiedenen Reihen von Parallelschnitten.

I. Das Z™°

a) Die Stellung OE,.

5. Aus der vierten Kolonne (D, dritte Querlinie) der Tabelle I
(Koordinatenstellung des Z%0) der ersten Abhandlung leiteten wir
die Schichtung

(4, 4, 6, 12, 12, 12, 4, 12, 4, 12, 12, 12, 6, 4, 4)

der Eckpunkte des Z8%0 in Bezug auf OR, ab, welche zur Kon-
struktion des Schlegelschen Diagrammes des Z%00 (Mekrdimensionale
Geometrie, II, Fig. 75) verwendet wurde. Mittels Polarisation in
Bezug auf einen konzentrischen Kugelraum ergiebt sich, dass die
120 begrenzenden Dodekaeder des Z!20 in Bezug auf einen O
dieses Zelles gelagert sind in fiinfzehn Gruppen mit der Eigenschaft,
dass die Dodekaeder der némlichen Gruppe in Projektion auf diesen
OF, identisch sind und die Zahlen der Dodekaeder dieser Gruppen
eben durch obige Eckpunkteschichtung angegeben werden. Hiermit ist
nicht nur die erste Zahlenkolonne von Tafel II# gefunden sondern
auch bewiesen, dass die verschiedenen Gruppen von Dodekaedern,
welchen wir nach Frau Storr bestimmte Farben zuweisen, bei
Verlingerung der Schnittebenen des Schnittraums mit den die Dode-
kaeder tragenden Rédumen der Reihe nach ein rechtes !) Tetraeder
ein linkes Tetraeder, einen Wiirfel, ein rechtes Triakistetraeder,
ein linkes Pyramidentetraeder, ein rechtes Pyramidentetraeder, ein

') Die hier gegebene Unterscheiding ,rechts” und ,links” hat nur relativen Wert.
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rechtes Tetraeder, ein Rhombendodekaeder, usw. einschliessen, wie
dies auf der Tafel angegeben wird. Wir bemerken nun sogleich,
dass diese Korper in der gefundenen Stellung zwei verschiedene
Drehungsgruppen zulassen, die Drehungsgruppe der Wiirfeldiago-
nalen mit der Periode drei und die Drehungsgruppe der Oktaeder-
diagonalen mit der Periode zwei (Vierergruppe) und dies daher
auch mit simtlichen Parallelschnitten des Z'20 in Bezug auf OF
der Fall sein muss.

6. Die Lage der 120 begrenzenden Dodekaeder des Z'20 mit
Hinsicht auf den Hauptstrahl OZ, wird in Tafel II* von den star-
ken Strichen angedeutet. Dabei ist die horizontal angenommene Linie
OE, in fiinfzehn, den Gruppen von Dodekaedern entsprechenden
Lagen wiederholt worden und geben die vertikalen Linien mit der
Ueberschrift ‘

a,b,....,o,p,q,p,0,...,8,d
die Stellen an, wo die Eckpunkte des Z120 sich auf OZ, proji-
zieren. Die Abstinde ag, by, .., pg dieser Projektionen vom

Zellmittelpunkte O sind der letzten Kolonne (#, Zelldiagonale) der
Tabelle III (Koordinatenstellung des Z120)— oder, wenn man will,
der Randschrift von Fig. 19 — der ersten Abhandlung entnommen.
In dieser Weise giebt Tafel IIe& an, dass sich von den zwanzig
Eckpunkten irgend eines der vier Dodekaeder der ersten Gruppe
der Reihe nach 1, 8, 6, 6, 8, 1 Eckpunkte auf die Vertikal-
linien a, &, ¢, d, e, f lagern, was dem Symbole (a &3 c8 d® e3 f)
entspricht, und dass dieses Symbol fiir die zweite Gruppe iibergeht
in (bc®d8 g8 %), fir die dritte in (c2 d* €2 g% A2 ¢4 /%), usw.

" 7. Die fiinfzehn Lagen der begrenzenden Dodekaeder, welche in
Tafel TI# bildlich vorgefiihrt werden, kénnen ganz systematisch abge-
leitet werden aus der Tabelle I1 der ersten Abhandlung, welche
fir jeden Eckpunkt des Z®90 die zwélf durch Kanten mit ihm
verbundenen, oder — wie wir abkiirzend sagen wollen — ihm
benachbarten Eckpunkte kennen tut. Denkt man sich namlich -bei
jedem Eckpunkte 4 (Fig. 2) des Z%0 das Tkosaeder der zwolf
benachbarten Punkte B; und polarisiert dieses Ikosaeder in Bezug
auf die konzentrische Kugel mit M als Mittelpunkt und v AM. MO
~als Radius, wo A und O die Mittelpunkte des Tkosaeders und
des Z%%0 sind, so erhéilt man die 120 begrenzenden Dodekaeder des
Z'20 in welchen unsrer Z%0 {ibergeht mittels Polarisation in Bezug
auf den Kugelraum mit O als Mittelpunkt und vV 40.MO als



8 REGELMASSIGE SCHNITTE UND PROJEKTIONEN DES

Radius, und nun ist aus der mit den Tabellen I und II der ersten
Abhandlung gegebenen Schichtung der zwolf Eckpunkte des Iko-
saeders unmittelbar die Schichtung der zwanzig Eckpunkte des
entsprechenden Dodekaeders zu finden. Denn die Projektion der
Eckpunkte des Ikosaeders bestimmt die Lage dieses. Korpers in
Bezug auf die Projektionsachse und also auch jene des entsprechen-
den Dodekaeders, usw.

8. Zur Bestimmung der Lage der 120 den Eckpunkten des
7800 benachbarten Ikosaeder greifen wir zur vierten Kolonne (2,
dritte Querlinie) der Tabelle T zuriick, wo die Koordinate w, der
mit dem Hauptstrahle OZ, des Z'2° und dem Hauptstrahle OR,
des Z%0 zusammenfallenden Projektionsachse der Schichtung ent-
spricht. Es vergegenwirtigen sodann die Eckpunkte

+ 1, +8, +28, + 7 + 18, + 2, + 15, -+ 16

mit den Abscissen 1)

+(T+3¢), 205 +3¢), £(6+2¢, £+ 20,
i(3+e)’ i(l ‘+'e)s j~_2, 0

die fiinfzehn mdoglichen Fille, welche in Tafel TIb niedergelegt sind.
Dabei ist dann wieder das Ergebnis (a3 3 ¢3 d®) des ersten Falles
abgeleitet aus der Tatsache, dass die »wolf Nachbarpunkte

R9, —30, 31, 32, 41, —42, 43, 44, 53, —54, 55, 56

des Punktes 1 (siehe die Tabelle 11 der ersten Abhandlung) sich

nach ihren w,-Koordinaten in die vier Gruppen
(29, 41, 53), (32, 43, 56), (31, 44, 55), (—30, —42, —54)

mit den Koordinatenwerten

7T+ 3e, 54+ 3¢, 64 2¢, 44 2e¢

zerlegen lassen, usw.

rd

9. Die fiinfzehn Gruppen I, 11, ..., VIII, VII', ..., II', T
der Tafel IIb bilden sdmtlich nur sechs von einander verschiedene
Ikosaederschichtungen. Denn die den Farben Rot, Orange, Vinlett

') Auch hier steht e wieder fir V5.
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entsprechenden Schichtungen (3, 8, 3, 38) sind insofern identisch,
dass die Projektionen einander &hnlich sind und deshalb in den
drei Gruppen I, II, VII und die mit ihnen symetrisch liegenden
Gruppen I', II', VII' die Projektion des Hauptstrahles O, des
Z%0 auf den Raum des lkosaeders in Bezug auf das Ikosaeder
die némliche ist, obgleich dieser Hauptstrahl mit jenen Raumen
verschiedene Winkel bildet. Und diese sechs verschiedene Ikosaeder-
lagen halten nun hierin it einander wieder gleichen Tritt, dass
die Projektion des Hauptstrahles O, des Z®° immer auf einen
Hauptstrahl OK|, des Ikosaeders senkrecht steht und also in der
Ebene der zwei parallelen Gegenkanten liegt, welche diesen Haupt-
strahl OK|, senkrecht kreuzen. Bei den Schichtungen (3, 3, 3, 3)
und (2, 2, 4, 2, 2) der Gruppen I, II, VII und IIT (gelb) ist
dies einleuchtend ; denn bei (3, 3, 3, 3) sind die Schnittebenen
zweien Seitenflichen des Ikosaeders parallel, und bei (2, 2, 4, 2, 2)
enthélt die Mittelebene des Parallelebenenbiischels vier Eckpunkte
und also zwei Gegenkanten. Fiir die vier iibrigen I'dlle betrachte
man nun an der Hand der senkrechten Projektion der Ikosaeders
auf eine Mittelebene durch vier Eckpunkte (Fig. 3) die von den
finf im Eckpunkte p zusammenstossenden Seitenflichen gebildete
regulire Pyramide mit der sich in die Gerade gsr projizierenden
Grundebene, wo der Scheitel p der erste Eckpunkt der Schichtung
ist und die zweite Punktenzahl der Schichtung nun notwendig
von der Grundebene herriihrt. Ist diese zweite Zahl 2, so muss
die Verbindungslinie dieser zwei Punkte notwendig eine Ikosaeder-
kante sein und kann fiir ihr die in ¢ auf der Bildebene senk-
rechte Kante angenommen werden, woraus dann hervorgeht, dass
die Schnittebenen bei den Gruppen VI (indigo) und VIII (schwarz)
auf der Bildebene senkrecht stehen. Ist diese zweite Zahl wieder
1, so ist dieser zweite Eckpunkt irgend ein Eckpunkt der Grund-
ebene, z. B. » und ribrt nun die dritte Punktenzahl der Schich-
tung ebenfalls von der Grundebene her; weil diese Zahl in den
iibrigen Fillen IV (griin) und V (blau) zwei ist, muss die Verbin-
dungslinie der entsprechenden Eckpunkte in ¢ auf der Bildebene
senkrecht stehen. Also ist hiermit der gesuchte Beweis geliefert.

10. Mittels Betrachtung der Abstandsverhdltnisse der parallelen
Spuren der ersten vier Schichtungsebenen auf der Grundebene der
finfseitigen Pyramide, deren Scheitel » in der ersten Schichtungs-
ebene liegt, bestimmen wir jetzt die Spuren dieser Ebenen auf
der Bildebene der Figur 8 fiir jeden der vier Fille IV, V, VI,
VIIL. Es betragen nach Tafel 1Ib die ersten drei Absténde
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im Falle IV (griin)..... 2 , e—1, 2
T ” V(blau)e—l, 2 5 e+1
» » VI (indigo)... 2 e+1, 2

» » VIII (schwarz) .. e+ 1, g |, ge=]

Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den Schichtungszahlen
sofort, dass die erste Schichtungsebene fiir die vier verschiedenen
Fille der Reihe nach in pp', pp", pp", pp'V senkrecht steht auf
der Bildebene, wenn die Punkte pf, p, "', p'V in r s ¢ mittels
der Beziehungen

l)lT:sq,p“s':sg, gf/”l:":?, qplvzrg

bestimmt sind. Es geben also die Lote aus O auf pg, pr, pp', pp",
o™, pp'v fir die sechs verschiedenen Fille die Projektion des
Hauptstrahles OR, des Z80 auf den Raum des Ikosaeders an.

11. Zur Bestimmung der seehs entsprechenden Dodekaeder-
schichtungen polarisieren wir (Fig. 3) das betrachtete Tkosaeder mit
Hinsicht auf die Kugel, welche O zum Zentrum und v'0s. Of zum
Radius hat, im Dodekaeder. welches in roter Farbe in die Figur
eingetragen ist. Es entsprechen dann den zwanzig Eckpunkten
1, 2,..., 20 dieses Dodekaeders die zwanzig Seitenflachen I, II. . .,
XX des Ikosaeders. Dabei wird der auf der Seitenfliche X senk-
recht stehende Hauptstrahl O des Ikosaeders zum mit (0,10) zusam-
menfallenden Hauptstrahle OZ; des Dodekaeders, wihrend der auf
pr senkrechte Hauptstrahl OK, des Ikosaeders fir das Dodekaeder
ein Hauptstrahl OK|, bleibt. Weiter wird der Charakter der vier
iibrigen Dodekaederschichtungen durch die Bemerkung beherrscht,
dass die Geraden pgp', ', pp™, pp'V der Reihe nach den Geraden
(1,8), (10,3), (4,18), (3,6) parallel sind. Wir betrachten jetzt jeden
der sechs moglichen Falle an sich.

Fall 1 = Fall1ll = Fall VII. Die Schichtung in Bezug auf
die Korperdiagonale ist (1, 3, 6, 6, 3, 1); die finf Abstéinde
der auffolgenden Schichten verhalten sich wie

g1, 8, #1, 8, #=1

Fall 1II. Die Schichtung in Bezug auf die erste Querlinie ist
2,4,2,4, 2, 4, 2); die sechs Abstinde der auffolgenden
Schichten verhalten sich wie

e+1,2,e+1,e4+1,2, e+ 1.
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Fall IV. Die Dreiecke prp' und (1, 2, 8) sind &énhlich und
dhnlich liegend. Denn aus der Schichtung (5, 5, 5, 5) folgt zunéchst,
dass die Punkte 6, 2, 8 in einer zu ¢ ¢ parallelen Gerade liegen,
d. h. es ist nicht nur (1, 2) zu pr sondern auch (2, 8) zu rp'
parallel, wihrend ausserdem aus

8,2): pr—2:84e, (1,2):pr—2:8+e
die Proportionalitit der um den gleichen Winkeln (pr,7p") und
1(L,2), (2,8)] liegenden Seiten folgt.
Die der Spurrichtung (1,8) entsprechende Schichtung des Dode-

kaeders (Fig. 4°) ist (2212832122); die neun Absténde der auf-
folgenden Schichten verhalten sich wie

R,e—1,2,¢e+1,2 ¢e+1,2 e—1,2

Fall V. Die Dreiecke psp"” und (3, 4,— 10) sind dhnlich und
entgegengesetzt ahnlich liegend, wie die Beziehungen

pe:sp'=2:e4+1, (3, 4):(4, 10)=2:e41

beweisen. Die der Spurrichtung (3, 10) entsprec}lende Schichtung
(Fig. 4% ist (2281221822) mit den Abstandsverhéltnissen

e+1,2,e4+1,2,e—1,2,e+1,2, e+ 1.
Fall VI. Man hat

(10, 18): (g, 10) = (10, 13): (5, 6)
(4, 10):(10, p" = re i 8q

2:e 41,
:e+ 1.

Deshalb sind die Geraden pp™ und (4, 18) parallel. Die der
Spurrichtung (4, 18) entsprechende Schichtung (Fig. 4°) ist
(1232222821) mit den Abstandsverhéltnissen

,e+1,e+1,2,e4+1,2,e+1,e+4+1, 2
Fall VIII. Hier ist

(1,6):pg = (1,6):(3,14)=(13,6): (13, 14) —=e— l:e 41,
B,1):gp'"=(8,1): r¢g =(2,1):(2, g9g=e—1:e+ 1.

Also sind die Dreiecke (1, 3, 6) und ¢ p'"» dhnlich und
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entgegengesetzt &hnlich liegend, und deshalb ;2'V und (3, 6)
parallel. Die der Spurrichtung (8, 6) entsprechende Schichtung
(Fig. 4% ist (12212421221) mit den Abstindsverhéltnissen

e'—]-; 2’ €+1, 2, €+1, €+1, 2a6+1: 2: g—l.

In jeder der vier Figuren 4, 4", 4°, 4% ist auf einer Parallele
zur Projektionsachse die Seitenzahl der Polygone der intermedidren
Schnitte und Uebergangsformen angegeben worden; dies wird uns
bei der Bestimmung der Kantenzahl der Seitenflichenpolygonen des
Schnittpolyeders niitzlich sein.

12. Ist einmal gefunden, wie die Dodekaedergruppen sich auf
den gewihlten Hauptstrahl OZ des Z'20 projizieren, so erhélt man
leicht ihre genaue Lage mittels der bekannten Abstandsverhéltnisse.
Dabei kann noch die Bemerkung niitzlich sein, dass die Schwer-
punkte der Dodekaeder sich auf diesen Hauptstrahl in Punkte pro-
jizieren, deren Mittelpunktsabstinde sich wie

7T+ 3¢,5+4+ 3,64 2,4+ 2,3+e,14+¢,2,0

verhalten, was hieraus hervorgeht, dass die 120 Dodekaederschwer-
punkte die Eckpunkte eines Z%9 in Stellung OR, bilden. Hat man
z. B. gefunden, dass die Eckpunkte der Dodekaeder der ersten
Gruppe sich in der Tafel II* in a, 4, ¢, 4, e, f projizieren und die
Projektion des Schwerpunktes also die Mitte der Strecke cd ist,

d. h. von Mittelpunkt O die Entfernung — Ll + L —(7 + 3e)?

hat, so werden die Abstéinde der iibrigen Schwerpunktsprq]ektlonen

1
20+ e, 18 + 8e, (29 + 136),9 4 4e,%(11 + Be),
ST+ 30,0

sem, d.h. diese Projektionen liegen in

ef, g, ke, lm, no, op, ¢,

wenn e¢f die Mitte der Strecke ef andeutet, usw. Achtet man
nun auf die bekannten Abstandsverhaltnisse der Schichtungspunkte,
so ist es schon nicht mehr moglich sich zu irren.
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Ausserdem gibt es noch andere Kontrolehiilfsmittel, deren wir
zwel erwihnen, ein allgemeines und ein hesonderes.

13. Das allgemeine Hiilfsmittel besteht darin, dass man fiir jede
Schicht untersucht, ob die Summe der Dodekaedereckpunkte wirklich
das vierfache der Anzahl der in der Schichte liegenden Zclleckpunkte
bildet, welche letztere Anzahlen aus der Kolonne # der Tabelle
IIT der ersten Abhandlung hervorgehen. So muss in der Schicht e

4X 346X 2412 X2

das vierfache von 12 bilden. Diese Bedingung wird fiir jede Schicht
der Tafel II» erfiillt.

Das besondere Hiilfsmittel stiitzt sich auf der Tatsache, dass die
Projektion des Hauptstrahles O, auf irgend ein begrenzendes Dode-
kaeder zu einem Hauptstrahle OK, dieses Korpers senkrecht ist.
Hieraus geht namlich hervor, dass man sich simtliche Dodekaeder
mittels Drehung um den Hauptstrahl, welche Projektionsachse der
Schichtungen ist, auf irgend eine als Bildebene zu verwendende
Ebene durch diesen Haupstrahl senkrecht gestellt denken kann.
Ist nun (Fig. 5) der Masstab der Projektion @, 4,c.... so ge-
wihlt, dass die Sehne 4, B, des iiber a«’ geschlagenen Kreises,
welche sich in af projiziert, in Lange dem Korperdiagonale des Dode-
kaeders der vier Figuren 47, 4°,6 4°, 4 gleich kommt, wird sodann
um ¢ als Zentrum mit dem aus ¢ auf 4, B, gefillten Lote ¢M,
als Radius den Schnittkreis des Inkugelraums des Z'20 mit der
Bildebene beschrieben, werden weiter auf diesem Kreise die Punkte
My, My, ...., Mg bestimmt, welche sich in den Schwerpunkts-
projektionen der Gruppen II, III, ..., VIII projizieren und. in
diesen Punkten an diesem Kreise die Tangente II, III, ..., VIII,
gezogen , so sind die sich der Reihe nach auf &, ¢k, dn, gg, /o',
in', Il projizierenden Segmente 4,B,, 43B;, ..., AgBg dieser Tan-
genten die Projektionen der Dodekaeder der Gruppen II, III, .. .,
VIII auf die Bildebene. Und nun findet man, dass die Segmente
A, B,, 4,B,, ..., 44Bg mit den von den vertikalen Linien auf
sie eingeschnittenen Punktreihen genau die in den Figuren 3, 49,
4, 4°, 4% gefundenen Punktschichtungen liefern.

14, Aus Tafel I11¢ wird nun leicht die in Tafel III angegebene
Kantenprojektion abgeleitet. Dabei sind die Kanten in zwei Grup-
pen eingeteilt. Zundchst sind die Kanten eingetragen, welche in
Projektion nur ein Segment @b, bc, ... des Hauptstrahles iiber-
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decken, sodann die Kanten dy, ek, ..., welche sich in Projek-
tion iiber zwei oder mehrere Segmente erstrecken; nur die Kanten
der zweiten Gruppe liefern Eckpunkte der sogenannten Uebergangs-
formen. In Berechnungsweise der Anzahlen stimmen beide Gruppen
mit einander iiberein; deshalb konnen wir mit einem einzigen
Beispiele vollstehen. Wir wihlen die Kante 4%.

Die Kante 4% tritt scheinbar bei der dritten, vierten, fiinften
und sechsten Dodekaedergruppe auf; denn die beiden Punkte /4
und % des Hauptstrahles tragen in Tafel II# Eckpunktenprojektionen
der Dodekaeder dieser vier Gruppen. Weil die sich in Z und %
projizierenden Eckpunkte bei der dritten und der fiinften Gruppe
aber nicht durch Kanten verbunden sind und %%, wie die Figuren
4° und 4° zeigen, Projektion ist von zwei Kanten jedes der 12 Dode-
kaeder der vierten und von einer Kante jedes der 12 Dodekaeder
der sechsten Gruppe, so ist

die Zahl der Kanten it = %(2 X 12 +1 X 12) = 12,

wobei der Faktor% von der Tatsache herriihrt, dass jede Kante

des Z'20 in drei verschiedenen Dodekaedern liegt.

15. Ist die Lage der Kantenprojektionen in der angegebenen
Weise tabellarisch dargestellt, so konnen die drei kennzeichnenden
Zahlen e, £, f von intermedidren Schnitten und Uebergangsformen
unmittelbar bestimmt werden. Wir zeigen dies mit zwei Beispie-
len an.

Der inlermediire Schnitt zwischen h und 1. Der Schnittraum
begegnet 88 Kanten, nimlich:

86 ki, 4 fi, 24 gi, 12 Ak, 12 kl;

also ist e =88.

Es werden im ganzen 46 Dodekaeder geschnitten; denn eine
vertikale Linie zwischen % und ¢ trifft auf Tafel ITa die Dodekaeder
der Gruppen II, III, IV, V, VI, also 4 4 6 4+ 12 + 12 + 12 =46
Dodekaeder; deshalb ist f= 46.

Es bestimmt der Schnittraum in dén Dodekaedern der Gruppen
II, II1, 1V, V, VI der Reihe nach Dreiecke, Achtecke, abermals
Achtecke, Sechsecke und Dreiecke. Also wird der Schnittkérper
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von sechszehn Dreiecken, zwolf. Sechsecken, achtzehn Achtecken
eingeschlossen, und ist

%(16)(3—}—12)(6—{—18)(8)::132

die Kantenzahl, d. h. man findet k = 132.
Kontrole liefern die Beziehungen £ = ge, Fa— % e+ 2.

Der Uebergangsform h. Der Schnittraum enthélt 24 Zelleckpunkte
und begegnet 4 Kanten /7 und 24 Kanten gi; deshalb ist e = 52.

Es werden nach Tafel II= die Dodekaeder der Gruppen 1I, III,
IV, V geschnitten; also hat der Schnitt 4 4+ 6 4 12 4 12 Seiten-
flichen, d. h. man findet f = 34.

Der Schnittraum bestimmt in den Dodekaedern der Gruppen
II, TII, IV, V der Reihe nach Dreiecke, Sechsecke, abermals
Sechsecke und Vierecke; derhalb wird das Schnittpolyeder von vier
Dreiecken, zwolf Vierecken, achtzehn Sechsecken eingeschlossen, und ist

%(4)(3-}—12)(4—{—18)(6):84

die Kantenzahl, also k = 84.
Kontrole liefert nur die Eulersche Formel.

16. Die Bestimmung der Vielkantigkeitszahlen der Eckpunkte
des Schnittpolyeders liefert keine Schwierigkeit. Einerseits fanden
wir schon (vergleiche Nr. 3 am Schluss), dass simtliche Eckpunkte
der intermediéren Schnitte dreikantig sind; derhalb koénnen wir
uns weiter auf die Uebergangsformen beschrinken. Andererseits
ergiebt sich aber sofort, dass die von den Zelleckpunkten herriih-
renden Eckpunkte des Schnittpolyeders entweder dreikantig oder
vierkantig sind; denn einem Zelleckpunkte 4 des Z'20 sind vier
Eckpunkte B, benachbart und das regulire Tetraeder dieser vier
Eckpunkte B; wird von der Schnittebene des dieses Tetraeder tra-
genden Raumes mit dem Schnittraume entweder in einem Dreieck
oder in einem Viereck geschnitten. Werden die Zahlen der drei-
kantigen und vierkantigen Ecken der Uebergangsform durch z und
y angedeutet, so tut Losung der beiden Gleichungen

2+y=f, 3a+4y=2%
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nach # und y den Wert dieser Grissen kennen, d.h. man hat
2=2Qf—k, y=2k—3 f

Die letstere Grosse, welche (vergleich meine Melkrdimensionale
Geometrie, 11, S. 56) als ,,Grad der Flachensingularitit” des Po-
lyeders gelten kaun, kann verschwinden; in diesem Falle kommt
der Uebergangsform das Charakter des intermediaren Schnittes zu.
Verschwindet y aber nicht — und diese sieben Fille sind auf
Tafel IIT mit einem Sternchen bezeichnet —, so ist diese Zahl
entweder der Zahl e" der im Schnittraum liegenden Zelleckpunkte
gleich oder man hat y <¢'. Im Falle y = ¢ sind simtliche im
Schnittraume liegende Zelleckpunkte gleicher Natur; fiir y < ¢’ teilt
sich die Gruppe dieser ¢ Punkte in Untergruppen, wie sich spiter
auch zeigen wird.

Die Zahlen z und y sind nicht auf Tafel III angegeben; sie
werden in die tabellarische Uebersicht der Resultate am Schluss
dieser Abhandlung erscheinen.

17. s fiihrt Fig. 5 zu einer leichten Berechnung der Winkel
@ ,ay, ...,z welche von dem Haupstrahle a 4c¢. .. mit den Réiu-
men der Dodekaeder der Gruppen I, II, ..., VIII gebildet
werden. Man findet zuniichst

A1M12=i(56+24e)(9+3e)=6(7+3e)(3+e),

M g2 =028+ 12e2—6(7T+36)B+ =
(14 + 6¢) (47 + 21 e).

Also ist
M g=209+4eV2.

Deshalb hat man

1 _ |
cosa1=§(3—+—6’)l/2, | 008045:1‘/2,
1 7 1 _
008¢2=§el/2, cosa6=§(——1+e)‘/2:
1 | 1 _
008%25‘/2; | 6‘08“725(3_3)'/2,
|
00824_%(1_‘_8)‘/2, l cos ag = 0.
|
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18. Bei einer parallelen Verschiebung des Schnittraumes dndern
die Zahlen e, %, f des Schnittes sich selbstversténdlich nicht, so
lange nicht eine Zelleckpunkte aufnehmende Lage des Schnittraumes
erreicht wird; eben deshalb heissen die den letzteren Lagen des
Schnittraumes entsprechenden Schnittpolyeder ,,Uebergangsformen”.
Wir bemerken noch, dass eine parallele Verschiebung des Schnitt-
raumes innerhalb der erwihnten Grenzen nicht nur die Zahlen
e, k, f sondern auch die Richtung der Kanten des Schnittes nicht
dndert. Deshalb sind zwei parallele Schnitte, zwischen welchen kein
Zelleckpunkt liegt, nicht nur isomorph nach der von V. EBERHARD
eingefiihrten Bezeichnungsweise (Mekrdimensionale Geometrie, 11,
S. 23) sondern isomorph mit parallelen einander entsprechenden
Kanten. Die Frage, ob zwei solche Schnitte vielleicht &hnlich und
dhnlich liegend seien, ist nun leicht zu beantworten. Da die Dode-
kaeder der verschiedenen Gruppen in Bezug auf die Projektions-
achse verschiedene Neigung haben, sind zwei solche parallele Schnitte
dann und nur dann &hnlich und #hnlich liegend, falls nur eine
Gruppe von Dodekaedern geschnitten wird, d.h. fiir die interme-
didren Schnitte zwischen @ und 4 (und zwischen &' und a).

6) Die Stellung 0K,

19. Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind niedergelegt in
die Tafeln IVa, IVb, V welche der Reihe nach den Tafeln II&, IIb,
IIT der vorhergehenden Betrachtungen entsprechen. Um Wiederho-
lungen zu vermeiden beschrinken wir uns bei der Besprechung
dieser neuen Tafeln auf die Punkte, welche wesentlich abweichen
von den bisher behandelten.

Die Ueberschrift @, 8, ¢, ... der Tafel IVa und die Mittelpunkts-
abstinde 83 4 15¢, 32 4 14 ¢, 30 4 14 ¢, ... sind der Rand-
schrift der Fig. 16 der ersten Abhandlung entnommen. Die erste
Reihe der Anzahlen der Dodekaeder der verschiedenen Gruppen ist aus
der dritten Kolonne (C, zweite Querlinie) der Tabelle I der ersten
Abhandlung abgeleitet. Dabei tritt aber etwas ganz besonderes auf.
Bei der in Tafel IV schematisierten Vorarbeit der Bestimmung der von
den zwolf einem Eckpunkte des Z®90 in Stellung OF| benachbarten
Eckpunkten gelieferten lkosaeder findet man, dass die einem Punkte
mit verschwindender 2z -Koordinate entsprechenden Ikosaeder in Bezug
auf den angenommenen Hauptsirahl nicht sédmtlich die némliche
Lage besitzen, sondern sich in zwei Untergruppen, eine von sechs
Tkosaedern mit der Schichtung (11222211) und eine von zwei

Verhandelingen Kon. Akad. v. Wetensch. (1* Sectie.) DL IX. D2
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Tkosaedern mit der Schichtung (3333), zerlegen; die erste dieser
beiden Untergruppen riithrt von den Punkten + 3, + 58, + 59,
die zweite rihrt von den Punkten —+ 4 her.
Die verschiedenen Ikosaederschichtungen der Tafel IVb sind teil-
weise schon bekannt. Deutet man die neuen Gruppen mit I,, II,,
. XI,, XTI, an und legt den alten Gruppen den Fussindex 1
bei, so ist der Schichtung nach

I, = VII, = III, (gelb), II, = XTI, =1, (rot), 1V, =V, (blan),
V, = VIII, (schwarz),

wihrend die Schichtungen von III,, VI,, VIII,, IX,, X,, XI,
neu sind. Von diesen ist VIII, gekennzeichnet durch die Eigen-
schaft, dass keine zwei Ikosaederpunkte die ndmliche Projektion
haben; wihrend die Projektionsachse der Gruppen III,, VI,, 1X,,
X,, XI, nach Nr. 9 in einer zwei Gegenkanten enthaltende Ebene
angenommen werden kann, ist dies also bei der Gruppe VIII, un-
moglich. Es betragen die ersten drei Abstandsverhéltnisse

im Falle II1,.... 2, 1+e 1+4e,
w oo Voo 2, 2, 1 +e,
v w IXgewn,@—1y; 42, &,

g @ e ews Lofly Le=g, B
w ow Xlp.... 4, e—1, 2.

In Verbindung mit den Schichtungssymbolen ergiebt sich hieraus,
dass die Schichtungsebenen (Fig. 3) in diesen Fillen der Reihe
nach in Parallelen zu pp,”, pp,", upy™', gpy'Y, Op'" auf der Bildebene
senkrecht stehen, wo z,’, z,", p,"!, p,'V die Mittelpunkte der Seg-
mente ¢s, 78, sv, ps sind.

Zur Deutung der Ikosaederschichtung des Ausnahmefalles der
Gruppe VIIL, betrachten wir die ersten fiinf Abstandsverhéltnisse

1te 2, 14e 1-+4e, 2.

Sind nun in der Projektion auf die Mittelebene senkrecht zur Tko-
saederdiagonale (1,12) (Fig. 6) die Eckpunkte 1 und 2 der erste und
der zweite Schnittpunkt, so ergiebt sich aus dem zweiten, dritten,
vierten und fiinften der fiinf Abstinde, dass die Ebene durch die
Eckpunkte 2, 8, 4, 5, 6 von der zweiten, vierten, sechsten, fiinf-
ten und dritten Schichtungsebene in durch diese Punkte gelegte
Parallelen a,, a4, a,, a5, ag zur Projektion der Kante (1,3) geschnit-
ten wird. Weiter bestimmt dann das erste Schichtungssegment
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1 4 ¢ die Lage der Spur g, der ersten Schichtungsebene durch
den Eckpunkt 1 und findet man, in Verbindung mit dem bekann-
ten Wert der Entfernung des Punktes 1 von der Ebene durch
2, 8, 4, 5, 6, fir den Winkel ¢ zwischen dieser Ebene und den
Schichtungsebenen

1 S
tang(p.—_—gl/250—lloe ............ 1)

Das hinzugefiigte Dodekaeder in polarreziproken Stellung wird
uns bei der Bestimmung der entsprechenden Dodekaederschichtun-
gen sogleich niitzlich sein.

20. Wir bestimmen jetzt die den Schichtungen der Ikosaeder
gruppen III,, VI,, VIIL,, IX,, X,, XI, entsprechenden Dode-
kaederschichtungen mittels der Bemerkung, dass die Geraden gp,’,
", up,™, qp,"V,. Op' der Fig. 3, welche die Ikosaedergruppen-
schichtungen kennzeichnen, der Reihe nach zusammenfallen oder
parallel sind zu den Verbindungslinien

des Eckpunktes 6 mit der Mitte des Segmentes (5, 10),

» » 3 ”» » ”» » » (4 H 5)’
» 2 3 » » » » ” (1 > 7)’
bRl 6 I ”» » » » (4 2 8) ’

der KEckpunkte 8 und 13.

Hieraus sind die Dodekaederschichtungen abgeleitet und in die
Figuren 7a, 76, T7e¢, 74, 7e niedergelegt; in diesen Figuren sind
auch wieder die Seitenzahlen der Schnittpolygone angegeben.

Die der Gruppe VIII, entsprechende Dodekaederschichtung ist
in Fig. 8 gegeben; dabei ist die Ebene pg der Fig. 6 Bildebene.
Wirklich ist die Neigung der Verbindungslinie (9, 18) durch die
Gleichung 1) bestimmt.

21. Sind die Dodekaederschichtungen richtig in die Tafel IVa
eingetragen — und diese Arbeit wird wieder erleichtert durch die
Bemerkung, dass die doppelten Mittelpunktsabstande

58 + 26 ¢, 54 4 24 ¢, 47 4 21 e, 40 + 18¢, 36 + 16 ¢,
29 + 18¢, 22+ 10e, 18 +8e, 11+ 5e¢, 7+ 3¢, 0

sich verhalten wie die Koordinaten

6+2e, 8+ 8¢, 4+2e¢, 5+¢,2+2e, 3-+e¢, 4,
l14-e 2,e—1,0
: D2*
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der Eckpunkte des Z6% in Stellung OF, (vergleiche die Randschrift
der Figur 8 der ersten Abhandlung) und kontroliert mit Hilfe der
Zahl der in den Schichten enthaltenen Eckpunkte des Z120 —, so
kann man zur Tafel V der Kantenprojektionen aufsteigen und
angeben wie die intermediiren Schnitte und die Uebergangsformen
gebildet sind, und welche die Vielkantigkeit der Eckpunkte der Ueber-
gangsformen ist. Dabei ist nur zu bemerken, dass es Kanten giebt,
welche sich als Punkte projizieren und also senkrecht stehen auf
dem als Projektionsachse verwendeten Hauptstrahle OK, des Z1%0,
Fiir die einzige sich in @ projizierende Kante is dies aus der ange-
nommenen Stellung des Z!20 einleuchtend.

¢) Die Stellung OF,.

22. Diesem Falle entsprechen die Tafeln VIe, VIb, VII.

Die in der Ueberschrift der Tafel VIa auftretenden Mittelpunkts-
abstinde stimmen mit der Randschrift der Figur 14 der ersten
Abhandlung iiberein, die erste Reihe der Anzahlen der Dodekaeder
der verschiedenen Gruppen III,, IIL,,... ist der zweiten Kolonne
(B, erste Querlinie) der Tabelle I der ersten Abhandlung entnom-
men. Auch hier tritt die Besonderheit zweier Untergruppen von
Dodekaedern mit einem sich im Nullpunkte projizierenden Schwer-
punkt auf, wie dies sich bei der in Tafel VIb schematisierten Vor-
arbeit der Bestimmung der benachbarten Ikosaeder ergibt. Von den
12 Tkosaedern der Mittelgruppe erhalten zehn das Schichtungssymbol
(ef2A2i 2 f'2¢), uwei das Schichtungssymbol (@ ¢° ¢° &').

23. Die hier auftretenden Ikosaederschichtungen I, IL,...,
VIII,, IX,, IX, sind fast alle bekannt; es ist namlich Iy = IVy =
1X; die Korperdiagonalenschichtung des Ikosaeders und

0, = V, = I11,, 1II, = VI,, VI, = X,, VI = III,,
VIIT, = IV,.

Nur die Schichtung der Gruppe IX, ist neu; ihr entspricht offen-
bar das Biischel auf der Bildebene von Fig. 8 senkrecht stehender
Ebenen, deren Spuren der Gerade Or parallel sind.

Die entsprechenden Dodekaederschichtungen sind also fiir Ig,
Iv,, T)—(3 die Schichtung (5555) parallel zweier Seitenflichen, fiir
IT;, V, die Schichtung (2424242) parallel einer Mittelebene durch
zwei parallele Kanten, fiir [Il,, VI, VII;, VI, der Reihe nach
die Schichtungen der Figuren 4¢, 74, 7a, 44 und fiir IX; die neue
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Schichtung (121222222121), wobei (Fig. 9) die in der Ebene
durch zwei parallele Kanten liegende Mittelpunktsparallele zu (4,8)
Projektionsachse ist.

24. Bei der Ableitung der in Tafel VII niedergelegten Kanten-
projektionen ergeben sich wieder sich in Punkte projizierende Kan-
ten; die Zahl dieser in den Punkt @ auftretenden Kant ist selbst-
verstindlich fiinf, da eine finfkantige Seitenfliche in a auf der
Projektionsache senkrecht steht.

In Bezug auf die Ableitung der Zahl f der Uebergangsformen
ist etwas besonderes zu erwihnen; es tritt hier zum ersten Male
die Grosse f' der in Nr. 4 gegebenen Formel f = r -+ f auf.
Bei den Uebergangsformen ereignet es sich hier ndmlich, dass der
Schnittraum bisweilen eine Seitenfliche eines Dodckaeders aufnimmt.
In diesem Falle ist, weil jede Seitenfliche zwei Dodekaedern ange-
hort, die Dodekaedernanzabl mit einer im Schnittraume liegenden
Seitenfliche bei der Berechnung von f fiir die Halfte in Rechnung
zu bringen. So ist f = 1 bei a die Halfte der Anzahl der Dode-
kaeder der ersten Gruppe und man hat fir &

.2 2
1T =2 +5410 43,

usw. Wo dieser besondere Umstand auftritt, ist die Seitenzahl der
entsprechenden Flédche iiberstrichen.

d) Die Stellung OR,.

25. In ganz derselben Weise findet man hier die einfachen
Resultate der Tafeln VIII2, VIIIb, IX. Dabei treten keine neue Schich-
tungen und iiberhaupt keine neue Bemerkenswertigkeiten auf.

Wihrend die Gruppe I, nur ein Dodekaeder enthélt, bilden die
Schnittebenen des Schnittraumes senkrecht auf OZ, mit den die
Dodekaeder der Gruppen II,, III,, IV,, V, tragenden Raumen
der Reihe nach bei II, ein Dodekaeder, bei III, ein Ikosaeder,
bei IV, ein Dodekaeder und bei V, das halbregulire gleichflichige

Polyeder (32, 60, 30), welches der Kombination (30, 60, 32)
von Dodekaeder und Ikosaeder in Gleichgewicht (Mekrdimensionale
Geometrie, 11, S. 189 und 195) polarreziprok verwandt ist. Dies
wird leicht abgeleitet aus der Schichtung der Eckpunkte des Z80
in Stellung OZ, (vergleiche Tafel X).
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II. Das Z°%.
a.) Die Stellung OE,.

26. Die in Tafel X angegebene Projektionen der 600 begren-
zenden Tetraeder, auf den gewdhlten Hauptstrahl O als Achse,
kann, unabhingig von den vorhergehenden Entwickelungen, aus
den Tabellen der ersten Abhandlung abgeleitet werden. Es gibt
die Tabelle I (Koordinatenstellung des Z%0) in der ersten Kolonne
(4, Zelldiagonale) die Entfernung 2, der 120 Eckpunkte vom
Zellmittelpunkt, wihrend aus der Tabelle 11 (Kanten des Z%00) zu
entnehmen ist, wie die Eckpunkte sich zu vieren zu Tetraedereck-
punkten verbinden. Mehr braucht man offenbar nicht.

Nachdem das Z'20 schon in der in Rede stehende Richtung
untersucht worden ist, fiihren jedoch beim Z%0 einfache Rezipro-
zitdtsbetrachtungen schneller zum Ziele. Und gerade im Falle der
Lageverhaltnisse der 600 Tetraeder des Z%° in Stellung OZ, ist
diese Reziprozitit am durchsichtlichsten. So ist wirklich Tafel X
unmittelbar aus Tafel VIII2 abzulesen, wie wir zunédchst betonen wol-
len; dabei sprechen wir, mit Unterdriickung des Wortes ,,Tafel”,
der Kiirze wegen von VIII2 und X.

Die neun Horizontalreihen und die fiinfzehn Vertikalreihen von
VIIIe gehen in die neun Vertikalreihen und die fiinfzehn Horizontal-
rethen von X iiber; dabei tauschen die Anzahlgruppen (1, 12,
20, 12, 30, 12, 20, 12, 1) und (20, 20, 30, 60, 60, 60,
20, 60, 20, 60, 60, 60, 30, 20, 20) ihre Rollen um. Be-
merkt man noch, dass die Mittelpunktsabstéinde

2 +2,3+e,1+e,2,0

der Vertikalreihen von X proportional sind zu den Schwerpunkts-
abstéinden

11 + Be, 9 + 4de, “'2*‘5",742_3",0

der Dodekaedergruppen von VIIIs vom Mittelpunkt des Z120, so ist
man vollig imstande das tragende Gitter von X zu zeichnen.

27. Wie die 600 Tetraeder des Z®0 in das nun fertige Gitter
einzutragen sind, wird vielleicht am leichtesten verstanden mittels
Tafel XI, worin VIII2 (schwarz) und X (rot) mit einander zur Dec-
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kung gebracht sind. Ist zundchst VIIIa wiederholt worden mit dieser
besondern Anordnung der Horizontalreihen, dass die Zwischenrdume
nicht mehr einander gleich sondern den Zwischenrdumen der Ver-
tikalreihen von X proportional erscheinen, so hat man weiter nur
(in Rot) auf jeder Vertikalreihe die Punkte zu verbinden, welche
schon Eckpunkte des Z120 tragen, und endlich bei jedem Punkte
des Gitters, welcher schon eine schwarze Zahl trigt, eine bestimmte
rote Zahl hinzuzuschreiben, welche folgendermassen gefunden wird.
Multiplizirt man die schwarze Zahl (z. B. den 5 der vierten Reihe
und sechsten Kolonne) mit der Zahl (12) der Reibe und dividiert
die Zahl (60) der Kolonne in das erhaltene Produkt (60), so be-
stimmt man das rote Ziffer (1), welches dem betrachteten Gitter-
punkte beizulegen ist.

28. Ist Tafel X einmal gefunden, so leitet man aus ihr die
Anordnung der Kanten und die Schnitte ab, wie dies beim Z120
geschah. Diese Arbeit ist leicht, weil das Tetraeder von einer
Ebene nur in Dreiecken und Vierecken geschnitten werden kann;
die Resultate gibt Tafel XII. Wir bemerken noch, dass die genaue
Form der Seitenflichen unmittelbar aus Tafel X abzulesen ist.
So wird (Mekrdimensionale Geometrie, 11, S. 225) der Schnitt
(12, 30, 20) begrenzt von 20 roten gleichseitigen Dreiecken und
ist dieser also ein rotes Ikosaeder ; so wird der Schnitt (72, 180, 110)
eingeschlossen von 20 orangefarbigen gleichseitigen Dreiecken, 30
gelben Rechtecken und 60 griinen gleichschenkligen Dreiecken ,
der erste Schnitt (182, 330, 200) von 60 griinen gleichschenkligen
Dreiecken, 60 blauen gleichschenkligen Trapezen, 60 indigo gleich-
schenkligen Dreiecken und 20 violetten gleichseitigen Dreiecken, der
zweite Schnitt (132, 330, 200) von 60 blauen gleichschenkligen
Dreiecken, 60 indigo gleichschenkligen Trapezen, 20 violetten
gleichseitigen Dreiecken und 60 schwarzen gleichschenkligen Drei-
ecken, usw.

Auch hier kann wieder leicht angegeben werden, welches Polyeder
die Schnittebenen des Schnittraumes senkrecht auf O, mit den
die Tetraeder einer Gruppe tragenden Réumen bei Verlingerung
zusammen einschliessen. Man findet, wieder mit Hilfe der Schich-
tung der 600 Ecken des Z120 in Stellung OR, (Tafel VIIIa) fiir die

Gruppen 1 (rot), II (orange), VII (violett) ein Ikosaeder,

Gruppe III (gelb) das schon in Nr. 25 vorgefithrte Polyeder
(32, 60, 30),

Gruppen IV (griin), V (blau) das halbregulire gleichflichige
Polyeder (32, 90, 60),
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Gruppen VI (indigo), VIII (schwarz) das helbreguldre gleichflachige
Polyeder (62, 120, 60).

Die neuen halbreguliren gleichflichigen Polyeder (32, 90, 60)
und (62, 120, 60) sind (Mekrdimensionale Geometrie, 11, S.189)
dem sechsten und dem fiinfzehnten der Archimedischen Vielflache
polarreziprok verwandt.

9. War die Bestimmung der Seitenzahl der den Schnittkorper
des Z500 begrenzenden Polygone leichter als bei Z!20, bei der Be-
stimmung der Vielkantigkeit der Eckpunkte der Schnitte, zu welcher
wir uns jetzt wenden, tritt das umgekehrte Verhiltnis ein. Aller-
dings konnen wir uns auch hier wieder auf die Uebergangsformen
beschrinken, weil die Eckpunkte der intermediéren Schnitte (ver-
gleiche Nr. 3 am Schluss) simmtlich finfkantiy sind. Aber die
von den Zelleckpunkten herrithrenden Eckpunte eines intermeditiren
Schnittes kénnen von fiinf- bis zwolfkantig sein. Denn das einem
Zelleckpunkte des Z%%0 benachbarte Ilkosaeder wird vom diesen
Punkt enthaltenden Schnittraum in einem Polygone geschnitten,
welches von fiinf bis zwolf Seiten und also auch von fiinf bis zwolf
Eckpunkte hat, und die Verbindingslinien dieser Eckpunkte mit
dem angenommenen Zelleckpunkte bilden die durch diesen Punkt
gehenden Kanten des Schnittes. Allein diese Formulierung der Frage
der Vielkantigkeitszahlen enthilt auch sogleich ihre Losung. Denn
die oben erwihnten Polygone werden unmittelbar aus Tafel VIITV
abgeleitet als die Schnitte der dort auf @ éec... projizierten Ikosae-
der mit in bestimmten Punkten — und zwar fiir das zweite, dritte,
vierte und fiinfte Ikosaeder der Reihe nach in 4, ¢, d, e — auf
dieser Gerade senkrecht stehenden Riumen. So findet man, in Verbin-
dung mit den bekannten Ikosaederschichtungen, dass die in den vier
Uebergangsformen liegenden Zelleckpunkte der Reihe nach fiinfkantig,
sechskantig, zehnkantig und sechskantig sind. Diese nicht in Tafel
XII erwihnten Resultate werden in die tabellarische Uebersicht am
Schluss dieser Abhandlung aufgenommen werden.

Die oben erhaltenen sich auf die Vielkantigkeit der Eckpunkte
des Schnittes beziehenden Resultate kénnen wieder auf verschiedene
Weisen kontroliert werden. Zunachst ist, wenn 2 und y die Zahlen
der fiinfkantigen und #kantigen Eckpunkte des Schnittes angeben

2ty=ce, b2+ ly=2k%

Und weiter ist die Zahl y im Allgemeinen entweder Null oder
der Zahl ¢’ der Zelleckpunckte des Schnittes gleich. Nur wenn die
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Gruppe dieser ¢ Zelleckpunkte sich zerlegt in Untergruppen ver-
schiedenen Charakters, welcher Fall hier noch nicht auftritt, wird
es notwendig sein fiir jede dieser Untergruppen, welche dann auch
in die Tafel der benachbarten Tkosaeder erscheinen wird, eine
eigene Vielkantigkeitszahl zu suchen.

t) Die Stellung OK,.

30. Bei der Ableitung der in Tafel XIII angegebenen Projek-
tionen der 600 Tetraeder des Z%0 auf einen Hauptstrahl OK, als
Achse aus der Tafel VI2, welche fiir die 120 Dodekaeder des Z120
in Stellung OF, das namliche leistet, begegnet uns eine Schwie-
rigkeit. Multipliziert man die Zahlen (5, 4, 8, 5, 2) der vierten
Kolonne der Reihe nach mit den Zahlen (2, 5, 10, 2, &) der
entsprechenden Horizontalreihen, so erhdlt man die Produkte (10,
20, 30, 10, 10), welche bei Teilung durch die Zahl 20 der Ko-

: . 1 311
lonne die Quotiente <§, 1, 333
tig vier ist. Hieraus ist zu entnehmen, dass die Gruppe der zwan-
z1g Tetraeder der vierten Reihe der Tafel XIII in zwei (= dem
gemeinsamen Nenner der gebrochenen Quotiente) Untergruppen von
zehn 'Tetraedern zerlegt werden muss, welche Untergruppen, ob-
gleich sie die ndmliche Schwerpunktsprojektion besitzen in der
Projektion ihrer Eckpunkte von einander verschieden sind. Aus der

liefern, deren Summe rich-

bekannten Mittelpunktsentfernung des Schwerpunktes, %(11 —+ 5e)

nach dem Masstabe der Ueberschrift der Tafel XIII, findet man
dann weiter, dass man zwischen den beiden in Fig. 10 vorge-
fiihrten Anordnungen zu wihlen hat und von diesen ist dann, wie
sich aus den Tabellen der ersten Abhandlung ergiebt, die zweite
die wirkliche. Wie Tafel X111 anzeigt, wiederholt sich die Zerlegungs-
notwendigkeit der Gruppen in Untergruppen mit gemeinschaftlicher
Schwerpunktsprojektion sehr oft, ist aber jedesmal die Zahl der
Untergruppen zwei.

Bei der Ableitung von Tafel XIV aus Tafel XIII ist nur zu
bemerken, dass die beiden Untergruppen von 10 und 2 Dodekae-
dern, welche zusammen die Mittelgruppe von Tafel VI& bilden, sich zu
einer Gruppe mit den auf (/, m, #, 0, p, ¢) fallenden Produkte (10, 30,
10, 20, 20, 30) vereinen, wihrend die bei der Vielkantigkeit der
Zelleckpunkte zu betrachtende Mittelgruppe von zwolf Ikosaedern
sich umgekehrt in zwei Untergruppen von zehn und zwei Ikosaedern
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zerlegt, wie 'Tafel VIb zeigt, woraus hervorgeht, dass zehn der
zwolf Zelleckpunkte achtkantig, die beiden iibrigen zehnkantig
sind.

c¢) Die Stellung OF,.

31. Bei der Ableitung der Projektionen der 600 Tetraeder des
7% auf einen Hauptstrahl OF als Achse aus Tafel IVa haben wir
wieder die oben schon heschriebene Schwierigkeit der Zerlegung
der Gruppen in Untergruppen zu bekémpfen. Wie Tafel XV
zeigt, ereignet es sich hier sogar, dass eine Gruppe, die Mittel-
gruppe, sich in dre: Untergruppen zerlegt.

Die Konstruktion der Tafel XV gibt zu keiner Bemerkung
Anlass. Ebenso wenig die Ableitung der Tafel X VI, welche wieder
die Kantenprojektionen und die Charaktere der Schnittpolyeder ken-
nen thut, und die Berechnung der Vielkantigkeitzahlen. Nur mag
noch betont werden, dass in Tafel XVI die iiberstrichenen Seiten-
flichen wieder erscheinen und die Mittelgruppe der acht benachbarten
Ikosaeder sich in zwei Untergruppen von sechs und zwei Ikosaedern
zerlegt.

d) Die Stellung OR,.

32. Diesem letzten Falle entsprechen die Tafeln XVII und XVIII,
von welchen die erste aus Tafel 1I» abgeleitet werden kann. Dabei ist
es nicht nur die Mittelgruppe sondern sind es auch zwei in glei-
cher Entfernung von der Mitte liegende Gruppen, welche in drei
Teile zerfallen. In diesen der Reziprozititsanwendung innewohnen-
den Schwierigkeiten geben die Tabelle der ersten Abhandlung immer
sichere und zuverldssige Auskunft.

Auch hier mag wieder angewiesen werden, welche Polyeder die
Schnittebenen der die Tetraeder einer Gruppe tragenden Raume
mit dem Schnittraume senkrecht auf OR, bilden. Man findet, wie-
der mit Hilfe der Schichtung der Ecke des Z!20 in Stellung OF
(vergleiche Tafel IIa), der Reihe nach bei der Gruppe mit
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4 Tetraedern . . (4, 6, 4) ein 1. Tetraeder,
12 ’ .. (8,18,12) ,» 1. Pyramidentetraeder,
24 - .. (14, 36, 24) ,,  Pyramidenhexaeder.
12 ” .. (8,18,12) , I. Pyramidentetraeder,

4 ” .. 4, 6, 4) ,, T. Tetraeder,
24 " .. (14, 36, 24) ,, 1. Hexakistetraeder,
12 i .. (8,18,12) , T. Pyramidentetraeder,
12 . .. (14, 24, 12) ,, 1. Triakistetraeder,

4 ” .. 4, 6, 4) ,, 1. Tetraeder,
24 " .. (14, 36, 24) ,, Pyramidenhexaeder,

4 ' .. 4, 6, 4) ,, T. Tetraeder,
12 » .. (8,18,12) ,, 1. Pyramidentetraeder,
12 ” .. (8,18,12) ,, I. Pyramidentetraeder,
12 ” .. (14, 24,12) ,, 1. Triakistetraeder,
24 ” .. (14, 36, 24) , Pyramidenhexaeder,
24 ” .. (14, 36, 24) ,, T. Hexakistetraeder,

4 " .. (4, 6, 4) ,, 1. Tetraeder,
12 ” (B85 18, 18) ,, 1. Pyramidentetraeder,
12 3 .. (14, 24, 12) ,, L. Triakistetraeder,
24 » .. (14, 36, 24) ,, 1. Hexakistetraeder,
24 » .. (14, 36, 24) ,, 1. Hexakistetraeder,

6 ” .. (8,12, 6) ,, Hexaeder,
24 ” .. (14, 36, 24) ,, T. Hexakistetraeder,

usw.

Die Ableitung dieser Formen liefert keine Schwierigkeit, wenn
die bei der Schichtung der Eckpunkte des Z'20 in Stellung O,
auftretenden polarreziproken Polyeder bekannt sind; weil diese
Polyeder in der dritten Abhandlung in Bild erscheinen werden,
erértern wir diesen Punkt hier nicht weiter.

III. Tabellarische Uebersicht der Resultate.
33. Wird ein Schnitt vom Symbole
ac ....(P,Q, R) aPpy ...
gekennzeichnet, so soll dies aussagen, dass das Schnittpolyeder von
6 Vielecken mit @« Seiten, 4 Vielecken mit ¢ Seiten, usw. be-

grenzt wird, P Eckpunkte, Q Kanten, R Seitenflichen hat und
dass durch @ von den Eckpunkten 2 Kanten, durch J von den
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Eckpunkten 7 Kanten gehen, usw. Diesem Schnitte irgend eines
der beiden Zelle Z120  Z600 jst dann der Schein

afoyd ... (R, Q,P) ac".

des andren polarreziprok verwandt, welcher von 3 Vielecken mit
a Seiten, J Vielecken mit 7 Seiten, usw. eingeschlossen wird,
B Eckpunkte, @ Kanten, P Seitenflichen zihlt, wihrend & der
Eckpunkte a-kantig, & der Eckpunkte c-kantig sind, usw. Weil
diese Scheine sich unmittelbar aus den Schnitten ablesen lassen
beschrinken wir die tabellarische Uebersicht der Resultate auf die
Schnitte.

Zur leichteren Orientirung der Schnittstelle lassen wir dem Sym-
bole einer Uebergangsform die entsprechende Buchstabe des betref-
fenden Hauptstrahles, dem Symbole eines intermedidren Schnittes
die Buchstaben der beiden benachbarten Uebergangsformen voran-
gehen.

34. Die Schnitte des Z'%°

a) Stellung 0E,.

@b 34(4, 6, 4) 34 i..831246512612(56, 96, 42) 332 424
Do, 34(4, 6, 4) 3 ik .3448512724(88, 132, 46) 388
Be oo 3464(12,18,8)312 k ...34524012(64,102,40) 352412
C o 3464(12,18 8)312 B..... 512 628(76, 114, 40) 376
ed. ... ... 45 68(24, 36, 14) 324 I ... .. 512 628(76, 114, 40) 876
d........ 45 68(24, 36, 14) 324 Im .312628812(100, 150, 52) 3100
de ....A126886(48,72,26)348 m ..312412628(76, 126, 52) 352 424
e ....3%412610(36,60,26)324412 | my.412512616812(100, 150,52)3100
ef oo, 34622 (48, 72, 26) 348 n.e... 512628(76, 114, 40) 376
Foii, 51261040, 60, 22) 340 no 34512616 712(84, 126, 44) 384
fg 512 610(40, 60, 22) 340 0 ...34524616(72 114, 44) 360412
g 512 610(40, 60, 22) 340 op .312632812(108,162, 56) 3108
gh ...412610712(64,96, 34) 364 p ..312412632(84 138, 56) 360424
h....3%412618(52,84,84)840412 | py 412512620812(108,162, 56)3108
i ..316612818(88 132, 46)388 g ... 524 620 (78, 120, 44) 37246
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b) Stellung 0K,.

ab ... 3243(6, 9, 5) 36
beoore 3243(6,9, 5) 36
be ...... 366283(18,27,11)318
e 3665(15,24,11) 31243
od .. ..... 4865(18,27,11) 318
d........ 4865(18,27,11)318
de...... .45611(30,45,17) 330
€ 48 611(30, 45, 17) 330
ef ...36456289(42,63,23)342
Foin, 364968(30,51,23) 318412
g ... A356614(42, 63,23) 342
g.... ..51268(36,54,20)336

gh .. 455868 76(48,72,26)848
h. .324556612(42, 66, 26) 336 46
bi..... 32 43 624 (54, 81, 29) 354
i 4356618(50, 75, 27) 350
ik .3124356818(74, 111, 39) 374
k...435661286(62, 99, 89)350 412
k1 .4156127686(74 111, 39)374
7 ....42161276(62, 99, 39) 350412
Im 364651271289(36,129,45) 386
m.312512667659(80,128,45) 374 46

mn. 3126187689 (86, 129, 45) 386
n ....38518615(62 99 89)8350412
no. .38 5662786 (86,129, 45) 386
0..3648512621(71, 114, 45) 350421
op 48512 615 712(86,129,45) 386
2.48512615712(86, 129, 45) 386
pg 824551269718(90,185,47) 8%
g -3251262176(78,117, 41)878
gr 324851269718(90,185,47) 390
r .3848512621(79 117, 47)854418
rs..365662986(90,185,47)3%
P 512629 (78,117, 41) 378
st .3656623712(90, 185, 47) 3%
¢..364656629(78,128, 47) 356 412
tu 36465126871289102,158,53)3 102
w .3543512626(78,128,47) 366412
wv..4351262676(90,185,47) 8%
v. . 4352461476 (84,129, 47) 37848
ow 3124362676812(114,171, 59)3114
w312435126208696(102,159,59)3904.12
wz 4195126208696(114,171, 59) 3114
z ...42462686(96,150, 56) 384 412

¢) Stellung OF,.

ab ... .. .. 4552(10,15,7) 810
b, 4552(10,15, 7) 310
be....31085102(30,45,17) 3%
¢, 3105265(20, 35, 17) 310 410
ed....... 51265 (30, 45, 17) 830
d....... 51265 (80, 45, 17) 330
de..... 455261540, 60, 22) 340
e..... 455261540, 60, 22) 340

ef ..3104552815(60,90, 32) 360
f..8104105261040, 70, 32) 320420
fg . .4551261085(60,90, 32) 360

Geeaanns 512615 (50, 75,27) 8%
gh 319510 65819102(70,105,37) 370
%.310510615102(60, 95, 37) 350 410
ki . .41625102(70,105,87)370
i....410512615(60, 95, 37) 350410
ik.410512615810(90, 185,47) 390
k310410 52 625(70, 115, 47) 350 420
k1.31052625810(90, 185, 47) 39
I..... 512 625 (70, 105, 37) 870
Im 310512610815(90,135,47) 89
m.31045512620(70, 115, 47) 350 420
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mm 45512620 710090, 135, 47) 39

n 45522610 710(85 130,47) 38045
no 4551262071090 ,'185, 47) 39
0.\, 51263080, 120, 42) 380
op 410512620810(100,150,52) 3100

p.31041052630(80, 130, 52) 360 420
pg 32052610710820(120,180,62)3120
g.310512620710(90,140,52) 380410
gr 4195106207101 02(100,150,52)3100
r.4205126101010(80,180,52) 360 420

d) Stellung OR,.

PRI 512(20, 30, 12) 320
ab......... 512(20, 30, 12) 320
b..... ...512(20, 30, 12) 320
be .. ... $201012(60, 90, 32) 360
C il 320 512(30, 60, 32) 450
ed...... 512620 (60, 90, 32) 360
d...... 512620 (60, 90, 32) 360
de ...... 512 620(60, 90, 32) 360

Bt 5 2md a0 512 620(60, 90, 82) 360
ef 4306201012(120, 180, 62) 3120
f...820430512(60, 120, 62) 460
fg 820512880120, 180, 62) 3120

g .. 512630(80, 120, 42) 88
gh . ....512630(80,120,42) 3%
hoo.... 512630(80, 120, 42) 3%

35. Die Schnitte des Z%°.

a) Stellung OE,,

ab. .. ... ... 320(12, 30, 20) 512
B, 320(12, 30, 20) 512
be ....380430(72 180,110)57
€ 360(32, 90, 60) 512 620

ed . .3140480(182,330,200) 5132

d...... 3140(72, 910, 140) 550 1012
de . .3140460(189 330, 200) 512
PR 380(42,120, 80) 512 630

b) Stellung 0K,.

ab. . ..... 330 45(22, 55, 35) 522
boueeenn.. 330(17, 45, 30) 512 6°
be .. ... 360 420 (59130, 80) 552
o 360 (32, 90, 60) 522 710

ed ....3100440(99 930, 40)5%
d....3100430(89 910,130)580102
de ...3100440 (92 930,140)5%
e....3110420(77 905, 130) 572105

ef ..3120450(112,280,170) 5 112
f....8120410(73 900, 130) 562910
fg ..3130455(122, 305, 185) 5122
g....8130425(92 245 155)532810
gh . .3150 485142, 855, 215) 5142
h...810415(92 955,165)5821010
ki . 3150465142, 855, 215) 5142
i . 31404200992 950,160) 580810102
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c¢) Stellung OF .

....... 33849 (30, 75, 47) 5%
....... 34243(26, 69, 45) 524 92
..... 850 415 (42, 105, 65) 542

e 3%6(30, 84, 56) 52486 |

.. 880430(79.180,110)57%
...... 39246 (54,150, 98) 548106
.. .3104442(96 940, 146)5%
..8104418(79 192, 122) 566 96
..8110445(102, 255, 155) 5102
..8110427(84,919,187) 57886

f7 .. .81245 (114, 285, 178) 51
g....334%(105,270,167)5'210°
gh .. .31%45(126,815,191)5'
hoo... 31%49(78, 219, 143) 5% 912
Ji .. .3"64% (138, 845, 209) 5%
i....39243%(114,300,188)51%10°
ik .. .3%24% (144, 360,218) 5%
B o...83124%(114, 300, 188) 51%10°
Bl .. .3124% (144, 860,218)5'
7.8%%4% (104,282, 180)5% 10°12?

d) Stellung OR,.

............ 34(4, 6,4) 3¢
....... 3% 412(36, 90, 56) 5%
......... 3%2(28, 78, 52) 52 9*
...... 3% 424 (60, 150, 92) 5%
........ 3%(42, 120, 80) 5% 10°
...3%24%(84,210,128) 5%
........ 3% (48,1838, 92) 5% 81
...8164%8(108, 270, 164) 51

e ....316412(79 198, 128) 5% 8"
ef .. .31 4% (1382, 830,200)5% -
£ ....81%0412(84, 234, 152)5™ 9
.. 81248 (144, 360, 218) 54

g ...31904%2(124, 324, 202) 512"
.. 81245 (144, 360, 218) 54
hooo.. 8192 45 (84, 240, 158)57 1012

36. Schlussbemerkungen. Die tabellarische Uebersicht der Schnitt-
resultate bleibt in einem Riicksicht bei den Tafeln zuriick: aus den
Tafeln liest man ab, wie die von den verschiedenen Gruppen be-
grenzender Dodekaeder und 'Tetraeder herrithrenden Seitenflichen
bei paralleler Verschiebung des Schnittraumes in einander iibergehen,
was den Nrn. 34 und 35 nicht so leicht zu entnehmen ist.

Im ganzen treten

bei Z120
,, Z800

. Schnittpolyeder auf.
Bei Z'20 findet man nur ein einziges von Dreiecken eingeschlos-
senes Schnittpolyeder, 3%; bei Z80 giebt es deren neun, némlich

34, 320’ 330, 352’ 356, 360’

... 80 4 44 4 32 + 15
8 4 16 + 20 + 15

121,
59

380 , 3140,
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von welchen 350 in den beiden Stellungen OZ; und OK von 7600
angetroffen wird.

Von den 15 Scheinen von Z%% in Stellung O, werden 13 nur
von Dreiecken, die beiden iibrigen nur von Vierecken begrenzt.

Will wman zu den wirklichen Formen der Schnittfiguren aufstei-
gen, so reichen die hier erhaltenen Resultate noch nicht aus, muss
man vielmehr noch zweierlei bedenken. Zunéchst muss man fiir
jede der acht Schnittreihen tun, was hier nur geschah fiir die vier
Reihen der extremen Stellungen OZ,, OR,: die Polyeder bestim-
men, welche eingeschlossenen werden von den Schnittebenen des
Schnittraumes it den die Grenzpolyeder einer jeglichen Gruppe
tragenden Réumen. Sind diese Polyeder bestimmt, so miissen die
Schnittpolygonen in ihren wirklichen Lagen in die Seitenflachen
dieser Polyeder hineingezeichnet werden. Dieser Gedanken soll in
der dritten Abhandlung fiir einzelne Schnittpolyederreihen verwirk-
licht werden. Dort wird sich dann ergeben, ob zwei Schnitte mit
dem namlichen Symbole — wie z.B. die Schnitte (Z7'2°, OF,, o),
(2120, OR,, g) mit dem Symbole

512 630 (80, 120, 42) 380 —

nur allomorph (Mekrdimensionale Geometrie, 11, S. 28) oder aber
auch isomorph sind, usw.

Auch wenn diese Arbeit fiir die simtlichen acht Schnittreihen
erbracht wire, wiirde das Thema dieser Schnitte und Scheine noch
nicht ganz erschopft sein. Um nur noch einen 'Punkt zu streifen
bemerken wir, dass es nur noch wakrscheinlichk ist aus den hier
gegebenen Entwickelungen, dass das Polyeder (120, 180, 62) fiir
Z'20 und das Polyeder (144, 860, 218) fiir Z500 den Schnitt mit
der grossten Eckpunkten- und Seitenanzahl bildet; vielleicht
wiirde die Entscheidung dieser Frage zu neuen Problemen Anlass
geben.



PHSCHOUTE. Regehuiissige Schnitte und Projektionen des 120-zelles und 600 zelles im vierdimensionalen Raume.
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PH SCHOUTE. Regelmassigee Schnitte und Projektionen des 120-zelles und 600-zelles im vierdimenssionalen Raume. Tafsl II
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Lage der begrenzenden Dodekaeder des Z**° in Stellung OF,,. Lage der Nachbartkosaeder des 7 °°in Stellung OR,.
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PH SCHOUTE. Regelmassige Schnitte und Projektionen des 120 -zelles und 600-zelles im vierdimensionalen Raume. Tafel 111.
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PH.SCHOUTE. Regelméssige Schnitte und Projelktionen des 120 - zelles und 600-zelles imn vierdimensmalen Raumne .

Tafel IV.
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PHSCHQUTE. Regelmaissige Schmtte und Projektionen des 120-zelles und 600-zelles 1m vierdimensionalen Raume.

lafel V.
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Verhand. Kon. Akkadermie v- Wetensch. 1€ Sectie DLIY.
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PH.SCHOUTE. Regelméssige Schnitte und Projektionen des 120-zelles und 600-zelles un vierdimensionalen Raume. Tafel VI
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PH SCHOUTE. Regelmassige Schnitte und Projektionen des 120-zelles und 600-zelles im vierdimensionalen Raume. Tafel VII.

a b ¢ d e f g NI L kL m o v o
; 5 ; 1 i { |
10
20 .
10 20
10 ' 20
10 10 20
20 20
0 | 20 20
10 20
2
- |20
10 |
3 -
3 | 2
~ : 30
S 20
3 "
10
20
20
10
10
All&]emoine Formel. der intermedidren. Schnitte B - 2e f= Loz 20
10
B 20
0
L o
i
10
| - ! N - o 20
L2 10 30 | 30 40 60 60 7. 70| | 90 _ 90 a0 90 90 100 120 100
- ks 45 ! 45 60| 90 90 | 105 105 135 1135 | 135 135 435 450 180 | 150
8 Lf 7 laz | a7 22 32 52 37 37_. a7 | 47 47 47 47 52 62 52
§ | 2 5 10 5 | ; 3
I L5l 4 1.8 6 6 8 4 L] 5 1
R, 10 5|6 g 4 8 é 5 3
g; ) e 5 5 5 10 10 5 51 3 ]
Y |5 ; L 4 4 8 6 6, 6 6 8 4 4
"l 3 E: P 8 6 8 G 5 5 3
;f‘ 101 3 4 6 8 6 8 6 & 8 6
‘5\ 10| ; . % G 5.1 7 8 7 7
= (|10 P — ; 5 | 5 8 6 8 6
sz 5 5 5 s 10
Lo | 4 6 5
10 | ) 3 4
e5 w0 2o 40 0 _ 60 40 70 70 70 580 80 490
- k5 15 35 4 70 5 95 g 11h 115 130 %a 1 130
ol fd4 7 g 17 2 2 7 37 7 47 37 47 5 2 3
Sl2 5 5 s 5 |
Y L5 4 6 4 ;
ﬁ 10 i 3 5 GG g 5
X 2 § : - 5 1;0 5 5 5 53
RS T R A i 6 g 6 %
'i",: 10 3 5 G 6 6
: 10 3 4 6 6 6 4
3 Lo ' 4 5 7 __la 6 7 5
& (10 3 5 g G 6
S 2 5 5 5 0
|10 | 4 5 5
10 } . 1 4
Zelleckp.s 10 w020 i g0 20 10 30 20 0 530 30 20 20
Lage der Kanten des 2w Stellung OF, und Schnitte .
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Tatel VIIT

Schnitte und Projeltionen des 120-zelles und 600-zelles im vierdimensionalen Raume.
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PHSCHOUTE. Regelmassige Schnitte und Projektionen des120-zelles und 600-zelles im vierdimensionalen Raume. Tafel [X.
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Lage der Kanten des Z*7in Stellung OR,, und Schnilfe.
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PHSCHOUTE RegelmassigeSchnitte und Projektionen des120-zelles und 600 zelles imvierdimensionalen Raume.  Tafel X.
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Verhand Kon. Akadernie v-Wetensch. 1€ Sectie DI IX. JBijtel, lth PIMalder; impn Lietden.



PHSCHOUTE Regelméissige Schnitte und Frojektiomen des120 zelles und 600-zelles im vierdimensianalen Raume. Jifel XI
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PH.SCHOUTE. Regelmdssige Schnitte und Projektionen des 120-zelles und 600-zelles mvierdimensionalenFaume. - afel XII
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Verhand. Kon. Akaderrme v-Wetensch. 1€ Sectie DI. IX. JBytel it BT Maldertryr-Lelden.



PHSCHOUTE. Regelméissige Schnitte und Hrgjektionen des 120 zelles und 600-zelles imvierdimensionalen Kaume . Tafel XTI
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Lage der bqqren%enden Tetraeder des 7 °°°in Stellun\g OK,.
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PH SCHOUTE. Regelmassige Schnitte und Projektionen des 120-zelles und 600-zelles im vierdimensionalen Raume. Tatel X1V,
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Lage der begrenxenden Telracder des 2 °tn Stellung OF,.
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PHSCHOL "TE RegelmassigeSchmtte und Frojektionen des 15’0%;_’]{65 und 600zelles i 17’@1‘(1[111011_.«3/0113/@1 Raume. Tatel XVI
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Lage der Kanterv des Z°°° i Stellung OF, und Schnitte.
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Tatel XVIL

PHSCHOUTE FegelmiissigesSchmitle und Frojektionen des120-zelles und 600 zelles im vierdimensionalen Raue.
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Lage der begrenxenden etraeder des 7 *°“in Stellung OR,.

Verhand Kon_Akadernie v-Wetensch. 1£Sectie DI IX.
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PHSCHOUTE Regelméissige Schnitte und Projektionen des120-zelles und 600-zelles 1m vierdimensionalenfaumne. Tl XVIL

a b c d 4 g h
b P ; |
12
12 -
24 e
12 24
12 24
N 12 12 ]
12
8 12
ﬁ P
o 24
© 2
S 12
' 24
A@Famp]dmz'ﬂm Schmitte Ic=,2ip f= 2042 72
12
2
24
12
12
e 4 26 98" 60 42" 84 48" 108 72 132 = ATV "y
k& 90 78 i30 120 210 1 270 19 330 4 360 240
- 56 52 92 8 128 9. 164 12 200 152 218 20 218 15
1
41 3
12 4 3 3 _
| 24 3 3 4 3 3
12 3 3 3 4
4 3 3 3 B
24 3 4 3
12 3.3 3 3 4
3 3 3 3 &
4 3 13 3 3 3 3
24 3 3 4 3 3
4 3 3 3 3 3 3
12 3 3 3 4
12 4 4 3 3
3 3 3 3 3
| 24 2 3 4 3 3
24 3 3 3 4 3
4 3 3 3 13 3 3
12 4 % 4 4 ;
12 3 3 3 3 3 3
3 4 %*_4____3
24 3 3 33 3
& 4 14 4 4
| 2% 3 4
24 3 3 3
12 32 B 3 3
12 g 3
4 3 3
= —
N 4
Lage der Karder des 7 °°° in Stelluny OR,und Schnitte.
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