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1. In der erilten Abhandlung, welche 1894 unter dem näm­
lichen Titel in den Verhandelingen dieser Akademie erschien, 
entwiekelte ieh zunäehst die vier regulären Koordinatenstellungen 
der beiden Zelle Z120 und ZSOO mit der Absieht aus diesem Mate­
riale die regulären Schnitte nnd Projektionen dieser beiden Extra­
polytope abzuleiten. Bei der Auswertung dieser Anwendung der 
genannten Vorarbeit beschränkte ieh mich aber nuf Zentralschnitte 
und senkrechte Parallelprojektionen ; jetzt will ich, diesen engeren 
Standpunkt vetlassend, mehr allgemein die regulären Parallelschnitte 
und Zentralprojektionen volführen. Teilweise ist diese Ergänzung 
schon geliefert worden, zunächst von Fl'au A. STOTT, der · dl'itten 
'fochter des berühmten englischen Mathematikers BooLE ("On cer­
tain series of seetions of thc regular fourdimensional hypersolids", 
Verhandelingen diesel' Akademie, 1900), welche die Güte hatte mir 
ihre Modellensammlung in Bild zuzuschieken, und naehher von mil' 
selbst (Mehrdirnen8ionale Geometrie, II, Leipzig, Gösehen, 1905). 
Was hier gegeben wird solI aber eine mehr systematische Behand­
lung des ganzen Materials bilden; in einer dl'itten Abhandlung will 
ieh dann - sei es aueh nur für einen 'feil der erhaltenen Resul­
tate - gallz leiehte Konstruktionen von parallel-perspektivischel1 
Bildern entwickeln. 

Dl" 
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2. Es handelt sich bei jedem der beiden Zelle Z120 und Z600 

um nicht weniger als acht Reihen dreidimensionnler Körper, ,- vier 
Reihen' von Schnitten und viel' Reihen von Scheinen . Versteht man 
unter 0 den Zellmittelpnnkt ulld unter Eo, Ko, Fo, Ro der Reihe 
nach irgend einen Eckpnnkt, eine Kantenmitte, einen FJächenlllittel­
punkt und einen Grenzraummittelpllnkt, so stehen die Räume der 
Reihen paralIeler Schnitte senkrecht auf den Geraden Oho, OKo' 
OFo' ORo' welche Zelldiagonale , erste. zweite, dritte Querlinie und 
sämtlich Hauptstrahlen heissen, während die Punkte Pe , Pk , Pr, P ,_ 
dieser Geraden die Zentra und Räume senkrecht auf OEo' OKo' OFo, 
ORo die Bildräume der Scheinenreihell bilden. · Die Untersuchnng 
der sechszehn Polyederreihen reduzirt sich aber sofort anf die Hälfte. 
Denn es lässt sich beweisen, dass irgend eine Zentralprojektion des 
Z120 (oder Z600) mit der Polfigur eines bestimmten Schllittes ei nes 
bestimmten Z600 (oder Z120) in Bezug anf eine bestimmte Kugel 
identisch ist. Ist V der Mittelpunt -nnd OH irgend ein Haupt­
strahl eines der beiden Zelle, ist der Raum R~ in M senkrecht zn 
OH der Schnittraum nnd P der Schnittpunkt irgelld einer Kante AB 
dieses Zelles Z, ist der Kreis Ic der Schnitt irgend eines Kugel­
ramnes U\11 (J ols Zentrnm mit der Ebene dnrch OH und P, welche 
llnsere Rildebene (r'ig. 1) bildet, ist p die Polare von Pin Bezug 
auf Ic !lnd sind S und Q die Pole von P M nnd PS I so projiziel't 
der in p ZUl' Bildebene senkrechte Raum Rp die Seitenfläche Ol. {3 
des in Bezng auf den Kugelraum zu Z reziproken Zelles Z', welclle 
den Schnitt der zu A und B reziprokell Grel1zräume R" ulld Ru 
bildet, aus dem Punkte 8 auf dem Raum Rd als die in Q ZUl' 

Bildebene senkrechte Ebene, nnd bildet dies Ebene Eq clie Polare 
des Punktes P in Bezug auf die Schnittkugel des RaUlnes R .• mit 
dem angenommenen Kugelraume. Deshalb ist die Projektion von Z' 
aus 8 auf RH reziprok verwRndt mit dem von Rs in Z bestimm­
ten Schnitte in Bezug auf die letztgenannte Kugel und ist die 
Scheinenreihe von Z ' mit Hinsicht auf jeden der Haupstrahlen OEo' 
OKo' UFo, ORo bekannt, sobald es die Reiben von Schnitten von 
Z mit Hinsicht auf jeden der Hauptstrahlen ORo' UFo, OKo' Oh'o 
dieses Zelles sind: Also können wir uns, ohne die AUgemeinheit 
zu beeinträchtigen, zu den acht Reihen von Schnitten beschl'änkell. 

3. Diedrei kennzeichnenden Zahlen e, Ic,! der Eckpunkte, 
Kanten, Flächen eines Schnittes hangen immer mittels der bekann­
tcn Eulerschen }'ormel zusammell; denn die sämtlichen Schnitte 
von Z120 und Z600 sind überall konvex und deshalb Eulersche 
Körper. Reschränkt mail sich anf den Fall, wo der SchnittrRUlll 
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keinen Eckpunkt des Zelles enthält, d. h. schaltet man für einen 
Augenhlick die sogenannten "Uebergangsformen" aus, so waltet sogar 
zwischen e, Ic, 1 noch eine zweite BeziellUng ob, welche sich jedoch 
bei Z120 und ZIiOO verschieden ge stalt et. Man findet nämlich 

Ic = ~ e bei Z120 ~md Ic = ~ e bei Z600. Denn die Seitenflächen 

der beiden Zelle enthalten reguläre Polygone, d. h. jedes vom Schnitt­
mum geschnittene Polygon liefert eine Kante und zwei Eckpunkte 
des Sehnities. lst f.J. die Zahl dieser Polygone, so hat man also 
nebst f.J. = Ic entweder 2 f.J. = 3 e oder 2 f.J. = 5 e, je naehdem 
durch jede Kante drei oder fünf Gl'enzkörper gehen, d. h. je nach­
dem entweder Z120 oder Z600 geschnitten wird. Bei den interme­
diären, keinen Zelleckpunkt ellthaltenden Schnitten genügt es also 
schon eine einzige der drei Zahlen e, Ic, 1 zu kennen . 

Die hervorgehobene besondere Eigenschaft der intermediiiren 
Schnitte wird anch hierdurch gekennzeichnet, dass ihre Eckpunkte 
hei Z120 sämtIich dreilcantig, bei ZSOO sämtlich lünllcantig sind. 
Diese Bernerkung wird uns später nützlich sein. 

4. Wil' weisen jetzt in allgemeinen Zügen an, wie man jede 
der drei kennzeichnenden Zahlen e, Ic, 1 an und fiir sich bestim­
men kann. Naturgemäss zerfällt die Arbeit diesel' Bestimmung in 
zwei Teile. Zunächst ist den 'l'abeliell der ersten Abhandlung zu 
elltuehmen, wie die Eekpunkte der beiden Zelle sieh auf jeden der 
Hauptstrahlen OEo, OKo' OFo, ORo projizieren, und anzugeben; 
wie diese Eekpunkteprojektionen Bieh zn zweien zu Kantenprojek­
honen. zu fÜllf oder Zll drei zn Seitenflächenprojektionen , zu zwan­
zig oder zu vier .Zll Grenzkörperprojektionen vereinen. lst diese 
Vorarbeit erledigt - und hierallf kommen wir später zurüek -, 
so findet man jede der drei Zahlen e, Ic, 1 als Summe zweier 
Summanden, von welehen der Ietztere nul' bei Uebergangsformen 
auftritt; man hat nämlieh die ·Formel 

e = Ic + e', Ic = 7 + Ic', 1 = r + f', 
wo die drei gestriehenen Grössen e' , Ic' , I im Sehnittraum liegende 
Elemente des Zelles angeben nnd die überstriehenen Grössen Ic, 7, 
r anwelsen, wieviel Kanten, Flächen, Räume des Zelles gesehnit­
ten werden. 

Will man auch die Natur der 1 Seitellfläehen des Sehnittes ken­
nen lernen, so hat man zu untersuehell, wie jede der r vom Sehnitt­
ranrne getroffenen Grenzkörper gesehnitten wird; ist einmal bekannt , 
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wieviel Dreiecke, Vierecke, Fünfecke, usw. sich unter den f 
Flächen vorfinden, so führt auch die Bemerkung, dass 2k die 
Summe der Seitenzahlen dieser Polygone bildet, ZUl' Kentnis von 
k. Es hat sich gezeigt, dass diese A bleitung der Zahl k wirklich 
die bequemere ist; al80 ist die zweite der obigen Formel nicht 
verwendet worden. 

In der tabellarischen Uebersicht der Resultate, welche diese 
Abhandlung ahschliesst, werden wir auch die Vielkantigkeit der 
Eckpllnkte der Schnitte in Betracht ziehen. Auf diesen Punkt kom­
men wir später zurück. 

Nach diesen einführenden Betrachtungen wenden wir UIIS ZUl' 
Behandlung der verschiedenen Reihen von Parallelschnitten. 

a) Die Stellong OEo' 

5. Aus der vierten Kolonne (lJ, dritte Querlinie) der rrabelle I 
(Koordinatenstellung des ZSOO) der ersten Abhandlung leiteten wir 
die Schichtung 

(4,4,6,12,12,12,4,12,4,12,12,12,6,4,4) 

der Eckpunkte des 2 600 in Bezug auf Ollo ab, welche ZUl' Kon­
struktion des Schlegelschen Diagrammes des ZSOO (A-feltrdilllenaionale 
Geometrie, IJ, Fig. 75) verwendet wurde. Mittels Polarisation in 
Bezüg auf eillen konzentrischen Kugelraum ergiebt sich, dass die 
] 20 begrenzellden Dodekaeder des Z120 in Bezug auf einen OEo 
dieses Zelles gelagert sind in fünfzehn Gruppen mit der Eigenschaft, 
dflss die Dodekaeder der nämlichen Gruppe in Projektion auf diesen 
OEo identisch sind und die Zahlen der Dodekaeder diesel' Gruppen 
eben dUl'ch obige Eckpunkteschichtung angegebell werden. Hiermit ist 
nicht nul' die erste Zahlenkolonne von Tafel IIa gefunden sondern 
aueh bewiesen, dass die verschiedenen Gruppen von Dodekaedern, 
welchen wir nach Frau STOTf bestimmte Farben zuweisen, bei 
Verlängerullg der Schnittebenen des Schnittraums mit den die Dode­
kaeder tragenden Räumen der Reihe nach ein rechtes 1) Tetraeder 
ein linkes 'retraeder , einen W ürfel, ein recht es rrrifikistetraeder, 
ein linkes Pyramidentetraeder, ein rechtes Pyramidentetmeder, ein 

I) Die hier gegebene Unterscheiding .rechts" nnd "links" hat nur relativen Wert. 
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recht es Tetraeder , ein Rhombendodekaeder, usw. einschliessen, wie 
dies auf der Tafel angegehen ",ird. Wir bemerken nun sogleich, 
daas diese Körper in der gefundenen Stellung zwei verschiedene 
Drehungsgruppen zulasser. , die Drehungsgruppe der W ürfeldiago­
nalen mit der Periode drei und die Drehungsgruppe der Oktaeder­
diagonalen mit der Periode zwei lVierergruppe) und dies daher 
auch mit sämtlichen Parallelschnitten des Z120 in Bezug auf OEo 
der Fan sein muss. 

6. Die Lage der 120 begrenzenden Dodekaeder des Z120 mit 
Hinsicht auf den Hauptstrnhl OEo wird in Tafel lIa von den star­
ken Strichen angedeutet. Dahei ist die horizontal angenommene Linie 
OEo in fünfzehn, den Gruppen von Dodekaedern entsprechenden 
Lagen wiederholt worden und geben die vertikàlen Linien mit der 
Ueherschrift 

a, b, ... . , 0, p, q , p', 0', . . . , b' , a' 

die Stellen an, wo die Eckpunkte des Z120 sich auf OEo proji­
ziereil. Die Abstände aq, lnJ, . . , pq diesel' Projektionen vom 
Zellmittelpunkte 0 sind der letzten Kolonne (F, Zelldiagonale) der 
'fabelle In (Koordinatenstellung des Z120)_ oder, wenn man will, 
der Randschrift von Fig. 19 - der ersten Abhandlung entnommen. 
In dieser Weise gieht Tafel lIa an, dass sich von den zwanzig 
Eckpunkten irgend eines der vier Dodekaeder der ersten Gruppe 
der Reihe nach 1, 3, 6" 6, 3, I Eckpunkte auf die Vertikal­
linien a, b, c, d, e, f lagern, was dem Sym bole (a bS c6 rJ6 eS f) 
entspricht, und dass dieses Symbol für die zweite Gruppe übergeht 
in (b cS rJ6 !J6 lts 't), für die dritte in (c2 d4 e2 rllt 2 i 4 k2), usw. 

- 7. Die fünfzehn Lagen del' begrenzenden Dodekaeder, welche in 
Tafel Ua bildlich vorgeführt werden, können ganz systematisch abge­
leitet werden aus der 'fabelle Il der ersten Abhandlung, welche 
für jeden Eckpunkt des Z600 die zwölf durch Kanten mit ihm 
verbundenen , oder - wie wir ahkürzend sagen wollen -. ihm 
benacltbarten Eckpunkte kennen tut. Denkt man sich nämlich · bei 
jedem Eckpunkte A (Fig. 2) des Z600 das Ikosaeder der zwölf 
benachbarten Punkte Bi und polarisiert dieses Ikosaeder in Bezug 
a uf die konzentrische K ugel mit Mals Mittelpnnkt und V AM. M 0 

. als Radius, woM nnd 0 die Mittelpunkte des Ikosaeders und 
des Z600 sind, so erhält man die 120 begrenzenden Dodekaeder des 
Z120, in welchen unsrer Z600 übergeht mittels Polarisation in Bezug 
auf den Kugelraum mit 0 als Mittelpunkt und V 4. O. MO als 
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Radius, llnd nun ist aus der mit den Tabellen I und II der ersten 
Abhandlung ge geb enen Schichtung der 7.wölf Eckpunkte des Iko­
saeders unmittelbar die Schichtung der zwanzig Eckpunkte des 
entsprechenden Dodekaeders zu finden . Denn die Projektion der 
Eckpnnkte des lkosaeders bestimmt die Lage dies es Körpers in 
Bezug auf die Projektionsachse und a)so auch jene des entsprechen­
den Dodekaeders, usw. 

8. ZUl' Bestimmung der Lage der 120 den Eekpunkten des 
Z600 benachbarten Ikosaeder greifen wir ZUl' vierten Kolonne (lJ, 
dritte Querlinie) del' rrabelle I zurück, wo die Koordinate fVl der 
mit dem Hauptstrahle DEo des Z120 und dem Hauptstrahle DRo 
des Z600 zusammenfallenden Projektionsachse der Schichtung ent­
spricht. Es vergegenwärtigen sodann die Eckpunkte 

+1, +5, ~c25, +7, +13, +2, +15, +16 

mit den Abscissen 1) 

+ (7 + 3 e), + (5 + 3 e), + (6 + 2 e), + (4 + 2 e), 
+ (3 + e), + (l -t e), + 2, 0 

die fünfzehn möglichen Fälle, welche in Tafel Ub niedergelegt si nel. 
Dabei ist dann wieder das Ergebnis (a 3 b3 c3 rfd) des ersten .Falies 
abgeleitet aus der rratsache, · dass die zwölf Nachbarpunkte 

29, -30, 31, 32, 41, -42, 43, 44, 53, -54, 55, 56 

des Punktes 1 (siehe die rrabelle II der ersten Abhandlung) sich 
nach ihren wt-Koordinaten in die vier Gruppen 

(29, 41, 53), (32, 43, 56), (31, 44, 55), (-30, -42, -54) 

mit den Koordinatenwerten 

7 + 3 e, 5 + 3 e, 6 + 2 e, 4 + 2 e 

zerlegen lassen, usw. 

9. Die fünfzehn Gruppen 1,11, "" VIII, VII', ... , H', l' 
der rrafel IIb bilden sämtlich nul' sechs von einander verschiedene 
Ikosaederschichtungen. Denn die den Fnrben Rot, Orange, Violett 

') Auch hie~ steht e wieder für \15. 
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entspreehenden Schichtungen (3, 3 , 3, 3) sind insofern identisch , 
dass die Projektionen einander ähnlieh sind ulld deshalb in dell 
drei Gruppen I, II , VII und die mit ihnen symetrisch liegenden 
Gruppen I', lI', VII' die Projektion des Hauptstrahles Ollo des 
Z600 auf den Raum des lkosaeders in Rezug anf das Ikosaedel' 
die nämliche ist, obgleich dieser Hau ptstrahl mit jenen Räumen 
verschiedene Winkel bildet. Vnd diese sechs verschiedene Ikosaeder­
lagen halten nun hierin mit einandel' wieder gleichen rrritt , dass 
die Projektion des Hauptstrahles Ollo des Z600 immer auf eillen 
Hauptstrahl OKo des Ikosacders senkrecht steht und a.lso in der 
Ebene der zwei paralleIen Gegen kanten liegt , welche diesen Haupt­
strahl OKo senkrecht kreuzen. Bei den Schiehtungen (3, 3, 3, 3) 
und (2, 2,4, 2, 2) der Gruppen I, H, VII und III (gelb) ist 
dies einleuchtend; denn hei (3, 3, 3, 3) sind die Schnittebellell 
zweien Seitenflächen des Ikosaeders parallel, nnd bei (2, 2, 4, 2, 2) 
enthält die Mittelebene des Parallelebenenbüschels viel' Eckpnnkte 
und also zwei Gegenkanten. Für die vier iibrigell Fälle betrachte 
man nun an der Hand der senkrechten Projektion der Ikosaeders 
auf eine Mittelebene durch vier Eëkpunkte (Fig. 3) die vonden 
fiinf im Eckpunkte p zusammenstossenden Seitenfläehen gebildete 
reguläre Pyramide mit der sieh in die Gerade qa1" projizierenden 
Gl'undebene, wo der Scheitel p der erste Eckpnnkt der Schiehtung 

. ist und die zweite Punktenzahl der Schicbtung nun notwendig 
von der Grnndebene herrührt. Ist diese zweite Zahl 2, so muss 
die Verbindungslinie diesel' zwei Punkte notwendig eille Ikosaeder­
kante sein und kann für ihr die in q auf der Bildebene senk­
rechte Kante angenommen werden, worallS dann hervorgeht, dass 
die Schnittebenen bei den Gruppen VI (indigo) und VIII (schwarz) 
auf der Bildebene senkrecht stehen. Ist diese zweite Zahl wieder 
1, so ist diesel' zweite Eckpunkt irgend ein Eckpunkt der Grund­
ebene, z. B. l' und rührt nun die dritte Punktcnzahl der Schich­
tung ebenfalls von der Grundebene her ; weil diese Zahl in den 
übrigen Fällen IV (grün) und V (blau) zwei ist, muss die Verbill­
dungslinie der elltsprechenden Eckpunkte in a auf der Bildebene 
senkrecht stehen. Also ist hiermit der gesuchte Beweis geliefert. 

10. Mittels Betrachtung der A bstandsverhältnisse der parallel en 
Spuren der ersten vier Schichtungsebenen auf der Grundebene der 
fiinfseitigen Pyramide, deren Scheitel p in der ersten Schichtungs­
ebene liegt, bestimmen wir jetzt die Spuren diesel' Ebenen auf 
der Bildehene der Figur 3 für jeden der vier Fälle IV, V, VI, 
VIII. Es betragen nach Tafel Ub die ersten drei A bstände 
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lm Falle IV (grün) ..... 2 e-l, 2 

" " 
V (blau) ..... e - I, 2 , e+ 1 

" " 
VI (indigo) .. . 2 e + 1, 2 

" " VIII (schwal'z) .. e + 1, 2 e-i 

Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den Schichtungszahlen 
sofort , dass die erste Schichtungsebene für die vier verschiedellen 
Fälle der Reihe nach in n/, pJll, pplIl, pplV senkrecht steht auf 
der Bildebene , wenn die Punkte pI, pil, plTI, p IV in r 8 q mittels 
der Beziehungen 

bestimmt sind. Es geben a\so die Lote aus 0 auf pq, pr,nl , PiP, 
ppIII, ppIV für die sechs verschiedenen Fälle çlie Projektion des 
Hauptstrahles ORo des Z600 auf den Raum des Ikosaeders an. 

11. Zur Bestimmung der seohs entsprechenden Dodekaeder­
schichtungen polarisieren wir (Fig. 8) das betrachtete Ikosaeder mit 
Hinsicht auf die Kugel, welche 0 zum Zentrum und VOs. Ot zum 
Radius hat, im Dodekaeder, welches in roter .Farbe in die .Figur 
eingetragen ist. Es entsprechel1 dann den zwanzig Eckpunkten 
] , 2, . . . , 20 dieses Dodekaeders die zwanzig Seitenflächen I, II .. . , 
XX des Ikosaeders. Dabei wird der auf der Seitenfläche X senk­
recht stehende Hauptstrahl OFo des Ikosaeders zum mit (0,10) zusam­
menfallenden Hauptstrahle OEo des Dodekaeders, während der auf 
pr . senkrechte Hauptstrahl OKo des Ikosaeders füI' das Dodekaeder 
ein Hauptstrah1 OKo bleibt. Weit er wird der Charakter der vier 
übrigen Dodekaederschichtungen durch die Bemerkung beherrscht, 
dass die Geraden ppl, PjP, pplII, ppIV der Reihe nach den Geraden 
(1,8), (10,3), (4,13), (3,6) parallel sind . Wir betrachten jetztjeden 
der sechs möglichen FalIe an sicb. 

Falll = Fall II = Fall VII. Die Schichtung in Bezug auf 
die Körperdiagonale ist (i, 3, 6, 6, 3" 1) ; die fünf Abstände 
der auffolgenden Schichten verha1ten sich WIe 

e-l,2, e+l,2, e-l. 

FallIII . Die Schichtung in Bezug auf die erste Querlinie ist 
(2, 4, 2, 4, 2, 4, 2); die sechs Abstände der auffolgenden 
Schichten verhalten sich wie 

e + 1, 2, e -t- 1, e + 1, 2, e + 1. 
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Fatt IV. Die Dreiecke p rpI und (l, 2, 8) sind änhlich und 
ähnlich liegend. Denn aus der Schichtung (5, 5, 5 » 5) folgt zunächst, 
dass die Punkte 6, 2, 8 in eiuer zu q 8 r paralleien Gerade liegen, 
d. h. es ist nicht nur (1, 2) zu p r sondern uuch (2, 8) zu r Jl 
parallel, während ausserdem RUS 

(8,2): plr = 2 : 3 + e, (1,2): p r = 2 : 3 + e 

die Proportionalität der urn den gleichen Winkeln (pr, rpI) nnd 
1(1,2), (2,8) I liegen den Seiten folgt. 

Die der Spurrichtung (1,8) entsprechende Schichtung des Dode­
kaeders (Fig. 4°) ist (2212332122); die neun A bstände der auf­
folgenden Schichten verhalten sich wie 

2, e - 1, 2, e + 1, 2, e + 1, 2, e - 1, 2 

Fall V. Die Dreiecke p 8 plI und (3, 4, 10) eind ähnlich und 
entgegengesetzt ähnlich liegend , wie die Beziehungen 

P 8 : 8 pIl = 2 : e + 1, (3, 4): (4, 10) = 2 : e + 1 . 
beweisen. Die der Spurrichtung (3, 10) entsprechende Schichtnug 
(Fig. 4b

) ist (2231221322) rnit den Abstandsverhältnissen 

e+l, 2, e+l, 2, e-l, 2, e+l, 2, e+l. 

Fal! VI. Man hat 

(10, 13): (p, 10)­
( 4, 1 0) : (1 0 , plll) = 

(l0, 13): (5, 6) = 2: e + 1 , 
ra 8q= 2:e+1. 

Deshalb sind die Geraden pplll und (4, 13) parallel. Die der 
Spurrichtung (4, 13) entsprechende Schichtung (Fig. 4C

) ist 
(1232222321) rnit den Abstnndsverhältnissell 

2, e + 1, e + 1, 2, e + 1, 2, e + 1, e + 1, 2. 

Fall VIII. Hier ist 

(1 , 6) : pq = (1, 6) : (3, 14) = (13, ü) : (13, 14) = e - I : e + 1, 
(3,1): qplv=(3,1): rq =( 2,1):( 2, q)=e-l:e+l. 

Also sind die Dl'eiecke (l, 3, 6) nnd fj plV P ähnlich nnd 
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entgegengesetzt ähnlich liegend , nnd deshalb IplV nnd (3, ()) 
parallel. Die der Spurrichtung (3, 6) entsprechende Schichtung 
(Fig. 4d

) ist (1221.242]221) mit den Abständsverhältnissen 

e-1, 2, e+1, 2, e+l, e+1, 2, e+l, 2, e-l. 

In jeder der viel' Figuren 4", 4 /1
, 4c, 4[; ist auf einer Parallele 

ZUl" Projektionsachse die Seitenzahl der Polygolle der intermediären 
Schnitte nnd Uebergangsformen allgegebeu worden; dies wird uns 
bei der Bestimmnng der Kantenzahl der Seitenflächenpolygonen des 
Schnittpolyeders nützlich sein. 

12. Ist einmal gefullden, wie die Dodekaedergruppen sich auf 
den gewählten Hauptstrahl OBo des Z120 projiziereu , so erhält mRn 
leicht ihre genane Lage mittels der be~amlten Abstandsvel'hältnisse. 
Dabei kann noch die Bemerkung nützlich sein, dass die Schwer­
punkte der Dodekaeder sieh auf diesen Hauptstrahl in Punkte pro­
jizieren, deren Mittelpunktsabstände sich wie 

7 + 3e, 5 + 3e, 6 + 2e, 4 + Ze, 3 + e, 1 + e, 2, 0 

verhalten , was hieraus hervorgeht, dass die 120 Dodekaederschwer­
pnnkte die Eckpunkte eines Z600 in Stellung OBo bilden. Hat man 
z. B. gefunden, dass die Eckpunkte der Dodekaeder der ersten 
Gruppe sich in der 'rafel lIa in a, b, c, d, e, f projizieren nnd die 
Projektion des Schwerpunktes a180 die Mitte der Strecke cd ist, 

d. h. VOIl Mittelpunkt 0 die Entfernung 47 ~ 21e = ~ (7 + 3e)2 

hat, so werden die Abstände der übrigen Schwerpunktsprojektionen 

1 1 
20 + ge, IS + Se, 2(29 + 13e), 9 + 4e'2(1l + 5e), 

~(7 + 3e), 0 

sem, d. h. die se Projektionen liegen in 

el, 9, hi, 11ll, no, op, q, 

wenn el die Mitte der Strecke el andeutet, usw. Achtet man 
nun auf die bekannten Abstandsverhältnisse der Schichtungspnnkte, 
so ist es schon nicht mehr mäglich sich zu in·en. 
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Ausserdem gibt es noch andere Kont.rolehülfsmittel, deren wil' 
zwei erwähnen, ein allgemeines und ein besollderes. 

13. Das allgemeine Hülfsmittel besteht darin, dass man für jede 
Schicht untersucht, ob die Sllmm~ der Dodekaedereckpunkte wirklich 
das vierfnche der Anzahl der in der Schichte liegen den Zclleckpunkte 
bildet, welche letztere Anznhlen aus · der Kolonne F der rrabelle 
III der ersten Abhandlnng hervorgehen. So muss in der Schicht e 

4 X 3 + 6 X 2 + 12 X 2 

das vierfache von 12 bilden. Diese Bedingung wird für jede Schicht 
der rrafel Ilo. erfüllt. 

Das besondere Hülfsrnittel stützt sich auf der 'l'atsache, dass die 
Projektion des Hauptstrahles OEo auf irgend ein begrenzendes Dode­
kaeder zu einem Hauptstrahle OKo dieses Körpers senkrecht ist. 
Hieraus geht nämlich hervol' , . rlass man sieh sämtliche Dodekaeder 
mittels Drehung um den Hauptstrahl, welche Projektion~achse der 
Schichtungen ist, auf irgend eine als Hildebene zu verwendende 
Ebene durch diesen Haupstrahl senkrecht gestellt denken kann. 
Ist nun (Fig. 5) der Masstab der Projektion a, IJ, c. . .. so ge­
wählt, dass die Sehnc Al BI des über aa' geschlagenen Kreises, 
welche sich in af projiûert, in Länge dern Körperdiagonale des Dode­
kaeders der vier .Figuren 4", 4/J, 4/, 411 gleich kommt, wird sodann 
urn q als Zentrum mit dem aus q auf Al BI gefällten Lote qffl1 
als Radius den Schnittkreis des Inkugelraums des Zl20 mit der 
Bildebene beschrieben, werden weiter auf diesem Kreise die Punkte 
M2' Ma, .... ,Ma bestimmt, welche sich in den Schwerpunkts. 
projektionen der Gruppen I1, lIl, ... , VIII projizieren und. in 
diesen Punkten an diesern Kreise die Tangente I1, lIl, ... , VIII, 
gezogen, so sind die sieh der Reihe nach auf bi, cic, dn , gq, ho' , 
in', Ir projizierenden Segmente A2B2' AaRa, ... , AaBs dieser Tan­
genten die Projektionen der Dodekaeder der Gruppen 11, 111, ... ,' 
VIII nuf die Bildebene. Vnd nun findet man, dass die Segmente 
AIBI ' A2B2' .. . , AaBa mit den von den vertikalen Linien auf 
sie eingeschnittenen Punkb'eihen genau die in den Figuren 3, 4a, 

4b
, 4c

, 4d gefundenen Pnnktschichtungen liefern. 

14. Aus Tafel Ilo. wird nun leicht die in Tafel III angegebene 
Kantenprojektion abgeleitet. Dabei sind die Kanten in zwei Grup­
pen eingeteilt. Zunächst sind die Kanten eingetragen, welche in 
Projektion nur ein Segment ab, bc. '" des Hauptstrahles über-
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decken , sodann die Kanten dg, eh, ... , welche sich in Projek­
tion über zwei oder mehrere Segmente erstrecken; nnr die Kanten 
der zweiten Gruppe liefern Eckpunkte der sogenannten Uebergangs­
formen. In Berechnungsweise der Anzahlen stimmen beide Gruppen 
mit einander überein; deshalb .können wir mit einem einzigen 
Beispiele vollstehen. Wir wählen die Kante hle. 

Die Kante hlc tritt scheinbar bei der dritten, vierten , fünften 
nnd sechsten Dodekaedergruppe auf; denn die beiden Punkte h 
und Ic des Hauptstrahles trageu in rrafel IIa Eckpunktenprojektionen 
der Dodekaeder dieser vier Gruppen . Weil die sich in h und Ic 
projizierenden Eckpunkte bei der dritten und der füuften Gruppe 
aber nicht durch Kanten verbunden sind und ltlc, wie die Figuren 
4" und 4c zeigen, Projektion ist von zwei Kanten jedes der 12 Dode­
kaeder der vierten nnd von einer Kante jedes der 12 Dodekaeder 
der sechsten Gruppe, so ist 

1 
die Zahl der Kanten hlc = "3 (2 X 12 + 1 X 12) = 12, 

wobei der Faktor. ~ von der Tatsache herrührt, dass jede Kante 

des Z120 in drei verschiedenen Dodekaedern liegt. 

15. Ist die Lage der Kantenprojektionen in der angegebenen 
Weise tabellarisch dargestellt, so können die drei kennzeichnenden 
Zahlen e, Ir, f von intermediären Schnitten und Uebergangsformen 
unmittelbar bestimmt werden. Wir zeigen dies mit zwei Beispie­
len an. 

lJer intermediäre 8chllitt zwiachen h und I. Der Schnittraum 
begegnet 88 Kanten, nämlich: 

36 hi, 4fi, 24gi, 12 hlc, 121tl; 

also ist e = 88. 
Es werden im ganzen 46 Dodekaeder geschnitten; denn eine 

vertikale Linie zwischeu lt und i trifft auf Tafel IIa die Dodekaeder 
der Gruppen 1I, lil, IV, V, VI, also 4 + 6 + 12 + 12 + 12 = 46 
Dodekaeder; deshalb ist f = '6. 

Es bestimmt der Schnittraum in dcn Dodekaedern der Gruppen 
II, lIl, IV, V, VI der Reihe nach Dreiecke, Achtecke, abermals 
Achtecke , Sechsecke und Dreiecke. Also wird der Schnittkörper 
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von sechszehn Dreiecken, zwölf Sechsecken, abhtzehn Achtecken 
eingeschlossen, und ist 

~ (16 X 3 + 12 X 6 + 18 X 8) = 132 

die Kantenzahl, d. h. man findet k = 132. 

Kontrole liefern die Beziehungen Ic = ~ e, f = ~ e -t- 2. 

De?' UeberfJanfJsform h, Der Schnittranm enthält 24 Zelleckpunkte 
und begegnet 4 Kanten /i und 24 Kanten fJi; deshalb ist e = 52. 

Es werden nach Tafel Ha die Dodekaeder der Gruppen 1I, lIl, 
IV, V geschnitten; also hat der Schnitt 4 + 6 + 12 + 12 Seiten­
ftächen, d. h. man findet f = 34, 

Der Schnittraum bestimmt in den Dodekaedern der Gruppen, 
Il, lIl, IV, V der Reihe nach Dreiecke, Sechsecke, abermals 
Sechsecke ,und Vierecke; derhalb wird das Schnittpolyeder von vier 
Dreiecken, zwölf Viereeken, achtzehn Sechsecken eingeschlossen, und ist 

~ (4 X 3 + 12 X 4 + 18 X 6) = 84 

die Kantenzahl, sIso k = 84. 

Kontrole liefert nur die Eulersche Formel. 

16. Die Bestimmung der Vielkantigkeitszahlen der Eckpunkte 
des Schnittpolyeders liefert keine Sch wierigkeit. Einerseits fanden 
wir schon (vergleiche Nr. 3 am SchLllSS), dass sämtliche Eckpunkte 
der intermediären Schnitte dreikantig sind; derhalb können wir 
uns weiter auf die Uebergangsformen beschränken. Andererseits 
ergiebt sieh aber sofort , dass die von den Zelleckpul1kten herrüh­
renden Eekpunkte des Sehnittpolyeders ent weder dreikantigóder 
vierkantig sind; denn einem Zelleckpunkte A des Z120 sind vier 
Eckpunkte Bi ben ach bart und das reguläre 'l'etraeder diesel' vier 
Eckpunkte Bi wird von der Schnittehene des dieses _Tetraeder tra­
genden Raumes mit dem Schnittraume ent weder in einem Dreieck 
oder in einem Viereek gesehnitten. Werden die Zahlen der drei­
kantigen und vierkantigen Eckell der Uebergangsform durch flJ und 
!I angedeutet, so tut Lösung der beiden GLeiehungen 

flJ + !I = f. 3 flJ + 4!1 = 2 Ic 
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nach [C nnd !/ den Wert dieser Grössell kennen, d. h. man hat 

[C =- 2 (2 f - Ic), !/ = 2 Ic - 3 f. 

Die letztere Grösse, welche (vergleich meine Mehrdimens'lO'Ilale 
Geometrie, Il, S. 56) als "Grad der }'lächensingularität" des Po­
lyeders geiten kalln, kann verschwinden; in diesem FalIe kommt 
der Uebergangsform das Charakter des intermediärcn Schnittes zu. 
Verschwindet !/ aber nicht - nnd diese .sieben J!'älle sind auf 
'rafel In mit einem Sternchen bezeichnet -, so ist diese Zahl 
entweder der Zahl e' der im Schnittraum liegen den Zelleckpunkte 
gleich oder man hat!/ < e'. lm Falle!/ = e' sind sämtliche ün 
Schnittraume liegende Zelleckpunkte gleicher Natur; fiir!/ < a' teilt 
sieh die Gruppe dieser e' Punkte in Untergrnppen, wie sich ~päter 
auch zei gen wird. 

Die Zahlen a: und !J sind nicht auf Tafel III angegeben; sie 
werden in die tabellarische Uebersicht der Resultate am Schluss 
diesel' Abhandlung erscheinen. 

17. Es führt }'ig. 5 zn einer leichten Berechnung der Winkel 
"1 ' "2' .. ·,"s welche von dem Hanpstrahle abc . .. mit den Räu-
men del· Dodekaedel' .der Gruppen I, I1, ... , VITI gebildet 
werden. Man findet zunächst 

Al Ml 2 = ~ (56 + 24 e) (9 + 3 e) = 6 (7 + 3 e) (3 + e), 

MI q2 = (28 + 12 e)2 - 6 (7 + 3 e) (3 + e) = 
(14 + 6e)(47 + 21 e). 

Also ist 

MI q = 2 (9 + 4e)v·2. 

Deshalb hat man 

1 _ 
cos al = S (3 + e) V 2, 

1 -
cos "2 = SeV2, 

1 _ 
cos ag =2V2, 

1 
cos "4 = "8 Cl + e) V2, 

1 _ 
cos "5 = 4" V 2, 

1 --
cos "6 = 8" (- 1 + e) V 2, 

1 _ 
cos"'r = "8 (3 - e) V 2, 

cos as = o. 
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18. Bei einer paralleien Verschiebung des Schnittraumes ändern 
die Zahlen e, lc, f des Schnittes sich selbstverständlich nicht, so 
lange nicht eine Zelleckpunkte aufnehmende Lage des Schuittraumes 
erreicht wird; eben deshalb heissen die den letzteren Lagen des 
Schnittraumes entsprechenden Schnittpolyeder "Uebergangsformen". 
Wir bemerken noch, dass eine paraUele Verschiebung des Sehnitt­
raumes innerhalb der erwähnten Grenzen nicht nul' die Zahlen 
e, lc, f sondern aueh die Riehtung der Kanten des Schnittes nicht 
ändert. Deshalb sind zwei parallele Schnitte, zwischen welchen kein 
Ze1leckpunkt liegt, nicht nul' isomorph nach der von V. EBERHARD 
eingeführten Bezeichnullgsweise (Meltrdime1lsionale Geometrie, II, 
S. 23) sondern isomorph mit paralleien einander entsprechenden 
Kanten. Die Frage, ob zwei solche Schnitte vielleicht ähnlicb und 
ähnlich liegend seien, ist nun leicht zu beantwortell. Da die Dode­
kaeder der verschiedenen Gruppen in Bezug auf die Projektions­
achse verschiedene N eigung haben, sind zwei solche paralIele Schnitte 
daIlIl und nul' dann ähnlich und äbnlich liegend, faUs nur eine 
Gruppe van Dodekaedern geschnitten wird, d. h. für die interme­
diären Schnitte zwischen a und b (und zwischen b' und a'). 

b) Die Stellung OKo' 

19. Die Ergebnisse dieser Untersuebung sind niedergelegt in 
die '11afeln IVa, IVb, V welche der Reihe nach den rfafeln Ua, IIb, 
III der vorhergehcnden Betl'Rchtungen entsprechen. Um Wiederho­
lungen zu vermeiden bescbränken wir uns bei der Besprechung 
dieser neuen 'fafeln auf die Punkte, welche wesentlich abweichen 
von den bisher behandelten. 

Die Ueberscbrift a, b, C, ... der Tafel IVa und dieMittelpunkts­
abstände 33 + 15 e, 32 + 14 e, 30 + 14 e, ... sind der Rand­
schrift der Fig. 16 der ersten Abhandlung entnommen. Die erste 
Reihe der AnzahJep. der Dodekaeder der verschiedenen Gruppen ist aus 
der dritten Kolonne (C, zweite Querlinie) der Tabelle I der ersten 
Abhandlullg abgeleitet. Dabei tritt aber et was ganz besonderes auf. 
Bei del' in Tafel IVb scbematisiertell Vorarbeit der Bestimmung der von 
den zwölf einem Eckpunkte des Z600 in Stellung OFo benachbarten 
Eekpunkten gelieferten Ikosaeder findet man, dass die einem Punk te 
mit versehwindender zI-Koordinate entsprechendeu Ikosaeder in Bezug 
auf den angenommenen Hauptstrahl nicht sämtlich die nämliche 
Lage besitzen, sondern sieh in zwei Untergruppen, eine von secbs 
Ikosaedern mit der Schichtung (11222 211) und eine von zwei 

Verhandelingen Kon. Akad. v. Wetenseh. (1 0 Sectie.) Dl. IX. D 2 
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Ikosaedern init der Schichtung (3333), zerlegeu; die erste dieser 
beiden Untergruppen rührt von den Punkl:en + 3, + 58, + 59, 
die zweite rührt von den Punkten + 4 her. 

Die verschiedenen Ikosaederschichtungen der Tafel IVb sind teil­
weise schon bekannt. Deutet man die neuen Gruppen mit 12, II2' 
. . . XI2, XI2 an und legt den alten Gruppen den Fussindex 1 
bei, so ist der Schichtung nach 

12 = VII2 = lUl (gelb), II2 = XI2 = Tl (rot), IV2 = VI (blau), 
V2 = VIIIl (schwarz), 

während die Schichtungen von IU2, VI2, VIII2, IX2, X2, XI2 
neu sind. Von diesen ist VIII2 gekennzeichnet durch die Eigen­
schaft , dass keine zwei Ikosaederpunkte die nämliche Projektion 
haben; während die Projektionsachse der Gruppen III2' VI2, IX2, 
X2, XI2 nach Nr. 9 in einer zwei Gegenkantel1 enthaltende Ebene 
angenommen werden kann, ist dies also bei der Gruppe VIII2 un­
mäglich. Es bet ragen die ersten drei A.bstandsverhältnisse 

lm Falle II12 · ... 2, 1 + e, 1 + e, 

" VI2· ... 2, 2, 1 + e, 

" " 
IX2 .... e-l, 3 + e, 2, 

" " X2··· . 1 + e, 1+ e, 2, 

" " XI2·· .. 4, e-l, 2. 

In Verbindung mit den Schichtungssymbolen ergiebt sich hieraus, 
dass die Schichtungsebenen (Fig. 3) in diesen Fällen der Reihe 
nach in Paralleien zu PP2I, PP21I

, UjJ2
IIl

, QP2 IV
, OpIV auf der Bildebene 

senkrecht stehen, wo P2 I, P21I
, P2 III, P2 IV die Mittelpunkte der Seg­

mente qa, ra, al1, p8 sind. 
Zur Deutung der Ikosaederschichtung des Ausnahmefalles der 

Gruppe VIII2 betrachten wir die el'sten fünf Abstandsverhältnisse 

1 + e, 2, 1 + e, 1 + e, 2. 

Sind nun in der Projektion auf die Mittelebene senkrecht zur Tko­
saederdiagonale (1,12) (Fig. 6) die Eckpunkte 1 und 2 der erste und 
der zweite Schnittpunkt, so ergiebt sich aus dem zweiten, dritten, 
vierten und fünften der fünf Abstände, dass die Ebene durch die 
Eckpunkte 2, 3, 4, 5, 6 von der zweiten , vierten , sechsten, füuf­
ten und dritten Schichtungsebene in durch diese Punkte gelegte 
Paralleien a2 , aa' a4 , a5 , as zur Projektion der Kante (1,3) geschnit­
ten wird. Weiter bestimmt daun das erste Schichtungssegment 
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1 + e die Lage der SpUl' al der ersten Sehiehtungsebene dureh 
den Eekpunkt 1 und findet man, in Verbindung mit dem bekann­
ten Wert der Entfernung des Punkte!:'! 1 von der Ebene dureh 
2, 3, 4, 5, 6, für den Winkel q> zwisehen dieser Ebene und den 
Sehiehtungse benen 

1 
tang q> ="5 V250 - 110 e. . . . . . .. .. .. 1) 

Das hinzugefügte Dodekaeder in polarreziproken Stellung wird 
uns bei der Bestimmung der entspreehenden Dodekaedersehiehtun­
gen sogleieh nützlicb sein. 

20. Wir bestimmen jetzt die den Sehiehtungell der Ikosaeder 
gruppen 1II2' VI2 , VIII2 , IX2 , ~, XI2 entsprechenden Dode­
kaederscbiebtungen mittels der Bemerkung, dass die Geraden PP2 I, 
PfJ2 Il

, UP2 III
, QP2 IV

, Op IV der Fig. 3. welche die Ikosaedergruppen­
sehiehtungen kennzeichnen, der Reibe naeh zusammenfallen oder 
parallel sind zu den Verbindungslinien 

des Eekpunktes 6 mit del' Mitte des Segmentes (5, 10), 

" " 
3 

" " " " " 
(4, 5), 

" " 
3 

" " " " 
(1, 7), 

" 
6 

" " " " " 
(4, 8), 

der Eckpunkte 8 und 13. 

Hieraus sind die Dodekaedersebiehtungen abgeleitet und in die 
Figuren 7a , 76 , 7c, 7d , 7e niedergelegt; in dies en Figuren sind 
R.uch wieder die Seitenzahlell der Sehnittpolygone angegeben. 

Die der Gruppe VIII2 entspreehende Dodekaederschichtung ist 
in Fig. 8 gegeben; dabei ist die Ebene pq der Fig. 6 Bildebene. 
Wirklieh ist die N eigung der Verbindungslinie (9, 18) dureh die 
Gleichung 1) bestimmt. 

21. Sind die Dodekaederschichtnngen richtig in die Tafel IVa 
eingetragen - und die se Arbeit wird wieder erleichtert durch die 
Bemerkung, dass die doppelten Mittelpunktsabstände 

58 + 26 e, 54 + 24 e, 47 + 21 e, 40 + 18 e, 36 + .16e, 
29 + 13 e, 22 + 10 e, J!:l + 8 e, II + IS e, 7 + 3 e, 0 

sieh verhalten wie die Koordinaten 

6 + 2 e, 3 + 3 e, 4 + 2 e, 5 + e, 2 + 2 e, 3 + e, 4, 
l+e,2,e-l,0 

D 2* 
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der Eckpunkte des Z600 in Stellung OFo (vergleiche die Randschrift 
der Figur 8 der ersten Abhandlung) und kontroliert mit Hilfe der 
Zahl der in den Schichten enthaltenen Eckpunkte des Z120 -, so 
kann man zur rrafel V der Kantenprojektionen aufsteigen ulld 
angeben wie die intermediären Schnitte und die Uebergangsformen 
gebildet sind, und welche die Vielkantigkeit der Eckpunkte derUeber­
gangsformen ist. Dabei ist nur zu bemerken, dass es Kanten giebt, 
welche sich als Punkte projizieren und also senkrecht stehen auf 
dem als Projektionsachse verwendeten Hauptstrahle OKo des Z120. 
Für die einzige sich in a projizierende Kante is dies aus der allge­
nommenen Stellung des ZI20 einleuchtend. 

c) Die Stellung OFo• 

22. Diesem Falle entsprechen die Tafeln Vla, Vlb, VII. 
Die in der Ueberschrift der rrafel Vla auftretenden Mittelpunkts­

abstände stimmen mit · der Randschrift der Figur 14 der erstea 
Abhandlung überein, dü~ erste Reihe der Anzahlen der Dodekaeder 
der verschiedenell Gruppen lIl}, 1112" .. ist der zweiten Kolonne 
(B. ersteQuerlinie) der rrabelle I der ersten Abhandlung entnom­
men. Auch hier tritt die Besonderheit zweier lJntergruppen von 
Dodekaedern mit einem sich im N ullpunkte projizierenden Schwer­
pllnkt auf, wie dies sich bei der in Tafel Vlb schematisierten Vor­
arbeit der Bestimmung der benachbarten Ikosaeder ergibt. Von den 
12 Ikosaedern der Mittelgruppe erhalten zehn das Schichtungssymbol 
(ef2 h2 i 2 h'2 1'2 e'), zwei das Schichtungssymbol (dl g5 d'). 

23. Die hier auftretenden Ikosaederschichtungen Is, IIs •.. ·• 
VIIIs ' IXs ' IXs sind fast alle bekannt; es ist nämlich Is = IV s = 

1x.s die Körperdiagonalenschichtung des Ikosaeders und 

lIs = Vs = lIl}> IIIs = VI}> VIs =~. VIIs = 1112 , 

VIIIs = lVI' 

NUT die Schichtung der Gruppe IXs ist neu; ihr entspricht offen­
bar das Büschel auf der Bildebene vonFig. 3 senkrecht stehender 
Ebenen, deren SpIlren der Gemde Or parallel siml. 

Die entsprechenden Dodekaederschichtungen sind also für Is. 
IV s' IXs die Schichtung (5555) parallel zweier Seitenflächen, für 
lTs' Va die Schichtung (2424242) parallel einer Mittelehene durch 
zwei parallele Kanten, für Hls, VIs, VIls ' Vllls der Reihe nach 
die Schichtungen der Figuren 4c , 7d , 7a , 4a ulld für IXs die neue 
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Sehichtung (121222222121), wobei (Fig. 9) die in der Ebene 
dureh zwei paralIele Kanten liegende Mittelpunktsparallele zu (4,8) 
Projektionsaehse ist. 

24. Bei der Ableitung der in Tafel VII niedergelegten Kanten­
projektionen el'geben sieh wieder sieh in Punkte projizierende Kan­
ten; die Zahl dieser in den Punkt a auftretenden Kant ist selbst­
verständlieh fünf, da eine fünfkantige Seitenfläehe in a auf der 
Projektionsaehe senkreeht steht. 

In Bezng auf die Ableitung der Zahl f der lTebergangsformen 
ist et was besonderes zu erwähnen; es tritt hier zum ersten Male 
die Grösse l' der in Nr. 4 gegebenen Formel f = r + f auf. 
Bei den Uebergangsformen ereignet es sieh hier nämlieh, dass der 
Sehnittraum bisweilen eine Seitenfläehe eines Dodckaeders aufnimmt. 
In diesem Falle ist, weil jede Seitenfläehe zwei Dodekaedern ange­
hört, die Dodekaedernanzabl mit einer im Sehnittraume liegen den 
Seitenfläebe bei der Bereehnung von f für die Hä!fte in Rechnung 
zu bringen. So ist f -: 1 bei a die Hälfte der Anzahl der Dode­
kaeder der ersten Gruppe und man hat für d 

usw. Wo dieser besondere Umstand auftritt, ist die Seitenzahl der 
entsprechellden .Fläehe überstriehen. 

á) Die Stellung ORo. 

25. In ganz derselbell Weise findet man hier die einfaehen 
Resultate der Tafeln VnI a., VlIIb, IX. Dabei treten keine neue Sehieh­
tungen und überhaupt keine neue Bemerkenswertigkeiten auf. 

Während die Gruppe 14 nur ein Dodekaeder enthält, bilden die 
Sehnittebenen des Sehnittraumes senkreeht auf ORo mit den die 
Dodekaeder der Gruppen II4 , IlI4 , IV4, V4 tragenden Räumen 
der Reihe llaeh bei II4 ein Dodekaeder, bei 1II4 ein Ikosaeder, 
bei IV 4 ein Dodekaeder und bei V 4 das halbreguläre gleiehfläehige 
Polyeder (32, 60, 30), welehes der Kombination (30, 60, 32) 
von Dodekaeder und Ikosaeder in Gleiehgewieht (Mekrdimenaionale 
Geometrie, II, S. 189 und 195) polarreziprok verwandt ist. Dies 
wird leieht abgeleitet aus . der Sehiehtung der Eekpunkte des Z600 

in Stellung OEo (vergleiehe Tafel X). 
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11. Das Z600. 

a.) Die Stellung OEo' 

26. Die in Tafel X angegebene Projektionen der 600 begrel1-
zenden Tetraeder , auf den gewählten Hauptstrahl VBo als Achse, 
kann, unabhängig VOl1 den vorhergehenden Entwickelungen, aus 
den Tabellen der ersten Abhandlung abgeleitet werden . Es gibt 
die Tabelle I (Koordinatenstellung des ZSOO) in der ersten Kolonne 
(A, Zelldiagonale) die Entfernung ''/:1 der 120 Eckpunkte vom 
Zellmittelpunkt, . während aus der Tabelle Il (Kanten des Z600) zu 
entnehmen ist, wie die Eckpunkte sich zu vieren zu Tetraedereck­
punkten verbinden. Mehr braucht man otfenbar nicht. 

N achdem das Z120 schon in der in Rede stehende Richtung 
untersucht worden ist, führen jedoch beim Z6DD einfache Rezipro­
zitätsbetrachtullgen schneller zum Ziele. Und gerade im Falle der 
Lageverhältnisse der 600 Tetraeder des Z60D in Stellung Ob~ ist 
diese Reziprozität am durchsichtlichsten. So ist wirklich rrafel X 
unmittelbar aus Tafel VIlla abzlllesell, wie wir zunächst betonen wol­
len; dabei sprechen wir, mit Unterdrückung des Wortes "Tafel", 
der Kürze wegen von Villa und X. 

Die neun Horizontalreihen und die fünfzehn Vertikalreihen von 
Villa gehen in die neun Vertikalreihen und die fünfzehn Horizontal­
reihen von X über; dabei tauschen die Anzahlgruppen (1, 12, 
20,12,30,12,20,12,1) und (20, 20,30,60,60,60, 
20, 60, 20, 60, 60, 60, 30, 20, 20) ihre Rollen Ulll. Be­
merkt man noch, . dass die Mittelpunktsabstiinde 

2 + 2e, 3 + e, 1 + e, 2, 0 

der Vertikalreihen von X proportional sind zu den Schwerpunkts­
abständen 

11 + 5 9 + 4 11 ~- 5e 7 + 3e 0 
e, e, 2 ' 2 ' 

der Dodekaedergruppen von VIlla vom Mittelpullkt des ZI2D, so ist 
man völlig imstande das tragende Gitter von X zu zeichnen. 

27. Wie die 600 Tetraeder des Z600 in das nun fertige Gitter 
einzutragen sind, wird vielleicht am leichtesten verstanden mittels 
Tafel XI, worin VIlla (schwarz) und X (rot) mit einander zur Dec-
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kung gebracht sind. Ist zunächst VIlla wiederholt worden mit dieser 
besondern Anordnung der Horizontalreihen, dass die Zwischenrällme 
nicht mehr einander gleich sondern den Zwischenräumen der Ver­
tikalreihen von X proportional erscbeinen, so hat Illan weiter nur 
(in Rot) auf jeder Vertikalreihe die Punkte zu verbinden, welche 
schon Eckpunkte des Z120 tragen , und endlich bei jedem Punkte 
des Gitters, welcher scbon eille schwarze Zahl trägt, eine bestimmte 
rote Zahl hinzuzuschreiben, welche folgendermassen gefunden wird. 
Multiplizirt man die schwarze Zahl (z. B. den 5 der vierten Reihe 
und sechsten Kolonne) mit der Zahl (12) der Reihe und dividiert 
die Zahl (60) der Kolonne in das erhaltene Produkt (60), so be­
stimmt man das rote Ziffer (1), welches dem betrachteten Gitter­
punkte beizulegen ist. 

28. Ist Tafel X einmal gefunden, so leitet man aus ihr die 
Anordnnng der Kanten und die Schnitte ab, wie dies beim Z120 

geschah. Diese Arbeit ist leicht, weil das Tetraeder von einer 
Ebene nur in Dreiecken und Vierecken geschnitten werden kann; 
die Resultate gibt Tafel XII. Wir bemerken noch, dass die genaue 
Form der Seitenfl.ächen unmittelbar aus Tafel X abzulesell ist. 
So wird (Mehrdi'lllenaionale Ge()metrie, 1I, S. 225) der Schnitt 
(12, 30, 20) begrenzt von 20 roten gleichseitigen Dreiecken nnd 
ist dieser also ein rot es Ikosaeder; so wird der Schnitt (72, 180, 110) 
eingeschlossen von 20 orangefarbigen gleichseitigen Dreiecken, 30 
gelben Rechtecken und 60 grünen gleichschenkligen Dreiecken, 
der erste Schnitt (132, 330, 200) von 60 grünen gleichschenkligen 
Dreiecken, 60 blanen gleichschenkligen 'rrapezen, 60 indigo gleich­
schenkligen Dreiecken und 20 violetten gleichseitigen Dreiecken, der 
zweite Schnitt (132, 330, 200) von 60 blauen gleichschenkligen 
Dreiecken, 60 indigo gleichschenkligen Trapezen , 20 violetten 
gleichseitigen Dreieckell und 60 schwarzen gleichschenkligen Drei­
ecken, usw. 

Auch hier kann wieder leicht angegeben werden, welches Polyeder 
die Schnitte benen des Schnittraumes senkrecht auf OEo mit den 
die 'retraeder einer Gruppe tragenden Räumen bei Verlängerung 
zusammen einschliessen. Man findet, wieder mit Hilfe der Schich­
tung der 600 Ecken des Z120 in Stellung ORo (Tafel VIlla.) für die 

Gruppen I (rot), II (orange), VII (violett) ein Ikosaeder, 
Gruppe III (gelb) das schon in Nr. 25 vorgeführte Polyeder 

(32, 60, 30), 
Gruppen IV (grün) , V (blau) das halbreguläre gleicbfl.ächige 

Polyeder (32, 90, 60), 



24 REGELMÄSSIGE SCHNITTE UND PROJEK'l'IONEN DES 

Gruppen VI (indigo), VIn (schwarz) das helbreguläre gleichflächige 
Polyeder (62, 120, 60). 

Die neuen halbregulären gleichflächigen Polyeder (32, 90, 60) 
und (62, 120, 60) sind (Mehrdimensionale Geometrie, II, S. 189) 
dem sechsten und dem fünfzehnten der Archimedischen Vielflache 
polarreziprok verwalldt. 

29. War die Bestimmullg del' Seitenzahl derden Schnittkörper 
des Z600 begrenzenden Polygone leichter als bei Z120, bei der Be­
stimmung der Vielkantigkeit der Eckpunkte der Schnitte, zu welcher 
wir uns jetzt wenden, tritt das umgekel.rte Verhältnis ein. Aller­
dings können wir uns auch hiel' wieder auf die Uebergangsfol'mell 
heschränken, weil die Eckpunkte der intermediären Schnitte (ver­
gleiche Nr. 3 am Schluss) sämmtJich fünfleardifl sind. Abel' die 
von den Zelleckpunkten herrührenden Eckpunte eines intermediären 
Schnittes können von fünf- bis zwölfkantig sein. Denn das einem 
Zelleckpunkte des Z600 benachbarte Ikosaeder wird vom diesen 
Punkt enthaltenden Schnittraum in einem Polygone geschnitten, 
welches von fünf bis zwölf Seiten und also auch von fünf bis zwölf 
Eckpunkte hat, und die Verbindingsliniell dieser Eckpunkte mit 
dem angenommenell Zelleckpunkte bilden die durch diesen Punkt 
gehenden Kanten des Schnittes. Allein diese Formulierung der Frage 
der Vielkantigkeitszahlen enthält auch sogleich ihre Lösung. Denn 
die oben erwähnten Polygone werden unmittelbar aus Tafel VIIlb 
abgeleitet als die Schnitte der dort auf a IJ c . .. projiziertell Ikosae­
der mit in bestimmten Punkten - und zwar für das zweite, dritte, 
vierte und fünfte Ikosaeder der Reihe nach in IJ, c, d, e - auf 
dieser Gerade senkrecht stehenden Räumen. So findet man, in Verbin­
dung mit den bekannten Ikosaederschichtungen, dass die in den vier 
Uebergangsformen liegenden Zelleckpunkte der Reihe nach fünfkantig, 
sechskantig, zehnkantig unt! sechskantig sind. Diese nicht in 'rafel 
XII erwähnten Resultate werden in die tabellarische Uebersicht am 
Schluss dieser Abhandlung ahfgenommen werden. 

Die oben erhaltellen sich auf die Vielkantigkeit der Eckpullkte 
des Schnittes bezie hen den Resultate 'können wieder auf verschiedene 
Weisen kontroliert werden. Zunächst ist, wenn {J} und !I die Zahlen 
der fünfkantigen und t-kantigen Eckpunkte des Schnittes angeben 

{J} + !I = e, 5 {J} + t!l = 21e. 

Und weit er ist die Zahl !I im Allgemeinen entweder Null oder 
der Zahl e' der Zelleckpunckte des Schnittes gleich. Nul' wenn die 
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Gruppe diesel' e' Zelleckpunkte sich zerlegt in Untergruppen ver­
schiedenen Charakters, welcher FaU hier noch nicht auftritt, wird 
es notwendig sein für jede diesel' Untergruppen, welehe dann aueh 
in die 'rafel der benaehbarten Ikosaeder erseheinen wird, eine 
eigene Vielkantigkeitszahl zu snchen. 

6) Die SteUnng 010' 

30. Bei der Ableitung der in Tafel XIII angegebenen Projek­
tionen der 600 Tetraeder des Z600 auf einen Hauptstrahl OKo als 
Achse aus der Tafel Vla, welehe für die 120 Dodekacder des Z120 

in Stellung O}l~ das nämliehe leistet, begegnet UIIS eine Schwie­
rigkeit. M ultipliziert man die Zahlen (5, 4, 3, 5, 2) der vierten 
Kolonne der Reihe nach ruit den Zahlen (2, 5, 10, 2, 5) der 
entsprechenden Horizontalreihen, so erhält man die Produkte (10, 
20, 30, 10, 10), welehe bei 'reilung dureh die Zahl 20 der Ko-

lonne die Quotiente (~, 1, ~, ~, ~) liefern, deren Summe rich­

tig vier ist. Hieraus ist zu entnehmen, dass die Gruppe der zwan­
zig Tetraeder der vierten Reihe del' Tafel XIII in zwei (= deru 
gemeinsamen Nennel' der gebrochenen Quotiente) Untergruppen von 
zehn 'retraedern zerlegt werden muss, welehe Untergruppen, ob­
gleieh sie die nämliche Schwerpunktsprojektion besitzen in der 
Projektion ihrel' Eckpunkte von einander verschieden sind. Aus der 

1 
bekannten Mittelpunktsentfernnng des Schwerpunktes, 4 (11 + 5e) 

naeh dem Masstabe der Ueberschrift der Tafel XIII, finclet man 
dann weiter, dass man zwisehen den beiden in Fig. 10 "orge­
führten Anordnungen zu wählen hat und von diesen ist dann, wie 
sich aus den Tabellen der ersten Abhandlung ergiebt, die zweite 
die wirkliche. Wie Tafel XlII anzeigt, wiederholt sich die Zerlegnngs­
notwendigkeit der Gruppen in Untergruppen mit gemeinsehaftlieher 
Seh werpunktsprojektion sehr oft, ist aber jedesmal die Zahl der 
Untergruppen zwei. 

Bei der Ableitung von Tafel XIV aus 'rafel XIII ist nul' zu 
bemerken, dass die beiden Untergruppen von 10 und 2 Dodekae­
dern, welehe zusammen die MittelgrUppe von Tafel Vla. bilden, sich zu 
einer Gruppe mit den auf(l, m, n, a,p, q) fallenden Produkte (10,30, 
10, . 20, 20, 30) vereinen, während die bei der Vielkantigkeit der 
Zelleekpunkte zu betrachtende Mittelgruppe von zwölf Ikosaeclern 
sieh umgekehrt iu zwei Ulltergruppen von zelJn und zwei Ikosaedern 
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zerlegt, wie Tafel VIb zeigt, WOl'aus hervorgeht, dass zehn der 
zwölf Zelleckpunkte achtkantig, die beiden übrigen zehnkantig 
sind. 

c) Die Stellung OFo• 

31. Bei der Ableitung der Projektionen der 600 Tetraeder des 
Z600 Rui einen Hauptstrahl OPo als Achse aus Tafel IVa haben wir 
wieder die ob en schon heschriebene Scbwierigkeit der Zerlegung 
der Gruppen in Untergruppen zu bekämpfen. Wie l'afel XV 
zeigt, ereignet es sieh hier sogar, dass eine Gruppe, die Mittel­
gruppe, sicb in drei Untergruppen zerlegt. 

Die Konstruktion der Tafel XV gibt zu keiner Bemerkung 
Anlass. Ebenso wenig die Ableitung der 'rafel XVI, welche wieder 
die Kantenprojektionen und die Charaktere der Scbnittpolyeder ken­
nen thut, und die Berechnung der Vielkalltigkeitzahlen. Nur mag 
noch betont werden, dass in Tafel XVI die überstrichenen Seiten­
fiächen wieder erscheinen und die Mittelgruppe der acht benachbarten 
Ikosaeder sich in zwei Untergruppen von sechs und zwei Ikosaedern 
zerlegt. 

d) Die Stellung ORo' 

32. Diesem letztell Palle entsprechen die Tafeln XVII und XVIII, 
von welchen die erste aus 'rafel IIa abgeleitet werden kanu. Dabei ist 
es nicht nur die Mittelgruppe sondern sind es auch zwei in glei­
cher Entfernung von der Mitte liegende Gruppen, welche in drei 
'feile zerfallen. In diesen der Reziprozitätsanwendung innewohnen­
den Schwierigkeiten geben die 'l'abelle der ersten Abhandlung immer 
sichere und zuverlässige Auskunft. 

Auch hier mag wieder angewiesell werden, welche Polyeder die 
Schnittebenen der die 'l'etraeder einer Gruppe tragenden Räume 
mit dem Schnittraume senkrecht auf ORo bilden. Man findet, wie­
der mit Hilfe del' Schichtung del' Ecke des Z120 in Stellung 0.80 
(vergleiche Tafel Ha), der Reihe nach bei der Gruppe mit 
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(4, 6,4) 
.. (8, 18, 12) 
.. (8,18,12) 
· . (14,24, 12) 
· . (14, 36, 24) 
· . (14, 36, 24) 

(4,6,4) 
(8, 18, 12) 

(14, 24, 12) 
(14, 36, 24) 
(14, 36, 24) 

(8, 12, 6) 
(14, 36, 24) 

" 1. Pyramidelltetraeder, 
" Pyramidenhexaeder . 
" r. Pyramidentetraeder, 
" r. Tetraeder , 
" 1. Hexakistetraeder, 
" r. Pyramidentetraeder, 
" 1. Triakistetraeder, 
" 1. Tetraeder , 
" Pyramidenhexaeder, 
" r. 'fetraedel' , 
" 1. Py ram identetraeder , 
" r. Pyramidentetraeder, 
" 1. 'friakistetraeder, 
" Pyramidenhexaeder, 
" r. Hexakistetraeder, 
" 1. Tetraeder , 
" 1. Pyramidentetraeder, 
" 1. Triakistetraeder, 
" 1. Hexakistetraeder, 
" 1. Hexakistetraeder, 
" Hexaeder, 
" r. Hexakistetraeder, 

Die Ableitung dieser }~ormen liefert keine Schwierigkeit, wenn 
die bei der Schichtung der Eckpunkte des Z120 in Stellung OEo 
auftretenden polarreziprokell Polyeder bekannt sind; weil diese 
Polyeder In der dritten Abhaudlung in Rild erscheinen werden, 
erörtern wir diesen Punkt hier nicht weiter. 

111. Tabellaristhe lJebersltht der Resultate. 

33. Wird ein Schnitt vom Symbole 

gekennzeichnet, so BOU dies aussagen, dass das Schnittpolyeder von 
b Vielecken mit a Seiten, d Vielecken mit c Seiten, usw. be­
grenzt wird, P Eekpunkte, Q Kanten, R Seitenflächen hat und 
dass durch {3 VOD den Eekpunkten a Kanten, durch J von den 
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Eckpunkten 'Y Kanten gehen, usw. Diesem Schnitte irgend emes 
der beiden Zelle Z120, Z600 ist darm der Schein 

fIi3 ')'~ .... (R, Q, P) ab a'l •••• 

des andren polarreziprok verwandt, welcher von (3 Vielecken mit 
a Seiten, J Vielecken mit 'Y Seiten, usw. eingeschlossen wird, 
R Eckpunkte, Q Kanten, P Seitenfiächen zählt, während b der 
Eckpunkte a-kantig, d der Eckpunkte a-kantig sind, usw. Weil 
diese Schei ne sich unmittelbar aus den Schnitten ablesen lassen 
beschränken wir die tabellarische Uebersicht der Resultate auf die 
Schnitte. 

Zur leichteren Orientirung der Schnittstelle lassen wir dem Sym­
bole einer Uebergangsform die entsprechende Buchstabe des betref­
fenden Hauptstrahles, dem Symboleeines intermediären Schnittes 
die Buchstaben der beiden benachbarten Uebergangsformen voran­
gehell. 

34. Die Schnitte des Z120. 

a) Stelloog OEo' 

ab ............ 34 (4.,6,4) 34 

b . ............ 34(4,6,4) 34 

be ....... . 3464(l2,IS,8)3 12 

a ......... 34 ö4(12, 18 8) 3 12 

cd ....... 46 68 (24, 36, 14) 324 

d . ....... 46 68(24,36,14) 324 

de ." .4126886(48,72,26)34~ 

e .... 34412610(36,60,26)324412 

el . ...... 34 622 (48, 72, 26) 348 

I ...... 5 12 6 10 (40, GO, 22) 340 

Ig ...... 5 12 6 10 (40,60,22) 340 

g ...... 512610(40,60,22)340 

git ., .412610712(64,96,34)364 

lt .... 34412618 (52,84,34) 340 4 12 

hi . . 316612818(88,132,46)388 I 

i .. 31246512612 (5 6,96,42) 332 4 24 

ik .3446512724(88,132,46)388 

k ... 34 524 Û 12 (64, 102,40) 352 4 12 

lel ..... 5 12 628 (76, 114, 40) 376 

1 ..... 5 12 628 (76,114,40) 376 

11Jl .312628812(100,150,52)3100 

m .. 312412628(76,126,52)352424 

mn. 412512616 S 12 Cl 00,150,52) 3 100 

n ..... 512628(76,114,40)376 

na 34512616 'Jl2 (84,126,44) 384 

a ., .34524616(72, 114,44)360 4 12 

op .312632812(108,162,56)3108 

P .. 312412632 (84, 138, 56) 360 4 24 

pq.412512620812(108, 162, 56)3 108 

q ..... 524620(78,120,44)37246 
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b) Stellong OKo' 

ab ........ . . 32 4 3 (6,9,5)3 6 

b ...... . . . .. 3243(6,9,5)3 6 

be .. .... 366283(18,27,ll)318 

e . ....... 3665(15,24,11) 3 12 43 

cd., ... , .4665(18,27,11)3 18 

d . . ' .. . .. 4 665(18,27,11) 3 18 

de ...... A 66 11 (30,45, 17)330 

e . ...... 466 11 (30,45,17)330 

el ... 364 6 ö2 89 (42, 63, 23) 342 

I . , . . , . 364968(30,51,23) 3 18 4 12 

I!J, ... . 4 3566 14 (42,63,23) 342 

!J .... .. 5 12 68(36 , 54,20)336 

,'Ilt . .. 46 566876 (48,72,26) 348 

lt, . 324656612(42,66,26) 336 46 

lti . . . .. 3243 (i24 (54,81,29) 354 

i, .... 4356618(50,75,27)350 

ik .3124356818(74,111,39)374 

k ... 435661286(62,99,39) 350 4 12 

kl .4156127686(74,111,39)374 

l ... . 42161276 (62 , 9!J, 39) 350 4 12 

lm 364651271289(86,129,45)386 

m . 312512ö676b9(80, 123,45)iJ74 46 

?I/.1l. 312 '61876 89(86 , 129,45) 386 

n ... . 36518615(62,99,39) 350 4 12 

no . . 365662786 (86,129,45) 386 

O. . 36 46 5 12 621 (71, 114, 45) 350 421 

op 46512615712 (86,129,45) 386 

p.46512615712(86,129,45)386 

pq 324651269718(90,135 ,47) 390 

q .32 5 12 () 21 76(78, 117,41) 378 

qr 324651269718(90,135,47)390 

r .3846512621(72,117,47)354418 

1'S • • 3656'62986 (90,135,47) 390 

S •.... 512629(78 , 117,41)378 

st . 3656623712 (90, 135,47) 390 

t . . 364656629(78,123,47)366412 

tu 36465126871289(102,153,53)3102 

u .3643512626(78,123,47)366412 

uv . . 4351262676 (90, 135,47) 390 

v . . 4352461476 (84, 129, 47) 378 46 

vw 3124362676812(114,171, '59)3114 

10312435126208696(102,159,59)390412 

1()éJ} 4155126208696(114, 171 , 59) 3 114 

éJ} ••• 42462686 (96, 150, 56) 384 4 12 

c) Stellong OFo' 

ab . .. . .... 4552(1°,15,7)310 

b . . . . . . . . . 45 52 (1 0, 15, 7) 3 10 

be . ... 3 10 85 102 (30, 45,17) 330 

e .. . .. 3 10 5265 (20,35,17) 3 10 410 

cd . . . . . . . 5 12 65(30,45,17)330 

d ...... . 51265(30,45,17)330 

de . .. . . 45 526 15 (40,60,22) 340 

e ..... 4552615(40,60,22)340 

el .. 3 10 45528 15 (60,90,32) 360 

f. .31041052610(40,70,32) 320 420 

IfI .. 4551261085 (60, 90,32) 360 

g . . . . . . . 5 12 6 15 (5 0, 7 5, 27) 350 

glt 310 5 10 658 10 102(70,105,37) 370 

lt. 3 10 5 10 6 15 102 (60,95,37) 350 4 10 

lti . .410625102 (70,105,37) 370 

i ... .4 10 5 12 6 15 (60,95,37) 350 4 10 

ik. 4 10 5 12 6 15 810(90,135,47) 390 

k . 31041052625(70,115,47)S50420 

kl. 3 10 52625810 (90, 135,47) 390 

l . ..... 5 12 625 (70,105,37) 370 

lm 310512610815(90,135,47) 390 

1il. 3104551262°(70, 115,47) 350 420 
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lIln 45512620710(90,135,47) 390 

n .45522610710(85, 130,47)380 45 

'ilO 45'512620710(90,135,47) 390 

O • •• • •• 5 12 630 (80, 120,42) 380 

op 4 10 5 12 620-8 10(1 ° ° , 15 0, 52) 3 100 

p .31041052630 (80, 130, 52) 360 4 20 

pq 32052610710820(120, 180,62)31~0 

' q. 310 512 620710(90, 140, 52) 380 4 10 

qr 410510620710102(100,150,52)3100 

r. 42051261010 10(80,130,52) 360 420 

d) Stellnng ORo' 

a ..... .. .. 5 12 (20,30,12) 320 

ab . .. . . . . . . 5 12 (20,30,12) 320 

b .... . ' ... 5 12 (20,30,12) 320 

be . . ... ~:!O 10 12 (60,90,32) 360 

e ...... 320 5 12 (30,60,32) 4 30 

ed ...... 5 12 620 (60, \W, 32) 360 

d ...... 5 12 620 (60, 90,32) 360 

de . . .. .. 5 12 620 (60,90,32) 360 

35. Die Schnitte des Z600. 

e . . .... 5 12 620 (60,90, 32) 360 

el 430 620 10 12 (120, 180, 62) 3 120 

I . .. 320430512 (60, 120, 62) 4 60 

ffl .320512830(120,180,62) 3 120 

fI ..... 5 12 630 (80, 120,42) 380 

flit . .... 5 12 630 (80, 120,42) 380 

It ..... 5 12 630(80, 120, 42) 380 

a) Stellnng OEo' 

ab . ..... . .. 320 (12,30, 20) 512 ed . . 3140460 (132, 330, 200) 5 132 

b ... . . . ... 320 (12,30,20)5 12 d . ..... 3 140 (72,210,140) 560 10 12 

be .. . . 380 4 30 (72,180,110) 572 de .. 3140460(132,330,200) 5132 

e . . . ..... . 360 (32,90,60) 5 12 620 ,e ........ 380 (42,120,80) 5 12 6 30 

b) Stellnng OKo. 

ab . ...... 330 45 (22,55,35) 522 

b ... .. . . .. 330(17,45,30)51265 

be ..... 360 420 (52, 130, 80) 552 

e ... ... ... 360 (32,90,60) 522 7 10 

ed .... 3 100 440 (92,230,40) 592 

d . ... 3100430(82,210,130) 580 102 

de ... 3100440 (92,230,140) 592 

e . .. . :3110 420 (77,205 , 130) 572105 

ef . . 3120450(112,280,170)5112 

I . ... 3120410(72,200, 130) 562 9 10 

ffl .. 313°455 (122,305,185) 5 122 

fI . ... 3130425(92,245,155) 532 8 10 

flit .. 3150465(142,355,215)5142 

lt . .. 3150415(92,255,165) 582 10 10 

Iti .. 3150465(142,355,215) 5142 

i . 3140420 (92,250, 160) 580 8 10 102 
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c) Stellong OFo' 

ab . ...... 338 4 9 (30,75,47) 530 

b ....... 342 43 (26,69,45) 524 92 

be ..... 3 50 415 (42, 105,65) 542 

e ~ .. . ..... 356 (30,84,56) 524 86 

cd . ... 380 4 30 (72,180,110) 572 

d . ..... 392 4 6 (54, 150, 98) 548106 

de ... 3104442 (96, 240, 146) 596 

e . ... 3104418 (72, 192, 122) 566 96 

el . . 3110445(102,255,155)5102 

I . ... 3 110 4:17 (84,219,137) 578 86 

Ig ... 3122 45\ (114, 285, 173) 5114 

g . ... 3128439(105,270,167) 5102103 

git .. . 3\34457(126,315,191)5126 

h .... . 3m 49 (78,219, 143)566 912 

Iti ... 3146463(138,345,209)5138 

i .... 3152436(114,300,188) 5108 106 

ik ... 3152466(144,360,218)5144 

k ... 3152 486 (114,300,188) 5108 106 

kt ... 3152 466 (144,360, 218) 514~ 

t .3156 424 (104,282,180) 596 106122 

ti) Steil oog ORo. 

a . ............ 34(4,6,4) 34 e .... 3116 412 (72,198,128) 560 812 

ab . ...... 34~ 412 (36,90,56) 536 el .. . 3140460(132,330,200)5132 . 

b ......... 352(28, 78,52)524 {)4 I .. . . 3140 412 (84,234,152) 572 912 

be ...... 368 424 (60, 150, 92) 560 I!J ... 3152466 (144,360,218) 5144 

e ....... . 380 (42, 120, 80) 536 106 g . . . 3160 492 (124,324,202) 512°124 

cd .... 392 436 (84,210, 128) 584 git ... 3152466(144,360,218)5144 

d ........ 392 (48,138,92)5 86 812 It ..... 3152 46 (84,240, 158)572 1012 

de ... 3116 448 (1 08,270, 164) 5108 

36. &hlU88bemerkungen. Die tabellarische Uebersicht der Schnitt­
resultate bleibt in einem Rücksicht bei den 'l'afeln zurück: aus den 
Tafeln liest man ab, wie die von den verschiedenen Gruppen be­
grenzendei.· Dodekaeder und 'l'etraeder herrührenden Seitenflächen 
bei paralIeler Verschiebullg des Schnittraumes in einnnder übergehen, 
was den Nrn. 34 und 35 nicht so leicht zu entnehmen ist. 

lm ganzen treten 

bei Z120 

" Z600 

. Schnittpolyeder auf. 

30 + 44 + 32 + 15 = 121 , 
~ + 16 + 20 + 15 = 59 

Bei Zl20 findet man nur ein emzlges von Dreiecken eingeschlos­
senes Schnittpolyeder, 34 ; bei ZSOO giebt es deren neun, nämlich 

34, 320 , 330 , 352, 356, 360 , 380, 3 140 , 
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von welchen 360 in den beiden Stellullgen Ob'o und OKo von Z600 

angetroffen wird. 
Von den 15 Scheinen von Z600 in Stellung OEo werden 13 nur 

von Dreiecken, die beiden übrigen nur von Vierecken begrenzt. 
Will man zu den wirklichen Formen der Schnittfignren anfstei­

gen, so reichen die hier erhaltenen Resultate noch nicht aus, muss 
man vielmehr nochzweierlei bedenken. Zunächst muss man für 
.lede der acht Schnittreihen tun, was hier nur geschah für die vier 
Reihen der extremen Stellungen OEo' OBo : die Polyeder bestim­
men , welche eingeschlossenen werden von den Schnittebenen des 
Schnittraumes lUit den die Grenzpolyeder einer jeglichen Gruppe 
tL'Rgenden Räumen. Sind diese Polyeder bestimmt, so mÜ8sen die 
Schnittpolygonen in ihrell wirklichen Lagen in die Seitenflächen 
diesel' Polyeder hineingezeichnet werden. Diesel' Gedanken solI in 
del' dritten Abhalldlung für einzelne Schnittpolyederreihen verwirk­
licht werden. Dort wird sich dann ergeben , ob zwei Schnitte mit 
dem nämlichen Symbole - wie z.B. die Schnitte (Z120, OFo' 0), 
(Z120, OBo ' g) mit dem Symbole 

5 12 630 (80, 120, 42) 380 -

nur al/omorplt (.Lllehrdimensionale Geometrie, IJ, S. 23) oder aber 
auch isomorph sind, usw. 

Auch wenn diese Arbeit für die sämtlichen acht Schnittreihen 
erbracht wäre, würde das Thema diesel' Schnitte und Scheine noch 
nicht ganz en;chöpft sein. Urn nur noch einen 'Punkt zu streifen 
bemerken wir, dass es nur noch waltrscheinliclt ist aus den hier 
gegebenen Entwickelungen, dass das Polyeder (120, 180, 62) für 
Z120 und das Polyeder (144, 360, 218) für Z600 den Schnitt mit 
der grössten Eckpunkten- und Seitenanzahl bildet ; vielleicht 
würde die Entscheidung diesel' Fragezu neuen Problemen Al1lass 
geben. 
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PHSCHOUTE.RegelnläsSJ;r;reSdmitte llndPrqjekiionendes120 ··zell~s zmd600-zeIlesim vierdimensionalenRaume. Tafel rx 
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