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Over de onbestaanbaarheid van diamagnetische 
stoffen volgens DUHEM, en eenige minimum-eigenschappen 

in het magnetisch veld. 

DOOlt 

Dr. L. H. S IER T S E M A. 

I. 

Door toepassing van de theorie van den thermodynamischen 
potentiaal op een stelsel, bestaande uit permanente magneten en 
magnetisch induceerbare stoffen, vindt DUHEM 1), dat voor stoffen 
met negatieven magnetisatie-coëfficient k het evenwicht labiel is 
voor veranderingen van de magnetisatie. Hieruit trekt hij het be­
sluit, dat het bestaan van stoffen met negatieven k in strijd zou 
zijn met de wetten van de mechanische warmte-theorie 2). 

Het komt mij voor, dat deze conclusie niet noodzakelijk uit het 
betoog van DUHEM volgt. Zij gaat alleen dan door, indien men 
aan de diamagnetische stoffen de theorie ten grondslag legt, welke 
door DUHEM wordt ontwikkeld. Zooals nader zal worden aange­
toond, komt de opvatting van DUHEM in hoofdzaak overeen met 
de theorie van POlSSON, en het besluit dat men uit de redeneering 
van DUHEM kan afleiden is dus, dat de grondslagen der theorie 
van POISSON niet vereenigbaar zijn met het bestaan van stoffen met 
negatieven magnetisatie-coëfficient. Houdt men zich echter aan de 

1) DUHEM. Leçons sur l'électricité et Ie magnétisme II p. 221 en volg. (1892). Zie 
ook : Trav. et Mém. des Fac. de Lille I, Mém. N° 2 (1889). 

2) DUHEM. Leçons etc. p. 226. 
D 1* 
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theorie van MAXWELL, dan vervallen, zooals ons blijken zal, de 
bezwaren tegen het bestaan van dergelijke stoffen. 

Het nauwe verband van de theorie van DUHEM met die van 
POISSON blijkt wel hieruit, dat men, van de theorie van POISSON 
uitgaande, dezelfde resultaten kan verkrijgen als DUHEM. Deze 
afleiding kan dan tevens dienen als een vereenvoudigde vorm van 
het bewijs van Duhem. 

Beschouwen we hiervoor, evenals DUHEM, een stelsel, bestaande 
uit permanente magneten en voorwerpen van para- of diamagne­
tische stoffen, omgeven door een magnetisch indifferent medium, 
en passen we hierop de theorie van POISSON toe. In de eerste 
plaats kunnen we dan opmerken, dat dJ thermodynamische poten­
tiaal van zulk een stelsel kan worden gesplitst in twee deelen, 
waarvan het eene onafhankelijk is van de magnetische krachten, 
en het andere de potentiëele energie voorstelt, welke deze ten 
gevolge hebben. Daar we alleen veranderingen in den magneti­
schen toestand beschouwen , zal alleen dit laatste deel veranderen, 
en we behoeven bij het zoeken naar de variaties dus slechts op 
dit deel te letten. 

We zullen nu overeenkomstig de theorie van POISSON onderstellen, 
dat in ee~ magneet deeltjes aanwezig zijn, waarin zich gelijke hoe­
veelheden van de beide soorten magnetische massa's bevinden, en 
dat deze in een permanenten magneet aan eene vaste plaats zijn 
gebonden, maar zich in een geïnduceerden magneet kunnen bewe­
gen, zonder van het eene deeltje tot het andere te kunnen overgaan. 

De magnetische massa's, welke in verschillende deeltjes liggen, 
zullen krachten op elkaar uitoefenen volgens de wet van COULOMB. 
Wat de krachten betreft, welke tusschen de massa's, van een deeltje 
onderling werken, zoo kunnen we hiervoor van eene iets ruimere 
opvatting uitgaan, en aannemen dat deze krachten van conserva­
tieven aard zijn , in het midden latende, of er behalve die volgens 
de wet van COULOMB nog andere, b.v. elastische krachten optreden. 

De magnetische kracht in een punt P is de resultante van de 
krachten, door alle deeltjes in P voortgebracht. De potentiëele 
energie van een deeltje p is op te vatten als de arbeid, welke bij 
de verplaatsing der magnetische massa's in dit deeltje is verricht 
ten gevolge van alle krachten welke op deze massa's werken. Zij 
kan daarom worden gesplitst in twee deelen, waarvan het eene den 
arbeid voorstelt van de krachten, voortgebracht door de magneti­
sche massa's van alle deeltjes behalve p, en het andere den arbeid 
ten gevolge van de krachten, welke in het deeltje p zelf hunnen 
oorsprong hebben. 
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Het eerste gedeelte TV, bestaat uit een groot aantal termen, waarin 
alle combinaties van p met een ander deeltje p' eenmaal voorkomen. 
Zijn p en p' van elkaar verwijderd op een afstand IJ" , welke groot 
is ten opzichte van de afmetingen der deeltjes, dan kan uit de 
wet van COULOMB op bekende w~ize worden afgeleid, dat hunne 
bijdrage tot de potentiëele energie kan worden voorgesteld door 

d2~ 
MM, __ IJ"_ 

~hdh' 

waarm M en M' de magnetische momenten voorstellen der beide 
deeltjes, met de richtingen h en h', en waarb~i de differentiatie 

d~ betrekking heeft op het eene, dd
h
, op het andere eindpunt van 

hunne verbindingslijn. Dit stuk hangt dus alleen af van de mo­
ment en , en niet van de wijze waarop de magnetische massa's in 
de deeltjes zijn verdeeld. 

Indien de deeltjes p en p' dicht bij elkaar liggen, zal dit niet 
meer doorgaan en zouden we ook de verdeeling der magnetische 
massa's moeten kennen. 

Wij zullen echter onderstellen, dat ook in dit geval dezelfde uitdruk­
king geldig is. Dit zou b.v. het geval zijn, indien we konden aannemen, 
over de uitgestrektheid van een deeltje de magnetische kracht, dat 
welke door de andere deeltjes wordt veroorzaakt, constant kan wor­
den gerekend, of indien de deeltjes bollen waren, en de magnetische 
massa's zoo verdeeld, alsof men twee op elkaar gesuperponeerde 
bollen had met de ruimte-dichtheden + p en - p, tegen elka.:'tl" 
verschoven over een kleinen afstand. Zonder deze onderstelling 
zouden we het bedoelde deel der potentiëele energie niet door de 
momenten alleen kunnen uitdrukken en zouden we vervallen in 
de moeilijkheden, welke in de theorie van POISSON ontstaan bij het 
in rekening brengen van de werking van twee zeer dicht bij elkaar 
gelegen deeltjes. 

Voor de berekening van het tweede gedeelte van de potentiëele 
energie TV2 zouden we volledig bekend moeten zijn met alle krach­
ten, welke op de magnetische massa's in elk deeltje werken, en 
met de verdeeling dezer massa's. Indien we b.v. de boven aange­
geven verdeeling in bolvormige deeltjes aannemen, en daarbij on­
derstellen dat ook hier alleen krachten volgens de wet van Cou­
LOMB werken, dan vinden we voor een deeltje: 

M2 
2 R3 
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waarin M zijn moment, R zijn straal. We zullen aannemen, dat 
de potentiëele energie voor een deeltje steeds wordt bepaald door 
zijn moment. Indien er voor een zelfde moment verschillende 
verdeelingen mogelijk zijn, welke verschillende potentiëele energie 
geven, zullen we aannemen, dat steeds die verdeeling aanwezig is, 
welke met de kleinste waarde der potentiëele energie overeenkomt. 

Stellen we de bijdrage voor één deeltje voor door I CM), dan 
kunnen we dit tweede gedeelte voorstellen door 

W2 = "EI CM), 

de som te nemen over alle deeltjes p, en de totale potentiëele 
energie wordt 

w= W1 + W2 . 

Om hieruit evenwichtsvoorwaarden af te leiden, zullen we aan 
de magnetische massa's in één deeltje p verplaatsingen geven, ten 
gevolge waarvan het moment van dit deeltje verandert met den vector 

J MCJ Mx, J My, J Mz) 

en de daaruit volgende variatie van TV gelijk nul stellen. 
De variatie van W1 , is gelijk aan den arbeid, die bij deze 

verplaatsing wordt verricht ten geyolge van de magnetische kracht, 
welke door de andere deeltjes wordt veroorzaakt. Noemen we deze 
kracht X, Y, Z en zij ~,~, X, de verplaatsing van eene massa 
m, dan kunnen we dezen arbeid voorstellen door 

J W1 = - [X~ Cm~) + Y"E Cm~) + Z"E Cm X)], 

de sommen te nemen over alle massa's in het deeltje p. 
Nu is echter 

dus 

J TV1 = - [X J Mx + Y J My + Z J MzJ. 

Verder IS, daar slechts één term van W2 verandering ondergaat, 

J TV, = d.t (Mx ~ M + ~J J M + M z J M ) 
2 dM M 0 x M y M z 

dus: 

J W=(-X +~. :~) JMx + (- Y + ~. :~) J My 

+ (- Z + Z:= . : ft) J M z · 
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In geval van evenwicht moet J W = 0 zijn voor alle waarden 
van J M x > J M." en J M z > en we vinden hieruit voor onze even­
wichtsvoorwaarden : 

Stellen we 

_X+Mx . dj =0 
M dM 
M df - Y+_lI._" =0 
M dM 

_ Z+Mz dl = 0 
M'dM 

1 _ 1 dl 
x- M" dM 

waarin K eene nieuwe> eveneens nog onbekende functie van M, 
dan worden deze 

We kunnen nu overgaan tot het onderzoek naar de stabiliteit 
van het evenwicht. Zooals bekend is, zal het evenwicht stabiel zijn, 
indien Ween minimum, labiel indien Ween maximum is. 

De waarde, welke W verkrijgt indien het moment MI van een 
deeltje PI toeneemt met den vector 

J MI (J MIx' J M 1y , J Mp) 

kan worden voorgesteld door 

W+áW+J2W, 

waann J W = 0 in geval van evenwicht, en 

De stabiliteit wordt bepaald door het teeken van J2 W Nu is, 
als Xl' ~ , Zl' Kl de waarden van deze grootheden voorstellen 
voor het deeltje PI' 

~: = - Xl + MX1i1', .... 
o Ix 1 

volgens het voorgaande, en daar de magnetische kracht Xl 1'; Zl 
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veroorzaakt wordt door de magnetische massa's buiten het beschouwde 
deeltje, 

Verder is 

J2 W = 2 ~ [(J J;IIx)2 -t-- (J NIIy)2 + (J Jl1p )2] + 
1 

d~ 
+ "2 ~rI d J~l ( Jl1I x J J;I}.l' + Jl1I Y J j);[1 Y + J;II z J NI] J2 

I I 

I d - -

= ~ (~ + d ;1 J;II COS
2 P1) (JJ;II )2, 

1 I 

waarm PI den hoek voorstelt tusschen de vectoren "Afl en J Jl1l . 

Het evenwicht zal dus stabiel zijn, indien in elk punt voldaan 
is aan de voorwaarde: 

1 
d -

1 + K v~ 2 0 -- -- . Ju cos P> 
K dM 

of 

cl ~Id 
] '2 + K 2 ( 
j(Stn P d Jl1 cos P > L 

Wij zijn hier tot deze uitkomst gekomen langs een weg, welke 
geheel analoog is aan dien, welken DUHEM volgt. Eene nadere be­
schouwing der op beide wijzen gevonden resultaten leert, dat deze 
ook geheel identisch 7.~ill. 

In plaats vall deeltjes met magnetische massa's spreekt DUHEM 

van volume-elementen. Volgens eene door hem gema.:'l,kte en her-
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haaldelijk gehruikte onderstelling (p. 164-167) is de verdeeling 
der magnetische massa's in zulk een element, voor zoover hun in­
vloed naar buiten betreft, aequivalent aan die van twee punten 
waarin deze massa's zijn opgehoopt. Deze onderstelling komt overeen 
met de onze over de b\idrage, welke twee dicht bij elkaar gelegen 
deeltjes voor de potentiëele energie opleveren. 

De twee deelen, waarin DUHEM de potentiëele energie splitst, heb­
ben dezelfde beteekenis als de onze. Bij onze afleiding der even­
wichtsvoorwaarden is echter de b\i DUHEM voorkomende uitvoe­
rige herleiding van de variatie van het eerste deel zeel' vereen­
voudigd. 

De evenwichtsvoorwaarden van DUHEM (p. 179) 

A = --F(I) ~~, B = -F(I) ~~, C= -p (I) ~~ 

waarin we, ter voorkoming van verwarring, de M van DUHEM 
hebben vervangen door I, komen met de onze overeen. Want ten 
eersten is wegens hunne heteekenis 

-~=x 
()J7 ' 

()V _()V =z 
- ()y = Y, ()z 

en dan hebben we verder, zooals gemakkel\ik IS m te ZIen 

}JII = Idv, 

Mx = Adv, jl{y = Bdv, 
t (M) = Jr (I) dv. 

Tusschen de functie 

I 
F(I) = dF 

dI 

welke DUHEM invoert ter vereenvoudiging van zijne evenwichtsver­
gelijkingen, en onze functie K bestaat de betrekking 

K= Fdv. 

Hiermede vinden we onze evenwichtsvoorwaarden terug. 
De tweede variatie J2 W wordt door DUHEM afgeleid in de on­

derstelling, dat in alle elementen aan I eene variatie J I (J A, J B, 
J C) wordt gegeven. Hij vindt dan (p. 195), daar onze J2 Wover­
eenkomt met t J2 Jr van DUHEM 



10 OVER DE ONBESTAANBAARHEID VAN 

2 _
Jt2 J Jt

2 J " J W - 16 '7/" 11 hl du +-16 '7/" 11 hl dv + 
I dF 

1 2 J ja2 + b2 + c2 
dI 2J" + 2 J t ! F (I) - [F (1) J2 m dv 

waarbij 

J A = a J t, J B = b J t, J C = c J t, ?il = Aa + Bb + Cc . 
I 

Indien men de afleiding van deze uitdrukking bij DUHEM na­
gaat, ziet men dat de beide eerste termen ook z~jn voor te stellen 
als sommen van een groot aantal termen van den vorm 

i)2 ~ 
J Ai J B k i) r~ dVi dVk waarm i en k steeds ongelijk zijn. 

Xi !Ik 
Indien we dus overgaan tot het door ons behandelde geval, 

waarbij het magnetisch moment slechts in een deeltje wordt veran­
derd, welk geval is te beschouwen als een bijzonder geval van dat 
van DUHEM, dan vervallen de beide bovengenoemde eerste termen, 
en J2 W gaat over in: 

J2 W = [~(JA)2 + (JB)2 + (JC)2_ 
2 F(l) 

dF 
_~~dI (AJA+BJB+CJC)2] 

2 dv. 
2 F2 I 

Substitueeren we hierin onze grootheden J M x, J M y, enz., dan 
vinden we onze J2 W weer terug. 

Uit dit alles blijkt duidelijk dat de theorie van DUHEM geheel 
overeenkomt met die van POlSSON, onder toevoeging van de boven­
genoemde onderstelling over de onderlinge werking tusschen twee 
dicht bij elkaar gelegen deeltjes. 

Ons blijft nu nog over de beteekenis te onderzoeken van de ge­
vonden voorwaarde 

1 
1 d K 
K+ M dM C08

2 'f > o. 

Hiervoor moeten we eerst die van de functie K nagaan. 

DUHlm noemt V de magnetische potentiaalfunctie en - ~ :' - i)i) ;, 

i)V 
-i)z de componenten der magnetische kracht. De zoo bepaalde 

grootheden komen dan echter niet overeen met die, welke in de 
theorie van MAXWELL zoo worden genoemd. De magnetische kracht 
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wordt daarin gedefinieerd als de kracht welke zou werken op eene 
eenheidsmassa in eene lange, dunne cilindrische holte, terwijl overi­
gens de magnetisatie op eene doorloopende wijze over den magneet 
is verdeeld. Hier, daarentegen, stelt (X, Y, Z) de kracht voor, 
welke eene eenheidsmassa in een punt P zou ondervinden, indien 
het deeltje waarin dit punt ligt, weggenomen was, en verder de 
magnetische massa's over van elkaar gescheiden deeltjes verdeeld zijn. 
Het is duidelijk, dat deze beide grootheden niet gelijk zullen zijn. 

Om hun verband op te sporen zullen we dus onzen magneet 
beschouwen eenmaal met afzonderlijke deeltjes, waarin magnetische 
massa's, en dan X vormen voor een bepaald punt P, en daarna 
ons eene doorloopende verdeeling aanwezig denken van de daarmee 
overeenkomende magnetisatie I, en de krachtcomponent a vormen 
volgens de theorie van MAXWELL. We denken ons verder om P 
een bol aangebracht met een straal, welke klein genoeg is om bin­
nen den bol M en I als constant te beschouwen, en groot genoeg 
om nog een groot aantal deeltjes te bevatten. De functies X en 
a zijn dan gelijk te stellen aan 

X=Xe+Xi , a=ae+ai' 
waarin de eerste termen der beide tweede leden afhangen van de 
deelelI van den magneet buiten den bol, de andere van die daarbinnen. 

N u kunnen we gemakkelijk inzien, dat 

Xe = ae 
want eene uitspreiding van de magnetische massa's in een deeltje 
p', dat ver van P is verwijderd, over het gehcele volume-element 
dv' waarin p' zich bevindt, zonder verandering van het magnetisch 
moment, kan op de waarde van Xe geen invloed hebben. 

Voor Xi hebben we: 

d~ d~ d~ 
Xi = ddx ~ (Mx' d;' + M'y d;'+ M'z d::) 

= ~ ""'( _ M' x' -m_M , :/ -!I- M' ~=~) 
dm ~ x r 3 y r3 z r 3 

= "'" [M ' (~ _ 3 (m' -. X)2) _ 3 M' (m'-x) (!I'-1/) _ 
~ x 1'3 rO 11 r5 

_ 3 M' (m'-x) (Z'-Z)] 
z r5 

= ffI.' "'" (~ _ 3 (m' - m)2) _ 3 M' "'" (m'-m) ('/-.1/) _ 
x ~ r3 1'5 11 ~ r 5 

M
' ~ (m'-x) (z'-z) 

-3 5' z r 
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de sommen te nemen over alle deeltjes binnen den bol. 
In geval de deeltjes in den magneet op eene regelmatige WIjZe 

ZIJn gerangschikt, is om symmetrie redenen 

~ (l- 3 (eX'-eX)2) = ~ (~ _ 3 c.r'-y)2) = 
..:.. ril r 5 ..:.. r 3 r 5 . 

= ~(~ _ 3 (Z' __ Z)2) . 
..:.. r3 r5 

Deze grootheden zijn dus ook gel~ik aan een derde deel van 
hun som, dus gelijk aan nul. De sommen 

~ (eX'-,l') c.r'-y) ~ (,c'-eX) (z'-z) 

..:.. r 5 ..:.. r5 

zIJn eveneens nul om symmetrieredenen, dus hebben WIJ In geval 
van eene regelmatige rangschikking der deeltjes 

Xi = O. 

De grootheid ai is gelijk aan den component der magnetische 
kracht In den uniform gemagnetiseerden bol. Op bekende WIjZe 
vinden we hiervoor t 7r A, zoodat we ten slotte vinden 

Evenzoo vinden we 
a=X-t 7rA 

{3= Y-t 7rB 
y=Z-t 7rC 

Substitueeren we deze grootheden a, {3, y In onze evenwichts­
vergelijkingen, dan vinden we hiervoor 

Adv 
- a-t 7rA + X - =O 

Bdv 
-{3-t7rB+X- = 0 

A CIC dv 0 
Y--3 7r Î K = 

De magnetisatiecoëfficient Ic wordt in de theorie van MAXWELJ, 

bepaald als de verhouding van magnetisatie en magnetische kracht. 
Uit het bovenstaande volgt voor het verband tusschen Ic en K 

1 dv 4 
k=K-S 7r 

en onze stabiliteitsvoorwaarde wordt, in deze nieuwe grootheid uit­
gedrukt, 
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of, indien we de magnetische kracht H van MAXWELL willen in­
voeren: 

voor alle waarden van !p. 

Bij paramagnetische stoffen IS ~ positief, en volgens de ervaring 

k dH d h· b·· I b· I d k k 00 dl' zoo at Ier IJ geene a Ie e toestan en unnen voor omen. 

Bij diamagnetische stoffen is daarentegen deze voorwaarde nooit 
vervuld, want de functie k is daarbij negatief, en in absolute 

waa,rde bij alle bekende stoffen steeds kleiner dan 4
3
'7/'"' dus is ~ . ~ 

steeds negatief en in absolute waarde grooter dan t '7/'" . Het even­
wicht zal hier dus steeds labiel zijn voor veranderingen van I 
waarvoor !p = 90°, welke dus bestaan in eene draaiing van I. 

We komen hier dus tot het resultaat, dat de stoffen met nega­
tievenmagnetisatiecoëfficient in labiel evenwicht verkeeren. We 
kunnen dit ook onmiddellijk inzien, als we er op letten, dat de 
verdeeling der magnetische massa's in een deeltje hierbij eene zoo­
danige is, dat de uitwendige krachten zullen trachten deze massa­
verdeeling in zijn geheel rond te draaien. 

Het is echter ook duidelijk, dat we alleen dan deze uitkomst 
kunnen verkrijgen, indien we uitgaan van de theorie van POISSON 
of de daarmee overeenkomstige van DUHEM. Houden we ons aan 
de theorie van MAXWELl" dan mogen we niet in één deeltje dV1 

van den geïnduceerden magneet aan de magnetisatie _~ eene ver­
andering J Il geven, zonder iets aan de permanente magneten te 
veranderen, want in deze theorie, ten tninste in den specialen, door 
MAXWELL zelf gegeven vorm, treedt de betrekking I = k H op als 
eene verbindingsvergelijking , en door alleen ~ te veranderen zonder 
dit ook met 14 te doen, zou niet meer aan deze betrekking zijn 
voldaan. 

Ook indien men DUHEM navolgt bij zijne afleiding van J2 W, en 
variaties geeft aan I gelijktijdig in alle elementen van den geïn­
duceerden magneet, zonder die grootheid in de permanente mag­
neten te veranderen, handelt men in strijd met de theorie van 
MAXWELJ,. Wel verandert dan ook tevens de magnetische kracht H 
in elk punt, maar we kunnen aantoonen, dat de variaties van I 
niet zoo kunnen worden gekozen, dat overal aan de betrekking 
I = k H voldaan blijft. 



14 OVER DE ONBESTAANBAARHEID VAN 

Onderstellen we namelijk eens, dat we een stel van zoodanige 
variaties hadden, dus dat in elk punt van een geïnduceerden mag­
neet gegeven was een vector 

JI(JA,JB,JO), 

welke m elk punt eene verandering van H meebrengt, voor te 
stellen door 

JH(Ja,J{3,Jy) 

en dat door toevoeging van deze vectoren nog steeds voldaan bl\ift aan 

I=IcH. 

We zullen doen Zien, dat J I en J H overal nul moeten z\in. 
Hiervoor ontbinden we J I in elk punt in twee andere vectoren 

J Il (J Al ' J BI ' JOl) en J I 2 (J A2' J B 2 ' J 02) 

waarvan J Il gelijk gericht is met I, en J I 2 daar loodrecht op 
staat. We zullen dan J H ook kunnen splitsen in een deel J I4 
(J ~ , J (3l' J '1'1) dat ontstaat indien we eerst de variatie J ~ alleen 
aanbrengen, en een tweede deel J H2 (J ~, J (32' J '1'2) ten gevolge 
van de variatie J I 2 . Aangezien nu Ic afhangt van I, zal Ic alleen 
veranderen, indien de grootte van I verandert, wat het geval is bij 
het aanbrengen van de variatie J ~ . In dit geval is 

1 1 
JA dI 1 dI)' 

J al = 1;---1. + A dIJ Il = J Al G; + I d I 

1 
1 dI) 

J (3l = = J BI eI + I d I 

1 
1 dI) 

J '1'1 = = J 01 eI + I dI · 

Stellen we 

dan worden deze vergelijkingen 

J Al = Ic' J ~ J BI = Ic' J {3l 

Buiten den geïnduceerden magneet Z\i J I overal nul. 
De verdeeling van de vectoren J ~ en J Hl zou dezelfde zijn 

als die van eene magnetisatie i en eene magnetische kracht lt, welke 
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in den geïnduceerden magneet en daar buiten zouden kunnen optreden, 
indien deze bestond uit eene stof met den magnetisatie-coëfficient le', 
en er . geene permanente magneten of electrische stroomen aanwezig 
waren. In dit geval moeten echter i en h overal nul zijn. Dit blijkt in­
dien we opmerken, dat wegens de afwezigheid van electrische stroo­
men h een potentiaal moet hebben, welke we ep zullen noemen, 
en indien we de magnetische inductie (a, b, c) invoeren, welke 
samengaat met i en h. Beschouwen we dan den integraal 

J (da+~+~)d ep dm d!J dz v, 

uitgestrekt over de geheele ruimte, dan volgt uit eene bekende 
eigenschap van de magnetische inductie, dat deze integraal gelijk 
nul is. Daar op oneindig en afstand ep en (a, b, c) nul zijn, volgt 
hieruit door partiëel integreeren 

J(a ~ + b ~ + c~) dv = 0 
dm dy dz 

en verder 

waann 

",' = 1 + 4 ?r le'. 

Indien we aannemen dat deze grootheid ",' 

d 1 hi . da ,dep dep drp 1 I 
an vo gt erUIt, t dm' d!J en d z overa nu 

h en i. 
De voorwaarde 1'-' > 0 gaat samen met 

le' 1 
>-4?r 

of 
dI 
- 1 
d-!>-4?r' 

le 

steeds positief is, 

zijn, en dus ook 

Evenzoo kunnen we met J I 2 ,handelen. Hiervoor moeten we hebben 

1 
J"2 = kJ A2 

1 
J{32 = k J B2 

JY2 = ~ J C2' 
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daar k bij deze variatie geene verandering ondergaat. We bewij­
zen verder op dezelfde wijze als boven, dat ook deze variaties overal 
nul moeten zijn, indien slechts voldaan is aan de betrekking 

k>-~. 
47r 

De ervaring leert, dat aan beide voorwaarden voor para- en 
diamagnetische stoffen steeds is voldaan. 

Tn de theorie van MAXWELL is het dus niet mogelijk aan de 
magnetisatie van den geinduceerden magneet veranderingen te geven, 
wanneer die van den permanenten magneet constant wordt gehou­
den. De vraag naar de stabiliteit van het evenwicht voor zulke 
veranderingen vervalt dus met het aannemen van deze theorie, en 
daarmee ook het bezwaar tegen de bestaanbaarheid van stoffen met 
negatieven magnetisatie-coëfficient. 

TT. 

We kunnen ons nu de vraag voorleggen, of het ook mogelijk is 
om, uitgaande van de theorie van MAXWELL, minimum-eigenschap­
pen van de een of andere grootheid op te sporen voor kleine ver­
anderingen van de daarin voorkomende magnetische grootheden. 
Hiervoor moeten we in de eerste plaats nagaan, door welke groot­
heden de magnetische toestand wordt bepaald, en op welke wijze 
wij veranderingen aan deze grootheden kunnen geven. 

Denken we ons een stelsel, bestaande uit permanente magne­
ten, geïnduceerde magneten en electrische stroomen. Gegeven zij in 
elk punt de stroomdichtheid C, en in de permanente magneten de 
magnetisatie I. Door deze gegevens wordt in elk punt de magne­
tische kracht H (a, (3, y) bepaald, voldoende aan de betrekking 

RotH= C 
en de daarmee samenhangende conditie dat aan grensvlakken de 
tangentieele component lfe doorloopend moet z\ln. Verder hebben 
we in elk punt de magnetische inductie B (a, b, c), welke aan R 
gebonden is door de betrekkingen: 

B=p.R 
in de geinduceerde magneten, waarbij we p. voorloopig constant 
zullen onderstellen, 

B=H+47rI 
111 de permanente magneten, en 

B=H 
111 alle andere punten. 
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Deze grootheid B voldoet aan de betrekking 

Div B= 0, 

17 

waarmee samengaat, dat de normale component Bn doorloopend is 
aan grensvlakken. 

Deze betrekkingen zijn voldoende om de grootheden H en B in 
elk punt te bepalen. Indien men nog een tweede stel waarden B' 
en H' mogelijk onderstelt, zal men voor het verschil b = B' - B, 
h = H' - H, op dezelfde wijze als boven voor i en h, kunnen 
aantoonen, dat ze noodzakelijk overal nul moeten zijn. 

Het is dus niet mogelijk aan een dezer grootheden veranderin­
gen te geven, wanneer de gegeven grootheden C en I onver­
anderd bl~iven . Indien men minimum-eigenschappen wil zoeken, 
waarvoor men dergelijke veranderingen noodig heeft, moet men 
deze dus mogel~jk maken, door een of meer van de betrekkingen, 
waaraan H en B moeten voldoen, weg te laten. We zullen nu 
onder Ho en Bo die grootheden verstaan, welke aan alle betrek­
kingen voldoen, en dus volkomen bepaald zijn, terwijl voor H en 
B een of meer nader aan te geven betrekkingen zullen worden 
weggelaten. We hebben dus : 

Rot Ho = 4 7r () I 
Hot = doorloopend j (a). 

Bo = Ho + 4 7r I in permanente magneten (b). 
Bo = u. Ho in geïnduceerde maoO"lletcn j 

,- j. (c) . 
B 0 = Ho in andere punten 

Div Bo = 0 ( (d) 
B OH = doorloopend l . 

We zullen nu het weglaten van een der betrekkingen (a) of (b) 
aan een nader onderzoek onderwerpen. 

Onderstellen we ten eerste, dat H niet meer voldoet aan (a). 
Dit wil zeggen, dat Rot H nu niet meer gelijk is aan 4 7r C, maar 
aan eene andere grootheid 4 7r C'. De waardcn van C' in elk 
punt kunnen samen weer eene verdceling van stroomdichtheden 
voorstellen, daar zij steeds voldoen aan 

Div C' = o. 
Het stel waarden van H en B, dat we op deze wijze verkrij­

gen, zal dus zijn een stel grootheden, dat overeen komt met 
dezelfde verdeeling van de permanente magneten als het stelsel 
(Ho, BJ, maar met eene andere stroomverdeeling. 

Onderstellen. we verder, dat (b) wordt weggelaten. Voor een stel 
Verh. Kon. Akad. v. W etenseh. (1< Sectie) DI. V. D 2 
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waarden, dat alleen aan (a), (c) en (d) voldoet, hebben we voor 
punten van den permanenten magneet 

B=H+47f"J', 

waarm l' verschilt van I. De verdeeling der grootheden B en H, 
welke we in dit geval hebben, komt dus overeen met dezelfde 
stroomverdeeling als (Ho' Bo)' maar met eene andere verdeeling van 
het permanente magnetisme. 

Voor deze veranderingen vinden we nu minimum-eigenschappen 
bij de grootheid 

u= J f.I. H 2 dv, 

te integreeren over de geheele ruimte, waarb~j f.I. alleen in de ge­
induceerde magneten van 1 verschilt. 

Deze functie hangt samen met de boven behandelde grootheid 
RT, welke door DUHEM is afgeleid voor de potent'ieele energie 

van een stelsel, waarin geene electrische stroomen voorkomen. Dit 
blijkt, indien we aan Ween anderen vorm geven. Gaan we uit 
van den door DUHEM afgeleiden vorm 

Vooreerst hebben we voor het eerste deel 

lJ( ~V ~v ,~v) IJ 4 "2 ,A ~x + B ~.1f + G 1Z dv = "2 {A (- Ct - 3 7f" A)+ ... } dv = 

IJ 2 JIJ 2 J = - 2 I H dv - 3 7f" 1 2 dv = S 7f" H2 dv - 3 7f" I2 dv 1). 

De integralen moeten hierin worden genomen over de geheele 
ruimte. "\Ve vonden verder voor een punt van den geïnduceerden 
magneet (zie p. 9 en p. 12) 

dJf I 1dv .. (1 4 ) 
d I = F (J) = K = 1 k -t- "3 7r' ' 

f.I.-l 
dUR, daar !.: = --- hier constant ondersteld wordt: 

47f" 

I) Voor deze herleiding zie b. v. MAXWELl., Treatise II 2de dr. p. 249. 
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Hierdoor wordt het tweede deel van W 

I ff (1) do = I ff (1) dv +1. 12~ dv + I. -3~ 7r 1 2 dv, 
I' j , H, I 

waarin de eerste integraal van het tweede lid moet worden geno­
men over alle elementen van de permanente magneten, de tweede 
en derde over die van de geïnduceerde magneten. Indien we de 
integralen, welke op de permanente magneten betrekking hebben, 
weglaten, vinden we 

W = _1_ I H2 dv + ~ I 1 2 
de 

8 7r 2 ; 1.: 

= ~ I H2 dv + ~ I k H2 dv 
K7r 2 

= gl7r I fJ. H2 dv, 

te integreeren over de geheele ruimte, waarbij overal buiten de 
geïnduceerde magneten p.. = 1 moet worden gesteld. 

Voor de grootheid 

R 7r W = U = I fJ. 1[2 dv, 

toegepast op ons stelsel met permanente magneten en electl'ische 
stroomen, kunnen we minimum-eigenschappen afleiden. 

Stellen we 

dan is 

u = I p.. (Ho -+ HI)2 dv = I fJ. Ho 2 dv -+- 2 I p.. Ho lil dv -+ 
+ f fJ. Hl2 dv. 

Hierin is de laatste term steeds positief, Indien we dus geval­
len opzoeken, waarin 

is, dan zal U een minimum zijn voor H = Ho' 
Onderstellen we nu in de eerste plaats, dat H en B voldoen 

aan alle betrekkingen behalve (a), dan vinden we voor Hl en BI 

BI = fJ. Hl in geïnduc.magn. I 
BI = Hl in alle andere punten, 

DivBI = 0 I 
BI n doorloopend ' 

In dit geval is de vector BI =- IJ, Hl solenoïdaal verdeeld, en 
2* 
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we kunnen de geheele ruimte gevuld denken met gesloten buizen, 
waarvan de richting samenvalt met die van BI' en de doorsnee 
omgekeerd evenredig is aan BI' Nemen we voor onze ,volume­
elementen stukjes van deze buizen, van de lengte dl, en de door­
snee Ct', dan is 

f /J" .Ho Hl dv = f Ho BI '" dl = '2: BI CL' f Ho dl 

de integraal van het laatste lid te nemen over eene buis, de som 
over alle buizen. Deze grootheid zal nul zijn, indien steeds 

f .Hodl = 0, 

genomen over een geslotene lijn. Dit komt overeen met 

Ro/Ho = 0, 

hetgeen wijst op de afwezigheid van electrische stroomen. Hieruit 
volgt dat, in geval er alleen permanente magneten aanwezig zijn, 
de grootheid TV steeds zal toenemen, indien we verdeelingen van 
1f en B toelaten, welke zouden optreden door de aanwezigheid van 
electrische stroomen. 

Onderstellen we in de tweede plaats, dat door H en Baan 
alle betrekkingen voldaan wordt, behalve aan (h), dus dat we hebben 

Rol H = 4 'ij C, 

dan volgt hieruit 

Rot Hl = O. 

We kunnen nu de componenten van Hl beschouwen als de af­
geleiden van een potentiaal, en alle punten van gel\iken potentiaal 
door een oppervlak vereenigen. vVe kunnen zoo een stelsel van 
niveau-oppervlakken verkrijgen, waa,rvan de normaal steeds de rich­
ting heeft van 14 en de afstand omgekeerd evenrcdig is met Hl . 
Nemen we nu als volume-elementen gedeelten van de ruimten tus­
schen twee niveau-oppervlakken, van de doorsnede rr en de dikte E, 

dan is 

f {.J. Ho Hl dv = f ~ Ho Hl E drr = '2: .HI E f {.J. Ho drr 

de integraal van het laatste lid te nemen over een niveau-opper­
vlak, de som over al deze vlakken. Deze grootheid zal nul zijn als 

f {.J. Ho da = () 

over een gesloten oppervlak. Dit gaat samen met 

lJiv (f'- Ho) = O. 
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Daar deze eigenschap toekomt aan Ba, en p.. 110 alleen in de 
permanente magneten van Ba verschilt, zal hieraan steeds voldaan 
zijn, indien er geene permanente magneten aanwezig zijn. 

Hieruit blijkt dus dat, ingeval er alleen electrische stroomen 
aanwezig zijn, de grootheid ij steeds zal toenemen, indien de ver­
deeling van H en B zoo wordt gewijzigd, als dit door het toevoe­
gen van permanente magneten zou geschieden. 

Indien we p.. niet constant onderstellen, maar eene functie van 
H, dan gaat het boven gevondene in geen van beide gevallen door. 

Nemen we b. v. het eerste geval. Indien U hier ook nu een 
minimum was, zou J U = 0 moeten zijn, indien we aan Ho en Ba 
aangroeiingen J Ho en J Ba geven, welke voldoen aan: 

Rot (J Ho) ;; 0 

J Ba = J (p.. Ho) in geïnduc. magn. ! 
J Bo = J ilo in alle andere punten, j 

In dit geval IS: 

J U = J (j (p.. 11/') dv 

2H2 =JJf.I. 0 do 
IJ. 

lJiv (J B ) = 0 I 
(d Ba)" 0 doorl. . 

= 2 J Ho d (fJ. Ho) dv - J li02 {1_~ J Ho dv 
o 

= 2 J 110 J Ba dv - J H 2 i p.. J H dv. 
o dH

o 
0 

Volgens het boven behandelrle is de eerste intregaal nul. De 
tweede is het echter in 't algemeen niet, dus is ook 

(j U;; 0 

eH U geen mll11mum. 
De bovenstaande beschouwingen gaan ook door, indien de per­

manente magneten bestaan uit eene stof, welke tevens vatbaar is 
voor magnetische inductie. In dit geval kunnen we de magnetisa­
tie in deze stof splitsen in een deel I dat permanent is, en een ver­
anderlijk deel k H, en in plaats van de vergelijking (b) komt dan 

Ba = p.. H~ + 4'il" I. 

Evenzoo mogen de magneten door de electrische stroomen door­
loopen worden. 

De hier gevonden resultaten komen ook voor den dag, indien we 
opmerken, dat we U in twee deelen kunnen splitsen. We hebben 
namelijk voor de magnetische kracht H in elk punt 
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waarin l~) het deel van de magnetische kracht, dat er zou zijn 
indien de stroomen niet aanwezig waren, en H s het deel, dat zou 
overblijven, indien de pcrmanente magneten ontbraken. Hieruit volgt: 

U = f IJ. H2 dv 

= f IJ. (l~, + H s)2 dv 

= f {J- HJl2 dv + f (J- H82 dv + 2 f IJ. Hl' ll~ dv. 

Dat de laatste integraal nul is, volgt reeds uit het bovenstaande. 
We kunnen dit ook onmiddellijk inzien, indien we IJl de potentiaal 
van ~) noemen, en 

stellen. We hebben dan: 

dus 

Daar geen van beide deel en ooit negatief kan zijn, volgen hieruit 
de beide gevonden minimum-eigenschappen. 

Uit dezen vorm van onze functie U blijkt ook zijne beteekenis 
in de theorie van MAXWELL. We vinden namelijk 

1 1 1 
- U = W = - f 11. H 2 dv --t- - f 11. H 2 dv 87r 8 7r /- s 87r r /l 

Hierin stelt de eerste term van het laatste lid de energie voor, 
welke er in het veld aanwezig zou zijn, indien er alleen stroomen, 
geene permanente magneten aanwezig waren. De tweede term 
daarentegen bevat alleen grootheden, welke van de permanente 
magneten afhangen, en is gelijk aan den arbeid, welke men ver­
richten moet, indien men de magneten van af een oneindigen afstand 
brengt op de plaats, welke ze nu in het stelsel innemen, in geval 
de electrische stroomen er uit zijn verwijderd. Voor dezen arbeid 

vindt men namelijk - ~ f Hp I dv, de integratie uitgestrekt over 
{..J I' 
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de permanente magneten. Nu is echter, bij afweûgheid van elec­
trische stroomen 

of 

tJ
l

7I" f 1" H/' dv + ~ {, I~, dv = 0, 

dus 

,"1 fIJ.H/'dv=-~f I~,dv. 
u 7I" ""' " 

Het tweede deel van W stelt dus voor de potentiëele energie 
van de permanente magneten. Daar nu het gelijktijdig aanwezig 
ZIJn van stroomen en permanente magneten geene nieuwe termen 

1 
in de energie oplevert, kan men 8 7I" U = W opvatten als de totale 

energie, welke samengaat met de aanwezigheid van de stroomen en 
de permanente magneten. 

We kunnen uit deze eigenschappen eenige gevolgtrekkingen makell. 
Zoo vinden we onmiddellijk eenige bekende b\izonderheden over 
de wijziging, welke een voorwerp, dat door inductie magnetisch 
wordt, teweeg brengt in den loop der buizen van magnetische in­
ductie. 

Zij b. v. dit veld voortgebracht door permanente magneten, en 
plaatsen we nu ergens in dit veld een klein dia magnetisch voorwerp. 
Onderstellen we nu eerst, dat de buizen van magnetische inductie 
onveranderd blijven, terwijl H zoo wordt gewijzigd dat overal voldaan 
is aan de condities (b), (c) en (d). We hebben dan eene van den even­
wichtsstand afwijkende verdeeling van B en H. Omringen we ons 

I 

\ 
\ 
\ , , 
I 
I , 

I 
I 

I 

diamagnetisch voorwerp 
A nu met een gesloten 
oppervlak sr van zoo­
danigen omvang, dat de 
verandering, welke het 
voorwerp in het veld 
aanbrengt, daar buiten 
onmerkbaar is. Indien 
we nu inductiebuizen 
in en nabij A verplaat­

sen op zoodanige wijze, dat we meer tot den evenwichtsstand naderen, 
en de verandering van U nagaan, kunnen we ons bepalen tot het 
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beschouwen van vollUlle-elementen binnen 8. De buizen, welke uit 
A naar buiten gaan, zullen B in het voorwerp doen verminderen, 
maar daar buiten doen toenemen, omdat ze niet door iS naar bui­
ten treden. We kunnen het deel Us van U, dat afhangt van de 
volume-elementen binnen 8, splitsen in twee deelen 

Us = f {J. H2 dv = f' B2 dv = f . B2 dv + f B2 dv, 
s sp.. t (1· e 

waarvan het eerste de volume-elementen van A bevat en het tweede 
die buiten A, maar binnen 8, voor welke elementen IJ. = 1 is. 

Indien we ons nu nog eens een oogenblik A weggenomen den­
ken, dan zou overal p.. = 1 en U een minimum zijn, dus voor 
eene kleine verplaatsing der buizen is 

Brengen we HU A weer op zijn plaats, dan is nu voor dezelfde 
verplaatsing der buizen 

J U = J f. B2 dv + J f B2 dv 
, p.. e 

B2 
= J f. - dv - J f. Hl. dv = . , p.. , 

= J r (~ -1) B2 dv. 

Indien dus de bedoelde verplaatsing eene zoodanige is, dat de 
buizen zich uit A Haar buiten bewegen, zal voor ons geval, waarin 
p.. < 1, J U negatief zijn, en we naderen dus meer tot den even­
wichtsstand. De buizen zullen zich dus uit een diamagnetisch 
voorwerp naar buiten moeten verplaatsen. 

Voor paramagnetische stoffen daarentegen is p.. > 1, dus -.! - 1 
IJ. 

negatief. We naderen dus hierbij tot den evenwichtsstand, indien 
we de buizen naar binnen verplaatsen. Zij zullen zich daardoor in 
het voorwerp moeten uitzetten, en hunne grootere doorsnee zal 
samengaan met eene afname van B. Dat deze verplaatsing zal voort­
gaan, totdat de evenwichtsstand bereikt is, blijkt uit de volgende 
redeneering , welke ik aan Prof. LORENTZ verschuldigd ben. 

Beschouwen we weer den permanenten magneet en het voorwerp 
A. Zij Bi de waarde van de magnetische inductie in een punt van 
het voorwerp A , B e de waarde van deze grootheid in elk punt 
daarbuiten, beide grootheden voor den evenwichtsstand. Noemen we 
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verder B/ en Be' deze waarden in dezelfde punten m den even­
wichtsstand voor het geval, dat het voorwerp .A was weggenomen. 
Vormen we dan de grootheden: 

p = fi Bi2 dv + fc B,,2 dv 

q = r B;'2 dv + fe B e'2 dv 

r =f Bi
2 

dv + f B/' dv 
{J. e 

B·'2 
8 = f.-t do + f B e'2 dv, 

t ,.,.. c 

de integralen fi te nemen over volume-elementen van A, Ic over alle 

elementen daarbuiten. 
Deze grootheden stellen de waarden van onze functie Us voor in 

de gevallen dat: 
10 het voorwerp .A verwijderd is, en de magnetische inductie 

overal die waarde heeft, welke ze zou hebben, indien .A aanwe­
ZIg ware, 

20 A verwijderd is en de evenwichtsstand bereikt, 

3
0 

.A aanwezig is " " " " 
40 .A " "en de magnetische inductie nog overal de 

waarde had, overeenkomende met het geval, dat A er niet was. 

of 

Uit onze minimum-stelling volgt nu onmiddellijk 

p>q r < 8 

p-q+8-r>O 

f. Bi 2 (1 - ~) dv > f. B;'2 (1 - ~) do. 
I {J. t {J. 

Voor paramagnetische stoffen is 1 -- l positief, dus vinden we ,.,.. 

in dit geval 

f. B? dv > f. B;'2 dv. 
," ',. 

De magnetische inductie zal in .A grooter zijn, dan wanneer A 
er niet was, de buizen van magnetische inductie zullen zich naar 
binnen verplaatsen. Voor diamagnetische stoffen geldt het omge­
keerde. 

Onze stelling levert ons nog de grensvoorwaarden aan het opper­
vlak. In geval van evenwicht zal namelijk eene verdere verandering der 
buizen geene vermindering van U meer veroorzaken. We kunnen nu 
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deze verandering laten bestaan in het toevoegen van een nieuw 
inductiebuisje ,loopende over eene lengte I langs de eene zijde van 
het oppervlak, en aan de andere zijde weer terug, met eene con­
stante doorsnee 8, en waarin de inductie overal de constante kleine 
waarde ó bezit. Voor de verandering van ij behoeven we dan 
slechts te letten op de volume-elementen van deze buis. Ontbinden 
we nog B in deze elementen in een normalen component Bn en een 
tangentialen Bt, dan hebben wij 

te integreeren over alle elementen van de buis. Nu is 

J Bn. = J Bn = 0 
, e 

J Bt. = - J Bt = ó. 
, e 

Zij nog dv = 8 dl, dan vinden we 

fe/Bt. . ) 
J ij = 2 Ó8 0 ~ ---p! - Bte dl. 

Ingeval van evenwicht is ij ij = 0, waaraan alleen voor alle 
waarden van t kan zijn voldaan, indien 

. BI 
Bt =_i 

e fJ-

of, daar 

l~. =.Ifc. 
,. e 

Hieruit volgt, dat de tangentiëele component der lllagnetische 
kracht doorloopend moet zijn. 

Zooals bekend is, volgt dit ook uit de weggelaten voorwaarde 
Rot H= o. 

Beschouwen we nu verder een diamagnetisch voorwerp A, ge­
plaatst in een magnetisch veld, dat voortgebracht is door electrische 
stroomen. We kunnen nu gaan letten op de niveau-vlakken van 
den potentiaal der magnetische kracht. Onderstellen we eerst, dat 
deze na het toevoegen van den geïnduceerden magneet denzelfden 
stand hebben behouden, dan is voldaan aan de voorwaarde Ca). 
Brengen we nu weer om A een gesloten oppervlak S, van zooda­
nigen omvang, dat daar buiten de loop der niveau-vlakken door het 
toevoegen van A niet is veranderd. Verplaatsen we nu de ni­
veau-vlakken, welke door A gaan en veranderen we tevens H op 
zulk eene wIJze, dat H in elk punt steeds omgekeerd evenredig 
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blijft aan den afstand tusschen de twee niveau-vlakken, waar het 
punt tusschen ligt, dan zal dit eene verandering III 

veroorzaken. Voor deze verandering behoeven we weer alleen de 
elementen dv binnen 8 te beschouwen. Indien wc weel', evenals 
boven, U splitsen in twee deelen, 

ij = f. {J. H2 dv + f H2 dv, 
t e 

voor elementen binnen en buiten A, dan kunnen we weel' opmer­
ken, dat eene vermeerdering van H in A, door het naar binnen 
bewegen van niveau-vlakken, moet samengaan met eene afilame 
van H buiten A. Denken we ons A weer een oogenblik wegge­
nomen, dan zouden we hebben 

J U= JfH2dv + JJ H 2 dv = 0, 
I e 

omdat we dan, een evenwichtsstand hebben. Is A daarentegen wel 
aanweûg, en nemen we dezelfde verplaatsing der niveau-vlakken, 
dan IS 

Voor diamagnetische stoffen is {J. - 1 negatief, en zal eene ver­
meerdering van H in A, dus een naar binnen bewegen van de 
niveauvlakken, ons dichter bij den evenwichtsstand brengen. Voor 
paramagnetische stoffen vinden we het omgekeerde. 

We kunnen ook weer, analoog aan het boven behandelde, H i de 
magnetische kracht noemen in een punt van A, He die in een 
punt daarbuiten, voor het geval dat A aanwezig is, en H/, He' 
deze grootheden in dezelfde punten, voor het geval dat A er niet 
was. Vormen we dan weer: 

P = f H;2 dv + Ie He 2 dv 

Q = IH? dv +1 He'2 dv 
, e 

.R = f {J. H;2 dv+ f He2 dv 

8 = ! {J. H;'2 dv + [He'2 dv, 
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dan volgt uit om~e minimum-stelling 

P> Q, 1l < 8, 

dus 

P- Q+ 8-1l> 0, 

f H? (l - IJ.) dv > ;: li/2 (l - {J.) dv. 

Voor paramagnetische stoffen is 1 - IJ. negatief, dus 

De magnetische kracht is in den evenwichtsstalld het kleinst, de 
niveau-vlakken hebben zich dus naar buiten verplaatst. Voor diamag­
netische stoffen geldt weer het omgekeerde. 

Op eene wijze, analoog aan het vorige geval, kunnen we ook 
weer grensvoorwaarden afleiden. vVe zullen hiervoor eene kleine 
magnetische kracht aan de bestaande toegevoegd denken, welke echter, 
om onze stelling toe te kunnen passen, irrotationeel verdeeld moet z~jn. 
We verkrijgen steeds zulk eene verdeeling, indien we ons eene geslo­
tene dubbele laag of schil voorstellen, en tusschen de twee wan­
den daarvan een vector loodrecht op het oppervlak en omgekeerd 
evenredig met de dikte. In ons geval brengen we deze dubbele 
laag aan voor een deel langs de buitenzijde van een stuk van het 
oppervlak van den geïnduceerdell magneet, voor een ander deel 
daar tegenover aan de binnenzijde van het oppervlak, welke beide 
gedeelten dan door ombuiging der randen met elkaar vereenigd 
kunnen worden gedacht. In de zoo verkregen doosvormige ruimte 
met dubbele wanden denken we ons de magnetische kracht h overal 
tusschen de dubbele wanden aangebracht, loodrecht op en gericht 
Haar het oppervlak van den geïnduceerden magneet. 

We kunnen dan weer afleiden voor de verandering van U: 

~ U = iJ;: {J. H2 rlv + iJ f H2 dv 

= iJ;: IJ. (Ht 2 + Hn2) dv + iJ f (l(" + 1f,,2) dv 

= 2/ {J. -Hn h dv - 2 f Hn h dv. 
t e 

Zij jJ de wanddikte van de doosvormige ruimte, en d 7ï een 
vlakte-element, dan is, daar iJ U = 0, 
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Hieraan IS alleen dan steeds voldaan, indien 

fJ. Ha = Hn · 
I (J 

Daar verder Bn = fJ.H" . B n = 1J., , zoo volgt hieruit 
I I (~ () 

BH. = Bil' 
I e 

dus de doorloopendheid van de normale component der magnetische 
inductie aan het grensvlak. 

'ren slotte Z\l het mij vergund mijnen hartelijken dank te be­
tuigen aan Prof. H. A. LOREN'rl': voor de vele nuttige raadgevingen, 
welke h\1 mij bij de samenstelling van dit st.uk heeft verstrekt. 
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