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MÉMOIRE SUR LES MULTIPLICITÉS CANTORIENNES 

PAR 

PAUL URYSOHN t. 

DEUXIÈME PARTIE : I) 

LES LIGNES CANTORIENNES. 

PRÉFACE. 

La présente seconde partie de l'oeuvre principal de PAUL URYSOHN 
a dû devenir son oeuvre posthume ... 

Les résultats constituant cette seconde partie n'ont pas été obtenus plus 
tard que ceux de la première: c' est toujours l'hiver 1921-1922 pendant 
lequel URYSOHN a édifié sa théorie de la dimension et des courbes 
cantoriennes comme application de ses idées générales sur les caractères 
divers que peut présenter la séparation locale ("e~séparation") des points 
des ensembles. Les principaux résultats de toute cette analyse ont été 
présentés (avec des démonstrations complètes) à la' Société Mathématique 
de Moscou dans les séances du 16 octobre 1921 2), du 20 novembre 1921 3), 
du 19 février 1922 4) et du 28 mai 1922 5). Tous ces résultats se trouvent 
exposés sans démonstration dans deux Notes des Comptes Rendus, t. 175 
(1. "Les multiplicités cantoriennes", séance du 11 septembre 1922; 2. "Sur 
la ramification des lignes cantoriennes", séance du 25 septembre 1922). 

La rédaction suivante de la seconde partie a été faite selon Ie plan 
détaillé composé par URYSOHN dès l'été 1922. J'ai suivi ce plan avec Ie 
plus grand soin, et ce n'est que pour tenir compte des résultats et des 
intentions postérieures de l'auteur que j'ai cru devoir y apporter quelques 
modifications peu importantes. 

I) La première partie de ee mémoire a été publiée dans Ie journal .. Fundamenta Mathe­
maticae", t. VII, pp. 30-137, t. VIII, pp. 225-359. 

2) Communieation .. Sur la dimension des ensembles" (définitions générales, analyse eom­
plète au point de vue de la dimension des ensembles situés dans les espaees euclidiens à 

2 et 3 dimensions, définitions des eourbes eantoriennes et de leur indice de ramifieation; 
résultats eontenus dans les eh. I et 11 de la première partie, et définitions du eh. I de la 
seconde partie). 

3) Communication .. Théorèmes fondamentaux sur la dlmension des ensembles" (résultats 
eontenus dans les ehapitres IV et VI de la première partie, et dans Ie eh. I de la seeonde partie). 

4) Communication .. Sur la ramifieation des Iillnes cantoriennes" (résultats des eh. IV, 
V et VI de la seeonde partie). 

5) Communieation .. Sur la dlmenslon des espaees euclidiens à n dimensions" (résultats du 
eh. V de la première partie et du eh. VII de la seeonde partie). 



-4 MÉMOIRE SUR LES MUL TIPUCITÉS CANTORIENNES. 

Quant aux démonstt:ations, j'ai toujours fait une comparaison soigneuse 
des démonstrations primitives qui se trouvent dans Ie journal mathéma~ 
tique de PAUL URYSOHN de 1921-1922 (ou il inscrivait chacun de ses 
résultats de cette époque) avec tous les matériaux se rapportant au sujet qu' on 
pouvait tirer, soit de ses leçons, soit de ses communications personnelles. 

J' espère avoir ainsi réussi à donner à chacune de ces démonstrations 
la forme répondant Ie plus possible aux idées et aux plans de l'auteur 
tels qU'ils se présentaient à la fin de sa carrière humaine. 

Je me suis fait diriger par la même considération en omettant presque 
toujours les analyses des démonstrations au point de vue de l'application 
de l'axiome de M. ZERMELO: dans les dernières publications d'URYSOHN 
on ne trouve plus de pareilles analyses. Elles manquent aussi dans tous 
les manuscrits se rapportant aux sujets traités dans ce quit suit. Le lecteur 
désirant faire une analyse de cette sorte, trouvera dans la premièl1e partie 
(notamment dans les §§ 10-14 de l'introduction) tous les renseignements 
et toutes les méthodes nécessaires. Il m'a donc paru inutile de reprendre 
ici à nouveau des considérations qui ne diffèrent dans aucun point essentiel 
de celles qui se trouvent exposées dans la première partie. 

Les résultats de la seconde partie provenant des mêmes idées direc~ 
trices qui ont servi de base à la première partie de ce mémoire, r étude 
de cette dernière s'impose d'elle même comme indispensable au lecteur 
qui voudra s'approprier l'esprit des résultats ci~dessous; je tiens à remarquer 
cependant que la plupart de ces résultats sont, au point de vue formel. 
indépendants des théorèmes de la première partie: en effet, les démon~ 
strations qui vont suivre ne font actuellement usage que des propositions 
du ch. I de la première partie 6) et des notations exposées dans les §§ 6, 
15-21 de l'Introduction et dans une liste spéciale à la fin de la 1 re partie ; 
ces notations, exposées une fois pour toutes, sont d'un usage permanent 
dans les deux parties du présent mémoire, leur connaissance est dODC 
absolument indispensabie. Il n'y a que la fin du ch. I de la seconde 
partie qui exige du lecteur en outre la connaissance des résultats des 
chapitres IV et VI de la première partie. 

Quant à la méthode d'exposition de la présente partie du .. Mémoire 
sur les multiplicités Cantoriennes", elle repose sur les mêmes principes 
que celle de la première partie. En particulier, Ie lecteur trouvera ici, 
comme antérieurement, Ie grand et Ie petit texte 7). 

J'ai pu profiter de l'appui de M. BROUWER toutes les fois que j'en éprou~ 
vais Ie besoin dans mon travail de reconstitution de la pensée de l'auteur 
et quelquefois de mise au point des détails de son développement. Les 
6gures sont dues à M . TSCHERKASSOFF. Dans la correction des épreuves 
j'étais soutenu par Mmo J. ROZANSKA et par M. L. TUMARKIN. 

PAUL ALEXANDROFF. 

6) Surtout du lemme du § 8, Fund. Math. VII. p. 69. 
7) Cf. I, Introduction, § 22, Fund. Math. VII, p. 64. 
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Les renvois à la Ir. partie de ce mémoire sont indiqués 
simplement par Ie chiffre romain.1. Les renvois sans Ie 
chiffre I se rapportent au chapitre (ou paragraphe. théo~ 
rème etc.) correspondant de la présente partie. Enfin si 
l'indication du chapitre manque elle aussi. Ia référence 
se rapporte au même chapitre. 

Toutes les notations employées dans ce travail se trouvent expliquées 
dans une liste spédale insérée à la fin de la première partie de même 
que dans les §§ 6. 15-21 de l'lntroduction de la première partie. 



INTRODUCTION 

1. La seconde partie du présent mémoire est consacrée aux lignes 
cantoriennes c. à d. aux continus de dimension 1. Outre la dé6nition 
donnée au eh. I de la 1 re partie, on peut, d'après les résultats des eh. V 
et VII) dé6nir ces continus d'une quelconque des façons suivantes. 

1. Ce sont les continus C qu'on peut représenter, quel que soit e > 0, 
comme somme d'un nombre fini d'ensembles fermés de diamètre 
< e et tels que tout point de C appartienne tout au plus à deux 
de ces ensembles fermés. 

2. Ce sont les continus qui se décomposent en une somme de deux 
ensembles de dimension nulle (l'un de ces ensembles étant un 
Fa, et l' autre un G.). 

La dé6nition ainsi ob tenue des lignes cantoriennes coïncide, pour Ie 
cas des continus plans, avec la définition c1assique des lig nes cantoriennes 
(planes). Ceci est demontré dans Ie eh. 11 de la 1 re partie. Voici une 
autre démonstration toute simpie. Tout d'abord, tout point intérieur d'un 
ensemble plan C est nécessairement de dimension 2. En effet, si un 
pareil point était de dimension < 1 Ie plan ne serait pas connexe; s' il 
était de dimension I, on Ie pourrait e-séparer par un ensemble (ermé 
de dimension 0, contràirement au théorème bien connu de PHRAGMÈN­

BROUWER. 2) 11 en résulte que dim C = 2 (car a étant un point intérieur 
de C, il peut être e-séparé, par rapport à C, par une circonférence de 
centre a et de rayon assez petit, donc par un continu qui est évidemment 
de dimension 1). 

2. Nous voyons donc que tout continu situé dans Ie plan E2 est non 
dense par rapport à E2 toutes les fois qu'il est de dimension 1. Reste à 
montrer qu'inversement tout continu non dense dans E2 (toute lig ne 
cantorienne au sens c1assique) est de dimension 1. 

Considérons à eet effet la courbe cahtorienne (plane) Co' construite 
par M. SIERPINSKI 3) et qui a la remarquable propriété de contenir une 
image biunivoque et bicontinue C· de toute autre courbe cantorienne 
(plane) C. Nous avons vu 4) que dim C=dim C· :::; dim Co; dim C ne 
pouvant être nulle, il suffit de prouver qu'on a dim Co= 1. c. à d. qu'on 

1) I, ch. V, § 7, Corollaires, Fund. Math. VIII, p. 300 ; I. ch. VI. §§ 4 et 10, (th. I et 
th. lil, Fund. Math. VIII, pp. 324, 345. 

2) A savoir que E2-F est connexe, si F est un ensemble fermé discontinu que1conque. 
3) Comptes Rendus, t. 162, p. 629 (séance du 25 avril 1918); v. aussi eh. I. § 4, ex.l1 . 
1) I, ch. I, §§ 4, 5, Fund. Math. VII. pp. 67, 68. 
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peut, quel que soit e > 0, e-séparer tout point XC CO par un ensemble 
fermé discontinu. Or ceci est facile à faire. On doit remarquer seulement 
que tout point x du carré initial Q peut être e-séparé par un ensemble 
B! formé de six segments-diagonales au plus des carrés d'un certain 
rang assez élevé 5). Si x c Co, l'ensemble Be. Co est évidemment homé­
omorphe à l' ensemble parfait de Cantor, il est donc de dimension O. 
Cet ensemble est de plus un ensemble e-séparant Ie point x par rapport 
à C, ce qui démontre notre proposition, 

3. Nous nous proposons de faire dans ce qui suit une étude appro­
fondie des lig nes cantoriennes, étude reposant sur les mêmes principes 
que la théorie de la dimension exposée dans la première partie de eet ouvrage. 

N ous ne considérons toujours que des propriétés intrinsèques (I. Intro­
duction, § 2) des lignes Cantoriennes, ce qui ne nous empêchera pas 
de faire quelques applications des théorèmes obtenus aux problèmes 
topologiques non intrinsèques. 

C' est encore Ie principe des propriétés locales des ensembles qui servira 
de base à presque toutes nos considérations, et la définition de .. E-sépara­
tion" sera à peu près Ie seul instrument de notre analyse (I. Introduction, 
§§ 3, 4). Cet instrument nous donne tout d'abord la définition de ['indice 
de ramification d'un point quelconque d'une ligne cantorienne (Ch. I. 
§ 1), définition qui est Ie vrai nerf de toute la théorie dont nous nous 
occuperons dans la présente partie de notre mémoire. 

11 est à remarquer qu'on obtient ainsi. à ce qu'il paraît. pour la 
première fois une définition précise de ce qu'on doit entendre par 
.. points de ramification d'une ligne". 11 est vrai que M. YOUNG a 
proposé une définition de l'ordre de ramification d'un point quelconque d'une 
ligne donnée et que S. JANISZEWSKI a cherché a préciser cette notion en 
considérant les points qu'il appelIe points réguliers d'ordre k. Or nous 
verrons par des exemples (eh. I. §§ 7-10) que la définition de M. YOUNG 

de même que celle de JANISZEWSKI ne perm et pas d'analyser la structure 
locale des lignes même dans des cas très simples. 

Le caractère artificiel des définitions de M. YOUNG et de JANISZEWSKI 

est la vraie cause de ce qu'on a pu formuler jusqu'ici peu de propriétés 
concemant la ramification. C'est ainsi que JANISZEWSKI, après avoir donné 
la définition assez générale des points réguliers, la restreint aussitöt en 
introduisant les points qu'il appelIe simples et qui permettent une analyse 
complète. Nous verrons dans Ie ch. IV que les points simples forment 
une dasse toute spéciale de points de ramification, dasse d'une nature 
particulièrement élémentaire. N ous croyons donc que nous ne nous sommes 
pas trompés en disant que c'est pour la première fois qu'une théorie com­
plète et générale de lignes cantoriennes et en particulier de leur points 
de ramification est presentée au public mathématique. 

S) Nous appellerons pour abréger .. carrés de rang n" (n = 1. 2. 3. 000) ceux qu'on 
obtient en divisant Ie carré initia! successivement en 9, 92, 93, 0 0 0 9", 0 0 0 carrés égaux. 
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La déf1nition de !"indice de ramif1cation et ses propriétés élementaires 
se trouvent exposées dans Ie premier chapitre. de même que plusieurs exem­
pies pouvant élucïder cette notion. Le reste de ce chapitre est consacré à 
la théorie des points de ramif1cation infinie. On remarquera Ie rale exclusiE 
de ces points; autour d'eux une ligne cantorienne présente notamment 
des propriétés analogues à celles des continus de dimension supérieure. 
Au ch. I on trouvera résolue en outre la question de la classification des 
ensembles de points de divers indices (au point de vue de la classification 
de M. BAIRE). 

Pour aller plus loin. des notions d' ordre différent se montrent nécessaires. 
C' est ainsi que Ie second chapitre se trouve consacré à une propriété générale 
{es éspaces métriques compacts. à savoir quO on y peut extraire de toute 
suite d' ensembles une suite convergente (au sens de M. HAUSDORFF). 

La démonstration de ce théorème ne fait aucun appel à la théorie des 
espaces abstraits. On en trouvera. dans Ie même chapitre. de nom­
breuses applications. 

Le chapitre 111 s'occupe d'une théorie complète des continus de con­
densation. indispensable pour la suite. et présentant. à ce qu'il nous semble. 
un intérêt intrinsèque, Nous appelons en particulier l'attention du lecteur 
aux théorèmes VII. VIII et XIV de ce chapitre. de même qu'à la notion 
nouvelle de continus de condensation complète. 

Les chapitres IV et VI contiennent les résultats fondamentaux de toute 
la théorie permettant de se rendre compte de plusieurs propriétés géné­
rales concernant la structure locale et intégrale des lignes cantoriennes. 

Le chapitre Vest consacré à la théorie des continus irréductibles au 
point de vue de !"indice. Les résultats de ce chapitre sont utilisés dans 
Ie chapitre VI. 

Quant au chapitre VII il s' occupe de diverses applications des résultats 
précédents à certains problèmes de la Topologie du plan. 

On trouvera. en outre. à la fin de ce mémoire. plusieurs notes supplé­
mentaires consacrées à des questions diverses se rattachant plus ou moins 
étroitement à la théorie de la dimension et des courbes cantoriennes. 



CHAPITRE I. 

DÉFINITION DE L'INDICE DE RAMIFICATION. 

POINTS DE RAMIFICATION INFINIE. 

1. Soit K une lig ne cantorienne, c' est à di re un continu de dimension 
1 1); soit x un point quelconque de K; Ie point x étant de dimension 
1 sur K, il existe pour tout E > 0 une E~séparation 2) du point x par un 
ensemble B de dimension nulle. Il est naturel de classer les points x 
d'après la puissance minimale de B. 

Remarquons tout d'abord que l'ensemble B peut toujours être supposé 
fermé: en effet, d'après un théorème démontré dans la 1 re partie de ce 
mémoire (I. § 8), si B n'est pas fermé, il existe un ensemble fermé 
B~ c B, qui est encore un ensemble ,,~séparant Ie point x; en remplaçant 
alors B par Bo, on ne peut que diminuer la puissance de l' ensemble 
séparant. T ous les ensembles fermés possédant une puissance finie, 
dénombrable ou égale à celle du continu, les quatre définitions suivantes 
se posent immédiatement. 

o é f. 1. Le point x c K est dit point dïndice n (n fini) sïl peut 
être ,,~séparé (quel que soit" > 0) par un ensemble B constitué de n 
points, tandis qu'un ensemble de n-I points n'y sufllt plus: 

ind"K= n. 

D é f. 2. Si x peut toujours être E~séparé par un ensemble fini de 
1 

points. mais dont la puissance croit nécessairement avec x sera dit ,,' 
un point d' indice w: 

ind"K=w. 

Déf. 3. Si le point x n'entre pas dans une des deux catégories 
précédentes et peut être (quel que soit E) E~séparé par un ensemble 
dénombrable. nous dirons que c'est un point d'indice Mo: 

ind" K= Mo. 

Les points d'indice n (quel que soit Ie nombre naturel n) et w, seront 
dits points .dïndice fini; en particulier, selon quO on a indx K = n ou 

1) Cf. Introduction. p. 6; cf. aussi I. Ch. I. § I. 2 (Fund. Math., VII, p. 65). 
2) Voir pour les notatIons la liste iDsérée à la fin de la première partie. Cf. aussi la 

préface (de la présente partie) . 



10 MÉMOIRE SUR LES MUL TIPLICITÉS CANTO RI EN NES. 

ind" K = w , nous dirons que X possède un indice. fini et borné, ou bi en 
que x est d'indice fini non borné 3). 

D é f. 4. Si ['on n' a pas ind" K ~ No nous aurons: 

ind" K = c (= puissance du continu). 

Cela posé, tout point d' indice supérieur à 2 sera dit point de ramification, 
tand is que les points d'indice I seront appelés points d'arrêt. L'ensemble 
fermé R constitué de tous les points de ramification et de leurs points 
limites sera dit ensemble de ramification du continu K; un point isolé 
de r ensemble R sera dit point de ramification iso/é. 

2. En laissant de cöté les points d'indice w, on peut résumer comme 
il suit les quatre définitions précédentes : 

L' indice du point x sur K est Ie plus petit nombre cardinal m fini ou 
infini tel qu'i/ existe (quel que soit t: > 0) un ensemble B de puissance m 
t:~séparant Ie point x . 

On voit ainsi que pour tout point Xi) d'une ligne cantorienne quelconque 
K. ind" K est un nombre cardinal bien déterminé égal. s'il est infini. à 
la puissance No des ensembles dénombrables. ou bien à celle du continu. 

REMARQUE. L'exception ad mise pour les points d'indice w semble peut~ 
être mal motivée au premier abord; or les points d'indice w présentent. 
comme nous Ie verrons plusieurs fois dans la suite de ce mémoire. bien 
plus d 'analogie avec les points d 'indice fini et borné qu' avee les points 
d 'indices No ou C; il semble donc plus pratique de n'attribuer l'indice infini 
qu'aux points des deux dernières eatégories mentionnées; Ie cas de l'indice 
west en quelque sorte intermédiaire entre ceux des indices finis et bornés 
d ' un cöté, et ceux des indices No et c de r autre : il est vrai qu' aucun.nombre 
eardinal < No ne sumt pour tous les e, nous devrions done poser (au 
sens précis de la définition du § 2) m = No ; d'autre part. pour toute 
valeur donnée d' t: on a besoin seulement d'un nombre fini de points de B. 

3. Indiquons quelques conséquences immédiates des définitions adoptées. 
I. L' indice de ramification est un invariant topologique. 
11. Lïndice de ramification en un point exprime une propriété locale 

de ['ensemble autour de ce point, c. à d. que deux lignes Cantoriennes 
Cl et C2 localement identiques au point x 5) possèdent en ce point Ie 
même indice de ramification. 

lIl . Si x C Cl cC, on a toujours ind" Cl ~ ind" C. 
11 est à peine nécessaire de donner une démonstration de ces proposi~ 

tions analogues aux théorèmes I. 11, 111 de I. ch. I. 

3) Nous ferons enfin une fois pour toutes la eonvention de poser No > W > n quel que 
soit l'entier n, 

i) Sauf pour les points d 'indice w ; !'indice w n'est, au fond, qu'un symbole d'une suite 
d'ensembles €-séparants, dont les nombres eardinaux sont finis, mais infinlment grandlssants, 

5) Cf, I, eh , I. § 6, 
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4. Quelques exemples rendront plus intuitives les définitions précédentes. 
Ex. 1. Soit K Ie segment rectiligne ab (ou ce qui est topologiquement 

la même chose, un arc simple arbitraire). On a évidemment 

inde K = indb K = 1. ind" K = 2 . 
• ~,,~b 

De même, tout point d'une circonférence (Iigne simple fermée) possède 
l'indice 2. 

Ex: 2. Le continu C de la fig . 1 est formé du segment 0 ::::; x::::; I, y = 0 
et des segments 

x=1!.-
2n 

p étant un no mb re impair quelconque inférieur à 2n et n un entier positif 
arbitraire. 

Fig.!. 

Tout point de C est d'indice 1. 2 ou 3 (les derniers points sont ceux 

d'abscisse E. situés sur Ie segment horizontal). 
2n 

eet exemple est dû à JANISZEWSKI. 

Ex. 3. K est formé de n segments rectilignes aal' aa2' ... ' aan, n'ayant 
en commun que Ie seul point a. 

ind" K = 2 indaj K = 1 inda K = n. 
a ~,,~ aj 
l~i::::::n 

Ex. 4. Soient Cl' C2 , ••• , C n , • •• des circonférences successivement 
tangentes rune à rautre, dont les rayons tendent vers 0, et les centres 
convergent vers un point a n'appartenant à aucune de ces circonférences. 

inde K est encore égal à 1. 
Ex. 5. K est composé d'une infinité dénombrable de segments rectilignes 

1 Kn = oan , situés dans Ie plan yox, de longueur - et formant avec la 
n 

, 1 00 

direction de raxe ox I angle -; K = I Kn ; indo K = w. 
n n=1 

Ex. 6. Supposons dans r exemple précédent, que la longueur de tous 

les Kn = oan est égal à 1 et que K = i Kn + Ko, Ko étant Ie segment 
n=1 

[0,1] de raxe ox. On a pour tout point ~ de Ko: 
indç K= No. 
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Ex. 7. K est formé de la ligne y = sin J.- et du segment [-1. + 1] de 
x 

l'axe oy. Tout point x = O. -1 :;:::; y :;:::; + 1 possède l'indice Mo. Il est 

quelquefois commode de remplacer. dans cet exemple. la ligne y = sin ~ 
x 

par la ligne polygonale généralisée A = ala2 ... an • •• de façon à obtenir 
Ie continu de la fig. 2 {formé de A et du segment[-l.+ l]del'axeoy}. 

r-

-3 ~ -. 
Fig. 2. 

Ex. 8. 
1 

K est composé des demi-circonférences Cm x2 + y2 = 2n {n = 1.2 •. .. }. 

y ;;:: 0 et de leurs rayons faisant avec ox les angles 1l. :n. ou pprend 

toutes les valeurs impaires :;:::; 2n -1. L' origine possède l'indice w. 
Ex. 9. Soit P l'ensemble parfait non dense de Cantor situé sur ox et 

a Ie point (x = t. y = t); posons 

K= I a~. 
çCP 

a~ étant Ie segment rectiligne entre a et~. Tout point de K possède l'indice c. 
Ex. 10. Tout continu indécomposable {en particulier. les exemples bien 

connus de M. BROUWER 6}. de ]ANISZEWSKI 7). de M. W ADA 8)) ne contient 
que des points d'indice c 9). 

Ex. 11. La courbe S de M. SIERPINSKI 10) (qui est en même temps 

une courbe jordanienne et une courbe Cantorienne) ne contient que des 
points d'indice c. 

Pour s'en apercevoir il suffit de montrer que S-F reste connexe quel que solt l'ensemble 
fenné dénombrable F, Supposons par contre qu'il existe un ensemble fenné dénombrable 
F tel que S-F = G I + G2, G I -=f 0 -=f G2, H (GI , G2) = O. Déslgnons par Q Ie carré [O.IJ, 
par C son contour. par Qil, i2 . . ..• ik (il' i2, ••. ,ik = 1. 2 •... ,8), les carrés d'ordre k. 
Démontrons d'abord que Ie contour Ci!. i2 .. .. . ik de chaque Qil. i2 ..... ik appartient tout 
entler à un seul des deux ensembles G I ou G2• La partie de la courbe S située dans 
Qil • i, • . .. • ik avant absolument la même structure que la courbe Stoute entière. il suffit 
de montrer que C ne peut pas avoir des points communs avec les dèux ensembles G I et G2' 

Appelons D" (resp. [)!I) tout segment rectiligne de longueur 1. parallèle à l'axe ox (resp. oy). 
contenu dans S et ne contenant aucun point de F. L'ensemble somme P de tous les 
D" et tous les [)!I est contenu dans un des deux ensembles G I ou G2' 

') Math. Ann .. 68, p. -426. 
7) Loc. clt. p. 36. 
8) Dans Ie mémolre de M. YONEYAMA, Töhoku. Math. Joum. XII (1917), p. 60. 
9) Voir pour la démonstration Ie § 5 du present chapitre. 
10) Comptes Rendus, t. 162, p. 629. séance du 25 avril 1916. Voir aussi IntroductIon. § 2 

http://Qii.it
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En effet. soit L~ un D" quelconque. D ' après la relation IX . F = 0, IX est agrégé à G\ 

ou à G2, soit fYo c G\. 

Tout JYI est, lui aussi, agrégé à run des deux ensembles G\ ou G2' or JYI ayant un point 
eommun avee IX, tout JYI c G\; enfin tout D", ayant un point eommun avec JYI , 
appartient aussi à G\. Done pc G\; tout point de C étant point limite de p, on a 
Cc G\. En remarquant enfin que Cl . i2 . . . .. ik . ik+ \ a des points eommuns avee Cil . i2 . .. .• ik , 

on trouve sueeessivement que tous les C i l . i2 .. . . . ik appartiennent à G to et par suite, rensemble 
somme de tous les Cil . i2 •... . ik étant den se sur S , Stout entière appartient à G\, de sorte 
que G2 serait vide, contrairement à notre supposition. 

Ex. 12 (de M. SIERPINSKI). On obtient Ie continu C (fig. 3) en effectuant 
successivement les opérations (1), (2), . . . , (n), . . . L'opération (1) consiste en 

Fig . 3. 

ce qu' on supprime du triangle équilatère donné, Ie triangle obtenu en joignant 
par des segments rectilignes les milieux des cötés du triangle donné. 
L'opération (n) consiste dans l'application de l'opération (1) à chacun des 
triangles restés après l'operation (n-l) . On voit de suite que les points 
a, b, c, ont l'indice 2 (les coup les de points tels que (m, n) E~séparent 

p. ex. Ie point a), les sommets de tous les autres triangles possèdent 
l'indice -4 (E~séparation du sommet d par les points p, q, r, s), enfin les 
points restants sont d'indice 3 (e~séparation du point x par l'ensemble des 
points t , u, v). Il est facile à voir que Ie continu C que nous venons de 
construire ne peut être obtenu en faisant la somme d'une infinité dénom~ 
brabie quelconque d'arcs simples. 

Soit en effet Co c C un arc simple quelconque situé sur C, et x c C un point quel­
eonque de Co autre que a , b, c ; ind" Co est égal à 1 ou 2, tandis que ind" eest 3 ou .of; 
U en résulte que tout point x c Co est un point limite de C-Co. e. à d. que Co est non 
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dense sur C. Or aucun ensemble fermé ne pouvant être obtenu par la réunion d'une infinlté 
dénombrable de ses sous-ensembles non denses 11). notre assertion sur Cse trouve démontrée. 

On peut obtenir par une modi6cation légère de ]' exemple précédent 
un continu jouissant de la même propriété et dont tous les points sont 
d'indice ~ 3. La construction de ce continu C* est indiquée dans la 6g. 4. 

Fig. 4. 

MontroDs que C· n'est pas somme d'une infinité dénombrable d'arcs simples, 
On a tout d'abord 

c*=F+ G, 
ou G est Ie domaine relatlf de C*, composé d 'une inRnité dénombrable d'intervalles 
rectilignes ouverts (ai bi ) n'ayant deux à deux aucun point commun et F= C· - G, 

Désignons par Co un arc simple quelconque agrégé à C* et ayant avec F au moins 
un point x en commun; soit S (x, e) une sphère de centre x et de rayon arbitraire E > 0, 
On a indx C* = 3 > 2 ~ indx Co, Ie domaine (rel C*) S(x, e) , (C*-Co) est par suite non 
vide, Si ron avait S(x, e), (C* - Co)c G, iJ en résulterait l2) que C* est contenu dans la 

somme d'un arc simple S et d'une inRnlté dénombrable d'intervalles rectillgnes 13) (ai bi ) sans 
points communs, dont les extrémités (toutes différentes) appartiennent à F. 

Cette conc1usion est évidemment absurde (p. ex. parce qu~ dans ce cas C* ne con­
tiendralt qu'une infinité dénombrable de points d'lndice 3) , donc S(x, e). [(C*-Co) . FJ ';!: 0; 
e étant arbitraire, iJ en résulte que x c ((C*-Co) . FI' dès que x c Co. F, c. à d. que 

Co. F est non dense sur F quel que soit rare simple Co c C*. L' ensemble F étant fermé, 
iJ n'est pas somme d'une inRnité dénombrable de ses sous-ensembles non denses, donc C* 
n'est pas somme d 'une inRnité dénombrable d'arcs simples. 

Nous venons de voir qu'il existe des continus (même dans Ie plan) 
dont tout les points possèdent un indice ~ 3 et qui ne peuvent être con~ 
struits par une réunion quelconque d'arcs simples en in6nité dénombrable. 
Nous verrons par contre dans Ie ch. IV que chaque continu, dont tous 
les points possèdent un indice ~ 2 est un arc simple ou une ligne simple 
fermée. 

11) Théoréme de M. BAIRB ; voir pour la démonstration au cas général, HAUSDORPP, 

Grundzüge der Mengenlehre, Leipzlg 1914, p. 327 (théorème VII) . 
12) Un voislnage quelconque du point x contenant un sous-continu homothétlque à C* 

tout enlier. 
13) De longueurs convergeant vers O. 
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Ex. 13. Le continu C de la fig. 5 est formé du segment rectiligne [0.1] 
situé sur (ox) et d'une infinité dénombrable de segments verticaux (resp. 
horizontaux) indiqués dans la figure. 11 est facile à démontrer que r ensemble 
de ramification du continu eest formé du segment [0.1] et d'une infinité 
dénombrable de points de ramification isolés. Ces derniers points sont tous 
d'indice 3; quant aux points du segment [0,1], nous trouvons: indx C =-4 
si x est de la forme x =~. O:r!:- x:r!:- 1. indx C = 2 si x = O. ou x = 1. 

2" 
et indx C = 3 si x ne rentre dans aucune des catégories précédentes. 

Fig.5. 

5. Démontrons maintenant r énoncé cje rex. 10, à savoir que: 
IV. Tout point d'un continu indécomposable C possède /'indice c. 
On sait. en effet. que tout continu indécomposable C est somme d'une 

infinité non~dénombrable de sémicontinus 14) ~a.C sans points communs. 
tout ~a.C étant de plus dense sur C. Cel a rappelé, soit 

C=A+B+D 

une décomposition quelconque du continu C (ou, comme d'habitude 
A i=. 0 ':f D, A. B = B . D = H(A, D) = 0 et Best un ensemble fermé). 
S'il y avait dans C un ~a.C tel que ~a.C. B = O. on aurait ~a.C C A, ou bien 
~ •. c c D. c. à d. que run au moins des ensembles A. D serait dense sur C. 
ce qui est en contradiction avec nos suppositions. 11 s'ensuit qu'on a 
toujours ~a.C. B':f 0; or i'ensemble de tous les ~a.C étant indénombrable. 
r ensemble fermé B est. lui aussi. indénombrable ce qui démontre notre 
proposition. 

C 0 r 0 II a i r e. Sis u run con tin u i n d é c 0 m pos a bIe C. 
ren s e m bIe C-B n' est pas con n e xe, ren se m bIe B c 0 n~ 

tie n t u n sou s ~ e n se m bIe par f a i t. En effet. si C=A + B + D. 
H(A. D) = O. on peut trouver 15) un ensemble fermé Bo c B tel que 

14) JANISZEWSKI et KURATOWSKI, Sur les continus indécomposables, Fund. Math. I. 
pp. 215, 219. 

IS) Par Ie raisonnement de I, eh. I, § 8. 

file://-/-B-/-D
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C=Ao+Bo+Do, H(Ao, Do) =0. Or, d'après ce que nous avons vu. 
Bo est non-dénombrable, donc Bo contient un ensemble parfait 

pc. Bo c. B 
c. q. f. d. 

Les exemples précédents nous montrent en particulier qu'un point limite 
de points de ramification peut avoir un quelconque des indices I, 2, . . . , n ... ; 
w, No, C. 

6. REMARQUE. Dans la définition du § 1 nous avions supposé que K 
est une ligne cantorienne. Or la notion d'indice de ramification resterait 
absolument inaltérée si l'on ne supposait rien sur la nature de l'ensemble 
fermé K. Il est seulement à remarquer que si dimx K < I, indx K = 0 et 
indx K = c. si dimx K> 1. 

Remarquons que, si K n'est pas connexe, l'indice d'un point x de K 
peut être supérieur à l'indice du même point x par rapport au composant 
de x dans K, comme Ie montre l'exemple suivant: L'ensemble K est 
formé d' une infinité non-dénombrable de segments rectilignes x = ~. 

o ~ y ~ 1. ~ étant un point arbitraire de l'ensemble parfait de Cantor 
situé sur ox. En appelant Cx Ie composant du point XC K (Cx est alors 
un de ces segments rectilignes), on a 

indx K = c, indx Cx = 2 ou 1. 

7. Nous all ons indiquer maintenant les relations qui existent entre la 
notion d'indice de ramification et quelques autres notions introduites dans 
Ie même ordre d'idées. 

M. YOUNG l5bla) a proposé la définition suivante pour caractériser la 
ramification des courbes cantoriennes (dans Ie plan): Il dit que Ie point 
xc C est un point de ramification d'ordre n, ordx C = n, s'il existe sur 
C n continus C l ,C2 , ••• • , Cn tels que Ci • Ck = x (i=t-k) tandis qu'on ne peut 
pas trouver, sur C, n + 1 continus jouissant de la même propriété. Il est 
à remarquer qu'il n'est pas supposé dans cette définition que l'ensemble 
des continus Ci ,i = 1,2, ... . , n, remplisse un voisinage quelconque du 
point x. 

On généralise immédiatement cette notion de façon à obtenir ordx C = No, 

et ordx C > No. On pourrait même obtenir un analogue à l'indice w en 
supposant que les con tin us C i (en infinité dénombrable) aient des diamètres 
tendant vers O. 

On voit facilement qu' on a toujours (en conservant la même eonvention 
No> w>n) indx C ~ ordx C. En effet, si l'on a ordx C = n, E < t c5 (C). 
1 ~ i ~ n, et si Best un ensemble e-séparant Ie point x sur C. aucun 
des ensembles B· C i n'est vide, B eontient done au moins n points. 
Au cas ordx C = w l'entier n du raisonnement précédent peut être 

l5bll) YOUNG, The theory of sets of points. pp. 219-221. 
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pris arbitrairement grand. Le raisonnement reste toujours Ie même dans 
Ie cas ou ordx C ?:: No. L' ordre de ramification peut coïncider avec l' indice, 
p. ex. dans Ie cas d'une ligne simple fermée, ou dans Ie cas du continu 
formé des segments (O~ x ~ I, y = 0), (x = 0, 0 ~ y ~ 1), et des arcs 

1 :Jl 
de circonférence r = ~' 0 ~ cp ~ 2"' 

Mais, dans beaucoup de cas, on a ordx C < indx C, comme Ie montre 
p. ex. Ie continu C de l'exemple 7 du § 4 : pour x situé sur Ie segment 
limite [- 1. + 1] de l'axe Oy, on a ordx C = 2 tandis que indx C = No. 

8. On peut construire des exemples ou l'indice de ramification prend 
une valeur m quelconque, m :::; c, tandis que l'ordre de ramification est 
égal à 1. 11 suffit de prendre une suite infinie de circonférences concen­
triques Cl' C2, ••• , Cn ,... de centre x, Ie rayon de C n étant égal 

1 
p, ex. à - ; designons par Qn la couronne circulaire comprise entre Cn et 

n 
C n + 1 et soit Fn un ensemble fermé non vide, d'ailleurs quelconque, situé 
sur Cn • Construisons dans Qn un continu indécomposable quelconque 
Kn de sorte que Kn . C n + I = Kn + I. C n + I = Fn + I et que Kn soit irréductible 
entre tout coup Ie de points y c Fn , y' c Fn +l' 

On voit aussitàt que l'ensemble x + 1 Kn = K est un continu, tel que 
"=1 

ord xK = 1 16). Or si tous les ensembles Fn étaient finis et contenaient chacun 
Ie même nombre p de points, on aurait indx K = p; si Fn etait composé 
de n points, on aurait indx K = tV; enfin on aurait indx K = No ou c, si 
tous les ensembles Fn étaient in fin is dénombrables ou non respectivement. 

Remarquons en passant que Ie continu K possède (en tout cas) x comme 
Ie seul point de connexité locale 17) ( .. point de premier genre" 18)) . 

9. JANISZEWSKI a modifié la définition de M. YOUNG en exigeant 
en particulier que les continus Co de la définition de M. YOUNG soient 
irréductibles et que leur somme remplisse tout un voisinage du point 
donné (de façon qu'il existe un f ' > 0 tel que C. S (x, E) c.I C i 19). 

Or on voit que d'après cette définition on ne pourrait attribuer aucun 
ordre de ramification au point (0,0) du continu de l'exemple du § 7. 
11 est à remarquer que la modification de JANISZEWSKI n'apporte que 
peu de précision à la définition de M YOUNG; on se heurte en effet 
aux même difficultés si I' on veut considérer par exemple les continus du § 8, 

16) En effet, K est irréductible entre Ie point x et un point arbitraire y e PI ; de même 

Tk = x + 1; Kn est irréductible entre x et tout point ye Fk' Jl en résulte que, si xe C* 
n= k 

(C. étant un sous-continu quelconque de K) , ~ contient nécessairement tous les points de 
K suffisamment rapprochés du point x; la relation ordx K = I est une simple conséquence 
de ce dernier fait. 

17) HAHN, Wiener Berichte, 1914. On trouvera d'ailleurs la définition de la connexité 
locale au chapitre 11, § 9. 

18) MAZURKIEWICZ, Sur les lig nes de Jordan, Fund. Math. J, pp. 166-210. 
19) La définition complète de JANISZEWSKI se trouve sur la p. 63 de sa thèse. 

Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) Dl. XIII . D2 
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oû en généralles continus C possédant des sous-continus non denses (rel. C). 
]ANISZEWSKI à spécialisé sa définition en introduisant les points qu'il 

appelIe" simples. Un point a est dit point simple d'ordre n du 
continu C s' il existe n (et pas plus) arcs simples aboutis­
sant au point a , n' ayant deux à deux aucun autre point com­
m u net rem p li ss a n t u nee r t a i n v 0 i sin a 9 ede ce po int. N ous 
verrons dans la suite que la notion des points simples d' ordre > 2 de 
]ANISZEWSKI coïncide avec celle des points de ramification isolés (au sens 
de notre définition du § 1) d'indice fini (il est évident que tout point 
simple d'ordre n > 2 est un point de ramification isolé et possède I'indice 
n; la réciproque sera démontré dans Ie eh. IV). Nous obtiendrons 
aussi dans Ie même chapitre comme cas particulier d'une proposition bien 
plus générale les résultats suivants faciles à démontrer directement : 

1°. Un continu ne contenant que des points simples est somme d' un 
nombre {ini d'arcs simples n'ayant qu'un nombre {ini de points d'intersection, 

2°. Un continu ne contenant que des points simples d'ordre ~ 2 est 
un arc simple ou une ligne simple fermée. 

10. Un ensemble fermé quelconque C étant donné, ses points se distri­
buent d'une façon naturelle en une infinité dénombrable d'ensembles 
MI ' M2' ... , Mno . .. ; MIN , MMo' Me (qui peuvent être en partie vides), oû 
M i est I'ensemble de tous les points d'indice i (i étant un nombre naturel. ou 
bien Ie symbole w ou Mo ou c). Le problème se pose de savoir quelle est 
la structure de ces ensembles au point de vue de la classification de 
M . BAIRE 20). Ce problème est résolu par la proposition suivante : 

V. L'ensemble de tous les points de C d'indice ~ i est un ensemble 
@. par rapport à C. 

La démonstration de ce théorème est absolument analogue à celle du 
théor. IV (§§ 13 et 14 du eh. IV de la 1 re partie). La seule modification 
à apporter consiste en ce que l' expression .. dim B oe:::: k - 1" doit être partout 
remplacée par .. puissance de B oe:::: i" 21) de même que .. dim" C::::=k -I" 
par .. ind" C ::::= i" (resp. les mots .. points qui sont de dimension ::::= i - I" 
par .. points qui sont d'indice oe:::: i"). 

N ous avons aussi des corollaires analogues à ceux de I. eh. IV: 
Cor. I. L'ensemble des points de C d'indice > i de même que ['ensemble 

des points d' indice :;:: i (i étant un nombre naturel, Mo ou c) est un 1'Y~ (rel. C.) 22) 

Xl) Voir I, eh. IV, § 12, note. 
21) Le sens de eette expression est bien déterminé si i est un nombre eardinaI fini ou 

égal a Mo ou à e ; si i est Ie symbole eonventionnel w, la eondition que nous venons de 
formuler veut dire que Best eonstitué d'un nombre fini (d 'ailleurs queleonque) de points. 

22) Car pour i naturel, Ie dernier ensemble eoïncide avee & (x, ind" C> i-I), pour i = Mo resp. 

= C eet ensemble eoïncide, avee & (x, ind" C > w)resp. &(x, ind" C > Mol . (L'expressionö(x, p) 
oü P est une propriété quelconque caractérisant les point x, designe I'ensemble de tous 
les points x jouissant de la propriété p). 

L'ensemble & (x, ind" C ~ w) = IÏ & (x, ind" C > n), eet ensemble est done un ~~ • . 
n~ 
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En particulier ['ensemble des points d ' indice eest un ~~ . 
Cor. I I. L'ensemble des points de C qui sont d'indice i est un ~~f 

(rel. C). 
Cor. I I I. Si ['ensemble des points de C d' indice ::s; i (resp. dans Ie 

cas od i ~ w . [' ensemble des points d' indice < i) et son ensemble com~ 
plémentaire (pal' rapport à C) sont tous les deux denses SUl' C, Ie 
premier de ces ensembles sera de 2d" et Ie second de Ir. catégorie 23). 

Cor. IV. L'ensemble de tous les points de C d'indice west un 
ensemble ~.d' (cet ensemble est en effet la partie commune de l' ensemble 
é1 (x, indx C < No) qui est un @ d', donc a fortiori un ~.d', et de tous les 
ensembles & (x, indx C > n) qui sont des ~~. 

POINTS DE RAMIFICATION INFINIE. 

11. Les points de ramification infinie sont, comme nous I'avons déjà 
dit, ceux d~s indices No et C; parmi les points de ramification ceux d'indice c 
jouent un röle particulier: c' est au voisinage de ces points que la structure 
de la ligne cantorienne devient la plus compliquée. 

Les points d'indice C jouissent de plusieurs propriétés particulières et qui 
peuvent être étudiées systématiquement ; cette étude se fera d'ailleurs par 
des méthodes au fond identiques à celles dont nous avons fait usage dans 
la démonstration des théorèmes fondamentaux sur la dimension 21). 11 y a 
même plus: ce n' est pas seulement la méthode qui présente une certaine 
analogie, nous verrons que les propriétés même des points d 'indice C situés 
sur les con tin us de dimension 1 sont quelquefois analogues aux propriétés 
des points de dimension supérieure, de façon que les lig nes à ramification 
indénombrable sont en quelque sorte intermédiaires entre les lignes les 
plus simples et les continus de dimension 2, 

11 n'y a que la propriété suivante qui soit commune aux points d 'indice 
c et à ceux d'indice ;::: No : 

VI. Si m désigne un quelconque des nombres cardinaux No ou c. 
['ensemble des points d'indice ;;: m situés SUl' ['ensemble fermé C, ne 

possède aucun point de dimension nulle. 
Désignons par M l' ensemble de tous les points x de C dont l'indice 

est non inférieur à m et soit, par impossible. x c M un point 'de dimen~ 
sion 0 par rapport à M . Cela veut dire qu'il existe. pour tout E > 0, 
une décomposition 

M = Ao + Do H (Ilo, Do) = 0 x c Ao c S ( x, ;) . 

11 existe par conséquent 25) deux domaines G Ao • GVo tels que S (x. i) :::l 

:::l GAo:::l Ao . GVo :::l Do. GAo ' GVo = O. Soit B* = C . Fr(GAJ. Je dis que. 

23) Au sens de M. BAJRE (Ann. di mat, (3) , 3 (1899), p. 65). 
21) 1. eh. IV. 
25) I, eh. IV. § 2, 

D2* 
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quel que soit Ie point y c B*. on a indy C < ill. En effet. dans Ie cas 
contraire. on aurait y c M = Ao + Do. L' ensemble Ao étant intérieur à G Ao. 

il s'ensuit que y c Do donc y c Do . GAo c Gno . GAo ' ce qui est impos.­
sible, car GAo et Gno sont des domaines sans points communs. 

Posons maintenant 

A * = G Ao • C ; D* = C - (A * + B*). 
On a 

A* + B* =A* + B*=(A* + B*) + B*=A* + B*. 

c. à d. que A * + B* est fermé. D* est par conséquent un domaine (rel. C) 

sans points communs avec A *. Enfin A * + B* c S ( x. i} La décom-

position 
C=A*+B*+D* 

est par conséquent une E-séparation du point x sur C par l' ensemble 
fermé B* dont tous les points sont d'indice < m. 

E 
Soit y c B*; il existe alors une 2-séparation 

C=Ay + By +Dy 

du point y par un ensemble fermé Bg de puissance < m. Effectuons une 
E 

pareille yséparation pour tout point y c B*. Les ensembles A y ainsi 

obtenus sont des domaines (rel. C) recouvrant l' ensemble fermé C. On 
peut choisir un nombre fini de ces domaines, à savoir 

A y,. Ag, . ... Ag. 

recouvrant encore l'ensemble C. Soient 

By,. By, .... Bys et Dy,. Dy" ... Dg, 

les ensembles By et Dg correspondants. 
Posons 

B = By, + By, + ... By• ; 

Best un ensemble fermé de puissance < m (donc finie si m = Ko. 
6nie ou dénombrable si m = c). 

Posons enfin 
• 

A=(A*+ I Ag)-B 
i= l 

D=C-(A+B). 
On a 

A + B = (A*+ i Ag;) + B = A * + i A y; + B = A * + B* + 
;=\ ~\ 

• 
+ I (Ag; + Bg . ) + B. 

;= 1 ' 
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• • 
il résulte donc des inclusions B* c I A Yi ' I BYi = B que 

;=-1 ;==1 

A+B= (A*+ Î AyJ+B = A +B 
i= 1 

c. à d. que A + Best fermé et par suite D est un domaine (rel. C). 
Comme x c A * c S (x, 1') et comme tous les A Yi + Bgi font partie de 
S (x, E). il en est de même pour A + B, c. à d. que 

C=A + B + D 

est une E~séparation du point x par l' ensemble B de puissance < m. La 
chose étant vraie pour tout E > 0, on en tire que indx C < m, contraire~ 
ment à notre supposition. Le théorème VI se trouve ainsi démontré. 

Co r 0 II a i rel. Soit C un ensemble {ermé, M ['ensemble des points 
de C dïndice ::;:::. m (m = No ou c). Quel que soit xe M, il existe un 
continu Co tel que x c Co c M. 

Co r 0 II a ir e 2. L'ensemble M contient un continu dans tout voisinage 
d ' un quelconque de ses points. 

D é m 0 n s tra ti 0 n d u co r 0 II a i rel. En effet, on voit sans peine 
que la démonstration du théor. du § 14 (I. ch. I) contient la démonstration 
d 'une proposition plus précise à savoir que si Ie point x de l'ensemble 
fermé F n'appartient à aucun continu Cc F, alors dimx F= O. Soit done 
xe M . Si Ie corollaire 1 était en défaut, on aurait dim", M = 0, donc 
a fortiori dim", M = 0, contrairement au théorème VI. 

Démonstration du cor. 2. D'après Ie corollaire I du théor. V 
(§ 10) l' ensemble Mest un ~,. Désignons par ç un point quelconque appar~ 
tenant à l'ensemble M et soit I' un nombre positif arbitraire. L'ensemble 
M . = S (ç, E) . M est, lui aussi , un ensemble ~a de dimension positive; 
on a par conséquent M , = i epi ou les epi sont des ensembles fermés; 

j= 1 

en vertu des résultats de la 1 r. partie 25) les epi ne peuvent pas être tous 
de dimension O. Soit p . ex. ep. de dimension > 0; ep. contient alors un 
continu k agrégé à S (ç, E) • M, 

c. q. f. d. 
Dans Ie cas m = C on peut rem placer Ie théorème VI par Ie théorème 

plus précis suivant : 
VI'. Soit M ['ensemble (supposé non vide) de tous les points x de 

[' ensemble (ermé F tels que indx F = c; on a alors indx M =- No. 
Nous démontrerons même que si E est assez petit, aucun ensemble Bo 

ne peut être réductible 26) s'jl est un ensemble E~séparant Ie point xe M 
(par rapport à M). 

Supposons en effet, que pour tout E il ex is te une séparation d 'un point 
xe M, (par rapport à M): 

M=Ao+Bo+Do 

25) I, eh. VI, § 8, Lemme IV. 

26) C. à d. que 130 doit néeessairement eontenir un ensemble parfait. 
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telle que Bo est au plus dénombrable. Nous construisons de nouveau les 
domaines G Ao et GVo sans points eommuns et tels que xC AoC GA C 

C S ( x.1). GVo:::> Do; nous remarquons aussitöt que 

(1) M. Fr(GAJc Bo. 

(2) 

Posons (comme dans Ie § 5. I. eh. IV) 

On a 

QI = Fr(GAJ . [F-S( Bo. ~)J 

Qm=F.Fr(GAo).[S(Bo. ;)-S(Bo. m~ l)l 

FI'(GAJ. (F- Bo)= i Qm. 
m=1 

Soit Y c Qm. On a en vertu de (1) 

indg F :S; Ko. 

e 
il existe done une m + 1 -séparation du point y à savoir 

F=Ag+Bg+Dg. 

ou l' ensemble Bg est un ensemble fermé au plus dénombrable et Ag et 
Dg sont des domaines (rel. F). En appliquant Ie théorème de BOREL­

LEBESGUE à l' ensemble fermé Qm reeouvert par les domaines Ag. on 
obtient (voir toujours I. eh. IV. § 5) un système fini de domaines Ag (rel. F) 
reeouvrant Qm 

done enfin une suite dénombrable 

de domaines (rel. F) tels que les domaines Ag •• km-I < s~km (avee ko=O). 
reeouvrent l' ensemble Qm . 

On obtient. en vertu de ce qui préeède: 

- '" '" (3) Fr(GAo) . (F - Bo) = I Qm c I Ag. 
m=1 .=1 

On en tire facilement (1' ensemble de tous les y. ayant tous ses points­
limites sur Bo) que les ensembles 

(4) B=Bo + Ï Bg• 
.=1 

Go 

et B + I Ag. sont fermés. B est. en outre. au plus dénombrable . 
• = 1 

Posons maintenant 
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(5) A = (GAo • F +.! Ag) - B 

D=F-(A+B). 
On a immédiatement d'après (2), (3), (4) et (5) (en se rappelant que 

B et B + i Ag. sont fermés) : 
.= 1 

A +B=A +B =(GAo • F+ Fr (GAo) • F+ i Ag) + B= 
.= 1 

00 

GAo • F + Fr (GAJ . F + (.2' AH. + B) = 
. = 1 

00 

C GAo • F + B + .2' Ag. + B = A + B. 
.=1 

c. à d. A + Best fermé, et par suite D est un domaine (rel. F). 
D'autre part on a évidemment 

x c A c A + BeS (x, i + i) = S (x. e). 

La décomposition 
F=A+B+D 

est donc une e~séparation du point x par I'ensemble B au plus dénom~ 
brabie, contrairement à la supposition ind" F = c, 

c. q. f. d. 

12. On peut aller encore plus loin dans I'étude des points d'indice c, 
et cela toujours en suivant mot pour mot les raisonnements du eh. IV de 
la Ir. partie. Nous aurons en effet successivement les propositions suivantes: 

L e mme f 0 n dam ent a 1. Soient F et l/J c F deux ensembles fermés 
tels que F - l/J ne contienne aucun point d'indice c (par rapport à F); 
si l' on a ind" F = c on aura aussi ind" l/J = c. 

Th é 0 r è m e V I I (analogue du théorème I de I. ch. IV). Si ['ensemble 
fermé F est la somme d' un nombre fini ou d' une infinité dénombrable 
d'ensembles fermés Fi ne eontenant pas de points d'indiee c (par rapport 
à Fi J, F lui~même ne eontient aueun point d'indiee c. 

La démonstration de cette proposition est absolument analogue à celle 
des propositions correspondantes de la 1 r. partie, on doit seulement faire 
dans les §§ 4-7 du ch. IV les changemeQts que voici: 

1°. toute expression de la forme .. dim. M -= n" ou .. dim. M < n + I" 
(par ex., .. dim" F === n, dimg F -= n, dim" l/J -= n" etc) doit être remplacée 
par l'expression .. ind. M -= No" ; 

2°. toute expression de la forme .. dim B < n" 27) (par ex . .. dim Bo < n", 
.. dim Bg < n' ') doit être remplacée par l' expres sion .. Ia puissance de I' ensemble 
Best === No" ; 

21) ou Best un ensemble e . (ou ~ . , ou 2êk .) séparant (un point quelconque). 
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3°. toute expression de la forme "dim, M =- n + I" doit être remplaeée 
par "ind, M = c" ; 

4°. dans les dernières lignes du § 6 il est à remarquer que I'ensemble 
B devient dans notre cas (les changements indiqués étant faits) un ensemble 
dénombrable; on obtient ainsi dans Ie cas présent la démonstration du 
lemme fondamental sans faire usage du principe d'induction; 

5°. dans les dernières lignes du § 7 on doit rem placer Ie passage "Ie 
théorème I est ainsi établi pour Ie nombre n + 1 etc." par "Ie théorème 
VII est ainsi établi." 

13. En désignant par Re I'ensemble de tous les points d'indice C de 

I'ensemble fermé F, et en posant II= Re, on a Ie théorènie 
VIII (analogue au théorème III de I. eh. IV). Si ind" F = c, alo1's 

ind" II= c. 
La démonstration se fait toujours par les mêmes méthodes. Soit x un 

point de Re c. à d. que ind" F = c. Or l' ensemble II est fermé, tout point 

de F - II étant d'indice -= No. 11 en résulte, d'après Ie lemme fonda­
mental, que 

ind" II= c e. q. f. d. 
Par les raisonnements ci-dessus une eertaine analogie entre les points 

d'indice c et les points de dimension supérieure me semble assez élucidée. 
Faisons encore les remarques suivantes. 

1°. 11 peut arriver qu'un ensemble fermé ne contient que des points 
d'indice c, tand is que tout composant de eet ensemble est un arc simple 
(donc ne contient que des points d 'indice ::s; 2) (voir I'exemple du § 6). 

Le problème, analogue au problème r (I. eh. IV, § 8) se résout done 
dans Ie cas de l'indice C par la négative. 

2°. Les théorèmes VII et VIII ainsi que Ie lemme fondamental sont en 
:léfaut pour les points d'indice No comme Ie montrent les exemples 6 et 
7 du § 4 28), 

3°. Un continu C peut contenir un seul point d'indiee No (en vertu 
du théor, VI il existe alors dans C nécessairement des points d'indice c). 

Soit en effet C Ie continu de la figure 6 formé du segment [0,1] de 

I'axe Ox, des segments [0, a~)] de !ongueur 1 et de coëfficient angulaire 

~, et des triangles (a~), bk , a~+I)) (intérieur et contour compris) (k = 1,2, ... ; 
n 

( (n) 0) - 1 b I I b (! a ", ' - -, ou nest un nom re nature que conque, et a un nom re 
n 

naturel ou w). 
Le point 0 est Ie seul poiQt d'indice No (les ensembles e-séparants sont 

les ensembles Bk = I a7 ' a~ , .. . , a! ' . . ; a~ 1). 

28) L'exemple 2 du eh, III nous montre même qu'on peut avoir sur un continu C des 
points d'indice NO tandisque C est la somme de deux continus Cl et C2 dont tous les 

points sont d'indice fini (-= 4), 
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Si ron veut avoir une ligne cantorienne jouissant de la même propriété, 
il suffit de rem placer chaque triangle (a~), bk , a~:+ I)) par une lig ne can-

Fig. 6. 

torienne située dans ce triangle, contenant Ie segment [alk+l) alk'] et dont 
!IJ ' 6J ' 

tout les points ont !'indice c (ce qui est facile à obtenir, en construisant 
p. ex. dans (a~,7) , bk , al:,+ I)) un continu indécomposable, ou un continu 

analogue à la courbe de M. SIERPINSKI (ex. 11 du § i). 

14. Nous allons enfin indiquer une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une ligne cantorienne ne contienne aucun point d 'indice c. 

D'après les résultats de la 1" partie de ce mémoire, un continu peut 
être décomposé en une somme de deux ensembles M + N de dimension 
nulle dans Ie cas et dans Ie cas seulement ou C est de dimension 1. Or,le 
cas ou run de ces ensembles (p. ex. M) peut être choisi dénombrable est 
précisément celui qui nous intéresse: nous allons montrer, en effet, que 
dans ce dernier cas, et dans ce cas seulement, C ne contient aucun point 
d'indice c. Le röle joué par les points d'indice C sera ainsi mis en pleine 
lumière. Nous avons donc à démontrer Ie théorème suivant: 

IX. Pour qu'un ensemble fermé C ne contienne aucun pointd'indice c. 
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il faut et il suffit qu'on Ie puisse décomposer en deux ensembles sans 
points communs dont [' un est de dimension nulle et [' autre est au plus 
dénombrable 29). 

La con d it ion est n è ces s a i r e. Soit C un ensemble ne contenant 
aucun point d'indice c. 

Soit E un nombre arbitraire > O. 11 existe pour tout point xc C une 
décomposition (que nous supposons bien déterminée) 

(6) C=A~)+B~)+D~) 

H(A~), D~~=O x c A~) c A~) +Ii;) c S(x, E) 

telle que A~) et D~) soient des domaines (rel. C) et Ii;) soit un ensemble 
fermé au plus dénombrable. 

En faisant cette décomposition pour tout xc C et en appliquant ensuite 
Ie théorème de BOREL-LEBESGUE on obtient un nombre Ani n. de domaines 

(rel. C) A~), à savoir 
A(') A(' ) A(') 

.q. X2' • • • xnl 

Ces domaines recouvrent l'ensemble C tout entier. En donnant à E toutes les 
1 

valeurs - (oû pest un en tier positif quelconque), on obtient respectivement un 
p 

système dénombrable d'ensembles A~-;) (k= 1. 2, . .. , n ~: p = 1. 2, 3, ... ) 
p 

et d'ensembles B~-;). Les ensembles Bf:> étant au plus dénombrables, 

l' ensemble som me 
"I 

B=;; I~~-;) 
,,=1 k=1 

est, lui aussi, au plus dénombrable. 
Démontrons que l'ensemble A = C - Best (s'il n'est pas vide) de 

dimension O. En effet, soit x un point arbitraire de A et E un nombre 

positif quelconque: il existe pour tout p, en particulier pour p >~ , un A~-;) 
tel que x lui est agrégé: 

(7) x cA. A~-;) c S (x, ~ ) c S (x, E). 

On a 

(8) A = (A!t) - B) + (B~~) -B) + (D~) - B). 

L'ensemble B~~) - B étant vide, nous avons bien (d'après (6), (7), (8)) 

29) D 'après ce que nous avons dit, la condition supplémentaire dim C -== 1 est Implicite­
ment contenue dans la prémisse aussi bien que dans la thèse de notre proposition. 
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une e~séparation du point x par I' ensemble vide, x c A et e étant 
arbitrairement choisis. A est de dimension nulle. Nous avons par suite 
dans la relation 

une décomposition de I' ensemble C satisfaisant à toutes nos conditions. 
L a con dit ion est suf fis a n te. Soit C un ensemble fermé con~ 

tenant des points d'indice c et D un ensemble dénombrable quelconque 
faisant partie de C. Nous n'avons à démontrer que 

dim (C- D) > O. 

O'aprés Ie théorème VI. l'ensemble Re de tous les points x d'indice 
ind" C = eest indénombrable; l'ensemble Re. (C-D) est par suite non 
vide. Soit x un point de cet ensemble. Montrons que 

dim" (C - D) > O. 

En effet, dans Ie cas contraire on aurait, quel que soit e > 0, une e~sépa~ 
ration du point x (par rapport à l'ensemble C-D) par I'ensemble vide, 
c. à d. les relations 

(9) C-D=P+Q, H(P, Q)=O. xc Pc S (x. e). 

Or on a 
C = (C - D) + D = P + Q + D, 

donc 
(10) C = P + D . S (P. e) + [Q + (D - S (P. e) )]. 

On a d'après (9) 

(11) xc Pc P + D. S (P. e)c S (P. e)c S (x, 2e) 
et en outre 

(12) 

H (P. [Q + (D - S (P, e)]) = 
=P .[Q+(D-S(P. e))] + P. [Q + (D - S(P. e))] = 

=P.Q+P.[D-S(P,e)]+P.Q+P. [D-S(P, e)] = 

= H (P, Q) + P. [D-S(P, e)] + P. [D -S(P, e)] c 

c P. [E - S (P. e)] + P. [E - S (P. e)] = 0, 

ou E désigne l'espace tout entier. 
11 s'ensuit de (11) et (12) que (10) est une 2e~séparation du point x 

(par rapport à q par l' ensemble au plus dénombrable D. S (P, e). 
Cel a étant 'vrai pour tout e> 0, nous avons indx C:::::: Mo, contrairement 

à notre supposition. 

IS. Les propositions sur I' indice de rami6cation que nous avons jusqu' à 
présent démontrées ne font appel à aucune notion auxiliaire: la chose 
ne se passe pas ainsi dans toute la théorie: pour aller plus loin, il 
nous est indispensable d'étudier quelques questions toutes différentes. 
C' est à ces questions que seront consacrées les deux chapitres suivants. 
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Pour terminer Ie présent chapitre nous nous bornerons à mentionner 
quelques problèmes voisins de ceux que nous ven ons de traiter, et dont 
la résolution reste inconnue. 

Problème a. Soit F un ensemble fermé; peut on démontrer que tout 
point x, indx F ~ m (m = No ou c) appartient à un continu KeF dont tout 
point y est d 'indice === m (par rapport à F)? 

Problème (3. Soit M l'ensemble de tous les points x, indx F= c. Peut 
on démontrer qu'on a, quel que soit xc M, indx M = c? 



CHAPITRE 11. 

UN THÉORÈME SUR LA CONVERGENCE DES ENSEMBLES. 

1. Soient X et Y deux ensembles quelconques situés dans I' espace 
métrique et compact E. Considérons I'ensemble Dx.y de tous les nombres 
e (x, Y) et e (y, X) obtenus en prenant pour x respectivement y chacun 
des points de I' ensemble X respectivement Y. La borne supérieure de 
I' ensemble D x . y (formé de nombres non~négatifs) sera dite approximation 
des ensembles X et Y et sera designée par 

apx(X,Y). 

11 est à remarquer que dans Ie cas ou les ensembles X et Y sont 
fermés, la borne supérieure en question est effectivement atteinte de façon 
qü'il existe un point x c X tel que e (x, Y) = apx (X, Y) ou bi en un point 
y c Y tel que e (y, X) = apx (X, V). On a évidemment toujours 

apx (X, Y) = apx (X, Y) 

ce qui nous permet de ne considérer dans la suite que des ensembles 
fermés. La notion d 'approximation apx (X. Y) est due a M. HAUSDORFF I) 

qui ra introduite sous Ie nom .. Entfernung AB (zweier Mengen A, B). 
M. HAUSDORff a également demontré que 

apx (X, Y) + apx (y, Z) .::;::; apx (X, Z), 

la relation apx (X, Y) = apx (y, X) étant évidente, Si nous ne consi~ 
dérons que des ensembles fermés, no us verrons qu'on a apx (X, Y) = 0 
dans le cas et dans le cas seulement, OÛ les ensembles X et Y sont 
identiques, On voit ainsi qu'on peut former de tous les ensembles fermés 
X, y, , . .. situés dans l'espace métrique compact E un nou vel espace 
métrique & en posant 

e (X, Y) = apx (X, V). 
(dan, 6) (dan, E) 

Le résultat principal de ce chapitre sera de démontrer 
q u e I' esp ace E é ta n t c 0 m p act, I' esp ace & est I u i a u s s i 
co m p act. Nous démontrerons en outre dans Ie même ordre d 'idées 
plusieurs autres propositions dont nous ferons souvent usage. 

2 , Nous commençons par la modi6cation suivante de la dé6nition de 
M. HAUSDORFF. Nous considérons deux ensembles fermés X et Y (appar~ 
tenant à r espace métrique compact E). 

I. Soit ~ un nombre positif tel que Ie point u étant arbitrairement 

I) Loc. cito p. 293. 
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choisi dans un quelconque des deux ensembles X. Y. il existe toujours 
dans l'autre ensemble un point v dont la distance e (u. v) est au plus 
égale à a. 

La borne inférieure a de tous les a est égale à apx (X. Y). 
(Les ensembles X et Y étant supposés fermés. cette borne inférieure 

est de plus toujours atteinte). 
Démontrons régalité 0( = apx (X. Y); soit 0 un point quelconque de X; d'après la 

dé6nition de 0(. il existe un point déterminé Vn de Y tel que 0( =::: p (0. Vn) < 0( + L On 
n 

peut toujours extraire de la suite des Vn une suite partielle eonvergeant vers un point v; II 
est évident que p (0. v) = 0(. La borne inEérieure 0( est done attelnte. 

Soit 

al = max e (x. Y) a2 = max e (y, X). 
xCX yCY 

Soit de plus apx (X Y) = a = max (al. a2). et 0 un point quelconque de run des deux 
ensembles X. Y. par exemple 0 c X On a p (0. Y) =::: al =::: a; il existe par suite un point 

vC Y tel que p (0. Y) = p (0. v) =::: a. e. à d. que BpX (X Y) est un nombre -; (pour Ie 

eouple X. V). Je dis que BpX (X. Y) est Ie plus petit parmi tous ces nombres ;: 

En effet. soit b un nombre 2. b < B. On a alors b < BI ou bien b < B2. Si b < BI il existe 

d'après la dé6nition de BI un point x c X tel qu 'on a p (x. y) > b quel que soit y c Y. 

b n'est done pas un nombre -;-, Le raisonnement pour Ie cas b < B2 est analogue. 

e, q. E.d. 

On peut donner à l' énoncé précédent une forme particulièrement simple 
en se servant de la notion de sphère fermée S (M. e) de rayon E décrite 
autour de l'ensemble M. En effet. nous venons de démontrer que apx(X, Y) 
est Ie plus petit nombre positif e tel que 

S(X. e)::I Y S(Y, e)::I X. 
Remarquons que la relation 

apx (X, Y) + apx (Y. Z) ;::: apx (X. Z) 
est une eonséquenee immédiate de la proposition que nous venons de démontrer. Soient 

apx(X. Y)=p. apx(Y. Z)=q 
et 0 un point. arbitraire de X (resp. de Z). 11 existe d'après la nouvelle dé6nltion du 
nombre apx (X Y) (resp. apx (Y. Z)) un point y c Y tel que p (0. y) =::: p (resp, p (0. y) =::: q) ; 

il exlste aussl un point vappartenant à Z (resp. à X) et tel que p (g. v) =::: q (resp, p (g. v) =::: pl. 

done p (0. v) =::: p (0. y) + p (g. v) =::: p + q, e, à d. p + q est un nombre «pour Ie eouple 
(X Z). par eonséquent p + q 3 BpX (X Z). 

3. Rappelons encore les deux dé6nitions suivantes dues également à 
M. HAUSDORFF. 

Supposons donnée une suite in6nie d' ensembles 

(1) MI. M 2 ••••• M n , ••• 

1. Appelons limite topologique supérieure 2) de la suite (1) l'ensemble 
F de tous les points ~ satisfaisant à la condition suivante : quel que soit Ie 

2) "Oberer abgeschlossener Llmes". HAUSDORPP. p. 236. 
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nombre positif E, et Ie nombre naturel k, il existe dans la suite (1) un 
ensemble Mn tel que n > k et e (~, M n ) < E. Appelons limite topologique 
inférieure 3) de la suite (1) l' ensemble tIJ de tous les points ~ satisfaisant à la 
condition suivante: quel que soit Ie nombre positif E, il existe un nombre 
naturel k tel que 

e (~, M n ) < E, pour tout n > k. 

Nous désignerons F resp. tIJ par Tt M n resp.lt M n • On s'aperçoit aussitöt 

que ft M n et l~ M n sont tous les deux des ensembles fermés, et qu' on a 

toujours !! M n c h M n 4). Le premier de ces ensembles n'est d'ailleurs 

jamais vide, en vertu de la relation fadle à vérifier 5) 
_ "'-

(2) ItMn = TI Sn, 
n-,)o", n= 1 

ou l' on a posé 

(3) 

Nous dirons enfin que la suite (1) est convergente, si ron a 

hMn =ltMn • 

L' ensemble F = Tt M n = !! M n sera appelé dans ce cas limite topologique 
de la suite (1) et iJ sera désigné par lt M n • On voit sans peine que toute 
suite partielIe d'une suite convergente d'ensembles converge vers la limite 
topologique de la suite entière. 

4. Passons maintenant à la démonstration du théorème suivant: 
11. Pour que la suite d'ensembles (situés dans 1'éspace métrique compact) 

(1) MI' M2' ... , M n , •••• 

converge vers l'ensemble M , il faut et il suffit que l'ensemble M soit 
fermé. et qu'on ait en outre 

(4) lim apx (M, M n) = O. 
n-+ .. 

1. La condition est nécessaire. 
Soit M = lt M n • Nous avons déjà remarqué que dans ce cas Mest 

3) "Unterer abgeschlossener Limes" , Ibid .. p, 236, 

4) En remarquant qu'on a toujours li M n = Tt M n et!! M n =!! Mn, on peut supposer les 

ensembles M n fermb, 
5) En effet, si x n'est pas agrtgt à li Mn, on a un e> 0 et un nombre naturel N tels 

que p (x, Mil) ~ € pour tout n ~ N; on a par eonstquent p (x, s,.) = p (x, Sa) ~ e, x 

'" -n'appartient done pas à rr Sn, Supposons malntenant que Ie point x n'appartienne pas à 
n= 1 

jj Sn et solt N Ie premier nombre naturel tel que x . SN = 0, done p (x, s;.. ) -;i: 0, Solt 
n= 1 

e < p (x, SN) ; on a, quel que soit n ~ N, 

e (x, M n) > t . 
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nécessairement fermé; supposons par impossible que I'égalité (4) ne se 
trouve pas vérifiée. 11 existe alors un nombre a > 0 et une suite partielIe 

(5) 
telle que I' on a 

apx (Mn". M) > a. 

quel que soit I' ensemble Mn" de la suite (5). Désignons. pour simplifier 

I'écriture, I'ensemble Mn" par MZ. L'inégalité 

apx (Mt. M) > a 

ne peut avoir lieu que si I'une au moins des deux conditions suivantes est 
satisfaite : 

I. 11 ex is te un point x" c M tel que e (x", MZ) > a. 

11. 11 existe un point Yk c MZ tel que e (y", M) > a. 

L 'une au moins des deux conditions I. 11 se trouve realisée pour une 
infinité de valeurs de k. Supposons d'abord que ce soit la première. 11 
existe alors une infinité de points 

(6) 

de I'ensemble fermé M tels que e (Xk." MZ.) > a pour chaque v. Soit 

XC M un point limite de I'ensemble des points (6). On a e (x, MZ) === a. 

Le point x ne peut donc pas appartenir à 

ltMZ, = ltMn =M, 
ce qui est absurde. 

Supposons maintenant que c'est Ie cas 11 qui se présente une infinité 
de fois (nous pouvons évidemment supposer que Ie cas 11 se réalise pour 

tous les MZ). 

Soit y un point-limite des yk; on a y c lt M" ,d'autre part e (y. M) ==- a. 

donc M ~ Tt M" ce qui est impossible si lt M" = M. 
2. La condition est suffisante. 
Soit 

M=M et Urn apx(Mn• M)=O; 
n~"" 

il faut démontrer que la suite (I) converge vers M. 
Si x est un point quelconque de M, et E un nombre positif arbitraire, 

il existe un nombre k assez grand pour qu' on ait 

apx (M, M n) < E 

quand n surpasse k. 
11 s'ensuit qu'on peut trouver dans I'ensemble M n un point .xn distant 

de x de moins de E, et cela quel que soit ,/ > k. eeci étant vrai pour 
tout E > 0 et pour tout XC M. on en tire que 

M c ltMn • 

11 nous reste seulement à montrer que Tt M n c M. 
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Dans Ie cas contraire on aurait un point X appartenant à lt M n 

sans appartenir à M. L'ensemble M étant fermé. désignons par 2a Ie 
nombre positif e (x. M) et par m un entier positif satisfaisant à l'inégalité 

apx (M. M n) < a pour tout n ;;:: m 

Le point x appartenant à lt M n • il existe un M k tel que k > m 
e (x. M k ) < a. Il ex is te alors un point y c M k tel que e (x. y) < a et un 
point ze M tel que e (y. z) :::; a. On aboutit ainsi à la relation 

2 a = e (x. M) :::;; e (x. z) :::;; e (x. y) + e (y. z ) < a + a = 2 a 

dont l'absurdité démontre bi en notre proposition. 

~. Soit M un ensemble quelconque. Désignons par e (M) la borne 
inférieure de tous les nombres positifs e tels qu'on puisse joindre deux 
points quelconques x + y cM par un .. e-chaine" XI = zo. ZI' Z2'" Zn . Zn+ l= 
= y. e (2;. Zi+I) < f (0 :::;; i :S:: n) 6). On a alors Ie théorème suivant 

111. Soit MI. M 2 • ... • M n •. . . une suite convergente d 'ensembles tels 
1 

que E (Mn) tende vers zero avec - ; F = lt M n est a/ors un continu ou 
n n~oo 

un seul point. 
F est fermé; supposons que F ne soit pas un continu. On a alors 

F = FI + F2• FI et F2 étant deux ensembles fermés non vides sans points 
communs. Désignons par 3a Ie nombre positif e (FI • F 2) , On a 

S (FI' a) . S (F2• a) = O. 
Prenons n assez grand pour quO on ait 

f (Mn) < a apx(Mn. F) < a; 

on trouve alors en ver tu de la dernière inégalité que 

M n c S (F. a) = S (FI' a) + S (F2• a) ; 

pour les mêmes raisons chacun des deux ensembles M~ = M n • S (FI • a) 

et M~· = M n • S (F2• a) est non vide. L'ensemble M n se trouve ainsi 

décomposé en une som me de deux ensembles M~ et M~·. tels que 

e (M~. M~·) ;;:: e [S(FI' a). S(F2. a)] ;;:: e (FI' F 2) - 2a ;;:: 3a - 2a = a > f (Mn ) . 

Or cela est en contradiction avec la définition du nombre f (Mn ) car il n'existe 

évidemment auctme a-chaine entre deux points quelconques x c M~ et y c M~·. 

Corollaire 1. La limite topologique d 'une suite convergente de continus 
est un continu ou un seul point. 

En effet. si M n est un continu. on a f (Mn ) = O. 
En remarquant que toute suite décroissante d'ensembles fermés converge 

vers Ie produit de tous les ensembles de la suite. on obtient Ie 
Corollaire 2. Le produit d'une suite decroissante d'ensembles fermés 

FI ;:) F2 .. . ;:) Fn ... ;:) . .. avec f (Fn) ~ 0 est un continu ou un seul point. 
n~oo 

6) z (M) est la borne supérieure de tous les nombres p (P, Q) OÜ P + Q = Mest une 

décomposition quelconque de I'ensemble M en deux parties sans points communs ; i: (M) = O. 

dans Ie cas et dans Ie cas seulement OÜ Mest bien enchaine. 

Verhan8. Kon. Akad. v . Wetensch. (Ie Sectie) Dl. XIII. 03 
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Nous avons enfin la proposition bien connue suivante: 
Corollaire 3. La partie commune ci' une suite décroissante de continus 

est un continu (ou un seul point). 

6. N ous all ons modifier I' énoncé du théorème 11 en lui donnant la 
forme intrinsèque du principe de convergence de Cauchy: 

IV. Pour que la suite des ensembles 

(1) MJ.M2 .... Mn' ... 

situés dans un éspace métrique compact soit convergente. il faut et il 
sufllt quO on puisse faire correspondre à tout nombre positif E un entier 
p tel que apx (Mp, Mp+h) soit moindre de E que1 que soit l'en tier positif h. 

La nécessité de la condition énoncée résulte immédiatement du théorème 11 
et de ce que 

apx(Mp, M p+h) ~ apx(Mp• M) + apx(M. Mp+h). 

ou M désigne la limite topologique (supposée existante) de la suite (1). 
Oémontrons maintenant que notre condition est suffisante. 

Posons F= li M n • O'après ce que nous avons vu. F est un ensemble 

fermé non vide. Il nous reste do nc à montrer que tout point xc F 
appartient aussi à !!. M n • 

Soit E un nombre positif arbitraire. et p un entier assez grand pour qu'on ait 

(7) 

et par conséquent 

(8) 

(h = 1. 2, 3 •... ) 

2 
apx(Mq" M q .. ) < 3 E. 

quels que soient les ent iers q'. q" supérieurs ~ p. 

Le point x appartenant à l'ensemble itMn • on peut prendre un en tier 
1 > p de façon quO on ait 

E 
iJ existe donc dans MA un point 9 distant de x de moins de 3' Or. 

pour tout n > p on peut trouver. d'après (8). un point X n C M n vérifiant 
l'inégalité 

2 e (g, x n) < :3 f. 
Il en résulte que 

E 2 e (x, Mn) ~ e (x. g) + e (g, Xn) < 3 + 3 E = E. 

quel que soit n > p. 
Le nombre E > 0 étant arbitraire. nous voyons que xc t.! M n• 

c. q. f. d. 
Indiquons encore les propositions suivantes à peu près évidentes. 
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Corollaire 1. 
Si F = It M n • on a t5 (F) = lim t5 (Mn). 

n~oo 

Corollaire 2. 
Pour qu'une suite d 'ensembles MI. M 2 • • •• M n •... converge vers un 

seul point. il faut et il sufflt quO on ait (quel que soit l'entier positif p) 

lim e (Mn• Mn+p) = lim t5 (Mn) = O. 
n-..,..oo "~oa 

7. Passons maintenant à la démonstration du théorème fondamental 
suivant: 

V. Quelle que soit la suite infinie d'ensembles quelconques 

(1) MI' M 2 . ···Mn .... 

situés dans un espace métrique compact E. on en peut extraire une suite 
partielIe convergente. 

O'après une remarque antérieure 1) on peut supposer les ensembles 

M n fermés (dans Ie cas contraire on n' aurait quO à considérer les ensembles Mi 
Lemme 1. S 0 i ent FI et F2 de u x e n s e m bIe s fe r m é s. et run 

domaine contenant FI + F 2• et formé d ' un nombre fini de 
sphères. de rayon < E: 

r= S (XI' el) + S (X2' (2) + .. .. S (Xk. ek). el :;:::; e2 :;:::; ... :;:::; ek < E. 

Su P pos 0 n s dep I u s q u e S (x/o el ) . FI =t= 0 =t= S (x/o et} . F2 q u e 1 q u e 
soit i(I :;:::;i :;:::; k) . 

On a alors 

apx (FI' IJ < 2 E. apx (F2• IJ < 2 E. apx (FI ' F2) < i E. 

En effet. si X c Fit (a = 1. 2). on a e (x. IJ = 0; si y c r . en particulier. 
si yeS (XI . el ). Ia sphère S (XI . el) contient un point z c F,, ; on a done 
e(y. F .. ) :;:::; e(y.z) < 2ei<2E ; par conséquent apx (F •• IJ<2E et apx (F1 .F2):;:::; 
~ apx (FI' IJ + apx (F2• IJ < iE. 

Lemme 2. 
Quel que soit E > O. on peut extraire de la suite (1) une suite partielIe 

infinie 
(9) M nl • M nz • ••• • M nk • ••• 

telle que 

.. 
Démonstration. Oésignons par F l'ensemble fermé (I M n ) et soit E un 

n= 1 

nombre positif quelconque. O'après Ie théorème de BOREL-LEBESGUE on 

peut choisir parmi toutes les sphères S ( x. i) . xc F. un nombre fini 

(10) SI • ... • S. 

recouvrant I' ensemble F. 
03* 
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Désignons par rn Ie domaine formé par la réunion de celles~là parmi 

les sphères (10) qui ont des points communs avec M n • Les sphères (10) 
étant en nombre fini. il n'existe qu'un nombre fini de domaines r n • 

n = 1. 2. 3. . . .. non identiques. c'est à dire qu'il existe une suite infinie 
de nombres naturels 

(11) 

telle quO on a 

(12) 

En désignant par r Ie domaine (12) et par FI (resp. par F 2) un ensemble 

Mnp resp. Mnq quelconque. on se trouve dans les conditions du lemme 1. 

qui donne dans ce cas 

quels que soient les nombres np. nq tirés de la suite (11). 
Le lemme 2 étant ainsi démontré. soit 

une suite partielle extraite de la suite (I) et telle qu'on ait 

(13'1) apx (M~). M~)) < 1. 

quels que soient les indices p. q. 
Supposons que nous ayons déjà construit la suite 

avec 

(i) (i) (i) 
M I .M2 ••••• M n •••• 

(i) (i) I 
apx(Mp • M q ) < -;. 

1 

En se basant 
partielle 

sur Ie lemme 2. on peut extraire de la suite (1. i) une suite 

(1.1+1) 
telle que 

(M
(t+I) M(I+I)) < _ 1_ 

apx p' q i+l . 

On obtient ainsi de proche en proche les suites 

(1. 1), 1.2) ••••• (1.i) •... 

dont chacune est une suite partielle de la précédente. et qui vérifient 
en outre les inégalités (13). 

La suite diagonale 

(I . .,) M\I) • M~2) • M\i) •. .• 

satisfait alors au critère de convergence IV et est, par conséquent. celle qu'il 
nous fallait construire. Le théorème fondamental se trouve ainsi démontré. 
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Comme no us avons déjà dit, Ie théorème V peut être formulé ainsi : 
"Si fespa ce métrique E est compact, tespace &, dont les points (X), (Y) sont les 

ensembles fermés X , y , .. . de E sous la condition 

e ((X), (Y)) = apx (X, Y). 
dans (; dan I E 

cet espace & est lui aussi compact 7) . 
Remarquons encore dans Ie même ordre d 'idées que /'espace & est connexe 8) en mème 

temps que tespace E (L'espace E et par suite & sont supposés compacts). 
Tout d'abord iI est faciIe à voir que l"espace & ne peut être connexe que si la même 

propriété est satisfaite dans E. En effet. soient x et y deux points que1conques de E, et E un 

nombre positif que1conque. Considérons les ensembles fermts X = x et Y = y (dans E) 
comme points de &; si & est connexe. il existe une E-chaine (dans &) 

telle que p((Xi). (XH1 )) = apx (Xi' X H1 ) < E. On peut donc choisir les points Xi C Xi dans 

E de façon que 

e (Xi, X i+l) < e, Xo = X, Xn+1 = y. 

Les points x + y C E et Ie nombre ;; > 0 étant arbitraires, on voit que Eest bien 

enchainé. donc connexe. 
Soit maintenant E un espace métrique compact et connexe. c 'est à dire un continu. Pour 

démontrer qu'iI en est de même pour &, iI suffit de remarquer que. quels que soient les ensembles 

fermés X et Y situés dans E et Ie nombre ! > 0, on peut trouver un nombre fini n + 2 

d 'ense;Dbles fermés Zi c E, Zo = X Zn +1 = Y. tels que 

(i = O,l. .. . , n + 1). 

Les lemmes suivants sont immédiats. 
1. On peut tro~ver pour tout ensemble fermé ZeE (E étant un continu), un ensemble 

ZeE ne con tenant qu'un nombre fini de points et tel que 

e 
apx (Z. Z) < 2' 

2. Soient ZI et Z2 deux ensembles fermés situés dans E. On peut toujours conslruire 
les ensembles ZI et Z2 correspondants de façon que ZI et Z2 soieot formés d'un même 

nombre fini de points. 
3. Quel q Je soit l"ensemhle fini Z composé des points zl, z2, •• •. zk de E, l'ensemble Z· 

des points zj, zi ... . , zZ tels que P (zi' ztl < •. satisfait à la condition 

apx (2. Z*) < e .. 

En vertu des lemmes 1 et 2 nous pouvons supposer les ensembles X et Y formts d'un 
même nombre fini de points 

et 

YI , Y2' .. ,Yk . 
Or. l'espace E étant connexe. iI existe. pour toute valeur de i. i = 1. 2 . ... • k. des points 

Z? = Xi • z~1) • . •• z~n), z~n+ l) = yi (i = 1. 2 .... k) 

7) Voir sur ce sujet les travaux de M . VIETORIS, Monatsh. f. Math. u. Phys. 31 (1921). 
p. 173 et 32 (1922). p. 258. 

8) Au sens de M. HAUSDORPP. équivalent, dans Ie cas des espaces métriques compacts, 
à la définition de CANTOR. 
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Ij = 0, I, 2, . .. , nl. 

En désignant par Zj Ij = 0, I, .... n + I) I"ensemble des points z\j), z~, ... , zl!, nousavons 

d'après Ie lemme 3 

apx(~ , ~+I) < e; 

en remarquant que nous avons 

nous voyons notre proposition demontrée. 

8. Rem8rque: Remarquons d'abord que la supposition que I"espace est compact n'ut 
pas intervenue dans la démonstration de la suffisance du critère donné dans I"énoncé 
du théorème 11. La partie correspondante de ce théorème reste donc vrale dans les espaces 
métriques les plus généraux. 

Tout au contraire on peut montrer par des exemples que la 6eeonde partie du théorème 

devient fausse pour les espaces non compacts. En effet, soit M n formé de deux points x\n) 

et An) (de I" axe Ox): x\n) =.!., x~n) = n. On voit que F = Tt M n = lt M n est constitué du seul 
n -

point x=O, tandis qu'on a apx( F, M n)-+oo. Aussilethéorèmellltombe-t-i1endéfautpour 
n-+" 

les espaces non compacts. En effet, soit dans Ie plan euclidien XO Y un systéme rectangulaire 
de coordonnées et Cn Ie contour du reetangle 8 n b n cn dn ' OÛ 8 n = (-n, 0): b n = (n , 0) : 

cn = (n, I); dn = (- n, I). On volt de suite que les continus Cn convergent vers I'ensemble 

fermé formé des deux droites: 

y=O; y= 1. 

9. Passons maintenant à quelques applications immédiates des résultats 
ci-dessus. Soit C un continu quelconque. M. MAZURKIEWICZ a introduit 
la notion de la d ista nce relati ve (sur q entre deux points x, y de C, 
en désignant par là la borne inférieure des diamètres des sous-continus 
de C contenant les deux points x et y: 

ec (x, y) = inf d (Cx .g) C ::> Cx.g ::> x + y. 

Remarquons qu'on a la relation évidente 

ec (x, y) ~ e (x, y). 

Or il résulte du théorème V que cette borne inférieure est effectivement 
atteinte c'est à dire qu'if existe des continus de diamètre minimal. con­
tenant les deux points donnés et situés SUl' C. 11 sufflt äe considérer, 
pour s'en apercevoir, des continus C n tels que x + y e C n e C, 

1 
ec (x, y) ~ d (Cn) ~ ec (x. y) + - , 

n 
et d' extraire de la suite des C n une suite convergente; la limite topoJo­
gique de cette suite sera d'après 111. cor. 1. un continu Co> ,x+ ye Co> c C 
et on démontre facilement qu'on a 15 (Co» = ec(x, y). 

Nous dirons (d'après M.M. HAHN 9) et MAZURKIEWICZ 9)) que C est 

9) HAHN, Ueber die mengentheoretische Charakterisierung etc. , Wiener Berichte, 19li. 
MAZURKIEWICZ, Sur les lig nes de lordan, Fund. Math. I, p. 166. 
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localemeht connexe au point x, si la distance relative (sur C) entre x et 
un point variabIe y tend vers 0 avec e (x, y). IJ est évident qu' on peut 
former des points du continu C un nouvel espace métrique C* en défi~ 
nissant la di stance e (x, y) dans C* comme il suit 

e (x, y) = ee (x, y) 
(dan" e·) dan. Cl 

Nous désignerons dam; Ie suite par Me resp. xe un ensemble (resp. 
un point) quelconque considéré comme appartenant à C; M e* resp. XC* 

désignera alors ce même ensemble (resp. point) considéré comme appar~ 
tenant a C*. On pourrait alors écrire d'une façon plus précise 

e (xe-, ye-) = ee (xe, ye). 

VI. Pour que ['espace métrique C* soit compact. il faut et il suffit 
que C soit localement connexe dans chacun de ses points 10). C* est 
dans ce cas homéomorphe à C. 

1. La condition est nécessaire. 
Supposons que C ne soit pas localement connexe au point x. IJ existe 

alors une suite de points x~), x~ ... x~) telle Qu'on a 

(14) fim e (x~, xe) = 0 ee (x~). xe) = e (x~)., xc*»a 
n-+'" (n = I. 2. 3 . . • . ) 

ou a est un nombre positif suffisammant petit. 
Soit maintenant ye. un point limite quelconque de rensemble Me- de 

tous les points x~).; d'après l'inégalité (l i), ye. diffère nécessairement de 
Xe-, donc ye::P Xe. On a alors 

e (ye •. Me.) = 0 

ce qui entraine, d'après 

e (ye. ze) ::s ee (ye. ze) = e (ye., ze.). 

la relation 
e (ye. Me) = O. 

qui est absurde car Me converge (d'après (14)) vers Ie point x::p y. 
L'ensemble Me. ne possède donc aucun point limite (dans C*). 

Par conséquent C* n' est pas compact. 
2. La condition est suffisante, car il résulte de la définition de la connexité 

locale que les espaces C et C* sont homéomorphes aussitöt que C est 
localement connexe 11); donc C étant compact, C* rest aussi. 

Nous venons de voir que si C est localement connexe dans chacun 
de ses points, C* est homéomorphe à C, donc en particulier C* est 
connexe. Mais C* peut être connexe sans que C soit localement connexe 
dans aucun de ses points : il suffit, par exemple, qu'on puisse trouver 

10) C. à d. que C solt une Image unlvoque et continue (dans un sens) d'un segment rectl­
IIgne (volr les travaux tout à rheure cités de M.M. HAHN et MAZURKIEWICZ). 

11) Nou. diroDs simplem~nt que Ie continu eest localement connexe sïl rest dans 
chacUD de ses points. 
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pour chaque paire de points x + y c C un arc simple Co c C contenant 
les points x et y (voir r exemple 6 du chapitre I). Au contraire: 

VII. Si C est un continu irréductible 12) et si, en même temps. C* est con­
nexe. alors C est un arc simple (par conséquent C* lui est homéomorphe). 

En effet, soit C un continu irréductible entre les points a et b. Sup­
posons donné un nombre positif E arbitrairement petit. L'espace métrique 
C* étant connexe, donc bien enchaîné, il existe une .. E-chaîne" 

telle que 

o ac. = Cc., 

i i+l i i+l 
il (cc •. cc.) = ec (cc, Cc ) < F. (O :S; i :s; n) • 

c'est à dire qu'il existe pour tout i (0 :s; i :s; n) un continu C; c C con­

tenant les deux points c~ et C~I, de diamètre inférieur à E. 

n'; I 

La somme I Ci est un continu, agrégé à C et con tenant les deux 
i=O 

points a et b, donc identique à C (ce dernier continu étant irréductible 
entre a et b). Nous pouvons par conséquent écrire 

n+1 

C = IC i • <5 (C) < E. 
i==1 

E étant arbitraire, no us voyons d'après un théorème de M. SIERPINSKI 13) 
que eest un continu de Jordan. 

Or, C étant en outre irréductible, il résulte (1) que C est un arc simpie. 
Corollaire. Pour que tout continu irréductible situé sur un continu 

C. soit un arc simpie. il faut et il suffit que K* soit connexe quel que 
soit Ie continu K situé sur C. 

1. La condition est nécessaire. 
Supposons qu' on a un continu C dont tout sous-continu irréductible est 

un arc simpie. Désignons par K un continu quelconque situé sur C et 
soient a, b deux points deK; en les joignant par un continu irréductible 
ab c K, on voit que deux points quelconques de K appartiennent à un arc 
simple Sc, situé sur K. Or Sc. est évidemment homéomorphe à Sc. 11 en 
résulte que deux points quelconques de Kc. sont agrégés à un arc 
simple Sc. c Kc- , par conséquent Kc est connexe. 

2. La condition est suffisante. 
En effet, il résulte de notre condition qu'à tout continu irréductible Q c C 

correspond un espace Q* connexe; Q est donc un arc simple (d'après VII). 
Ce résultat ne peut être précisé davantage: 
1. On ne peut exiger dans l'énoncé précédent la connexité locale de C au lieu 

de la connexité de tout K* c C· - comme Ie montre I'exemple 6 du Cliapitre I. § ... On 
serait peut-être tenté de croire quO on puisse rem placer la condition que tout continu 
irréductible soit un arc simpie, par la condition plus faible quïl soit possible de joindre 
deux points quelconques de C par un arc simpie; i1 n'en est rien, comme Ie montre l'exemple 

12) C. à d. s'il existe au moins un couple de points 8 + b c C tel que C soit irréductible 
entre 8 et b. 

13) SIERPINSKI. Fund. Math. I. pp. 044-61 . 
Ii) MAZURKIEWICZ, I. C. 9), p. 209. 
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bien connu suivant : Ces! formé de la courbe y = sin (~), 0 < x :::::: ~. et des segments recti-

lig nes x = O. - 2 :::::: y :::::: 1 ; 
I 

x = -, - 2:::::: y:::::: 0 ; 0:::::: x :::::: - . y = - 2. 
rr " 

11 est à remarquer enfin que C· peut être connexe bien qu' iJ existe sur C deux points 
a et b n'appartenant à aucun arc simple agrégé à C. 

En effet voici rexemple corréspondant : 

c, ~,~ '. " ~--------------," 

L-

a, .... 0.., ~l' 0" 
0., 

Fig. 7. 

Les points 

sont définis par leurs coordonnées: 

a n = (2~ , 0 ) ; a2n.k = ( 2~n + 22~+k ' 0 ); 
bn = (2~ , 1 ) ; b2n.k = ( 2~n + 22~+k ' in)-

Le continu C donné par la figure 7 ne contient évidemment aucun arc simple joignant 
les points 0 et al . D'autre part C· est un espace connexe (homéomorphe à rensemble des 
points du plan formé du segment [- I, + I) de raxe ox et des sémi-intervalles [Pn, qnJ, 

n = 1. 2, 3 " " , oü les points Pn et qn sont donnés par leurs coordonnécs: Pn = (~, 0), 

q =(~, ~) , 
n n n 

10. Nous terminerons ce chapltre en posant quelques problémes, 
On voit aisément que respace C· peut contenir des points de dimension nulle. Tel est par 

exemple Ie point ae. de respace C· correspondant au continu C donné par la figure ei-dessous 
&, 

Fig. 8. 
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En déslgnant par A~) la partie du continu C s tué à gauche du segment [an bnJ et par 

D~) la partie restante. on obtient la décomposltlon 

C* = A~~ + D~ H (A~, Dl;l) = 0 
qul donne. pour n assez grand, une ö-séparatlon du point aC. sur C* par l'enRmble vide. 

On voit d'ailleurs que C· est homéomorphe à l'enRmble formé du point O. des segments 

Sic = [1k~1 ' 1
1
kJ et des intervalles ( 1k~3' 4k~2) de I'axe ox (k prend toutes les valeurs 

naturelles). 
11 est donc tout naturel de poser les problèmes sulvants; 
Pro b lè m e ')I. Existe-t-i1 un continu Ctel que I'espace C· correspondant soit de dlmenslonO? 

Problème J. L'espace C· n 'étant pas en général compact. peut-iJ arrlver que tout 

composant de C· ne contienne qu'un seul point, tandls que C· n 'est pas de dlmension 0 7 
Pro b I è mee. Peut-i1 arrlver que l' espace C· soit blen enchainé sans ~tre connexe? 



CHAPITRE 111. 

LES CONTINUS DE CONDENSATION. 

1. Un continu J( situé sur Ie continu C, Kc C, est dit (d'aprés 
]ANISZEWSKI I)) continu de condensation (par rapport à C) s'il est non 
den se sur C, c. à d. si Kc(C-K)'. Nous écrirons dans ce cas 
quelquefois: K est un cd(C). 

On trouvera des continus de condensation sur plusieurs des lignes 
cantoriennes dont nous avons donné des exemples au ch. I. Les exem­
pies 2. 6, 7, 9, 10, 11. 12 et 13 se trouvent dans ce cas. 

On voit aussitöt que les exemples cités de continus de condensation 
ne sont pas tous d'une même nature: il suffit de comparer l'ex. 2 ou 12 
ou 13 avec 6 ou 7, 9, 10. 11. pour avoir une idée vague de cette nature 
différente. En effet, on aperçoit facilement que tout continu de conden­
sation K situé sur les lig nes C données par les ex. 6, 7, 9, 10, 11. est 
limite topologique d'une suite in6nie de sous-continus Cl' C2' ••• ,Cn , ••• 

(de C), tels que C. Cic = Cl . K = 0 (quels que soient i, k) ; au contraire, 
la propriété mentionnée est en défaut pour les con tin us de condensation 
donnés par les exemples 2, 12 et 13. 

Nous verrons que cette distinction n'est pas arti6cielle: elle se laissera, 
en effet, poursuivre assez loin et nous verrons les liens profonds entre 
plusieurs propriétés topologiques aes lignes cantoriennes, et l' existence 
de con tin us de condensation de rune et de I'autre sorte. Nous commençons 
donc par la dé6nition suivante. 

Déf. 1. Un continu Kc C s'appelle continu de condensation complète 
(par rapport à C) s' il existe pour tout E > 0 un continu C. c C sans points 
communs avec K et tel que apx (K, C.) < E. Nous écrirons dans ce cas 
quelquefois que K est un ccd (C). 

Déf. 2. Nous dirons qu'une suite convergente d'ensembles MI' M 2, ••• , 

M no ••• converge régulièrement vers la limite topologique F si ton a, quels 
que soient i, k. Mi' MIc = Mi. F = O. Nous écrirons dans ce cas F = ltr M n • 

n-+.,. 

On peut donner à la dé6nition 1 une autre forme, à savoir: 
D é f. 1'. Un continu Kc C s' appelIe continu de condensation complète 

I) JANISZEWSKI, loc. cito p. 21. 
Nous ne considérons dans Ie présent travail que des lig nes cantoriennes, pour lesquelles 

la délinltion de JANISZEWSKI, ainsi que la délinition du continu de condensation complète 
est en plein accord avec les faits Intultifs. Quand Ie continu C est de dlmenslon supérleure 
II seralt peut-être préférable de supposer, dans la délinition des continus de condensation 
des deux sortes, que K soit de la même dimenslon que C. 
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(par rapport à C) s'i! existe sur C une suite de continus KI' K2' . ..• 
Kn' . . ; convergeant réguliérement vers K . 

Les définitions 1 et I' sont équivalentes. En effet. s'il existe une suite 
Kn. ltr Kn = K, il sumt de poser C , = Kn ou nest assez grand pour 
qu'on ait apx (Kn, K) < E. D'autre part, supposons que K soit un ccd (C) 
selon la définition 1; prenons d' abord un KI quelconque sans points 
communs avec K et tel que apx (K, KJ) < 1. Supposons construits KI' K2' .. . , Kn' 

K . K; = 0. (i = 1,2, .. . ,n) 

1 
et soit E un nombre positif inférieur à - , et à tous les nombres positifs 

n 
e (K, K i). i -< n. Choisissons pour Kn+ J un continu C quelconque (satisfai~ 
sant aux relations de la déf. 1). 

Je dis qu'on a 
Kn+I.Ki=O. 

En effet, si I' on avait e c Kn+1 . Ki, on aurait un xe K tel que 

e (e, x) ::S apx(Kn+l • K) < E < e (K, Ki) 

ce qui est impossible, car e eK; et xe K. 
La suite des Kn ainsi obtenue converge donc régulièrement vers K. 
On peut enfin donner (en vertu de la définition 1 et du théoréme 11 du eh. 11) 

la forme suivante à la définition des continus de condensation complète. 
Déf. I". K est ccd(C), s'i! existe une suite de con tin us Cn, n'ayant 

pas de points communs avec K et convergeant vers K. 2) 
Nous appellerons quelquefois continu de condensation simple 

un con tin u de condensa tion qui n' est pas un con tinu de 
con den sa t ion co m p I è t e. 

2. Nous rappelons tout d'abord quelques propriétés élémentaires et 
bien connues 3) des continus de condensation. Nous commençons par 
quelques remarques évidentes. 

I. Si K est un cd (C) et si Cc C*, K est un cd (C*). 
11. Si K est un cd (C) et si K* c K. K* est un cd (C). 
111. Si la somme d' un ensemble fini ou dénombrable de continus de 

condensation est un continu K , K est encore un continu de condensation 
(car si un ensemble fermé rp est la somme d 'un système fini ou dénom~ 
brabIe d 'ensembles non denses sur un ensemble fermé F, I'ensemble rp 
est encore non dense sur F). 

IV. Si aucun des continus Cl' C2 • ... • Cn (en nombre fini) ne contient 
de continus de condensation et si C = Cl + C2 + ... Cn sst un continu. 
C ne contient pas non plus de continus de condensation.1

) 

2) 11 est à remarquer que nous avons fa it usage. dans la dtmonstration prtctdente, de 
I'axiome de M. ZERMELO. 

3) JANISZEWSKI. Ioc. cito pp. 26-30. 

1) On trouvera une dtmonstration chez JANISZEWSKI3) . 
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Rem a r q u e. Si Ie continu C est somme d'une infinité dénombrable 
de C i (i = 1,2, . . . ), il peut bien arriver qu'aucun des C ne contient de 
continus de condensation, tandis qu'il existe des cd(C) (cf. rex. 6 du eh. I). 

V. C contient un continu de condensation s'ii existe. sur ie continu C. 
une infinité dénombrable Cl ' C 2 , ••• , Cn, . . . de continus sans points 

communs et tels que F= it Cn n'est pas de dimension nulle. 4
) 

Une conséquence immédiate de Vest la proposition très importante 
suivante. 

VI. C contient un continu de condensation s'il existe, sur ie continu 
C. une suite infinie de continus Cl. C 2 , •• •• Cn . ... sans points communs 
et dont les diamètres surpassent un nombre positif fixe a. 

En effet. on peut extraire (d'aprés les résultats du chapitre précédent) 
de la suite ICnl une suite partielIe convergente, dont la limite topologique 
CO) est de diamètre ~ a; C" est par conséquent un continu (eh. II. théor. 
lIl. cor. 1). 

3. Parmi les propositions I-VI. la première reste évidemment vraie 
pour les continus de condensation complète (c. à d. si K est un ccd (C) et 
si Cc C*. K est un ccd (C*)) . 

Montrons par des exemples qu'aucune des propositions II-VI ne 
subsiste pour les continus de condensation complète. 

Ex. I. (ad 11) . Soit C un continu formé du carré 

z=O ; O ~ x ~ 1; O ::::; y ~ 1 

et des segments rectilignes Rn ' n = 1. 2, 3, ' , , ; S~ (i = 0, I, , , , • n) ; T~ (j = 0, I, , , , , n - 1) 

dé6nis comme il suit 

1 1 
Rn: -- ~ z ~ -

n+l n 

, l ' '+1 
T~ · z-_·L < x< _J- et n - - , -.....::: -.....::: 

n n n 

\ x = I. y = O. si n - 0 (mod 4) 

x = O. y = 1. si n = 1 (mod 4) 
et 

(X=L y=1. si n_2 (mod 4) 

x=O, y=O, si n =3 (mod 4); 

l 
y=O.sin _ Ooun - l (mod4)et~-0(mod2) 

sin = 20un = 3(mod4)etJ= 1 (mod2) 

y = 1 dans Ie cas contraire ; 

i . _1 . i .-- 0 < Sn. Z - - . 0 ::::; y ~ 1: X = - . ou 0 ..::..:: i < n si nest impair et < i "" n 
n n 

si n est pair. 

Le carré est évidemment un ccd (C) , En prenant pour Q Ie rectangle [(0, 0), 10, i ), (1. 0), 

(1. i)] on voit aussitöt que Q n'est pas un ccd (C), 
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Ex. 2 (ad IV). Les continus Cl et C2 sont donnés par la flgure 

, m e ~r-----------~------------~c 

c .. 
Fig. 9. 

oû I'on obtient C2 par une rotation de 1800 de Cl autour de l'axe mn: C=C. + C2 a 
l'aspect suivant: 

c 

I I I I 

Fig. 10. 

Aucun des continus Cl. C2 ne polstde de continus de condensation compltte, tandis que 

ad est un ccd (C). 
E x. 3 (ad. 111). C est formé de tous les segments rectilignes 

1 1 o ~ r ~ 1; cp = -; cp = 1f. - - ; cp = 0; cp = :n 
n n 

(r et cp sont des coordonnées polaires dans Ie plan). 
Les deux derniers segments (0 ~ r ~ 1. cp = 0, resp. cp = ?r) sont des ccd (C). tandis que 

leur somme n'est pas un continu de condensation compltte. 
Ad V voir l'ex. 2 du ch . I. 
P x. i (ad VI). Soit IX un nombre positif que1conque. Déslgnons par Cn • • (IX > 0) Ie 

continu formé des n demi-circonférences C~.:t (i = I. 2, . . . , n) : 

) 

X2 + y2 + (z _ 2; - 1)2 __ 
C~.,,= 2n 4n

2 

y=ax 

x~O 
et soit Co Ie segment rectiligne x = y = 0: 0 ~ z ~ 1. 
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OD 

Posons C = Co + L Cl' Pn étant Ie nil1me nombre premier. 
=1 Pn'-; 

47 

Les continus C I sont de dlamètre I. 11 n'ont deux à deux aucun point commun: 
P ,­

n n 

C ne possède aucun continu de condensation compléte, 

... Passons maintenant à l' étude des liens qui existent entre la notion 
de connexité locale (eh. 2. nO. 9) et celle de con tin us de condensation 
complète. Commençons par la proposition auxiliaire suivante: 

Th e 0 r è m e a u x il i a ir e. Soit donné un continu C, un ensemble 
fermé FeC. et un point aC C - F. On a alors: 

F. Const. (C - F) =f O. 

Supposons par impossible qu'on ait F. Const. (C-F) = O. donc 

e (F. Const. (C-F)) = 20 > 0). 
Soit b un . point quelconque de F. Considérons pour chaque n une 
1 h - b' d' 'é S) - (n) (n) (n) (n) (n) - b " t -~c alOe len etermlO e a - Xo • XI • X2 ••••• xp ••••• X m - JOlgnan n n n 

(sur C) les points a et b. Désignons par x;~ = yn Ie dernier point 

de cette chaîne tel quO on a e (Yn. F) ~ 0 (Yn existe toujours. car 

e (x~). F) = 20). On a évidemment 
1 

o ~ e (Yn. F) ~ 0 + -, donc lim e (Yn. F) = 0; 
n ~oo 

on voit ensuite facilement que 
1 1 

e (a. Yn) ~ e (a, F) - e (Yn. F) ~ 20 - 0 - - = 0 - - • 
n n 

Sol't M I' bi d . (n) (n) (n) (n) 
n ensem e es pOlOtS Xo • XI • X2 ••••• x Pn ; on peut extraire 

de la suite IMnl une suite partielIe convergente M nl • M n2 ••••• M n" ••••• avec 

ItMn,,=Q::) a+y. 

ou Y est un point limite quelconque de la suite des Yn,,; on voit aussitàt 

que Ie point Y est différent de a (on a même e (a. y) ~ 0). En remarquant 

que f (Mn) =!. on conclut du théor. III (eh. 11) que Q est un continu. 
n 

Tous les ensembles M n faisant partie de l' ensemble fermé C - S (F. 0). il 
en est de même pour Ie continu Q. qui est. par conséquent. agrégé à 
Const. (C-F); on a donc. en tenant compte des inégalités précédentes 

e (Const. (C-F). F) ~ e (Q. F) ~ e (y, F) = lim e (y", F) = O. 
n-+oo 

ce qui contredit la dénnition de o. Notre proposition se trouve ainsi 
démontrée. 

Une simple conséquence de cette proposition est Ie th é 0 r è m ede 
JANISZEWSKI suivant: 

S) 11 est faclle de renc;lre cette construction effective. en supposant donné une fois pour 
loutes un ensemble dénombrable dense sur C. 
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Soit C un continu et a un point quelconque du domaine G (rel C); 
on suppose de plus que C - G -=f O. 11 existe alors un continu K tel que 

a c K c G. K. Fr (G) -=f O. 

11 sumt de poser. pour démontrer ce théorème 

F= C - G. K= Con sta (C - F) 

et d'appliquer ensuite notre théorème auxiliaire. 

5. En appelant selon M. MAZURKIEWICZ. "points du second genre 
ceux-Ià dans lesquels Ie continu C n'est pas localement connexe 6). on a 
Ie théorème suivant: 

VII. Tout point du second genre appartient à un continu de conden­
sation complète. 

Soit ; un point du second genre (rel C). 11 existe une suite de points de C 

telle que. pour tous les n. 
ed;. x n) ~ a 

(a étant un nombre positiE convenablement choisi). et. en même temps 

(1) 
a e (;. x n ) < "5; fim e (;. x n) = O. 

n-+oo 

D' après Ie théorème auxiliaire que nous ven ons de démontrer. 

Cn = Compx ( C . S (Xn • ~) ) est un continu ::l X n et tel que 

C n. FrS(xn.~) ~ 0, donc 

(2) 

Une conclusion analogue subsiste pour C .. = Compf ( C . S( ; , ~) ). 
Je dis qu'on a Cn • C '" = 0 quel que soit n. En effet Cn + C .. serait dans 
Ie cas contraire un continu de diamètre 

~ c5 [ S (;. ~) + S (Xn . ~) J ~ 25a +25a < a. 

ce qui est incompatible avec la relation ed;, x n) ~ a. O'après Ie théorème 

V du eh. précédent. on peut extraire de la suite Cl' C2 • • ••• Cn •... une 
suite partielIe convergente 

(3) C n" C n2 • .. . , C nk' .... K= It Cnk' 
k-+oo 

Or. on voit. d'après Ie théor. 111 du eh. précédent et J'inégalité 

(2) 

6) Les points de connexité locale sont appelés points du I er genre. 
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que K est un continu. Il s'ensuit de (1) et de la déflnition de C n que 

~ c ft Cnk = K; on voit facilement, en out re, que I< c S ( ~, ~ J donc 

Kc Cr,; ; comme C n • C r,; = 0, il résulte de la dernière inclusion que K 
est un ccd(C), c. q. f. d. 

VIII. Pour qu'un continu C ne contienne aucun continu de conden­
sation complète, il (aut et il su{flt que C soit localement connexe ainsi 
que chacun de ses sous-con tin us. 

La condition est nécessaire. Soit t; un point du second genre 
sur C* c C. D'après Ie théorème précédent, il existe un ccd (C*) qui est 
d'après I. un ccd(C). 

La condition est suffisante. Soit K un ccd(C). Si C n'était 
pas locale ment connexe dans un quelconque de ses points, on n'aurait 
plus rien à démontrer. Supposons donc que tous les points de C sont du 
premier genre. Il s'ensuit de la définition de K qu'il existe une suite des 
continus Kn vériflant les relations: 

1 
(4) Kn c C-K; apx(K,Kn) <- ; Kn .Km =0 . 

n 

Choisissons deux points distincts a + beK et désignons par (J Ie nombre 
positif e (a, b). Choisissons ensuite des points an + bn C Kn' sous la condition 7) 

(5) e (a, a n) = e (a, Kn) ; e (b, bn) = e (b, Kn) . 

Le point a étant du premier genre sur C, il existe un d > 0 tel qu' on 
(J 

a ec(a, x) <"3 pour e (a, x) < d. 

Considérons maintenant Ie continu 

(6) CI=Comps (C.S(a,j)). 

Il s'ensuit de la définition de K et de d qu'on a 

(7) Cl :::) C. S (a,d) . 
D'autre part nous avons, d'après (4) et (5) 

(8) lim e (a, an) = lim e (b, bn) = 0 ; 
"~GO n-+-oo 

il existe donc un nombre en tier k tel que 

(9) (! (a, an) < d pour tout n ~ k 
c. à d. que, d'après (7) 

(10) 
00 

Cl:::) I an • 
n=k 

Considérons maintenant l'ensemble C* = Cl + I Kn + K; je dis que 
n=k 

C* est un continu. En effet, C* est tout d'abord connexe, carel' K ja ~ 0 
et Cl' Kn jan =/=- O. D 'autre part C* est fermé, d'après l'égalité 8) : 

7) Les Kn étant fermés, ces choix peuvent être faits independamment de I'axiome de 
M. ZERMELO. 

8) On a en effet la relation générale suivante facile à verilier ; 

I M n = I M n + lt M n (quels que soient les ensembles M n ) . 

n~oo 

Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) DI. XIII. Di 
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'" 
C*- CI + K + ~ Kn = CI+K + ~ Kn + ltKn = CI+K + I Kn +K=C*. 

n-=k "=Ic n~oc n= k 

Chacun des ensembles Cl ' K , Kn étant fermé, remarquons que nous 
avons en outre demontré que la somme de K et d'un agrégat quelconque 
6ni ou in6ni d'ensembles Kn est un ensemble fermé. 

Nous allons maintenant prouver que Ie point beK c C* est du second 
genre sur Ie continu C* c C. 

Soit n un nombre naturel arbitrairement choisi et Q un sous~ 

continu quelconque de C* contenant les points b et bn • Si J' on avait 
'" Q. Cl = 0, on aurait Q c K + I Kn' donc Q = FI + F2' ou J'on a posé: 

n=1< 

FI = Q . Kn; F 2 = Q . [K + Kk + ... + Kn- I + Kn+1 ... ]. 
Or, cela est impossible 9), les deux ensembles fermés FI et F 2 étant 

non vides et sans points communs. 
11 existe par conséquent un point cc Cl . Q . 11 résulte de la dé6nition 

de Q et de c que d (Q) ;;;: e (b, c) ;;;: e (b, a) - e (a . c), ce qui donne (en 
vertu de la dé6nition de Cl) : 

20 1 
d (Q) ;;;: e (b, a) - d (Cl) ;;;: 0 - 3 = 3 o. 

Le continu Q::l b + bn étant quelconque, on en conclut que 
1 . ee (b, bn ) ;;;: 3 0, quel que SOlt n 

ce qui signi6e, en tenant compte de (8), que best du second genre sur C*, 
c. q. f. d. 

Tout continu localement connexe et irréductible étant, d'après un 
théorème de M. MAZURKIEWICZ, un arc simpie, on a Ie 

Co r 0 II a i r e. Si C ne contient aucun ccd (C), tout continu irréductible 
situé sur C est un arc simpie. 

La rédproque n'est pas vraie : il est fadle de construire des continus 
C, possédant des ccd(C) 10) et dont tout sous~continu irréductible est un 
arc simple (voir p. ex. les continus 6, 9 du ch. I. § 4). 

11 existe des lignes cantoriennes localement connexes dans chacun de 
leurs points et possédant néanmoins des continus de condensation complète. 
Telle est par exemple la ligne C suivante : 

Ex. 5. C est formé du contour du carré [(0,0), (0,1), (1.0), (1.1)] et des 

'1' h ' .. 1 0 ""'- .....- 1 segments rect1lgnes .. Orlzontaux y = 2n ; ::::::::: x ::::::::: et .. verticaux" 

_ 2p-l . 1 . 
x - 2n- ' 0 ::::; y ::::; 2n ' p = 1. 2, ' , " 2n- l; n = 1. 2, 3, ' " (6g. 10). 

On pourràit aussi consulter Ie continu de J'ex, 11 (ch, I), 

9) L'impossibilité de régalité Q , Cl = 0 est aussi une simple conséquence d 'un théorème 
de M , SIERPINSKI, à savoir qu'aucun continu ne peut être considéré comme somme d'une 
infinité dénombrable d 'ensembles fermés sans points communs, On trouvera une démon­
stration du théorème de M, SIERPINSKI p .ex. dans les Vorlesungen über Topologie, p, 38, de 
M. KER ÉKJARTÓ. 

10) Même des continus C tels que tout point de C appartienne à un ccd (C). 
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6. L' exemple ci~dessus est typique pour les continus localement eon~ 
nexes, en vertu du théorème suivant: 

IX. Si C est un continu jordanien 11) et K un continu de condensation 
(eomplète ou non) par rapport à C, il existe un continu Co cC dont K 
est un continu de condensation simpie. Co peut être supposé {ormé de K 
et d'une infinité dénombrable d'arcs simples sans points communs, n'ayant 
chacun qu'un seul point sur K; les diamètres de ces arcs simples tendent 
de plus vers O. Si K est lui même un arc simpie. on peut choisir Co 

homéomorphe au continu de ['ex. 2 (eh. I, nO. 4). 
Supposons qu'on ait déjà eonstruit un ensemble fini SI' S2 .... ' Snk' les Si 

étant des ensembles vides ou des ares simples situés sur C et n'ayant avec K 
qu'un seul point comm unai (i ::S; nk). Supposons de plus donné un nombre 
positif EH I, Prenons sur Kun ensemble fini de points bI' b2 , • • , , br (bi =!= aj) 

tel qu'il existe pour tout point xc K un point bi distant de x de moins de 

Ok+! So' <5 I I . d b Ek+1 T' et posons nHI = nk + r. It e pus petJt es nom res T' 

~ e (bi, bj ), i <j ::S; r; l'ensemble [C - (SI + S2 + .. . + Sn)]. S (bi, <5) est un 

domaine (rel. C),l'ensemble G i= Compbi [(C-(SI + S2 + ... + Sn)). S(bi , <5)] 
est, d' aprés un théorème de M. HAHN 12), un domaine connexe. On a de 
plus (d'après la définition de <5): G i ' Gj = 0 (i =!= j). Soit Ci un point 
quelconque de l'ensemble G i - K (qui existe toujours, K étant un cd (C)). 
Il est bien eonnu que deux points quelconques x, y situés dans un domaine 
relatif connexe G d'un continu jordanien peuvent être joints par un arc 

simple xy cG 13). Soit donc St= Ci biC G t un arc simple et soit ank+t Ie 

premier point de S~ (dans I' ordre Ci bi) appartenant à K; I' arc simple 

Ci ank+i = Snk+i possède les propriétés suivantes 

Sn . K = an n = nk + 1, nk + 2, ... , nH I 

Sn . (SI + S2 + ... + Snk) = 0 ! 
Sn ,Sm = 0; nk < n < m < nHI 

11) Nous appellerons pour abréger, continu jordanien (ou continu de JORDAN) tout 
continu qui est localement connexe en chacun de ses points. Les continus jordanienl sont, 
comme on s'lit, les images unlvoques et continus dans un sens du segment [0, I]. 
(v. MAZURKIEWICZ, Sur les lignes de Jordan, Fund. Math., I. pp. 166-210). 

12) HAHN, Über Komponentea offener Mengen, Fund . Math., 11, p. 189. 
13) line simple démonstratlon de ce fait est donné par un raisonnement de M. R. L. MOORE 

(On the foundations of plane analysis situs, Trans. Amer. Math. Soc. XVII. 1916, 
Théor. 10 et IS, pp. 135-139). On doit seulement , dans la démonstration de M, MOORE, 
entendre p3r .. région" ua domaine connexe (rel. C), en remarquant qu'on peut supposer 
d 'après les résultats de M. HAHN que les voisinages de tous les points de C sont des 
domaines connexes (il suffit p. ex. de prendre pour voisinages du point x c C les 

domaines Compx S ( x, ~). n étant un nombre naturel quelconque). 

04* 
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4°. quel que soit Ie point x de K 
nk+ 1 nk+ 1 r Ek + I 

e (x. n=~+ISn -K)=e (x'=~+ 1 Sn) :S; e (x. i~ bi) + max(<5 (Gi)) < 2 + 

+ 2" < Ek + I+Ek + l _ 
U 2 2 - €HI · 

5°. b (Snk+d < <5 (Gi) :s; 2<5 :s; EHI. 

En posant Ek = * et So = 0, on obtient en procédant ensuite par induc~ 
tion, une suite infinie d'arcs simples SI ' S2' . . . , Sn, . . . telle que 

S i . Sj = 0 (i < j); J (Sn) -+ 0; Sn. K = an ; Kc (.2- Sn - K)'. 
"~CIO "= 1 

L'ensemble 

est un continu situé sur C et ayant la structure désirée; K est un continu 
de condensation de C tandis qu'il n 'est pas un continu de condensation 
complète (car toute suite régulièrement convergente de continus agrégés 
à Co - K converge vers un seul point). Enfin, si K était tui~même un arc 
simpIe, Co serait évidemment homéomorphe au continu de rex. 2 (ch. I). 

Corollaire. Si Ie continu jordanien K est un cd(C) (ori Cestaussi 

un continu jordanien) il existe un continu Co = So + i Sn homéomorphe 
n= 1 

à celui de rex. 2 du eh. I et tel que So cK. 
11 suffit de prendre un arc simple So quelconque situé sur K et de 

raisonner sur So comme précédemment (en remarquant que, d'après 11, 
So est un cd (C)). 

Remarquons que les suppositions de ce corollaire sant en particulier 
satisfaites si C ne contient aucun ccd (C). 

7. Les théorèmes suivants donnent des renseignements assez complets 
sur les continus de condensation simpte; d 'ailleurs ils nous seront utiles 
dans la suite. 

X. Soit K un continu de condensa~on pal' rapport à C, tel qu'aucun 
point de K n'appartienne à un ccd(C) quelconque. 

Choisissons arbitrairement Ie nombre E> O. Ie point a c C - K et Ie 

point xc K' Const. (C-K). 11 existe alors un continu irréductible Q = ad, 
n ' ayant en commun avec K qu' un seul point d distant de x de moins de E. 

L'ensemble Q - d est de plus un sémicontinu agrégé à Const. (C-K). 
Remarque. Con st. (C- K) étant Ie constituant dupointaparrapport 

à C-K, il en résulte que Const. (C-K) coïncide avec Comp. (C-K) toutes 
les fois que C est un continu jordanien. En effet, C-K étant un domaine 
(rel. C), Comp. (C- K) est d 'après les résultats mentionnés de M . HAHN, 

un domaine connexe (rel. C); on peut donc joindre deux points quelconques 
de Comp. (C-K) par un arc simpIe. Comp. (C-K) étant par conséquent 
un sémicontinu, il coïncide nécessairement avec Const. (C-K). 
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o é m 0 n s tra t ion dut h é 0 r è me X. Désignons par Xo = x un point 

c K' Consta (C-K); d'après notre supposition et Ie théorème VII, 
Xo est un point de connexité locale du continu C; on peut donc trouver 
un point y c Consta (C-K) assez rapproché du point x pour qu'on ait 
edx, y) < 1'.. 11 existe alors un continu 

C* ::::> x + y, C* c C, ~ (C*) < E. 

Consta (C-K) étant un sémicontinu con tenant Ie point y, on peut trouver 

un continu irréductible ay c Consta (C-K). Supposons construit Ie continu 

irréductible x,.y = C" c C*, ou fL est un nombre ordinal < Q et x~ c K. 
Deux cas sont possibles: 

1°. Cl" K = x", Posons dans ce cas x~ = d, Q* = Cl' + ay et prenons 

un Q = x~a c Q*; ce sera un continu irréductible satisfaisant à toutes les 
conditions de notre énoncé. En effet, on a évidemment e (x"' x) < c) (C*) < E, 

et Q' K=x". 
Démontrons que Q - de Consta (C-K) .11 sumt évidemment de montrer 

que Q - xx est un sémicontinu. Supposons donné un point z c Q - x" 

et soit za un sous-continu de Q irréductible entre z et a; si za ::::> x~, 

on a nécessairement Q = ax" = az , donc d'après un théorème de 
JANISZEWSKI 14), x x appartient à un continu de condensation de Q. 
Q étant irréductible, x~ est d'après un théorème de M. MAZURKIEWICZ 15) 

du second genre par rapport à Q. 11 s'ensuit (en ver tu de VII) que x" 
fait partie d'un continu de condensation complète par rapport à Q, 
donc par rapport à C, ce qui contredit nos suppositions. 

Par conséquent za c Q - x "" ce qui signifle que Q - Xl< est un sémi­
continu (Ie point z étant un point quelconque de Q - x ,,), 

2°. ex. K ::::> x" + X"+I' X"+I étant un point quelconque, différent de x", 

Prenons dans ce cas un x,,~y C Ct = x" iJ et posons c"+1 égal à x~+~y~ 
Le point x" est étranger 16) à C ,,+ I. On a déflni ainsi C~+ I. Si les C " sont 
déflnis pour tous les a < 1 (1 étant un nombre ordinal de seconde espèce) 
on n'a qu'à poser CÀ = IJ Cl' pour pouvoir appliquer l'induction transflnie. 

,,<À , 
Tous les Cl' sont deux à deux différents et on a C~ ::::> C,; si a < (J. on 

14) Loc. eit. p. 45, théor. VIII et IX. 
15) Loc. eit. 11), p, 205, théor. X. 
16) En effet, autrement on aurait les relations : 

done 

x " y = x,,'+1 y; 

on en tire (d'après Ie raissonnement de tout à l'heure) en s'appuyant sur les résultats de 
JANISZEWSKI14) et de M. MAZURKIEWICZ 15) que x" appartient à un ccd (C), ce qui est 
en contradiction avee notre supposition. Remarquons en outre que Ie ehoix du point x "+1 
peut être faeilement rendu effeetif (l'ensemble C" . K étant fermé). 
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aboutit donc (d'après un théorème bien connu de M. BAIRE 17)) à un certain 
nombre ordinal a < Q tel que C,+1 n'existe plus, c. à d. que C, . K = x •. 

c. q. f. d. 
Supposons ma in tenant que C soit un continu ne possédant aucun continu 

de condensation complète (il en résulte en particulier que C est un continu de 
]ORDAN); Ie continu irréductible Q du théorème X est alors, d'après Ie corol~ 
laire du théor. VII, un arc simpie, de façon que nous avons Ie résultat suivant: 

X bis. Si C ne contient aucun continu de condensation complète et 
si K est un continu de condensation de C, il existe. quels que soient 

aC C-K. e> 0, XC (Compa (C-K)). K un arc simple ad satisfaisant 
aux conditions suivantes: 

1°. ad - d c Consta (C - K) 

On peut écrire Compa (C - K) au lieu de Const. (C - K), d'après la 
remarque faite à propos du théor. X. 

Soit F un ensemble fermé situé sur Ie continu C, et ~ un flint quel~ 

conque de F. Nous dirons que ~ est accessible par rapport à C - F au 
sens large, s'il existe un continu Q cC, n'ayant en commun avec F que 
Ie seul point ~. 

Nous dirons que ~ est accessible au sens étroit s'il est possible de 
choisir pour Ie continu Q de la dé{inition précédente un arc simple. 

Il s'ensuit alors des théorèmes X et X bis: 
XI. Si K est un cd(C) tel, qu'aucun point de K n'appartient à un 

ccd(C). l'ensemble des points de K accessibles au sens large par rapport 
à (C - K), est dense SUl' K. 

XI bis. Si K est un cd(C) et si C ne contient aucun ccd(C),l'ensemble 
des points de K accessibles au sens étroit par rapport à (C - K), eet 
ensemble est dense SUl' K. 

Démonstration des théorèmes XI et XIbis. Soit donné un 
point quelconque ~ c K et un e > 0 arbitrairement petit. N ous allons 
montrer qu'il existe un point XC K accessible par rapport à (C - K) et 
distant de ~ de moins de e. 

Considérons la sphère S (~, e) (rel C); ~ étant un point de premier genre 
de C, il existe pour tout point x suffisamment rapproché de ~ un continu 
C(,." ::J ~ + x agrégé à S (~, e). De plus K étant un cd(C), il existe des points a 
appartenant à C - K et aussi rapprochés du point ~ que ron veut. Soit 

aC S (~, ~) . (C - K) un pOint . assez voisin du point ~ pour qu' on puisse 

trouver un C~.a cS (~, ~). 
Considérons Ie constituant S = Con sta (Cg, a - K); d'après notre théorème 

auxiliaire (du § 4) on a S. K =t= 0; or S-. Kc Cç, a C S (1=, e), donc 

e(~. S . K)<e. 

17) R. BAIRE, Ann. di mat. (3) 3 (1899), p. 50. 
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On a évidemment Sc Const. (C-K), donc a fortiori e (~,K' Consta(C- K))< e. 

Soit x un point de K' Consta (C -K) tel que e (.;, x)= e (~ , K' Consta(C-K)) . 

En prenant e' < E - e (~, Consta (C - K)) on trouvera, en appliquant Ie 

théorème X (resp. X bis), un continu Q c Con sta (C - K) + d (resp. un 

arc simple ad c Consta (C - K) + d), tel que Q ' K = d. ou Ie point d est 
éloigné de x de moins de e'. Le point d est accessible au sens large 
(resp. étroit) par rapport á C - K; d 'autre part 

e (~ , d) :s; e (~ , x) + e (x, d) :s; e (~ , K . Consta (C - K)) + e (x, d) < 

<e (~ , K' Consta (C - K)) + e - e (t K' Const. (C - K)) = E, 

c.q. f.d . 

8. Faisons en co re quelques remarques se rapportant aux continus irré~ 
ductibles. M . MAZURKIEWICZ 15) a démontré que tout point d'un continu 

irréductible C = ab est du second genre, s'il appartient à un continu de 
condensation ; or, tout point du second genre d'un continu que1conque 
appartient nécessairement à un continu de condensation complète; il en 
résulte: 

XII. Si un point d'un continu irréductible C appartient à un cd(C) , 
il appartient aussi à un ccd(C). 

On pourrait être tenté de croire que. si un point ~ de C = ab appartient à Q qui est 

un cd(C) , ij appartient aussi à un ccd(C) faisant partie de Q. L'inexactitude d'une pareille 
opinion résuJte de l'exempJe suivant : 

0., 

Fig. H. 

I, 
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Le continu Cse compose d'une infinité dénombrable de circonférences Cn = (7. n, ?/n' f3n, dn), 
tendant vers Ie point ~, des segments rectilignes Lln = (8n, I(n+l) joignant successivement 

ces circonférences et de deux lignes polygonales généralisées A = BBIB2 " , Bn • • , et 

B = bblb2 ' . . bn . •. sans pOints multiples et telles qu'on a (en déslgnant BnBn+IBn+2 . . . 

par An et bnbn+lbn+2 . . . .rar Bn) : 

(n-. (0) lt An = ~ + ~ I 'Y I(J~ + f3 la2 + a2'Y2f32+f32a3+" . +an'Ynf3n+f3nan+I+' •• 

lt Bn = ~ + a/'1 f31 + f3l a2 + a2b2f32+ f32a3+ ' • • + anbnf3n+f3nan+I+'" 

(les lignes polygonales A et B sont supposées sans point commun entre eux et sans point 

commun avec Ie continu ~ + f Cn + f lln). On s'aperçoit facilement que C est Irréduc-
n= 1 n= 1 

tible entre B et b. 
Solt Q Ie continu 

Q est un cd(C) con tenant ~ ; or, 11 est facile à voir que ~ n'appartient à aucun ccd(q agrégé à Q . 

Les problèmes sulvants restent ouverts : 
Pro bi è m e (~ ) . Peut on affirmer que tout continu de condensation situé sur un continu 

irréductlble, contienne un cODtinu de condensation complète? 
Et, si Ie problème m se résout par l'affirmative: 
Pro b I è m e (l7) . Peut on afBrmer qu'il existe sur tout Q qui est un cd (C), C = Bb. un 

ensemble dense de points appartenant aux ccd(q agrégés à Q? 

Nous pouvons encore énoncer Ie théorème suivant: 
XIII. Pour qu'un continu irréductible soit un arc simple, il faut et il 

suffit qu' il ne con tien ne aucun continu de condensation complète. 
En effet, d 'après Ie théorème XII, l'absence, sur les continus irréducti­

bles, de continus de condensation complète, est équivalente à l'absence 
de continus de condensation en général; or, d'après théorème de JANlSZEWSKI 

cette dernière propriété est précisément caractéristique pour les arcs simples 
(considérés comme continus irréductibles). 

Remarquons enfin que les continus qui ne sont irréductibles entre aucun 
couple de leurs points peuvent présenter des singularités assez compliquées 
sans qU'ils possèdent nécessairement des continus de condensation complète. 
Par exemple, Ie continu de M. SIERPINSKI (ex. 12 du ch. I) ne contient 
aucun continu de condensation complète 18), tand is que (comme nous l'avons 
démontré au ch. I. § 4) tout arc simple situé sur eest un cd(C); en 
remarquant que tout continu irréductible situé sur eest un arc simple 
(toujours en vertu de l'absence de ccd(C)), nous avons un exemple d 'un 
continu C dont tout sous-continu irréductible est un cd(C) tand is que C 
ne possède aucun ccd(C). 

18) OD s'eD aperçoit en remarquctnt, p. ex., que, quel que soit • > 0, s'lI y a un système 

de sous-continus IKI de C, deux à deux sans point commun et de dlamètre >., ce système 

est nécessairement fini; il en résulte que toute suite convergente Ct, C2, ' • , Cn ' " de sous­
continus de C converge vers un seul point; C ne peut, par consequent, posséder aucun 
continu de condensation complète, La propriété énoncée du continu de M, SIERPINSKt 

résulte d'ctilleurs immédiatement de ce que chacun de ses points possède un Indice de 
ramification ~ .. (cf. Ie théor. I du eh. IV). 
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9. Nous allons maintenant complètement analyser la structure des con­
tinus dépourvus de continus de condensatioll. Nous commençons par les 
définitions suivantes. 

Supposons donné un continu S qui est un arc simple ab ou une 

Iigne simple fermée aca; I' ensemble S = ab - (a + b), (ou aca - a), sera 
appelé arc ouvert et désigné par (ab). Un arc ouvert ab agrégé à un 
continu quelconque C sera dit arc libre (p a r rap por t à C), si (ab) 
est un domaine rel (C). Nous allons démontrer Ie théorème fondamental 
suivant: 

XIV. Tout continu dépourvu de continus de condensation peut être 
décomposé (et cela d' une seule manière t9)) en une somme d' un ensemble fermé 
discontinu F et un ensemble au plus dénombrable d'arcs libres maximaux 20) 
deux à deux sans points communs. Ces arcs libres sont étrangers à F. 
tandis que leurs extrémités appartiennent à F: si ['ensemble de ces arcs 
libres est infini, leurs diamètres convergent nécessairement vers zéro. 

Commençons par la démonstration des lemmes suivants: 
L e mme 1. Si C est un continu dépourvu de continus de conden­

sation et cp c C un ensemble fermé de dimension positive. cp contient 
un arc libre (par rapport à C). 

Soit K un sous-continu quelconque de cp (un tel continu existe toujours 
car cp est de dimension positive). et soient p et q deux points quelcon­
ques de K; d'après les suppositions du lemme et d'après Ie corollaire 
du théor. VIII. tout continu irréductible sur C est un arc simpie, donc, en 

particulier. un pq c K est un arc simple pq cK c CP. 
L'ensemble fermé 'P=pq.(C-pq)' est nondensesurpq(carautrement 

on aurait un arc simp Ie Ptqt c pq agrégé à (C - pq)' donc à fortiori à 

(C - Ptqt)', c. à d. que Ptqt serait un cd(C)). 

Soit donc (ab) un arc ouvert, situé sur pq et ne con tenant aucun point 
de 'P; (ab) est évidemment un arc libre. 

L e mme 2. La partie commune des deux arcs libres (par rapport à C) 
L = (ab) et A = (cd) (supposée non vide) se compose d' un ou de deux 
arcs libres, do nt les extrémités appartiennent à I'ensemble des quatre 
points a, b, c, d. 

En effet, L et A étant des domaines (rel C). L . A est aussi un domaine 
(rel C), done un domaine (rel L) et un domaine (rel A); il s'ensuit que 
L . A se compose d'un ou de plusieurs arcs ouverts situés en même temps 
sur L et sur A, ces arcs ouverts étant dépourvus de points eommuns. Soit 
(xy) un de ees arcs ouverts. 

On a 

x + y c (L. A)' - L. A = (L. A)'. ((C-L) + (C-A)) cL'. A'. ((C-L) + 
+ (C -A)) cL'. (C-L) + A' (C-A) = (a + b) + (c + d). 

t9) À la seule exception du cas oü eest une ligne simple fermée 22). 

20) Un arc libre est dit maximal s'iI n'est contenu dans aucun autre arc libre. 
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Si x + y ca + b (resp. x + y c: c + d), (xy) est un arc ouvert situé 
sur L = (a, b) (resp. sur A = (cd)) et possédant pour extremités les points a et 
b (resp. c et d). Il en résulte que (xy) = L (resp. (xy) = A), done (xy) = L . A. 

Si x + y n'est eontenu dans aueun des ensembles a + b, c + d, on a 
néeessairement 

(x + y) . (a + b) ~ 0 ~ (x + y) . (c + d). 

L'are ouvert (xy) (situé sur L) a done une extrémité commune avee L. 
Comme il y a deux extrémités de L (distinetes ou non), il y a dans ce 
cas au plus deux ares libres eonstituant L . A. 

Ainsi, L . A se compose d' un ou de deux arcs ouverts: s' il y en a 
effectivement deux, chacun d 'eux a une extrémité commune avec (ab) et 
l'autre avec (cd), les deux extrémités pouvant d'ailleurs coïndder. Le 
lemme 2 est démontré. 

Nous avons les eonséquences suivantes du lemme 2 : 
1°. Supposons que deux arcs libres (ab) et (ad), b =f- d, ayant une même 

extrémité a, eontiennent tout les deux un arc ouvert (az). 
Soit (at) Ie eomposant de (az) dans L. A; (at) est une arc ouvert sur L. 
Si t = b, (at) eoïncide évidemment avee L et on a b + L c A. 
Si t =f- b, t eoïneide néeessairement avee d, et on a (at) = (ad) = A, 

etd+AcL. 
2°. Supposons que L et A soient deux ares libres ayant les mêmes extré~ 

mités a = c, b = d. Alors L. A (s 'il n'est pas vide) coïncide nécessaire~ 
ment avee L et avee A, done L = A. 

3°. Supposons que L = (ab) et A = (cd) soient deux ares libres maximaux. 
Démontrons qu' on a 

(a + b) . A + (c + d) . L = 0 

dans tous les cas, sauf si Ie continu total eest une ligne simple fermée. Sup~ 
posons d 'abord que run au moins des deux ensembles a + b, c + d contienne 
deux points distincts. Supposons que ce soit, par exemple, Ie premier: a =f- b. 
On voit aussitöt qu'aueun des points a , b ne peut être eontenu dans A . 

En effet, eonsidérons L et A eomme des ensembles ordonnés. Si par 
exemple b c A, on peut trouver sur A un arc ouvert (u, v), u -< b -< v 

assez petit pour qu'il ne contienne Ie point a (different de b). lin des 
deux arcs partiels (u, b), (b, v) (supposons que ce soit Ie seeond) serait alors 
étranger à L et rare libre L + b + (b, v) serait plus grand que L. 

On démontre de la même manière que si l' on a en outre c =f- d, aueun 
de ces points ne peut appartenir à L. 

Soit done c = d (en supposant toujours a =f- b). Si cC L, un eertain 
voisinage de c (par rapport à la ligne fermée A + c) est eontenu dans L, 
de façon que L . A ~ O. Soit (x, y) un eomposant de L. A. On a évi~ 

demment x ~ y, x + y Ca + b + c, do ne run au moins des deux points 
a, best eontenu dans A, ce qui est impossible eomme nous venons de Ie voir. 

Reste à envisager Ie cas ou a = b, c = d. Les deux cas a c A, CC L 
étant symétriques, supposons que ce soit Ie premier qui se trouve réalisé. 
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On voit aussitöt qu 'on ne peut avoir ni A c L, ni L c A. L'ensemble L . A 
se eompose done d 'un ou de deux ares ouverts situés sur L (et sur A) 
et dont les extrémités sont a et c. Si L. A ne contient qu'un seul arc (ac), 
Ie point eest r extrémité commune de deux ares : de rare L. A et de 
rare simple (A + c) - L . A, ce qui est impossible, ear c appartient à 
rare libre L. L'ensemble L . A est done eonstitué de deux ares libres 
situés sur L et ayant pour extrémités les points a et c. Ce sont préci­
sément les ares ouverts qu' on obtient en supprimant, sur la ligne simple 
fermée Co = L + a, les deux points a et c. Il en résulte immédiatement 
que Co = L + a eoïncide avee A + c. L'ensemble Co est fermé et non 
vide. Si nous démontrons que C-Co est lui aussi fermé, il en résultera 
que C-Co est vide, done C = Co. 

Rien n' est plus facile; en effet, on a 

(C- Co) ' Co = (C- Co)" A + (C- Co)'. cc (C-A)'. A + (C-L)'. L = O. 
IJ s'ensuit la proposition suivante: 
Si ton a, sur un continu C (autre qu'une ligne simple fermée) deux 

arcs Iibres maximaux L = (ab) et A = (cd) ayant des points communs, 
ces arcs Iibres sont identiques. 

En effet, si (xy) est un eomposant de L . A , rare (xy) ~st situé sur L (et sur A), 

done xy c ab = L et (d' après ce que nous avons démontré), x + y c a + b, 
done L. A = L; on trouve de la même manière L . A = A, done L = A. 

L e mme 3. Si x appartient à rare libre (ab) c C. il existe un arc libre 
maximal contenant x et eontenu dans C (C est supposé ne eontenir 
aueun cd (C)). 

Supposons que (ab) ne soit pas un arc libre maximal. e. à d . qu'il existe 
un arc libre (afJ) con tenant (ab), sans coïncider avee (ab). Considérons 
(afJ) eomme un ensemble ordonné et soit a fJ . Nous pouvons évidem­
ment supposer, sans restreindre la généralité, qu' on ait (sur (afJ)) a ~ a -< b ~ fJ; 
(aft) ne eoïncidant pas avee (ab) , rune au moins des inégalités a -< a, b -< fJ 
se trouve satisfaite, égalité exclue. Les deux cas étant symétriques, sup­
posons b fJ. Soit x un point de (bfJ); il existe alors un arc libre 
(ax) con tenant (ab). Considérons r ensemble M de tous les points x 
jouissant de eette dernière propriété.2 1) Si x est un point quelconque de M, 
il n 'existe, en ver tu de lemme 2, 2°, qu'un seul arc libre (ax) = Sx tel 
que (ax):;) (ab). Soient x et y deux points différents de M, on a d'après 
Ie lemme 2, 10 : Sx :;) Sy, ou Sy:;) Sx. 

Soit maintenant P Ie domaine somme de tous les (ax) = Sx ainsi construits et 

(11) D = Idi. di. ... , d:, ... 1 
un ensemble dénombrable quelconque dense dans P. 

Posons dl = di; en supposant dn déja défini. soit dn +1 Ie premier point 

dZ dans la suite (11) tel que 
Sdn+1 :;) Sdn , Sdn +1 - Sdn =/=- O. 

21) On voit de suite qu'aucun point de (ab) n'appartient à M , pourvu que C ne soit 
pas une Iigne simple fermée. 
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Désignons par An I' arc ouvert Sdn• et par A I' ensemble somme de 
tous les An. 

On a 

A = (ab) + b + (bd l ) + dl + (dld2) + d2 + ... +dn + (dndn+l) +dn+l + ... 
Les (didi+l) étant deux à deux sans points communs. A peut être considéré 

comme un ensemble ordonné (a " b -< dl -< ... -< dn -< ... ) possédant Ie 
type d'ordre de l'intervalle (0. I). Démontrons que A coïncide avec P. 11 
sumt de montrer. pour s'en apercevoir. qu'on a A::;) P (car on a évidem~ 
ment Ac P). Soit Y un point quelconque de P et soit Sx=(ax) un arc libre. 
con tenant y et contenu dans P. Soit dh Ie premier point de la suite (11) 
contenu dans (yx). ce dernier arc étant pris sur ax; (un tel point dh 
existe toujours. (yx) étant un domaine (rel C). donc (rel P)). Soient 
dl' d 2 • ••• d r tous les points d n dont I'indice dans (11) est inférieur 
à h; s'il y a un Sdn ::;) dt n :s; t'. il en résulte que An::;) y. donc y cA; 

s'il n'y a aucun Sd
n 

::;) dh• n :S; t'. c· est que dh est précisément d r + l ; en effet. 
Sdh contient dn + Sdn quel que soit n :s; t' (car on aurait. dans Ie cas con~ 

traire. Sdr ::;) Sdi: ); d' autre part. aucun Sdj' j < h. ne conti ent Sdr (car 

alors t' serait mal choisi). nous voyons donc qu'on a Sdr+1 ::;) dh et par 
suite y c Ar+l' 

Démontrons que les ensembles (dn d n+l ) convergent vers un seul 

point f3 = lt (dn d n+I ). 11 sumt de montrer que it(dn d n+l ) ne contient 
n_oo 

qu'un seul point. S'il y en avait deux. x et y. e (x. y) = 20' > o. soient 
XI -< X2 .. . -< Xn .... ... resp. YI -< Y2 ./ . . . yn ... deux suites de 
points sans élément commun. Xm c (drm drm+I)' ym c (d'm d.m+I). et conver~ 
geant vers x resp. y. Supposons qu'on ait. par exemple. XI -< YI et soient 
nl -< n2 ... " nk. ... resp. mI -< m2 -< ... -< mIe .•• les premiers entiers 
telsqu'on ait successivementxnl > YI; yml > X nl ; Xn2 > Yml; Ym2 > Xn2 ; ... ;xn,,> 

> Ym"_1 ; ym" X nlc ' Soient enfin 

(12) LI.L2 .... L" . . .. 

Jes arcs ouverts L" = (Xnk • Yn,,). On a évidemment 

Lp. Lq = O. si P -=1= q. 

Désignons par u" et v'" u" -< v" des points quelconques de L" distants 
1 

de x n" resp. de yn" de moins de k' Prenons l'entier N assez grand pour 

, .10' 0' 0' . 
qu on alt N < 4" et e (xn". X) < 4"' e (Yn" • y) < 4" quel que SOlt k > N. 11 

en résulte (pour k > N) : 

e (Uk. v,,) ~ e (xn". Ynk) - [e (xn". u,,) + e (yn". v,,)) ~ e (x. y) - [e (x. x n,,) + 
0' + e (y. Yn,,) + e (Xnk' u,,) + e (Yn". v,,)) > 20' - 4 4" = 20' - 0' = 0' . 

Désignons par C~ I'arc simple u" v" agrégé à L,,; pour k> N. c5 (C,,) 
surpasse 0'; les continus CIc étant deux à deux sans points communs. C 
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contient d' après VI un continu de condensation, contrairement à not re 
supposition. 

Désignons par f3 Ie seul point formant l' ensemble lt (dn dn+ I) ; l' ensemble 
n~Oo 

fermé a + A + fJ est évidemment un arc simpie. A est de plus un domaine 
(rel. C), donc un arc libre. 

Je dis que si Ao = (ao (30) est un arc libre contenant (a f3) = A, les deux 
arcs libres Ao et A ont nécessairement l' extrémité commune f3. 

En effet, supposons Ao ' aof3o ordonné de façon qu'on ait a o ~ a ~ f3 ~ f30 
et soit f3 / f30. L'arc libre (af3o) contient (ab) et doit être contenu, par 
conséquent, dans P = A = (a, (3), ce qui est évidemment absurde. 

Supposons que (a f3) n'est pas un arc libre maximal. Il existe alors un 
arc libre (aof3) contenatlt (af3) , et nous pouvons supposer a o -<. a -< f3. 
Nous pouvons construire par un raisonnement absolument analogue à 
celui des deux pages précédentes, I' ensemble N de tous les points y tels 
qu'il existe des arcs libres (yb) => ab. Soit Q l' ensemble somme de tous les 
arcs libres ainsi construits. L' ensemble Q est de plus identique avec 

M = (ba) + a + (ael) + el + (ele2) + e2 + ... + en + (enen+l) + en+! + .. .. 
ou (ael) et les (eiei+ l) sont des arcs libres sans points communs deux à 
deux. Chacun des arcs (ben) resp, (adm ) étant librE", on voit aussitöt que 

A . M = ab; on démontre enfin, que lt (en en+l) existe et ne contient qu'un 

seul point a (différent ou non de (3), de sorte que aa est arc simpie. 

L'arc libre (af3) = (aa) + ab + (b fJ) = A + M est un arc libre maximal. En 
effet, soit (a o, (30) un arc libre con tenant (af3); désignons par 8 resp. par 
8 0 les deux arcs simples (a f3) + a + f3 resp. (aof3o) + ao + f30; no us avons 
déjà vu qu' on a f30 = f3 (en supposant toujours ao ~ a ~ a -< b ~ (30) . 
Pour des raisons absolument analogues ao coïncide nécessairement avec a , 
de sorte que (ao (30) et (a (3) sont deux arcs libres contenant, tous les deux, 
ab, et ayant les mêmes extrémités ; d'après Ie lemme 2, 20, (aof3o) et (af3) 
sont identiques. 

Soit maintenant C un continu dépourvu de continus de condensation 
et autre qu'une ligne simple fermée 22). D'aprés Ie lemme 1. C contient 
des arcs libres; d'après Ie lemme 3, chaque arc libre est contenu dans 
un arc libre maximal ; d'après Ie lemme 2, 3°, deux arcs libres maximaux 
possèdent des points communs seulement s'il sont identiques. 

Considérons l' ensemble somme ' G de tous les arcs libres maximaux 
contenu dans C: chaque arc libre étant un domaine (rel C), G se décom~ 
pose en un nombre fini ou en une infinité dénombrable d'arcs libres 
maximaux sans points communs 

G = LI + L2 + .. . + Ln + ' .. ' . . 
C - G ne contient aucun arc libre; G étant un domaine (rel. C), F= C - G 
est un ensemble fermé qui est discontinu d'après Ie lemme 1. 

22) Dans ce dernier cas C pourrait évidemment être décompo,é en une somme d'un seul 
arc libre et d 'un point, cette décomposition étant d'ailleurs possible d'une infinité de manlères. 
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On a de plus : 
1 0. Les extrémités des Ln appartiennent à F 23), de sorte que les ares libres 

Ln sont des 'ares .. contigus" à l'ensemble fermé F sur Ie continu C, 
2°. On a t5 (Ln) ~ 0, ear autrement C contiendrait (d'après Ie théorème IV) 

n~ oo 

un continu de condensation. 
3°. On voit enSn que la décomposition 

est la seule possible (sous la condition que F soit discontinu et que chacun 
Ln soit un arc libre maximai). 

En effet, soient 

C = F + I Ln et C = fj) + I An 

deux décompositions de cette sorte. 
Quel que soit l'are libre Ln' il a des points communs avec I An' donc 

avec un Am déterminé (car autrement l'arc libre L serait agrégé à 

l'ensemble discontinu fj)) . On a donc, d 'après Ie lemme 2, 3° (les arcs 
libres Ln et An étant maximaux) Ln = Am' de façon que tout Ln coïncide 
avec un eertain Am. On pourrait démontrer d 'une façon analogue que 
tout An coïndde avee un eertain Lm. Les ensembles d'árcs libres 

Lt, L2 , • • , Ln , .. . 
et 

At, A2 , • • • , A n , • •• 

sont donc identiques, de même que les ensembles 

F = C - I Ln et (/J = C - I An , 

ce qui établit l'unicité de notre décomposition. 
Le théorème XIV se trouve ainsi complètement démontré. 
Nous verrons dans la suite que F est précisément l'ensemble fermé 

de tous les points d 'arrêt et de ramifieation de C et de tous leurs 
points limites 21). 

10. Le théorème XIV exprime une condition non seulement nécessaire, 
mais aussi suffisante pour que C ne possède aueun cd (C). 

En effet, supposons donné un continu C qui ' est somme d' un ensemble 
fermé discontinu F et d 'un ensemble au plus dénombrable d'arcs libres 
deux à deux sans points communs et étrangers à F. 

Supposons, par impossible, qu'il existe un continu K qui est un cd(C). 
L'ensemble fermé F étant discontinu, l'ensemble (K - F) n'est pas 

vide; on peut par eonséquent trouver sur K un point x appartenant à 

un arc A qui est un arc libre par rapport à C. 

23) D'après lemme 2, 30. 
21) IV, § 7. 
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L' ensemble <IJ = C - A étant fermé, soit 2a Ie nombre positif e (x. <IJ). 

Il existe 25) un continu Co agrégé à K. S (x. a), qui est évidemment un 

arc simple (pq) situé sur A. 
Si K est un cd (C). rarc v:_~ ;:! -: r~ rest aussi. on a donc 

Co c Co . (C - Co)' = Co . (C - A)' + Co . (A - Co)' c 

c A . (C - A)' + Co . (A - Co)' = p + q. 

ce qui est, évidemment. absurde. 
Nous avons par conséquent démontré Ie théorème: 
XV. Si Ie continu eest somme d 'un ensemble fermé discontinu et 

d'un ensemble au plus dénombrable d'arcs libres. C est dépourvu de 
continus de condensation . 

25) Car autrement dimx K serait nulle ce qui est impossible, K étant un continu . 



CHAPITRE IV. 

LES THÉORÈMES FONDAMENTAUX. 

1. Nous sommes maintenant en possession de toutes les notions qui 
nous semblent nécessaires pour pouvoir faire une étude approfondie des 
lignes cantoriennes. 

Nous allons établir d'abord les liens existant entre les notions acquises 
dans les deux chapitres précédents et celle de l'indice de ramification ; 
nous obtiendrons en outre une nouvelle définition topologique des lignes 
les plus simples comme rare simpie, la ligne simple fermée etc. Nous 
commençons par Ie théorème suivant: 

I. Tout point situé sur un continu de condensation complète (par 
rapport à un continu C) possède (sur C) un indice in{ini (No ou c). 

Soit K un continu de condensation complète du continu donné C et 
x un point quelconque de K. Il résulte de la définition de K qu'on peut 
trouver sur C une suite infinie de continus 

KI , K2 , ••• , Kn .... 

convergeant régulièrement vers K (c. à d. qu'on a 

ltKn = K 
et 

K.K=K.Kj=O. 

quels que soient les nombres naturels i -=f- j). 
Désignons par a Ie diamètre !5 (K) du continu K et soit 

C=A + B+D 
a 

une '2-séparation quelconque du point x: 

(1) 

Nous allons montrer que Best nécessairement un ensemble infini. 
Tout ensemble e-séparant (sur C) un point x quelconque con tenant un 
ensemble fermé jouissant de la même propriété I). nous pouvons supposer 
que Best fermé et que. par conséquent. A et D sont des domaines (rel. C). 

Désignons par X n un point quelconque de Kn tel que e (x. xn) = e (x. Kn). 

Le diamètre de K étant égal à a. on peut trouver un point y c K 
a 

distant de x de plus de '2; il résulte alors de la .relation (1) qu'on a 

nécessairement y cD. 

I) I. eh. I. § 8. 
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Désignons en6n par yn un point quelconque (mais bien déterminé) de 
Kn satisfaisant à la condition e (y, Yn) = e (y, Kn). 

11 s'ensuit de la dé6nition des Kn qu'on a 

lim apx (K, Kn) = 0, 

donc en particulier 

(2) 
) 

lim e (x, Kn) = lim e (x, x n) = 0, 
n~OD "~OD 

lim e (y , Kn) = lim e (y, Yn) = O. 
n~()D n ...... oo 

Les points x et y appartiennent respectivement aux domaines A et D ; 
il en résulte (en tenant compte de (2)) qu'on a, pour n assez grand, 

x n cA, Yn cD, 
c, à d. que tout Kn (à partir d 'un certain n = no) a des points communs 
avec chacun des ensembles A , D. Or H (A, D) étant vide, et Kn ftant 
continu, ce dernier ensemble doit avoir nécessairement des points communs 
avec B (si n surpasse no); les Kn étant sans points communs deux à deux, 
l' ensemble Best nécessairement in6ni. 

Co r 0 II a i rel. Tout point x du second genre par rapport à C possède 
un indx C ~ No. 

Co r 0 II a i r e 2. Si indx C est fini quel que soit Ie point xc C, Ie 
continu C est, de même que chacun de ses sous-continus, localementconnexe. 
En particulier, tout continu irréductible situé sur C est un arc simple 2). 

Rem ar q u e. Le raisonnement précédent démontre un théorème plus 
général. à savoir: 

Si Ie continu K est la limite topo/ogique d' une suite de continus 
KI ' K2 , • •• , Kn , . . . deux à deux sans points communs et agrégés à C, 
indx C est infini, quel que soit xc K. On en conclut (en tenant compte 
du théor. V du ch. 11): 

I bis. Si Ie continu C contient Ur) e infinité de continus Kn (n = 1, 2, 3, ... ), 
deux à deux sans points communs et de diamétres surpassant un nombre 
positif fixe a, C contient nécessairement des points d 'indice ~ Mo. 

Or nous avons vu que l'existence d'une suite de continus Kn satis­
faisant à la condition dernièrement énoncée n'entraine nullement l'existence 
d'un ccd (C) (chacun des ensembles Kn. K pouvant être non-vide) ; il 

sumt de se rappeIer l'exemple 4 du ch. lIl, § 3: les Cp , ..!... de cet 
n n 

exemple sont deux à deux sans points communs, ils convergent vers Co; 
tout point de Co possède par conséquent un indice in6ni par rapport à C 
(on voit de suite que cet indice est égal à No), tandis que C ne contient 
aucun continu de condensation complète. 

Le même exemple nous montre qu'un continu C peut être localement 
connexe ainsi que chacun de ses sous-continus tout en possèdant néan­
moins des points d'indice Mo. 

2) Le continu 9 du ch. J, § i nous donne l'exemple d 'un continu C dont tous les 
points sont d'indice c ; tout sous-continu irréductible de eest néanmoins un arc simpie. 

Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) DI. XIII. D5 
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Nous voyons ainsi qu'aucune des propositions énoncées n'admet de 
réciproque. 

Les problèmes suivants restent ouverts: 
Pro b I è m e {}. Si C contient des points d'indice ~ Mo, est-il toujours 

possible d' extraire de C une infinité de continus deux à deux sans points 
communs et dont les diamètres ne tendent pas vers zéro? 

N.B. La résolution affirmative de ce problème donnerait (d'après 1 bis) 
une condition nécessaire et suffisante pour qu'un continu C contienne des 
points d'indice infini. On pourrai~ poser un problème analogue sur les 
points d'indice c. 

Pro b I è met. Si C contient des points d'indice c, peut on affirmer 
qu'il existe sur C des ccd (C)? 

2. Si 1'0n sait seulement que Kc C est un cd(C), on ne peut affirmer 
que l'existence d'un ensemble dense sur K de points de ramification. 
Nous avons, en effet, Ie théorème suivant: 

11. Si K est un continu de condensation par rapport à C, l'ensemble 
des points de rami{ication (par rapport à C) est dense sur K. 

11 suffit de prouver que tout continu de condensation (rel. C) contient 
au moins un point de ramification. En effet, cette dernière proposition 
étant supposée vraie, soit S (x, E) un voisinage quelconque d'un point 

arbitraire xc K; démontrons que K. S (x, E) conti ent des points de 
rami6cation (rel. C). La chose est évidente si Kc S (x, E). Si K - S (x, E) ~ 0, 

il existe un continu Qe K. S(x, E); K étant un cd (C), il en est de 
même pour Q; d'après notre supposition Q contient au moins un point 

d'indice ~ 3 (par rapport à C); ce point appartient bien à K. S (x, E). 
Le point xc K et Ie nombre E> 0 étant arbitraires, il s'ensuit de notre 

supposition que l' ensemble des points de ramification de C appartenant 
à K est dense sur K. 

Nous allons maintenant trouver sur chaque continu K non dense sur 
C au moins un poInt x d'indice surpassant 2 (par rapport à C). Deux 
cas sont à distinguer. 

I. 11 existe sur K au moins un point x appartenant à un continu de 
condensation complète (par rapport à C); on a alors, d'après Ie théorème I, 

ind" C ~ Mo, 

x est donc un point de rami6cation. 
2. Aucun point de K n'appartient à un ccd (C). 
Considérons dans Ie second cas deux points 

b+ceK 
et soit 

Ko=bc 

un continu quelconque agrégé à K et irréductible entre b et c; K ne 
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contient aucun ccd (C), donc aucun ccd (K) ; il en résulte (d' après Ie corol~ 

laire du théor. VIII du ch. précédent) que Ko est un arc simple bc. Cet arc 
simple est un continu de condensation de C dont aucun point n'appartient 
à un ccd (C), ce qui nous permetd'appliquer à Ko Ie théorème XI du ch. 111 ; 
il existe donc sur Ko un ensemble den se de points accessibles 3) par 
rapport à C - Ko, Soit x un de ces points ne coïncidant avec aucun des 
points b ou c. Il existe d'après la dé6nition des points accessibles 3) un 

continu irréductible ax, dont tous les points (sauf x) sont agrégés à C-Ko. 
Soit E un nombre positif inférieur au plus petit des nombre positifs 

e (x, a) , e (x, b) , e (x, c) 
et soit 

C=A+B+D 
x c A c A + BeS (x, E) 

une E~séparation du point x par rapport à C; les trois points a, b, c sont 
en dehors de la sphère S (x, E). ils appartiennent donc à D; Ie point x 
étant agrégè à chacun des continus 

Q = ax, Q, = bx c Ko, Q2 = xc c Ko ' 

il en résulte que chacun de ces continus a des points en commun avec 
les deux ensembles A et D; on en tire immédiatement les relations 

Q, . B -=t- 0 , Q2. B -=t- 0 , Q. B ~ 0 . 

Les trois continus Q" Q2' Q n'ont en commun deux à deux que Ie 
seul point x cA; par consécwent les ensembles Q, . B, Q2 . B, Q . B 
sont disjoints, donc B contient au moins trois points; E étant un nombre 
quelconque assez petit, il en résulte que 

indx C;:: 3. 
c. q. f. d. 

Le théorème 11 ne peut être précisé davantage; en effet, l' exemple 2 
du ch. I montre qu'un continu de condensation peut être dépourvu de 
points d'indice > 3. 

Il y a même plus: l' exemple 2 du ch. I nous donne un continu C dont 
tout point appartient à un cd (C) tandis que indx C:::;; 4 quel que soit x c C. 

3. Nous voulons chercher maintenant des propositions en quelque sorte 
inverses du théorème 11. Tout d'abord il est évident qu'une ligne can~ 
torienne peut possèder une in6nité de points de rami6cation sans qu'il 
existe un continu de condensation (il suffit de consulter à cet eftet l'exemple 4 
du ch. I). 

Ex. I. Voici un exemple d'une ligne cantorienne C dont l'ensemble 
de ramification est un ensemble parfait discontinu; C ne possède cepen~ 
dant aucun continu de condensation. 

Le continu C est formé du segment [0, 1] de I'axe OX et des demi-

3) eh. 111. § 7. 
DS· 
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circonférences Cl .... . in situées dans Ie demi-plan y ):: 0 et dont les dia­

mètres sont les segments 

[
il i2 in il i2 in+ IJ 

Uil .i2. · · ·. in= 3+32 +'" + 3" ' 3+32 +'" +~ , 
ou tous les ik (1 ~ k :::::; n) prennent les valeurs 0 et 2. 

L' ensemble de ramification 1) de ce continu est pricisément l' ensemble 
parfait de CANTOR P situé sur [0, 1]. On voit facilement que C ne possède 
qu' une infinité dénombrable de points de ramification (les points de 1 re 

espèce de l'ensemble P) qui sont tous d'indice w. 
Tous les autres points de C sont d'indice 2; C ne possède aucun cd (C). 
Ex. 2. En remplaçant, dans l' exemple précédent, Ie segment [0,1] 

par Ie contour du triangle équilatère ayant ce segment pour base, en 
remplaçant ensuite toute demi-circonférence C il i2 " . ik par Ie triangle équi-

latère ayant pour base Uil ' i2 ' . . . . ik' on obtient une ligne cantorienne dont 
l'ensemble des points de ramification se .compose de l'ensemble parfait 
de CANTOR (moins les deux points 0 et 1) et d 'un ensemble dénombrable 
de som mets des triangles construits. Tous les points de ramification sont 
d'indice 3. 

Nous verrons à l'instant que c'est pour ainsi dire Ie dernier pas qu'on 
peut faire sans rencontrer nécessairement des continus de condensation. 
En effet, on a Ie théorème suivant: 

111. Pour qu'une ligne cantorienne C ne contienne aucun continu 
de condensation, il faut et il suffit que l'ensemble de ramification 1) R~ 
de C soit discontinu 5). • 

La condition est suffisante, car chaque cd(C) est contenu (en 
vertu du théorème 11) dans l'ensemble Re. 

La condition est nécessaire. En effet si C ne contient aucun 
cd(C). on a, d'après eh. III, théor. XIV, la Clécomposition 

C=F+ I An 

ou F est discontinu et les An sont des arcs libres. Re est évidemment 
étranger à chacun des An' donc Re c F et par conséquent dim Re = O. 

c. q. f. d. 

Si C possède un continu de condensation Q, l' ensemble des points de 
ramification est dense sur Q (d'apres Ie théor. 11); l'exemple 2 du eh. I 
montre cependant que C peut ne contenir qu'une infinité dénombrable 
de points de ramification. 

D'autre part, si C possède un continu de condensation complète, ce 
continu étant formé de points d'indice infini, il fait nécessairement partie 
de r ensemble des points de ramification. 

4) L' ensemble de ramifieation est par définition l' ensemble de tous les points de ramifica­
tion et de leurs points limites. 

S) Done de dimension nulle <Re étant fermé). 
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11 s'ensuit du théorème 111 et des résultats du eh. I que: 6) 
IV. Si C ne contient aucun continu de condensation, tout point de 

C est d'indice fini (bomé ou non). 
En effet, supposons que C contient des points d'indice infini (donc 

d'indice No ou c); nous avons vu 7) que dans ce cas Re n'est pas de 
dimension nulle; C possède par conséquent des continus de condensation 
(sans contenir nécessairement des continus de condensation complète 8)). 

4. Considérons maintenant Ie cas ou r ensemble de ramification Re de 
C a une dimension positive tout en étant non dense sur C. 11 est 
fadle à voir que dans ce cas ceux des composants de l'en>emble Re 
qui contiennent plus d' un point sont des continus de condensation 
maximaux 9) (par rapport à C); en effet, soit Q un composant de rensemble 
Re; si Q contient plus d'un point, Q est un continu non dense sur C 
(Re tout entier jouissant, d 'après notre supposition. de cette dernière 
propriété); donc Q est un cd (C). 

Si Q* est un cd (C) contenant Q, Q* est agrégé (d'après 11) à Re; or 
Q* est un continu. donc un ensemble connexe. ayant des points communs 
avec Ie composant Q de l'ensemble Re; il en résulte que Q* c Q et 

par suite Q* = Q; Q est donc bi en un continu de condensation maximal. 
En supposant toujours Re non dense sur C. soit Kun cd (C) quelconque; 

on a 
K cRe; 

donc. K étant un continu. il appartient nécessairement à un composant 
Q de Re qui est comme nous ravons vu un cd (C) maximal. 

Le dernier résultat subsiste si chaque composant de Re est non 
dense sur C (même si Re tout entier ne jouit pas de cette dernière 
propriété 10)). 

Par contre. si un composant continu Q de Re n'est pas un cd (C). on 
peut affirmer que tout sous~continu Q* de Q contient un cd (C) lObia) , 

En effet, soit Q* un sous~continu quelconque de Q. Si Q* contient 
un cd (Q*). celui~ci est un cd (C). Si Q* ne contient aucun cd (Q*). il Y 
a néeessairement sur Q des arcs libres par rapport à Q (eh. 111. théor. XIV); 
soit A = (a. b) un de ces ares libres et 0 0 = ab rare simple correspondant. 

Qo est un cd (C). En effet. dans Ie cas contraire on aurait sur 0 0 un 

6) Nous donnoDS dans une note insérée à la fin de ce mémoire la démonstration directe 
de ce théoréme. 

7) Ch. I, théor. VI. cor. 1. 
8) Voir la remarque du § 1. 
9) 11 est naturel de dire que Q est un cd (C) maxima I, si Q est un cd (C) et s'lI n'est 

contenu dans aucun cd (C) autre que Ie continu Q lui-même. 
10) Ex. 3. C est formé du segment [0,1) de l'axe OX et des segments rectllignes x=c, 

o =:: y =:: I. c étant un point quelconque de l'ensemble parfait de CANTOR situé sur [0,1). 
lObia) 11 en résulte en particulier que, quels que soient xC Q et ,> 0, S(x, ,) contient 

cia cd (C). 
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arc ouvert ne contenant aucun point~limite de r ensemble C-Qo; cet 
arc ouvert serait donc libre par rapport à C et formerait un domaine 
(rel. C) dont aucun point ne saurait être point de ramification. contraire~ 
ment à l'inclusion Q eRe. Notre proposition se trouve ainsi démontrée. 

11 en résulte en particulier: 
V. On peut affil'mel' que chaque sous~continu Co e C contient un 

cd (C) dans Ie cas et dans Ie cas seulement ou l'ensemble des points 
de l'amification de C est dense SUl' C. 

En effet. si r ensemble des points de ramification est dense sur C. c· est 
que Re= C et par suite tout continu Q* e C conti ent un cd (C). 

D'autre part. cette dernière circonstance étant realisée sur C. supposons 
par impossible quO on a 

C-Re::fO. 

Prenons un point 
xc C-Re 

et un nombre positif e inférieur à la di stance e (x. Re); la sphère S (x. E) 
contient toujours un sous~continu K de C; aucun cd (C) ne peut être 
agrégé á K. car autrement on aurait sur K (théor. 11) un ensemble dense 
de points de Re. contrairement aux choix du point x et du nombre e. 

Rem a r q u e. Nous verrons bientöt (§ 8) qu'une ligne cantorienne C 
peut ne contenir que des points d'indice c tandis qu'il existe sur C des 
points n'appartenant à aucun cd (C). Nous avons d'autre part Ie 

Co r 0 II a i re. Si C est un continu jOl'danien possédant un ensemble 
dense de points de l'amification. tout point de C appal'tient à un cd (C), 

En effet. si C est un continu localement connexe et a un point quel~ 
conque de C. il existe sur C un arc simple S ::l a; S est nécessairement 
non dense sur C, car autrement on pourrait trouver sur S un arc libre 
par rapport à C. donc un domaine (rel. C) dépourvu de points de 
ramification. 

Remarquons qu' on se trouve en particulier dans les conditions du dernier 
corollaire, si C possède un ensemble dense de points de ramification 
sans contenir un ccd (C) (Ex, 12 du ch. I). 

s. Nous avons étudié successivement les cas ou l'ensemble Rc(supposé 
non vide) est discontinu. ou il est de dimension positive. mais non dense 
sur C, et enfin ou Re est dense sur C . 

Nous ne som mes pas arrivés à resoudre la question suivante se rap~ 
portant au même ordre d'idées: 

Pro b I è m e x. Peut il arriver que chaque cd (C) soit agrégé à un 
cd (C) maximal sa'ns que tout continu composant de Re soit un cd (C) ? 

Pro b lè m e x'. Peut il arriver qu' un continu de condensation maximal 
Q d'un continu C soit contenu dans un so~continu Co de C. Qe Co, 
Q ::f Co. tel que tout point de Co soit un point de ramification par 
rapport à C? 
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6. Pass ons maintenant au cas ou rensemble Re est vide. Nous aurons 
Ie théorème fondamental suivant: 

VI. Un continu sans points de ramipcation est . un arc simple ou bien 
une ligne simple fermée. 

Remarquons avant de nous placer dans les conditions de ce théorème 
que si un continu C ne possède aucun point d'indice infini, ene possède 
non plus de continus de condensation complète (d'après Ie théorème I); 
il s'ensuit que C et tous ses sous~continus sont des continus jordaniens 
(ch. 111, théor. VIII); en particulier, tout continu irréductible situé sur C 
est un arc simpie. 

Supposons maintenant que C satisfasse aux conditions du théor. VI 
(c'est à di re qu'on ait pour chaque point xc C, indx C ::::; 2), 

C ne contient (d'apres Ie théorème 11) aucun continu de condensation. 
11 résulte donc du théorème XIV du ch. 111 que C est la somme d'un 
ensemble fermé discontinu et d'un ensemble au plus dénombrable d 'arcs 
libres maximaux. 

Soit A = (a, b) un arc libre maximal situé sur C. 
10• Supposons d'abord que les points a et b soient différents. A + a + b 

est alors un arc simple que nous désignerons par 8 . Démontrons que 
8 coïncide avec C. 

Soit, dans Ie cas contraire, c un point quelconque de C - 8 ; prenons 
un sous~continu quelconque To c C, irréductible entre les points a et c; 
To est un arc simple ca; en Ie considérant comme un ensemble ordonné, 
c < a, soit d Ie premier point (sur To) contenu dans 8. L'arc simple 
cd = T c To. Si d ne coïncide avec aucun des points a et b, c. à d. si 
dcA, on a indd (8 + T) = 3, donc indd C ~ 3, ce qui est en contra~ 
diction avec notre hypothèse, Si d est un des points a ou b, p. e, si 
d= b, 8 + Test un arc simple R = ac. 

Désignons par L rare ouvert R-(a+c). On a évidemment L - A::> b::j=. O. 
11 reste à montrer que Lest un arc libre sur C (contrairement à ce 

que A était un arc libre maximai). 
Si L n'était pas un arc libre, il contiendrait un point x c (C - L)' ; Ie 

continu C étant localement connexe. sC!it d un nombre positif assez petit 
pour quO on ait 

ee (x. y) < e (x. a + c) 

dès que e (x. y) <~. Prenons un point y c C - L distant de x de moins 
de ~ et soit Q un sou~continu de C tel que 

Q::> x + y. ~ (Q) < e (x. a + c). 
Soit Po un sous~continu de Q irréductible entre x et y; Po est néces~ 

sairement un arc simple xy ne con tenant aucun des points a et c (puisque 
~ (Po) ::::; ~ (Q) < e (x. a + c)). 

En considérant Po comme un ensemble ordonné. y < x. soit z Ie 
premier point (sur Po) appartenant à R; désignons par P rarc simple 
yz c Po. 
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Le point z possède évidemment r indice 3 par rapport au continu 
R + P ce qui est impossible. 

2°. Soit maintenant a = b; A = A + a est alors une ligne simple fermée. 
S'il existe un point c c C - A, soit de nouveau To un arc simple ac. 

En considérant To comme ordonné, c < a, désignons par d Ie premier 
point sur To appartenant à A et par T rare simple cd c To. On a 
de nouveau la rel at ion impossible indd (A + T) = 3. 

Notre théorème se trouve ainsi complètement démontré. 
Rem a r q u e. N ous avons obtenu, dans Ie théorème VI. une nouvelle 

condition nécessaire 11) et suffisante pour qu'un continu soit un arc simple 
ou une ligne simple fermée, a savoir: 

10• Pour que C soit une ligne simple fermée, il faut et il suffit qu' on 
ait, pour tout point x cC, 

indx C= 2. 

2°. Pour que C soit un arc simpie, il faut et il suffit qu'on ait toujours 

indx C=2, 

sauf pour deux points a et b pour lesquels 

inda C = indb C = 1. 

Les points a et b sont alors les extrémités de rare simpie. 
La nouvelle propriété caractéristique se distingue des autres (p. ex. de 

celles de JANISZEWSKI, de M.M. MAZURKIEWlcz, SIERPINSKI etc.) par son 
caractère local: die est la première qui montre (et cela d'une façon très 
simpie) que les arcs simples et les lignes simples furmées peuvent être 
caractérisées par des propriétés qu'ils possèdent autour de chacun de 
leurs points. 11 nous semble même bien naturel de fonder sur Ie théorème 
VI la définition de rare simple et de la ligne simple fermée. 

La propriété caractéristique que nous ven ons d'obtenir présente d'autant 
plus d'intérêt qu'un continu peut être au voisinage de ses points indivi~ 
duels d'indice :S; 2 d'une nature bien compliquée, Nous aurons même 
bientöt un exemple d'un continu C. n'ayant qu'une infinité dénombrable 
de points de ramification, tandi$ que tout point de C appartient à un 
continu de condensation. Ce continu C n'est d'ailleurs somme d'aucun 
ensemble au plus dénombrable d'arcs simples. 

Indiquons du théorème VI encore Ie corollaire suivant: 
Co r 0 II a i r e. S' il existe, sur un continu C, plus de deux points d' indice 

1, C possède nécessairement des points de rami{ication; I a m ê m e c 0 n~ 

cl u s ion sub sis t e siC con tie n t u n se u I po int d' in d i cel. 
Nous aurons encore à revenir à ce corollaire dans Ie présent chapitre. 

7. Faisons maintenant quelques remarques sur la structure des lignes 

11) La nécesslté, d'ailleurs évidepte, de notre condition a déjà été mentionnée à propos 
de I'exemple I du eh. I. 
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cantoriennes autour de leur points de différents indices. Commençons par 
les points d'indice fini. 

Nous avons déjà remarqué qu 'un continu C peut présenter autour d'un 
point Xo d'indice J ou 2 une structure aussi compliquée que ron veut, 
si ron ne soumet à aucune restriction l'indice des points de C voisins 
du point xo. 11 sumt de prendre, par exemple, une suite de circonférences 

Cl' C2 ,.·· Cn , •• • 

de I'exemple 4 (ch. I), convergeant vers Ie point xo, et d'inscrire dans 
chacune de ces circonférences C n un continu quelconque Kn de façon que 
Kn contienne les points de contact de Cn avec Cn+1 et avec Cn-I. Tous 
les Kn peuvent être pris de façon à présenter telles singularités que l' on 
voudra (tous les Kn peuvent être, par exemple, indécomposables etc.). Le 
point Xo sur Ie continu 

00 

K=xo+ I Kn 
n=1 

aura alors I' indice indxo K = J, tandis que tout voisinage de Xo contiendra. 
par exemple. un continu indécomposable etc. 

11 est facile de s'arranger de sorte que l'indice de Xo soit 2 (il sumt 
de prendre dans Ie plan xoy deux suites de circonférences convergeant 
vers I'origine, rune dans Ie demi-plan des x :;:::::. O. I'autre dans celui des 
x ::::; O. et de reprendre la construction des continus Kn). 

Le point Xo peut être point-limite de points d'indice 2, et peut même 
être de dimension J par rapport à l'ensemble des points de cette 
nature, la structure du continu K restant autour du point Xc aussi com­
pliquéequ'auparavant (il sumt d'adjoindre au continu K un segment 

rectiligne Xc XI' n'ayant avec K aucun point commun autre que xc). 
Au contraire. si un certain voisinage d'un point xc. indx C ::::; 2. est o 

dépourvu de points de ramification. Xc appartient nécessairement à un 
arc libre (si indx C = 2) ou bi en il est I'extrémité d'un arc libre rem-

o 
plissant tout un voisinage de Xc (par rapport à C); Ie dernier cas se 
présente si indx C = 1. 

o 
En effet, supposons que la sphère fermée S (xc. e) ne contienne aucun 

point de ramification ; K = compx S (xc' 1':) est un continu sans points de o 
ramification, K est donc un arc simple ou une ligne simple fermée. 
O'après les résultats de M. HAHN, K contient tout un voisinage du point 
Xc (rel. C) 12). Si K est une ligne fermée, K est nécessairement identique 
avec C (car autrement on aurait sur K un point X d'indice indx C ~ 3, 

ce qui est impossible. K étant situé dans S (xc' e)). 

Si K est un arc simple ab :> xc. Xc ne peut être d'après Ie raisonne. 
ment de la note 12) point-limite de I'ensemble C-K. Il s'ensuit que si 

12) Si C est loc~lement connexe au point a et si K = Compa S (a, <) « > 0 étant arbitraire­
ment choisi), Ie point a est un point intérieur de K par rapport à C (c . à d. qu'une sphère 
(rel. Cl S (a, ril est contenue dans /(j . En elfet, i1 suffit de prendre 0 assez petit pour avoir 
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Xo . (8 + b) = O. Ie point Xo fait partie d'un arc libre (rel. C) situé sur K. 
Au contraire. si Xo c a + b. il existe évidemment un arc libre (xo e) c K 
dont Xo est rune des extrémités. 

c. q. f. d. 

Voyons maintenant ce qui se passe autour des points de rami6cation 
isolés 13). On a tout d'abord. si a est un point de rami6eation isolé. 
inda C :::;; w (d'après Ie théor. VI du ch. I). donc. en particulier. C est 
localement connexe dans a (d'après Ie corollaire du théor. I). 

Démontrons donc Ie théorème: 
VII. Si a est un point de rami{ieation iso/é. on a un nombre fini ou 

une in{inité dénombrable d'ares Iibres (aa)). (aa2) •... (aan) • ... deux à 
deux sans point eommun. et ayant tous Ie point a pour une de leurs extré­
mités (ou pour leurs deux extrémités eoïncidantes); ['ensemble de ces ares 
Iibres (augmenté. s' iI Ie (aut. de leurs extrémités) remplit tout un voisinage 
de ce point. Si ['ensemble de ces ares est in{ini. les diamètres des (aa,.) 

d 
. . . 1 

ten ent neeessarrement vers zero avee -. 
n 

Soit a un point de rami6cation isolé du continu C et e un nombre 

positif assez petit pour que la sphère fermée S (a. e) ne contienne aucun 
point de rami6cation (rel. C) autre que Ie point a lui-même. 

Désignons par K Ie continu K = Compa S (a. e). 
D'après la note )2) K contient tout un voisinage de a relativement 

à C. donc en particulier inda C = inda K. K ne contient aucun 

continu de condensation (car autrement on aurait sur Kc S (a. e) une 
in6nité de points de rami6cation par rapport à K. donc a fortiori par 
rapport à C). 

K est par suite somme d'un ensemble fermé discontinu F et un 
ensemble au plus dénombrable d'arcs libres (par rapport àK)A). A2 ••• • An •.•. 
Ces arcs libres sont deux à deux sans point commun ; de plus. si r ensemble 
de ces ares est in6ni. leurs diamètres tendent vers zéro. 

Soit A un de ces arcs libres. 11 est d'abord évident que a est étranger 
à A (car autrement on aurait ind.K=ind.A=2). Or on a les faits 
suivants: 

1. Au moins une des extrémites de A coïncide avec Ie point a. 
2. A est un arc libre par rapport à C . 
Démonstration : 
1. Supposons que A = (b. e) et qu'aucun des points b. e ne coïncide 

avec a . Considérons rarc simple S = be = A + b + e; S est un ensemble 

Pc (a.x) < . dès que p (a , x) < a: tout point x c S (a,.) appartient alors à un continu 

C •. ",c S(a •• ) contenant les deux points a et x: iJ s'ensuit que xC C •. ", C Comp. Sla, .), 
donc (Ie point xC S (a, 0') étant arbitraire) : 

Sla , .)c K. 
U) un point de ramification a est isolé si ron a pour tous les points x assez voisins de a 

ind", C~2. 
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fermé, par conséquent K - S ne peut être fermé. 11 existe donc un 
point x c S qui est un point-limite de l' ensemble K - S; Ie continu K 
étant locale ment connexe, soit To = xy c K un arc simple joignant x 
avec un point y c K - S assez voisin de x pour qu' on puisse supposer 

d (To) < e (x, a). 

Désignons par z Ie premier point de To (dans l'ordre y -<. x) appar­
tenant à S. Soit T l'arc simple xz c To: Ie point z ne peut appartenir 
à A, car A ne serait pas alors un arc libre; z coïncide par conséquent 
avec b ou avec c. Supposons quO on ait, par exemple, z = b . Le continu 
T + S est alors un arc simple xc agrégé à K, L = T + S - (x + c) est 
libre (car a est étranger 'à T + S et par conséquent tout point de L 
possède l'indice 2 (par rapport à C)); il s'ensuit que A n'était pas un arc 
libre maximal, contrairement à notre hypothèse. 

2, Si A = (a, a") n'était pas un arc libre par rapport à C, on aurait 
un point x c A appartenant à (C - A)'; or C étant localement connexe 
en x, nous aurions construit (d'après une méthode souvent employée) un 
arc simple To = xy de diamètre inférieur à e (x, a + a") joignant x avec 
un point y cC - A assez voisin de x; en prenant sur To l'arc simple 
T = xz n'ayant avec A qu'un seul point z en commun, nous aurions 
indz (A + T) = 3, ce qui est impossible d'après nos hypothèses, 

11 nous reste à montrer que l'ensemble somme de tous les arcs simples 
A" remplit un certain voisinage du point a (rel. C), Nous avons vu que 
K remplit bien un voisinage du point a (rel. C), Il sumt donc de montrer 
que l' ensemble F est constitué par les extrémités des A", Or l' ensemble 
F étant discontinu, donc non den se sur K, nous avons immédiatement 

F = F , (K - F)' = (I A")' . F = (I A")' - I A", 

Tout point de cet ensemble, s'il n'est pas extrémité d'un A" quelconque, 
appartient à lt A", Or les arcs A" possèdent tous Ie point a comme 

"~OO 

extrémité commune et leurs diamètres tendent en outre vers 0, La suite 
des A" est donc convergente dès qu'elle est infinie, et l'on a dans ce 
dernier cas 

a = lt A" = Tt A", 

Notre proposition est complètement démontrée, 
11 est facile de construire des exemples de points de ramification 

isolés dont l'indice est borné ou non (c. à d, égal à un nombre naturel 
ou au symbole w), Si ind. C = w, a étant point de ramification isolé. 
on peut avoir deux cas selon que a est ou non point limite de points 
d'indice 1. Ces deux cas correspondent aux propriétés suivantes: 

1°, 11 y a parmi les A" une infinité d'arcs libres aux extremités diffé­
rentes, 

2°, Tous les A" ont, à partir d'un certain n = no' leurs deux extrémités 
coïnddants avec Ie point a: 
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Le continu 5 du ch. I. § 4 nous offre un exemple de la première 
éventualité. 

Pour avoir un exemple de la seconde, il suffit de remplacer chaque 

segment rectiligne Kn par un contour fermé de diamètre ! de façon que 
n 

les lig nes simples fermées ainsi obtenues n'aient deux à deux d'autre point 
commun que Ie point a. 

Remarquons . enfin que les points simples de ]ANISZEWSKI 14) sont pré~ 
cisément les points de ramification isolés d'indice borné, ou bien des 
points d 'indice 1 ou 2 (dont un certain voisinage ne contient aucun 
point de ramification). 

Les continus simples du même auteur 15) ne sont par conséquent autre 
chose que les lignes cantoriennes possèdant seulement un nombre fini de 
points de ramification, tous ces points étant d'ailleurs d'indice fini et 
borné. Une telle ligne se compose d'un nombre fini d'arcs libres sans 
points communs et de leurs extrémités. 

On pourrait poursuivre plus loin cette étude en envisageant p, ex, 
les continus possèdant un ensemble au plus réductible de points de rami~ 
fication (l'indice de ces points étant dans ce cas lui aussi au plus 
égal à w). 

Or cela semble présenter aussi peu d'interêt que de difflcultés, de sorte 
que nous n'y insistons pas. 

8. Envisageons ma in tenant les points d'indice infini (c. à d. d'indice ~ No), 
Nous savons déjà (ch. I. théor. VI) qu'aucun de ces points ne peut être 

un point de ramification isolé; il existe notamment, si indx C est ~ No, 
un continu K::J X formé de points d'indice infini et de leurs points limites. 

N ous avons en outre la propriété suivante : 
VIII. Si inda C ;;: No, C contient un continu de condensation dans 

tout voisinage de a. 
En effet, si C n'est pas localement connexe au point a, ce point appar­

tient nécessairement a un ccd (C) 16), En désignant par Co ce continu de 

condensation complète. soit Q Ie Compa (Co' S (x, e)); Q est un cd (C) 17); 

par conséquent, si C n'est pas localement connexe, a appartient à un 
cd (C) situé dans un voisinage arbitrairement choisi de a. 

Supposons donc C localement connexe au point a; d'après la note 12), 

a est un point intérieur (rel. C) du continu 

K = comp. (C . S(x, t)), 
donc 

ind. K = inda C = No • 

11) Loc. cito p. M . 
IS) Loc. cito pp. 70-74. 
16) Ch. lIl, théor. VII. 
17) Ch. lil, théor. 11. 
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Il en résulte (d'après IV) que K possède un continu de condensation 

Ko. Or Ko étant un cd (K) est aussi un cd (C), situé de plus dans S (x, e), 
c. q. f. d. 

Faisons quelques remarques relatives aux possibilités de préciser et 
de généraliser Ie théorème d~dessus: 

10• On ne peut affirmer que tout point a d'indice infini appartienne 
à un continu de condensation (même si ind. C = C, ou si ron a de 
plus dim. C> 1). Pour s'en apercevoir, il suffit de se rappeier Ie continu 
du § 8 du ch. I. ou les ensembles situés sur les drconférences, sont 
p. ex. des ensembles parfaits. Nous avons déjà remarqué 18) que, si 
Ie sous~continu quelconque Kc C contient Ie point a, il est dense dans 
un certain voisinage de ce point, qui n'appartient par conséquent à 
aucun cd (C). 

On peut faire une construction analogue dans I'espace euclidien à trois 
dimensions; les circonférences sont alors à rem placer par des sphères et 
les continus indécomposables seront des surfaces cantoriennes satisfaisant 
aux conditions analogues d'irréductibilité. On supposera de plus que les 
ensembles fermés Fn soient tous de dimension 2. 

Il est alors fadle à voir que Ie point a n'appartient a aucun cd(C), 
tand is que dim. C = 2. 

2°. Nous avons déjà vu 8) qu'une lig ne cantorienne peut contenir des 
points d 'indice No sans posséder aucun ccd (C). 

Les problèmes suivants restent ouverts: 
Pro b I è m e 1. Si C n' est pas localement connexe au point a, existe-t~il 

dans tout voisinage de a un ccd (C) auquel a est agrégé? 
Pro b I è me ft. Si ind. C = c, peut il arriver qu'un certain voisinage 

de a est dépourvu de ccd (C) ? 

9. Faisons un court résumé des relations logiques que nous avons 
trouvées pour les qua tres propriétés suivantes d'un point xc C : 

A. x est du second genre (rel. C). 
B. x appartient à un ccd (C). 
C . x appartient à un cd (C). 
D. ind" C ~ No. 

En remplaçant les mots .. Ia proposition Q est une conséquence de la 
proposition P" par la formule P -+ Q , nous avons les relations suivantes : 19) 

C 
A-+B(D ' 

D 'autre part, en désignant par P~ Q la négation de P-+ Q, on a: 20) 

D~C~B~A. 

18) Ch. I. Ioc. eit. 11). 

19) Théor. I: eh. lil, théor. VII. 
~ Ch. I. § 8 : eh. I, ex. 2 : eh. lil, ex. 5 : eh. I, ex. 11 . 
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Si eest un continu irréductible 21), les trois propriétés A, B, C sont 
équivalentes (eh. 111. § 5). Quant à la propriété D, même pour les continus 
irréductibles aucune des propriétés A, B, C n' est une conséquence de D 
(Ie continu C du § 8 du ch. I étant irréductible entre x et tout point de 
F I ). Nous reviendrons à ce sujet dans Ie chapitre suivant. 

10. Le reste de ce chapitre sera consacré aux relations qui existent entre 
les points d'arrêt (c. à d. les points d'indice 1) et ceux d'indice supérieur. 

Nous avons déjà vu que s'il y a sur un continu plus de 2 points 
d'arrêt, il existe nécessairement au moins un point de ramification. 

On peut généraliser ce résultat comme il suit: 
S' i I y a, su r Ie con tin u C, a u m 0 ins n, n > 2, po int s 

d' a r r ê t, I aso mme des in d i ces de t 0 u s les po int s der a m i~ 
Ei cat ion deC est a u m 0 ins é 9 a I e à n. 

La démonstration ne présente aucune difficulté: Si C ne possède qu'un 
nombre fini de points de ramification, dont chacun est d'indice fini et 
borné, C peut être regardé comme somme d'un nombre fini d'arcs 
libres et leurs extrémités (donc, si ron veut, comme complexe poly~ 
gonal). Tout point d'arrêt est alors rune des extrémités d'un arc libre, 
dont la seconde extrémité est nécessairement un point de ramification. 
Cela suffit pour appliquer Ie raisonnement de n à n + 1 (en remarquant 
que pour n = 3 Ie théorème est vrai). 

11 s'ensuit immédiatement un résultat analogue pour Ie cas d'une infinité 
de points d'indice 1: 

S'il existe sur C une infinité de points d'arrêt et si C ne 
contient qu'un nombre fini de points de ramification, run 
au moins de ces points est d'indice w. 

Remarquons qu' aucune généralisation de cette sorte pour Ie cas ou 
l' ensemble des points d' arrêt est indénombrable n' existe: on peut con~ 
struire un continu C ou cet ensemble est de puissance c. tandis que 
C ne contient qu'une infinité dénombrable de points de ramification, 
ceux~ci étant tous d'indice 3. Soit, en effet, C Ie continu qu'on obtient 
en supprimant dans Ie continu de l' ex. 2 tous les intervalles contigus 
(sur [0.1]) à I'ensemble parfait de CANTOR P. 

On voit aussitöt que indx C = 1 quel que soit Ie point x c P. 
En effet, soit E > 0 aussi petit que l' on veut; x appartient à un segment 

U i1i2 . •. in de longueur < E; or Ie sommet du triangle équilatère ayant pour 
base Ie segment Ui1i2 ' " in' sépare évidemment Ie point x par rapport à C. 

En désignant par Ac I'ensemble des points d'arrêt du continu C, nous 
avons enfin Ie résultat suivant: 

IX. Si ['ensemble Ac est de dimension positive 22), C contient un 

continu de condensation. 

21) Cf. eh. 11. 
22) Donc en particulier, si Ac est dense sur un sous-continu quelconque de C. 
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En effet, si C est un continu dépourvu de cd (C), on a la décompo~ 
sition (ch. 11, théor. XIV): 

C=F+ IAn 

(ou F est un ensemble fermé discontinu et les An sont des arcs libres 
maximaux). Or, si x est un point d'un An quelconque, indx C = 2; on a 
aussi indy C = 2, si y est assez voisin de x (pour appartenir aussi à A n); il 
s'ensuit que Ac est étranger à l'ensemble de tous les . In' donc Ac cF; 

F étant discontinu, il en est de même pour Ac, donc dim Ac = 0, 
c. q. f. d. 

X. Si ['ensemble Ac des points d'arrêt est dense sur C, ['ensemble R 
des points de ramification est lui aussi dense sur C; ['ensemble C - Ac 
est alors nécessairement un ensemble de première catégorie sur C. 

En effet, si l' ensemble R n' était pas den se sur C , il Y aurait sur C 
un point Xo tel que tous les points suffisamment rapprochés de Xo seraient 
d'indice ::::; 2 ; d'après les résultats du § 7, Xo serait alors agrégé à 

un arc libre A (rel. C); A serait un domaine (rel. C) ne contenant aucun 
point d'arrêt, contrairement à notre supposition. 

L'ensemble Ac étant un ensemble @. den se sur C, l'ensemble complé~ 
mentaire C -Ac (et par suite Re C -Ac) est nécessairement de première 
catégorie sur C (Il en résulte en particulier, que Ac est de puissance c 
autour de chacun de ses points). 

Il s'ensuit des propositions X et V que tout sous~continu de C contient 
un cd (C) toutes les fois que Ac est dense sur C. 

Rem a r q u e. Dans l' énoncé X on pourrait rem placer C par un sous~ 
continu quelconque Co c C. 

11. Montrons enfin que la dimension de l' ensemble Ac est toujours 
nulle quel que soit Ie continu C. 

Démontrons à cet effet les propositions XI et XII bi en plus générales: 
XI. Quel que soit ['ensemble connexe C, ['ensemble Ac des points 

d'arrêt de C est de dimension nulle. 
Ce théorème résulte immédiatement de la proposition suivante: 
Lemme. Si a est un point d 'arrêt de {'ensemble connexe C, C-a 

est connexe. 
Supposons par contre qu' on ait 

C-a=P+ Q , H(P, Q)=O. 

Chacun des ensembles P + a, Q + a est connexe. 
(En effet, on aurait dans Ie cas contraire, par exemple, P + a = M + N , 

H(M,N)=O, M~ O-:fN. 
En supposant que Mest celui des deux ensembles M, N qui contient 

Ie point a, on pourrait décomposer C comme il suit : 

C = (a + P) + Q = M + N + Q = (M + Q) + N ; 

on a, en remarquant que N . a = 0, l'inclusion NeP; on a ensuite 
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H(M+ Q,N) = H(M, N) + H(Q, N) = H(Q, N) c H(Q, P)=O, 

ce qui est impossible). 
Donc, toute E~séparation de a dans C con tenant au moins un point 

de P et un point de Q , a n'est pas un point d'arrêt et notre lemme est 
démontré. 

Soit maintenant a un point d 'arrêt quelconque de l'ensemble connexe 
C et E un nombre positif arbitraire. Le point a étant un point d'arrêt, 
il existe une l5~séparation du point a par un ensemble B ne contenant 
qu' un seul point b; Ie point b décompose l' ensemble C en deux 
ensembles A et D : 

C-b = A+D, H(A,D)=O, a cA cS(a,I5), 

c. à d. que C - b n'est pas connexe : il s'ensuit alors du lemme démontré 
que b n'est pas un point de l'ensemble Ac. On a par conséquent 

A c = A c . C = Ac . (A + b + D) = Ac . A + Ac . D , 
H(Ac. A, Ac. D) c H(A, D)=O, 

a c Ac . A c A c S (a, E). 

Nous avons ainsi obtenu une l5~séparation du point a c Ac (par rap~ 
port à ce dernier ensemble) effectué par I' ensemble vide; E > 0 et a c Ac 
étant arbitraires, on en tire bi en que dim. Ac= 0, c. q. f. d. 

XII. Quel que soit {'ensemble {ermé F, {'ensemble AF des points d'arrêt 
de F est de dimension nulle. 

Supposons en effet que a soit un point d'arrêt par rapport à F. On a 
ind. F = 1 et par suite dim. F > O. Il en résulte que a appartient à un 
continu C c F, donc 

1 ::S inde C ::S inde F = I, 

c. à d . que inde C = 1. 

Soit maintenant E un nombre positif inférieur à ~ d (C) et 

F = A + b + D , a c A c S (a, 15) 

une E~séparation du point a effectué par Ie seul point b 

C=C . A+C.b+C . D : 

nous avons choisi 15 inférieur à ~ d (C): il s'ensuit que Ie continu C :> 

ne peut être agrégé à A c S (a, 15) et que par conséquent aucun des 
ensembles C . A et C. D n'est vide: C étant un continu, C. b ne peut 
I!tre vide non plus, de sorte que b c C et (d'après notre lemme) indb C> 1. 

On a donc a fortiori indb F> 1 et AF. b = O. 
Nous pouvons écrire maintenant 

AF=AF . F = A F(A + b + D) = AF . A + A p • D , 
H(AF.A, AF. D) c H(A, D)=O, 

a c A"p . A c A c S (a, 15). 
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N ous obtenons ainsi une E~séparation du point a c A p par l' ensemble 
vide, donc dima A p = 0, c. q. f. d. 

Une conséquence immédiate des résultats XI. XII est que sur tout 
ensemble fermé (resp. connexe) C l'ensemble des points d'indice =t- 1 
(resp. I'ensemble des points d'indice > 1) est dense sur C. 

N ous obtiendrons au ch. VI un résultat bi en plus précis pour Ie cas 
ou C est un continu. 

Nous verrons notamment que I'ensemble des points de C dont I'indice 
surpasse 1. est un sémicontinu dense sur C. 

12. Pour term in er l' étude des points d' arrêt, il nous faut encore prouver 
par des exemples que I'ensemble Ac peut être dense sur Ie continu C . 
Il est à remarquer qu'un pareil exemple a déjà été constrult au ch. 11 
de la première partie de ce mémoire (§§ 43-47): on y avait en effet 
ind" C = 1 pour tout point x c R (voir I. ch. 11, § 46, section 11). 

Or Ie continu C, dont nous parlons, était une surface cantorienne. Il 
est donc tout naturel de se demander, s'il existe une ligne cantorienne 
jouissant de la même propriété. 

Nous verrons que oui, et que cette lig ne cantorienne peut être supposée 
assez simple à plusieurs égards: nous allons en effet construire un continu 
C jouissant des propriétés suivantes: 

1. C est localement connexe ainsi que chacun de ses sous~continus 
(C ne possède donc aucun ccd (C)). 

2. C ne contient qu'une infinité dénombrable de points de ramification 
(ces points étant d'ailleurs d'indice 4). 

3. L'ensemble des points d'arrêt de C est dense sur C (donc de 2de 

catégorie sur C). 
On pourrait légèrement modi fier l' exemple que nous allons construire 

de façon que tous les points de ramification soient d'indice 3, les au tres 
propriétés de C se conservant. 

Nous construirons Ie continu C en appliquant la méthode de conden­
sation des singularités au continu Co de l' exemple 2 (ch. I). 

Considérons toutes les fractions dyadiques de l'intervalle (0,1) et rangeons~ 
les une fois pour toutes dans une suite bien déterminée. 

(1) 
1 

""0 = 2"' 'PI ' ""2 '· · ·' 'P n ' •• : 

25-1 
tout ""nest donc un nombre rationnel de la forme ~ (5 étant un 

25-1 
entier positif :::;; 2N- I) . Nous poserons rn = N si ""n = ~ et nous 

appellerons Ie nombre rn Ie rang de ""n' Nous supposons que la suite (1) est 

ordonnée de la façon naturelle, c. à d. qu'on a n < m si rn est inférieur 
Verh. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) DI. XIII. D6 
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à rm , et que pour r" = rm = N, Ie nombre nest < m, si 2N • 11'" est 
inférieur à 2N

• V' m' 

Considérons maintenant, dans Ie plan xoy, un segment rectiligne quel~ 

conque 8 = ab parallèle à l' une des axes de coordonnées. 
N ous désignerons toujours par a celle~là des deux extrémités a, b du 

segment 8, qui possède la plus petite coordonnée. 
Ensuite nous appellerons V'i (8) Ie point de S dont la distance du 

point a est égale à V'i' d (8). En particulier 11'0 (S) est Ie milieu de (S), 
Nous désignerons enfin par 8. i 23) Ie segment rectiligne de longueur 

~~~! perpendiculaire à 8 et tel que V'i (8) = 11'0 (8. i)' 

Soit maintenant 8 Ie segment [0, 1] de l'axe ox. 
On peut construire d' après la convention adoptée les segments 8. 1 que 

nous désignerons simplement par 8 1, = a l , bi, (i l = 1, 2, 3, . . . ), puis les 

segments 8 i,. i. = ai,. 12 bi, . i. (il' i2 = I , 2, 3, ... ) et en général les segments 

8 il . i2 " .. . ik = ail ' i2" . . . ik bil' i2 .... . ik' ou i l , i 2 , ••• ,ik parcourent indépen~ 
damment l'un de l'autre toutes les valeurs entières et positives. Quel~ 

quefois nous désignerons aussi Ie point V'iHI (8il . i2 .. ... i,) = 11'0 (811 .12 ... . . i" .1,,+1) 

tout simplement par V'il . i2 ..... i" . iHI . 

1 
La longueur de 8 il . i; ... .. i" est évidemment égale à dil ' i2 ' .... I" 

22('11 +'12 + ... +rl,,' 

de sorte que l'ensemble de tous les nombres d (811. 12 ..... 1,,) converge vers 
zéro. Posons 

(2) 

(3) 

Le continu que nous voulions construire est constitué par C = Q, 

13. Commençons par montrer que, pour tout Ic, C" est un continu. 

La chose est ~vldente pour Ic = 0 et Ic = 1. Supposons qu'U est dánontr~ que C"_I est 
un continu; démontrons que C,, ' rest aussl. O'abord C" est ~vldemment connexe. Pour 

démontrer que C" est fermé reprenons la relation g~nérale sulvante (déjà employée au eh. 111 Sj) 

00 00__ 

(4) (I M n) = I M n + lt M n , 
n=1 n = 1 "-.~ 

vraie quels que soient les ensembles M n • Elle nous donne dans notu cas 

(5) 

23) la virgule devant i dans S. i exprime que si S est accompagné d'un cortège quel­

conque d'indices on obtlent tous les Indices de S .I en adjolgnant à ce cortège de S Ie 
nouvel Indice i. 
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(Ia demlère upresslon a un sens prtcls. les Sil' i2 . . ..• ile ttant en 1n8nltt dtnombrabl.) . 

11 s'agit donc de montrer que lisil i2 ... ile c Cie' Supposons que nous ayoDS dtjà vtr.6t 

la relation correspondante pour k - I : en se . rappelant que les ~il i2'" ik-I ile tendent vers 

ztro. on voit aussit6t que 
- ... -

(6) lt Sil i2'" ile_1 ile = Z Sil i2'" ile_1 + lt Sil i2'" ile_1 C C Ie-I. 
il·i2·· · .. ile=1 

Les ensembles Cle ttant. comme nous venons de volr. des contInus. il rtluIte de \'inclusion 
... -

Cle c CIe+! que Q = ~ Cle est connexe. donc C = Q est un continu. 
1e=1 

14. Considtrons mainten8nt une suite de la forme 

(7) S. Sil ' ••• , Sil' i2' .... ile .. .. . 

En tenant compte des rtluItats anttrieurs (eh. 11. th. IV. cor. 2) et des relatIons 

1 1 
(8) d(S · .)- :<:-'1·'2···· · '1e - 2( + ) ~ Ale 2 ril ri2+···+rile "J: 

(9) 

on volt de suite que la suite (7) converge vers un seul point ;il' i2' ... . ile •... 

Posons encore ... ... 
Oil.i2 •. . .• ile= Z Z Sil.i2 •.•.• ile."I."2' • • • • "" + Sil.i2 •.•.• ile 

.. =1 "1."2 ..... ",,=1 

et soit x un point quelconque de Qil' i2" .. . i, : x appartlent à un Sil • i2 .. .. . ile' "I' "2 .. ... It. 

et on a facilement 

c. à d. que 

(10) 

Consldèrons malntenant un ensemble In6nl quelconque de segments S,. i i (Ie nombre 
I 2 ' " Ie 

k trant arbitraire mals bel. 

Soient S;) = Sp.) p.) i(~) ces Sj i i (1 = 1. 2. 3 •... ). En dtlignant par Q~) les 
1 ' 2 .. · .. Ie 1·2 ·· · .. /c 

ensembles Q I~) I~) ,N correspondants. on a I' inclusion faciIe à vèrifler ii ·1'2 ..... Ie 

- (/c) -...IIe) 
(11) lt Ol. = lt.;)j. C C'-I 

.>.-+00 ~-+ ... 
il vient. en particulier: 

(11 bis) ÏtOii i ·-S · . I 2'" Ie-I 'Ie - 'I ' '2 ' . . . . 'k-I 
ile-+ OO 

On peut indiquer une relatlon plus prtcise dont nous ferons usage dans la suite. 
Supposons donntes les fractions dyadiques o/m' et o/m'" o/m' < o/m'" 
Dtsignons par S!'i •. ~" i Ie segment ["'m' (S" " i ). "'m"(S,. i i )) situt sur Si " i 

I' 2"'" Ie r 12 ' ''1e r 12 " 'k 1 2 ' " Ie ' 

On a. toujours par les mi!mes mtthodes: 

(11 ter) 

06* 
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Une relation analogue subsiste. quand on remplaee un quelconque des nombres o/m<. o/m" 
-0 mil m' 1 

par 0 ou par I (Iesdésignations ,:)~. / . resp. SI' "'2 / ne pouvant donner lieu à aucun 
'I' 2 .. • .. '1< I ' . .... I< 

malentendu). 
On tire des relations (Ilbis) et (4) l'êgalitê .. 

(12) Q/I . /2 .···. /I< = I Q/I . /2 .. · ·./I< . • + 8 /1 ./2 .. .. . /1< 
.=1 

(cette êgalitê êtant vraie pour toutes les valeurs de k ~ O. ou à k = 0 eorrespond Q resp. Sj. 

IS. Démontrons maintenant qu'on a 

(13) Qil . 12 •.... II<_I.m. Q II.12 . .. .. II<_I.n = O. 

quels que soient les entiers m *' n. 

Supposons que r m = p soit non-supêrieur à rn = q; Ie premier membre de l'êgalitê (13) 

est identique. d 'après (12). à 

Déslgnons par r l'entier positiE rh ' On a èvldemment 

(14) 

done en vertu de (10) 

e (81\ . 12 .. . . il<_ I' m • Q/I.I2" ... 11<- 1' n);?~: e(811 • 12 . .. .. il<_I ' m. 8;1 .12 " .. . 11<-1 ' n) -

Si l'êgalitè (13) o'ètait pas vraie. 11 existerait done d 'après (13bis) uo entier h et un 
point x tels que 

La relatlon suivante résulte de (10). x ètant agregè à Qi 1 / n • 
I ' 2 ···· · 1<-1 ' 

1 t5 il .12' .. . 11<-1 
(15) e(X.8il . i2 ..... il<_I . n) ~ 3 22(r. +r· + .. . +r· +r- )- 3 . 22q 

• 'I '2 '1<-1 'I< 

d'autre part. x ètant agrègè à all' i2 ' ... • 11<-1 • m . h < 

done 

(16) 
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Ona done d'après (14), (15), et (16) 

(17) 
1511 • 12 , . ... ik_I dil .12 .· · ·. k-I d i l ' 12' .. .• ik_I >- dil ' i2' ... . ik_I 

3 . 22 (p + r) + 22 (p + r) + 3 . 22q :;"-- 2q 

e. à d. que 

done 

(18) 
D'autre part on a l'inégalité 

(! (x. Sil' i2 " .. . ik-I) ::s:; (} (x, Sil . 12 ... .. ik_I' n) + 15 (Sil' i2 " ... ik-I ' n) 

d'ou il résulte (en tenant eompte de l'inclusion x c: Q. I I et de I'inégalité (10)) que: 
'I ' 2 .... · k-I · n 

(19) 
dil' i2' .... ik_I 

3.22 (q-1) 

On a enfin 

(20) 

(! (x. Sil.12 ... .. ik_l) ~ (! (Si • . i l ' .. .. ik_l.m . h. Sil . i2 ' .... ik_I)-

- (} (x. Si1 . i2 .... • ik_l . m . h) - ~ (Sil' i2' ... . lk_l . m.h) = 

= (! (1/'h (Sil .i2 ... .. ik_l . m).1/'O (Sil.i2 . .... ik_l.m))-(!(X.Sil . i2 ..... ik_l . m.h)-

= (3 . 2
r
-

2 
- 1) ~II • i2 " . .. ik_I 

3 . 22 (p + r I) 

I 
En remarquant que 3 . 2r-1 - I est au moins égal à '2' on tire des inégalités (19) et (20) : 

1 1 
2 . 22 (p+r-l) =::;; 22 (q-I)' 

e. à d. que 
2 (p + r) ~ 2 (q - 1) + 1 ; 

done. on a en vertu de (18) 

2 (q - 1) + 1 < q + 1. d'ou q < 2 . 
Le nombre q étant un entier positlf. on a néeessairement q = I : en portant eette valeur 

de q dans (18). on obtient l'lnégalité p + r < 1. ce qui est impossible, p et r étant des 
entiers positiEs. 

La relation (13) se trouve ainsl démontrée. 

16. Consldérons pour un Instant les nombres p (S/I' 12' . ..• ik' Sil' i2 ' ..• ik_hl que 

nous désignerons par P(l
h

) " ," Nous avons tout d'abord p (,.1) " " = 0 (ear les seg-
1·2 .. .. · k 1 · 2 .. · .. k 
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menu SII ' 12' . . . . i" et Sil . ;2 . .. .. i"_1 possèdent toujours un point commun). Quant à 

p ~~). 12' . . . . i,,' on a)a relation sulvante 

Dtmontrons la relatIon plus gmtrale sulvante 

(22) (h+I) > (11) + d . 
eli' 12' . ... I" eli ' 12' . . .. I" 'I . '2' . . . . '" . 

La relatlon (22) est vrale (d'après (21)) pour h = 1. Dtmontrons-Ia pour h + 1 (quels 
que solent k ~ h + I et il. i2 • • . • • i,,) en la supposant vrale pour h. 

=e (811 . '2 .···.i,,_I. 8 11 . 12 .· ··. ,Ir_II) + d'I . '2. ·· .. i/r_1 - d'l·i2 · ·· ··'/r ~ 

~ e (S' I .12 .. . . ''''8'1.'2 . . . . . 1,,_11) + d'l . '2' .... i"_1 - 2 d'l . '2' . . .. '" > 

> el~).,2 ... .. i" + d'I.'2. ·· ·. I/r. 

La re1atlon (22) est dêmontrée dans toute sa gmtralltê. 
En tenant compte de (10) on tlre de (22) les Inêgalltès sulvantes (pour k ~ h ~ 2) 

(23) 1 e (Q'I . i2' · .. . 1", S'I . i2· · · ";"_II)~e(S'I"2 . ... . ik'S'I"2" · " '''-11)- dil . '; .. ... i,,> 

> t d'l .12' . . .. '" > O. 
n s'eDlult en particulier de (23) qu'on a 

(24) S'I.12 .. ... I"_II. Q II .12 ... .. i" = 0 
et iJ vlent d'après (12) et (2i) 

1
8'1 , 12" .. I,,_I . Q'I . '2 ..... '''=S'I.'2 ... .. IIr_I.(S'I. 12 .. ... IIr+ ~ Q'I.'2 .. ... I"+1)= 

~ ~~ 

= VI'I . 12' .... '". . 

On a ensuite (pour k ~ h ~ 2) 

(26) Si! .h . .. .. Jk-/t • QII .12 ' . . . . '" = 0 , 
que1s que solent les Indices i. . h ..... J"_II' 

En elfet. l'êgalltê (26) rèsulte de (2i) si l'on y pose i. = 'I • h = i2 • A-II = ',,-11: solt 

J. (1 ::S:s::s:k-h) Ie premier parml les Indices h . h ..... jlt-II qui difftre de I •• 

On a alors 

(27)~ Sh.i2 .. . . . J._l .J • .. .. . j/r_II~QII.12 .. . .. ' • .... . 11r _ 

~ =SII .12.· ··. I._I.J •. ··· .J"_II· Q'I.12 .. · .. I •. ... . I"c QII . 12 .. ... I.-I.J.· QII. 12.· ··. I.=0 
(d'après (13)). 

n est à remarquer que la relatIon (27) est vrate pour h ~ 1. 11 CD multe immtdlate­
ment que 

http://�Sti.lt


(28) 

(29) 

On a enlin 
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C"-2' Qil.i2 . .... i,,=0 

C"_I. Q /I. /2 . .... i" = tp/l.i2 . ... . i" 

(30) ~1\ . i2 .. . .. I" . .. = lt 8 il . i2 .... i"C Qil.i2 . .... i"c C- C"-2 
"_GO 

87 

L'inclusion ;il ' i2" .. . i" . . . . C C - C"_2 étant vraie quel que soit k> 2. II en résulte que 

17. Supposons qu'on alt les deux suites d'entlers 

(32) il • i2 •••• i" •... 

(33) jl .h . .. . j" ••.• 

ne eoïncidant pas et supposons que i" soit Ie premier élément de (33) différent dui" eorre­
spondant. 

On a alors 

(34) ~/I' i2" .. . 1" .... . ~h .h .... . j" .... C QII' i2 .... . 1"_1.1". Qil' i2 ..... i"_I .j" = O. 

de sorte que Eli' i2 .... . i" .... et Eh .j2" .. . }" .... sont deux points dlfférents de C - a. 
Solt d'autre part E un point quelconque de C - a. En appliquant toujours la formule 

(12) et en remarquant qu'on a E . S.. . = 0 quelsque solent k. il • i2 ..... i". on trouve 
'1"2' " .. Ik 

que E est agrégé aux ensembles 

11 en rtsulte (d'après eh. 11. § 5) que 
GO 

E C TI 0.1 "2' ...• '" = lt '11' i2' ... ,/,,: les dlamètres de ail' i2' . . . . i" tendant (d'après 
k=1 ~GO 

(10)) ver. O. on en tlre 

(35) ~ C lt QII' i2 ..... I" = lt 8il.i2 ..... i" = ~11.i2 .... i" .... . 
"_00 "_00 

done E=EI ' , . 1"2" .. . " .... 
Le continu Cseeompose done du sémicontinu a = f CIc (qui est un ensemble ~ .. ) et 

"=1 
de I'ensemble C - a formé de tous les points Eil .'2 ..... i" .. . . : a étant un ~ ... C - a est 

un ensemble @d. 

Montrons que les ensembles a et C - a sont tous les deux denses sur C. La propriété est 
évldente pour a: pour voir que C - a est dense sur C. eonsidérons un point que1conque 

x de a et un nombre posltlf arbitraire': il s'aglt de démontrer que S (x. c). (C-Q) -=f 0.11 suflit 

de eonsldérer Ie cas ou xC a. done ou x appartlent à un Sil .12' . ... I" déterminé. 

On peut prendre sur SI I I un point <1-, / / I dIstant de x de molns de 
I' 2· .... " I' 2 .... • ". "+1 

! - ! 
- et de rang assez élevé pour que ~ (a/ I " ) solt Inférleur à - . On volt alors 2 I ' 2 .. .. Hl 2 

Immédlatement que tOUI les points E/ i i i sont eontenus dans S (x. E). quels 
I 2 '" " "+1 .. . 

que solent i"+1' i"+2' .... 
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18. En appliquant de proche en proche la formule (12), on obtient Ie rtaultat suivant: 

(36) 

- .. -
Désignons par 1:* Qlt .h . .. .. ilr la somme . 1: . _ I Qlt .i2" .. . ilr prise pour toutes les 

• JI · n .. · .. JIr-

combinaisons de valeurs nature lies de h.h . ... . he • à la seule exception de h = il' h = 
= i2 • . .• • jlr = ilr : on peut alors transformer l' égalité (36) comme il suit : 

(37) 

Il rbulte de (11) que C Ir_ 1 + ~* 0h.il .. . .. . ik est fermé: 

(37bis) 

On a encore. d·aprè. (13) et (29). 

(CIr- 1 + I* Qft. f2. . . . . ik) • Q I I ' i2···· " k C CIr- 1 • QII ' i2' . .. . Ik = 'ljJ11' i2' ... . 11r· 

L'ensemble 

QII ' 12· · · · . 'Ir - 'ljJ11·12·· · · .11r 

est un domaine (rel. C) (complémentalre à l'ensemble fermé CIr- 1 + I* Qil.n .... . ilr) 

n'ayant aucun point en commun avec Ie domaine 

Nous avons alnsi. quel que soit Ie cortège de nombres natureis il. i2 •• •• • ilr • Ia dkom­

position suivante du continu C en trois ensembles sans points communs dont Ie premier 
et Ie troisième sont des domaines (rel. C) : 

(38) C=(Q'I. 12" . .. 11r -'ljJ11.12'" .. Ik) + 'ljJ11 . i2 . .... 11r + 
+ ((CIr- 1 + I*Q1t.i2 .. .. . ilr)-'ljJ'I. 12"' " 'Ir)' 

Soit maintenant CII' 12 . . . .. IIr '" un point quelconque de I'ensemble C-Q et E un nombre 

positif arbitraire. En prenant kassex grand on obtlent. d'après (10) 

d (Q'I"2'" " 'k) < e : 

par conséquent la dkomposition (38) satisfalt à la double Inclusion suivante 

qul signifie que (38) est une E-séparation du point CII • 12' . . . . ik. .. . par rapport à C par Ie 

seul point 'fi l ' 12 .. ... 'Ir: E étant arbitraire. on voit que ind" C= 1 pour tout point 

x c C-Q : donc I'ensemble des points d'arr!t est dense sur C. 

19. Nons allons malntenant faire l'examen de tous les autre! points de C au point 
de vue de leur \'indice. 

Soit x un point quelconque de Q : x appartient à un SII. 12 .. ... Ik ' 
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Trois cas sont possibles: 

10. x= </Ii (S . . . ), i"+1 = 1,2, ... 
"+1 '1 " 2' ····'k 

20• x est Ie point a il . i2 ..... 1" ou b'l ' i2 ..... i,,' 

30• x n'entre dans aucune des catégories précédentes. 

10 Soit x =.;-.. ., = '1'/ (S.. / ) = </10 (S.. .) et solent m, m', 
'1 · '2· .... '''· "+1 "+1 '1 ·'2 .. · .. " '1·'2 .... ·'''+1 

n, n' des nombres naturels tels qu'on ait 

(39) 

ou f' est Ie premier nombre entler supérieur à r/" +I et à (- 192 f + 11. On à évldemment: 

r m = r m' = r n = r n' = p. 

En se rapportant à (37) et à (12), nous pouvons écrlre 
_ 00_ 

C= (C"_I + I* Qh .i2 ..... i") + Sil.i2 ..... I" + I Q'I . i2 ..... i" .• = 
.=1 

(40) = (C"_I + I* Qi) .i2 .. ... i,,) + ($;~;2 "" .Ik + I Q/I .12" ' " 'k .• )+ 
</I. <<fm' 

Introdulsons pour simplifier I' écriture les notations suivantes: 

(41) 

(42) 

) 

C"_I + I* Qh.i2 ..... i" + ~~i2 ..... ik + I Q'I.'2 .. .. . ''' .• + 
</I. <<fm 

+ sm'. I +IQ -F 
' •. '2' ... . 'Ic il . '2 ..... 'k " - 2 

</Im'<' 
S':',.m/ Q. . - F 

'1. 12 ..... 1" + I 'I . '2 .· · ·. 'k ' • - I' 
</Im :S.'f.~fm' 

O'après les relations (2), (37bis) , (Ilbis) les ensembles FI et F2 sont fermés. On démontre 
de plus facilement en se basant sur (13). (25), (28), (29) que 

(43) 

Nous avons ensuite 

F - (sm. m' + I Q .) + S . + I - IJ . '2 .... . 'k 'I . '2 ..... 'k . • 'I . '2 ' .... '10+1 

oIom<</I.<oIom' 
• ~ ';:;'1 .., 

+ IQil . i2 ..... ,HI.t= F\l +F12' 
t=1 

ou I'on a posé: 

F (sm.m' Q sn.n' Q 
\1 = 'I . i2 ... .. '10 + I 'I . i2 " ... ik .• ) + il' i2 ... .. '10 ' ik+! + I 'I • '2" '" 'k+l • t 

</Im< </1. < oIom' </In~oIot ~oIo n' 

'~'~+I 
F I2 = ($; ~'2" '" iHI + I Qil' i2 ..... i"+I' t) + S~'·. ~2 .. ... iHI + I Q'I .12 .... · 'Hl' .). 

'ft < 'f" f .. ' <oIot 



90 MÉMOIRE SUR LES MUL TIPLICITÉS CANTORIENNES. 

Pour les mêmes raisons que (43) on a 

(i4) FII . F12 = "Pil' i2 • .. .. ik+1 . n + "Pil ' i2 ..... ik+1 • n' • 

IJ résulte de (43), (41) et des notations acquises que C = Pil + (P12 + P2) et 

Pu . (P12 + P2) = B, ou B désigne J'ensemble des quatre points fil' i2 •. . .• ik' rri. fil' i2 ... .• ik' m'. 

'f.. i of·· . ,. Les ensembles A = Pu - B = C- (P12 + P21 et D = 
'I ' '2· · · ·· k +1' n. 'I ' '2 .... " k +1' n 

= (Pl2 + P2) - B = C - PI sont deux domaines (rel. C) sans points communs : A contient 

de plus Ie point f il ' i2 ..... ik+!' 

Pour montrer que 

(i5) 

est une E-séparation du point 'f. . par J'ensemble B. il nous reste à prouver que 
'l . i2 .. .. ·'k+1 

A C 8 (f .. . , ,). Soit x un point que1conque de A. Si x C S'!'1"~2"" " ik + 
'I ·'2 ··· · " k+1 

+ 8':"".' ., on a évidemment p (x, ·f. . . ) <.!.... <E. 
'1·'2 .... · 'I+k '1 · '2 .. · .. 'k+1 2P 

Si x CO.. ., OU 'f :s. f. :s. 'f " S -+ Ik+l' il s'ensuit de la déftnition de f m et de ' • . '2 ..... 'k . " na m T 

'f m' que r. est :s. p, on a donc en remarquant que Oil ' i2' ...• ik' .' s;r;' .~~ ... .. ik '=f 0, les 

inégal!tés suivantes: 

e ("Pil ' i2 ..... /k+1 • x) :::;; t5 (Oil . /2 .. ... tk") + t5 (s:';·.7~ ..... Ik) < 

< 1 +1<1+1< 1 <2'gE 
22r. 2P 22p 2P 2 ,0-1 2 = E. 

On démontre absolument de la même manière qu'on a 

XC S("P/I .12 .. ... Ik+I.E). si xc Oil.12 .. ... lk+l.t."Pn :::;;"P t :::;; "Pn" 

Le nombre positif E étant arbitraire, on voit que indf . . C :s. 4: on a d'autre 
1, · '2··· · "k+1 

part ind 
fil' 12" .. . lk+1 

C > ind... (8. I I + 8 1 I .) = 4, donc 
- 'rIl' 12'" .. lk+1 'I' 2 .. · .. k I' 2 .... ' 'k+1 

indf C=4. 
11·12·· .. · lk 

L'analyse des cas 20 et 30 est plus simple que celle que nous venons d'achever. 

2°. Considérons Ie cas x = 8 11 . 12 .... . Ik (Ie cas x = bil' 12 .... . Ik étant absolument ana-

logue). IJ suffit de dé6nir J'entier m de fac;on à avoir f m = ~. ou P satisfait aux mbnes 
2P 

conditions que dans Ie cas précédent. On a alors d'abord (d'une fac;on analogue à (40)) 

+ (S~; :':2 " . .. Ik + I 011.12 ..... Ik") • 
f. < fm 

En désignant la somme entre crochets par P2 et celle entre paranthèses par PI. on 
démontre aussitót que PI et P2 sont des ensembles fermés n'ayant en commun que Ie seul 

point 'fl\. 12 .... . Im' qui forme J'ensemble fermé B. 

On a de nouveau la décomposition analogue à (45) 

(46) c = (p\ - B) + B + (F2 - B) = A + B +D 

et on voit sans peine que c'est une E-séparation du point 8 1\,12'" .. I,,' 

http://fti.ii
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30. Soit maintenant x C Sil' i2' .... ik un point quelconque différent de chaeun des points 

"' I I " , ai i " ,bi I " • Les entiers m et mi seront maintenant définis de façon 
I ' 2 .... · k I ' 2 .... • k I' 2 .... · k 

, I 
à avoir x C S'!'" • m" " , oû ofm, = of = - et p satisfait aux eonditions (39). On aura alors 

1 · 2 ...... k m 2F 

la formule (40) absolument inalterée, de même que la relation (H). 

En déslgnant par B l'ensemble des deux points "'i l . 12 .... . ik' m et ·f il . i2 .. ' .. ik' m" par A Ie 

domaine (rel. q FI - B = C - F2' par D Ie domaine F 2 - B = C - FI' on a de nouveau 
la décomposition (45) qui est une e-séparation du point x. Done indx C = 2. 

C possède bien toutes les propriétés énoncées. Indiquons la structure 
de C par la figure suivante (fig. 12): 

Fig. 12. 

On peut obtenir par une légère modification de la construction précé~ 
dente un continu jouissant de toutes les propriétés ci~dessus mentionnées 
et dont tous les points de ramification sont d'indice 3. Il suffit à 

cet effet de définir les segments Sn. i2 .. ... ik de sorte qu' on ait "Pil ' i2 . • ·•· ik+1 = 
= "Pik+J (SII.12 ..... I.) = ail·12· .... I"+I· 



CHAPITRE V. 

LA RAMIFICATION DES CONTINUS IRRÉDUCTIBLES. 

1. Nous avons déjà eu plusieurs occasions de mentionner diverses 
propriétés des continus irréductibles. Dans Ie présent chapitre nous nous 
proposons de faire une analyse complète des singularités qui peuvent 
être présentées par des con tin us irréductibles au point de vue de I'indice 
de leurs points. 

N ous commençons par rappeier quelques notions bien connues. Un 
point a du continu C sera appelé point extrême ou extrémité du continu 
C. s'il est possible de trouver au moins un point bc C tel que C soit 
irréductible entre a et b. Une extrémité peut être absolue ou relative: 
Ie point a est une extrémité absolue si a fait partie de tout couple de 
points entre lesquels C est irréductible; une extrémité est di te relative 
si elle n'est pas absolue. Les points de C autres que les points extrêmes. 
seront nommés points intermédiaires. 

Les exemples de ces diverses sortes de points sont immédiats. 
1. Les points 0 et 1 du segment [0. 1] sont des extrémités absolues. de 

même que les points a = ( - ~ . 0). b = ( ~ . 0) du continu y = sin ~ • 
1 1 

- - ~ x < O. 0 < x ~ -; - 1 ~ y ~ 1. x = O. 
n n 

2. Sur Ie continu y = sin!... 0 < x ~!..; - 1 ::s y ::s 1. x= O. Ie point 
x n 

a = (~ . 0) est une extrémité absolue. tandis que tout point du segment 

x = O. - 1 ~ Y ~ 1 est une extrémité relative; tous les autres points 
sont des points intermédiaires. 

Pour qu'un continu ne contienne aucun point intermédiaire. il (aut 
et il su{fit. qu'il soit indécomposable. Tous ses points sont alors des 
extrémités relatives. 

En effet. soit C décomposable. donc C = Cl + C2• ou Cl =f C =f C2• 

On voit tout de suite que tout point de I'ensemble non vide Cl . C2 est un 
point intermédiaire de C : D' autre part. si C est indécomposable. l' ensemble 
~ •. c des points x tels que C ne soit pas irréductible. entre a et x. cet 
ensemble est de première catégorie sur Cl). donc l' ensemble C - ~ •. c 
est dense sur C; quel que soit Ie point b c C - ~ •. c. Ie continu C est 
irréductible ent re a et b. c. à d. que a est une extrémité relative. 

I) JANISZEWSKI et KURATOWSKI. Fund. Math. I. pp. 211 sqq. 

http://extremitesabsolues.de
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2. La propriété suivante des continus irréductibles a été démontrée par 
M. MAZURKIEWICZ 2) et mentionnée dans les chapitres précédents: 

Tout point d'un continu irréductible C situé sur un continu de con~ 
densation est du second genre 2) par rapport à C. 11 en résulte 3) que 
tout point situé sur un cd (C) est situé sur un ccd (C) et possède un indice 
;::: No (Ie continu C étant supposé, bien entendu, irréductible). On en tire 
immédiatement la proposition suivante: 

I. Un continu irréductible est un arc simple, s'i/ ne contient aucun 
point d' indice in{ini. 

3. Pour aborder l' examen du cas général, commençons par démontrer 
Ie théorème suivant: 

11. Pour qu'un point extrême a du continu irréductible C soit absolu, 
il faut et j[ suf{it que C soit localement connexe en a . 

La con dit ion est suf fis a n te. Supposons que C soit localement 
connexe au point a qui est une extrémité de C. Démontrons que a est 
une extrémité absolue. En effet, si a était une extrémité relative. ce point 
appartiendrait, d' après un théorème de JANISZEWSKI 1), à un cd (C); Ie 
point a serait donc 2) un point du second genre sur C . 

La con dit ion est n é ces s a i r e. Démontrer la nécessité de notre 
condition revient à démontrer qu'aucun point du second genre SUl' un continu 
irréductible C ne peut être une exlrémité absolue de C. Tout point du 
second genre appartenant nécessairement a un continu de condensation, 

il sumt de prouver qu'aucun sous~continu K de C = ab n'est un cd(C), 

s'j[ contient une extrémité absolue a de C. 
Soit donc K un sous~continu quelconque de C con tenant Ie point a . 

Prenons un point quelconque ce K, différent de chacun des points a et b, 

et soit Q un cb e C quelconque. Si Q ::> a, on aurait nécessairement Q = C, 

et C serait en même temps un ab et un cb. ce qui est impossible puisque 
a est une extrémité absolue de C. 11 en résulte que a e C - Q. 

Les deux continus K et Q ont au moins Ie point c en commun, leur 
somme est par suite un continu auquel les deux points a e K et b e Q 
sont agrégés. K + Q coïncide donc avec C et on a par conséquent 

C-Ke Q, 

ce qui donne (Q étant un ensemble fermé) 

C-Ke Qe C-a, 

c. à d. que Ie point a e K n'est pas point~limite de C - K. Or ce 
dernier résultat signifie précisément que K n'est pas un cd (C) , 

c. q. f. d. 

2) Fund. Math. I. pp. 167 sqq. 
3) d 'après les résultats du eh. 111. 
1) JANISZEWSKI. Thèse, eh. 11, théor. IX (remarque à Ia fin de Ia démonstration). 
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Des exemples bien connus montrent qu'un point du second genre peut 
être soit un point intermédiaire, soit une extrémité relative sur un 
continu irréductible 5). 

Nous avons déjà mentionné, au cours de notre démonstration, les 
propriétés suivantes: 

Corollaire 1. Une extrémité absolue d'un continu irréductible 
n'appartient à aucun continu de condensation. 

Co r 0 11 a i re 2. L 'indice d' une extrémité relative d ' un continu irré­
ductible est toujours infini. 

Des exemples, ou une extrémité relative possède un quelconque des 
deux indices' inf1nis No et C, ont été donnés au § 1. 

•• 11 est tout naturel de poursuivre plus loin les relations qui existent, 
sur les continus irréductibles, entre l'indice et la connexité locale. Nous 
avons à distinguer pour cela les trois sortes suivantes de points: 

1°. Points du second genre (qui sont tous d 'indice ~ No). 

2°. Points du premier genre qui sont points-limites de points du second 
genre. 

3°. Points du premier genre qui ne sont pas points-limites de points du 
second genre. 

Ce ne sont que les catégories 2° et 3° que nous avons encore à étudier. 
Commençons par la dernière catégorie. 

On a ici Ie théorème suivant : 

111. Soit C un continu irréductible, qui est localement connexe dans 
tous les points d' un certain voisinage de a; on a alors 

ind. C = 2 ou ind. C = 1, 

selon que a est un point intermëdiaire ou un point extrème de C. Dans 
Ie second cas a est une extrémité absolue 6) de C. 

Supposons d' abord que a soit une extrémité du continu C. qui est, 
dans notre c~~ nécessairement absolue 6); il existe alors un point b tel 
que C est un ab. Démontrons la relation ind. C = 1. 

Soit XI' X2" " , X n , • •• une suite quelconque de points de C , différents de 
a et convergeant vers a. D'après notre supposition, eest localement 
connexe dans chacun de ces points à partir d'un certain d' entre eux; 
nous pouvons donc supposer que C soit localement connexe dans tous 
les points xn , sans aucune exception. 

Les X n et a étant tous du premier genre (sur Ie continu irré­
ductible C). aucun d'eux n'appartient à un cd (C) quelconque. 11 en résulte. 
d 'après un théorème de ]ANISZEWSKI 7), qu'il n'existe qu'un seul sous-

5) § 1, ex. I et 2. 
6) d'après Ie théorème 11. 
1) JANISZBWsKI, Thése, eh. 11. Théor. ~II. 
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continu de C, irréductible entre a en x n; rexpression aXn~ donc un 
sens univoquement déterminé. Désignons maintenant par xnb un sous­
continu quelconque de C irréductible entre X n et b. Le continu C étant 
irréductible entre a et b, on a 

(1) C=axn +xnb. 

Le point X n n'appartient à aucun cd (C); a fortiori, X n est étranger 
à tout continu de condensation éventuel d'un quelconque des deux con-

tinus irréductibles aXn et xnb. On peut donc appliquer, dans notre cas. un 

théorème de JANISZEWSKI 8) affirmant que les deux continus axn et xnb 
ont, dans ces conditions, Ie seul point X n en commun. 

Le continu C étant localement connexe au point a, on peut déterminer 
n assez grand pour avoir 

f!c (a, x n) < e , 

e dyant été choisi aussi petit que ron veut. 
Considérons un sous-continu C n de C, de diamètre inférieur à e et 

con tenant les deux points a, X n , et un sous-continu C: de C n irréduc-

tible entre a et Xn. D'après runicité de la définition de axn , C: ne peut 

être différent du continu aXn de I'égalité (1). On a donc 

d (aXn) = d (C: ) :;::; d (Cn) < e; 

iI résulte de ce qui précède que la décomposition 

C = (axn - x n) + X n + (xnb - x n) 

est une e-séparation du point a par Ie point Xn. I' ensemble 

H (axn - Xn. xnb - x n) = aXn . (xnb - xn) + (axn - xn) • xnb 

étant vide. 
Le nombre positif e étant quelconque. on a inda C = 1. 
Passons au cas, ou a est un point intermédiaire de C. Soient c et 

d deux points de C choisis de façon que C soit irréductible entre c et d. 
Le point a n'appartient à aucun cd (C); il diffère en outre de chacun des 
deux points c et d. On peut donc appliquer de nouveau Ie théorème 8) 
de JANISZEWSKI qui nous donne la relation 

(2) C ca+ad. ca.ad=a. 

(ca et ad sont des sous-continus de C irréductibles respectivement 
entre c et a et entre a et d. Remarquons d'abord que chacun des con-

tinus ca et ad est localement connexe au point a: on a. on effet. d'une 
façon plus générale la proposition cuivante: 

Si C est un continu irréductible locale ment connexe au point a, tout 
sous-continu K de C contenant ce point. y est localement connexe. 

(Dans Ie cas contraire. Ie point a devrait appartenir à un cd (K). 

8) loc. clt. th~or. X. 
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donc à un cd (q, Ie continu irréductible C ne pourrait donc être locale~ 
ment connexe dans a). 

Revenons à J'égalité (2). Le point a étant I'extrémité commune des 

deux continus ca et ad qui y sont localement connexes, il s'ensuit que : 

inde (ca) = inde (ad) = 1. 

Soit p un point e~séparant a sur ca et q un point e~séparant a sur ad: 

(3) ca = Ac + p + Dc , a c Ac c Ac + p c S (a, e) ; 

ad = Ad + q + Dd, a c Ad c Ad + q c S (a. e). 

Considérons la décomposition 

(5) C = ca + ad = (Ac + Ad) + (p + q) + (Dc + Dd). 

On a 

H (Ac + Ad , Dc + D d) = [(Ac + p) + (Ad + q)] . (Dr + D d) + [(De + p) + 
+ (Dd+q)] . (Ae + Ad)= (Ac+p) . D e-HAd + q). Dd 

+ (De + p) . A c + (Dd + q). Ad + (Ae+p), Dd+ 

+ (Ad + q) . De + (De + p) . Ad + (Dd + q) . Ac . 

Or parmi les huit termes de la dernière somme les quatre premiers 
sont Duls puisque les décompositions (3) et (4) sont des e~séparations; il 
en est de même pour les quatre derniers term es car on a, en tenant 
compte de (3), (4) et (2): 

(Ac + p) . Dd + (Ad + q) . De + (De + p) . Ad + (Dd + q) . Ac c 
- -

c ca . (ad - a) + ad . (ca - a) + (ca - a) . ad + (ad - a) . ac = O. 

11 résulte des relations précédentes que les trois ensembles formant Ie 
second membre de (5), sont deux à deux sans points communs et que 
H (Ac + Ad • De + D d) = O. 

On a enfin, d'après (3) et (4): 

a c (Ac + Ad) c (Ac + Ad) + (p + q) c S (a, e). 

Nous avons ainsi démontré que (5) est une e~séparation du point a 
par rapport à C, au moyen de I'ensemble des deux points (p + q); il 
en résulte que inde C :s; 2. 

Pour e inférieur à chacun des deux nombres d (ca) et d (ad), tout 
ensemble B, e~séparant Ie point a, doit avoir nécessairement des points 

agrégés à ca - a et à ad - a; ces deux derniers ensembles étant sans 
points communs, il en résulte que B contient au moins deux points, 
donc inde C ~ 2 et par suite inde C = 2, c. q. f. d. 

Une conséquence immédiate du théorème 11 est que tous les points 
d ' un certain voisinage de a sont d' indice :s; 2. En rapprochant ce 
résultat du théorème VI. ch. IV, on a la conclusion suivante bien 
plus précise : 
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lIl'. Dans les conditions du théorème II. C est autour du point a 
localement identique à un arc simple dont a est un point intérieur ou 
une extrémité selon que inda C était égal à 2 ou à 1. 

4. Étudions ma in tenant ce qui se passe en un point a qui est du 
premier genre tout en étant point limite de points du seconrl genre par 
rapport au continu irréductible C. Nous allons voir que: 

1°. Si a est une extrémité, inda C peut prendre toutes les valeurs possibles. 
Il°. Si a est un point intermédiaire, ind. C peut prendre toutes les 

valeurs possibles à rexception de la valeur 1. 
Supposons d 'abord que a soit une extrémité. Il suffit de se rappeier 

Ie continu K du eh. I. § 8, pour voir que l'énoncé 1° est exact. En effet, 
Ie point a du continu mentionné est une extrémité absolue de K, il est 
point du premier genre, évidemment limite de points du second genre; 
de plus inda K est égal à 1 , 2 , . . . , n , .. " W, Ko, cseion la puissance des 
ensembles fermés Fn. 

En construisant un segment rectiligne ad perpendiculaire au plan du 
continu, on obtient un continu K* irréductible 9) entre Ie point d et 
chaque point beFt et qui vérifie en outre la relation 

inda K* = inda K + 1. 

Il en résulte que ind. C* peut être supposé égal à 2, 3 , . , , , W, K, C, 

De plus a est évidemment un point intermédiaire de C*, 
Reste à montrer qu' aucun point intermédiaire d ' un continu irréductible 

ne peut être un point d 'arrêt. 

9) L'irréductibilité de C" entre d et b résulte p. ex. du théorème suivant : Si deux 

continus irréductibles Cl = da et C2 = ab n'ont en commun que Ie seul point a. leur somme 
C = Cl + C2 est un continu irréductible entre d et b, 

D é m 0 n s tra t i 0 n. Soit K un db c C. Tout d'abord, K contient Ie point 8, car 
autrement on aurait la décomposition K = K . Cl + K. C2 en deux ensembles fermés, non 

vides et sans points communs. Soit donc Kl un ad C Cl et K2 un ab c K. Si K :p C, 

run au moins des deux ensembles Kl ' Cl et K2 • C2 n'est pas connexe, En elfet, Kt. Ct =>d + a , 
K2 ' C2 => a +b : si les deux ensembles · Kl . Cl et K2. C2 étalent des contiuus, on aurait 
nécessairement Kl . Cl = Cl et K2' C2 = C2, par conséquent 

Supposons donc p. ex, que Kl , Cl ne solt pas connexe, et qu'on ait 

oü FI et F2 sont deux ensembles fermés disjoints dont Fl contient a. On a alors 

mals 

ce qui signifie que Kl n'est pas connexe, contrairement à sa définition~ 
Par conséquent la supposition K r C est impossible, donc C = K = db. 

Verhandel. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) Dl. XIII , D7 
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Nous démontrerons une proposition bien plus précise à savoir que 
IV. Tout point d'arrêt d'un continu irrêductible en est une extrémité 

absoluB. 
Supposons par impossible que a soit un point d'arrêt d'un continu 

irréductible C, sans en être une extrémité absolue. Il existe alors un 

couple de points p, q de C tels que C est un PC[ et P =f a:f q. 
Le point a étant un point d'arrêt de C, soit E inférieur à (! (a, p + q) et 

C=A+b+D 
une E~séparation du point a par Ie seul point b. 0' après Ie choix du 
nombre E, les deux points p et q sont agrégés à D. Il est facile à 
voir que l'ensemble fermé b + D est connexe. En effet, autrement on 
aurait une décomposition 

b+D=FI +F2' 
ou F. et F 2 sont deux ensembles fermés non vides et disjoints, dont 
p. ex. Ie premier contient b. 

On a alors 
C = (A + F I ) + F 2 

et (A +F.) = A +F. =A + b+FI =A +(b+F.) = A +FI' 
Les deux ensembles fermés A + F. et F 2 étant disjoints et non~vides, 

C ne pouvait pas être un continu. 
Puisque l'ensemble fermé Co = b + D contient les deux points p et q, 

tout en éta~t connexe, il doit être nécessairement identique à C ; or 

ceci est impossible (car, p. ex. a cC- Co), C n'était donc pas un pq. 

Co r 0 II a i r e. Un continu irréductible ne peut posséder plus de deux 
points d' arrêt. 

O'autre part, des exemples de continus irréductibles ne possédantaucun, 
ou possédant un ou deux points d'arrêt, sont immédiats. 

5. Nous allons donner une application importante des résultats préce~ 
dents. Nous avons vu (ch. IV, § 11) que sur un continu quelconque C 
l'ensemble de tous les points x d'indice supérieur à 1. est dense sur C. 
C'est de plus un ensemble 0: ... Nous voulons démontrer que cet ensemble 
(orme un seul sémicontinu. Nous parviendrons ainsi au théorème fonda~ 
men tal suivant : 

V. Sur un continu quelconque C l' ensemble S . de tous les points 
cf indice supérieur à 1 est un sémicontinu den se sur C. Son complémen~ 
taire est un @d de dimension nulle 10). 

En effet, soient a et b deux points quelconques de S et ab c C un sous~ 
continu de C irréductible entre a et b. O'après Ie théorème IV, tous les 

points de ab - (a + b) ont sûrement un indice > 1 par rapport à ab, 
donc a fortiori par rapport à C. Il s'ensuit que ab c S, c. q. f. d . 

• 0) cf. pour la dernière af8rmation, Ie théor. V du eh. I (§ 10) et Ie théor. XII du eh. 
IV (§ 11). 
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6. Parmi les lignes cantoriennes celles qui sont en même tem ps des 
continus irréductibles, peuvent présenter, comme on sait, des singularités 
très compliquées - dies peuvent, p. ex., ne contenir aucun point de 
connexité locale, ou con ten ir un seul point de eet te sorte, dies peuvent 
aussi avoir dans chacun de leurs point l'indice c, etc. 

Or tous les continus irréductibles jouissant de ces propriétés extra­
ordinaires ont été construits jusqu'à présent par l'intermédiaire de con­
tinus indécomposables. On pourrait donc se demander, cette intervention 
des continus indécomposables est-die essentielIe ou non? Nous all ons 
résoudre cette question en donnant un exemple d'une ligne cantorienne 
plane ne contenant aucun continu indécomposable et jouissant des propriétés 
suivantes: 

1. Tout point situé sur cette ligne est d'indice c. 

2. La ligne n'est localement connexe dans aucun de ces points. 

3. Elle est un continu irréductible. 

Nous indiquerons aussi un exemple ou les propriétés 1 et 2 sont 
réalisées dans chaque point, à l'exception d'un seul (toutes les autres 
propriétés se conservant). 

Il nous semble d'ailleurs que Ie continu ei-dessous fournit un exemple 
d'un type nouveau de continus irréductibles. 

8. Construction du continu M. Supposons donné dans Ie plan 
xoy un parallélogramme (a bcd) quelconque (intérieur et contour compris) 
dont deux cötés ab et cd appelés bases sont situés respectivement sur 
les droites y = 1 et y = O. Désignons ce parallélogramme par 1I. Divisons 
chacun des segments rectilignes ab et cd en 6 segments égaux désignés 

respectivement par ap., P. P2' P2P3, P3P~, P~Ps, Ps b, et cq., q. q2' 
- - -- -- --
q2 q3' q3 q~, q~ qs, qs d. 

L'opération M appliquée au parallélogramme Tl con siste en ce qu'on 
remplace II par l' ensemble M (Tl) formé des quatre parallélogrammes: 
1I. +1I2+1I3+1I~, ou Tl.=ap.cq., II2 = p.P2q2q3' 1I3= P~PSq3q~, 
1I~ = Ps b qs d. Posons M (Tl) = M· (Tl). 

Supposons construit l' ensemble M" (1I) qui est formé de 4" parallélo­
grammes lIl • . i2' ... . ih' .... ik' ih = I, 2, 3, 4 (h = I, 2, ... ,k) dont chacun pos­
sède deux cötés situés respectivement sur les droites y = 1 et y = O. En 
appliquant l'opération M à chacun des parallélogrammes lIi •.. .. . ik on 

obtient 4"+· parallélogrammes IIi •. .. . . ik' Ik+. (ou chaque indice i., ... , ik+. 

prend indépendamment des autres les valeurs I, 2, 3, 4). Ces parallélo­
grammes forment l'ensemble M"+· (Il). 

Les ensembles M" (1I) que nous ven ons de définir par induction pour 
toutes les valeurs naturelles de n, ne dépendent que du parallélogramme 
initial TI. En prenant, par ex., pour IJ Ie carré (0,0), (0,1), (1.0), (1.1), 

07* 
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aucun élément de notre construction ne reste plus indéterminé et nous 
pouvons poser simplement M n = Mn (lI). 

Les propriétés suivantes, se rapportant aux ensembles Mn et aux para1~ 

lélogrammes lIjI . .... jn ' sont immédiates : 

1°. Deux parallélogrammes lIjI .. .. . in et ~I.'" .jn ont au plus un point 
en commun (qui est alors un sommet commun de ces parallélogrammes). 

2°. lIil . .... In+ I C lIjl . . ... in' donc M n+ I C M n. 
3°. M n est un continu (quel que soit n). 
iO. Quels que soit la suite infinie des nombres i l, . . . , in, . . . dont 

chacun est égal à I, 2, 3 ou 4, la partie commune des ensembles 

lIjl , ILI ' i2' ... , JIjI .. . . . In' . .. est un segment rectiligne Sj\. .. .. ile .. . . dont 
les extrémités sont situées respectivement sur les droites y = 0 et y = 1. 

5°. Deux segments Sil . . .. . ik •• . . et Sit, .... jk • ... différents ont au plus un 
point commun qui est alors leur extrémité commune. 

Il résulte des propriétés 2° et 3° que I'ensemble M = ÏI M n est un 
n=1 

continu. On démontre aussitöt que M est non dense dans Ie plan, donc 
Mest une ligne cantorienne, dont l'aspect général est donné par la 
figure ci~dessous. 

a PI P2 P3 P4 b 

c 

Étudions les propriétés de M . 
On voit d'abord immédiatement que 
6°. Tout point de M appartient à I'un au moins des segments 

Sil .... . 11e.... de sorte que Mest précisément la somme de tous les 

Sil" " . ik" .. (dont l'ensemble a la puissance du continu). 

7°. ILI . .... ik • Mest homéomorphe à M . 

Considérons deux parallélogrammes différents JIil ..... ile et ~I"" .lle 

du même .. rang" k. Il est évident que I'un d'eux, p. ex. lIlI . . .. '11e' est 

.. à gauche" de I'autre ~I'" .. jk' c. à d. que sur chaque parallèle à l'axe 

ox I'abscisse d'un point quelconque de lIil . .... ile est inférieure à l'abscisse 

d'un point arbitraire de JIjI ... . . jle (à la seule exception éventuelle d'une 
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extrémité qui peut être commune à Ilil ..... ik et ~I" " . jk) ' Nous écrirons 

alors Ilil ... . . ik -< ~I" " .jk· 

Ceei permet de considérer l'ensemble de tous les Sil . .... ik. ... co mme 

un ensemble ordonné: nous dirons notamment que S i l .. . .. ik . ... est à gauche 

de Sjl .... . j-l .... , si, ir étant Ie premier indice i différent de l'indice j corresp-

ondant, Sil . . . .. i r est à gauche de Sh, .... i r (et par conséquent tous les 

Sil . .... ir ..... i. sont à gauche des Sh.··· ·jr· · ·· .jJ 
Ces préliminaires bien comprises, passons à la démonstration des 

propriétés ei-dessous du continu M. 
a. Mest irréductible entre tout point a cM d'abseisse 0 et b c M 

d'abscisse 1. 

{J. M ne cOJ;ltient aucun continu indécomposable. 
y. On a indx M = c quel que soit Ie point xc M. 

Ad a. Soit K un sous-continu quelconque de M con tenant les deux 
points a et b ayant pour leurs abseisses respectives 0 et 1. Si K ne coïneide 
pas avec M, il existe un point ~ = (xo, Yo) de M-K int é ri e u r à un 

parallélogramme Ilil .. . . . ik ' On pet.: ~ rupposer de plus Ie parallélogramme 

IlII • •. . . ik choisi de façon que l'abseisse de chacun de ses points soit un 
nombre positif inférieur à 1. K étant fermé, désignons par 2E Ie plus 
petit des deux nombres positifs (! (~, K) et (! (t E2 - Ilil' ... . ik)' El étant 
Ie plan en tier. 

Supposons que ~ c S i l i2 ..... ik ..... is .. .. et désignons par ~ l'ensemble de 

tous les points du plan dont l'ordonnée y satisfait à l'inégalité 

E.---- ::<: + E P s t - s. . . . y~ Yo - 2':::::::: Y -...:: Yo 2' osons il ·i2····· ik· ·· · · i . .... - 11. 12 .. .. . Ik. ·.· . 1 . .. . • -

t Il : · . . - II·· . . y~ elI' 12" .. . Ik ' " . . Ih - 11 . 12' ... . Ik" .. . Ih • -' 

On voit que lt Il~ . . . - S ' · . . 11 . 12 • •... Ik. ···· Ih - 11 . 12 •.. . • Ik· · · ·· IS ·· · · 
h~oo 

cs(~,f)c 
c S (~, E). Il existe donc un nombre s assez grand pour que 

Il;I ' i2 .. .. . ik . . . . . i. C S (~, E). Il en résulte que Il;I' i2 .... • ik .... . i •• K = O. Sup­

posons que nil . . ... ik .. . . . i. communique avec un parallélogramme contigu 
du même rang à gauche sur la droite y = 1 et à droite sur la droite y = O. 

Désignons par FI l'ensemble fermé composé de tous les points de K 
appartenant à des Jli(, . . .. jk .... . i. -< Ilil " ' ik .. . . is et de tous les points de 

E 
Ilil . .. . . ik . ... . i •• K dont l'ordonnée surpasse Yo + 2' De même, soit F 2 1'en-

semble fermé composé de tous les points de Kappartenant à des Ili( .... . jk" .. . j. >­
>- IlII .. .. . ik ..... i. et de tous les points de Ilil .... . ik ..... i. ' K dont l'ordonnée 

E 
est inférieure à Yo - 2' Les ensembles FI et F 2 sont sans points communs; 

ils sont non-vides (car FI ::> a et F 2 ::> b); leur somme est égale à K, ce 
qui est impossible, K étant un continu, c. q. f. d. 
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Ad p. Mest évidemment un continu décomposable (il sumt de consi~ 
dérer les deux continus QJ formé de tous les points de M à abscisse 

~ i et Q2 formé de tous les points de M à abscisse;:: i. Soit de nou~ 
veau K un continu quelconque agrégé à M. Le continu K est nécessai~ 

rement décomposable s'il fait partie d'un seul segment SiJ' "" ik" " ,Sup~ 

posons donc que K ait des points communs avec deux segments 
SiJ" ", ik" " / Sh"., ' jk" " au moins. Les composants de II - M sont des 
triangles que nous appellerons .. triangles contigus à M". Nous appellerons 
base du triangle contigu celui-Ià parmi ses cötés qui est parallèle à raxe 
OX, et nous appellerons sommet de ce triangle Ie sommet opposé à la base. 

Il existe au moins un triangle contigu L1 situé à droite de SiJ,.,., ik" . . 

et él gauche de Si! .. ... jk" ,, ' Soient SPJ " '" Pk"" et SqJ ' " '' qk"" les deux 

cötés de L1 non parallèles à r axe ox et supposons que SPI,, '" Pk" " <. 
<. SqJ ' , .. , qk' . ,,' Soit QJ Ie sous~continu de M formé de SpJ'." , Pk' , " et 

de tous les ShJ ,.", hk' , . . -< SpJ '"" Pk' , ,, ' et soit Q2 Ie sous~continu de M 

formé de SqJ '" ' ' qk' " et de tous les ShJ"", hk' .. ' >- SqJ"' " qk'" " 

Les continus QJ et Q2 ont un seul point l; en commun et ron a 
QJ +Q2=M. 

O'après nos suppositions les ensembles fermés K. QJ et K. Q2 sont 
non~vides. Démontrons que chacun d'eux est un continu. En t"ffet, 
supposons par contre qu' on ait par exemple 

(6) K. QJ = PJ + P2, 

ou PJ et F 2 sont deux ensembles fermés sans points communs. 
Le point l; appartient nécessairement à K (car autrement la décompo~ 

sition 
(7) 
serait impossible, K étant un continu). Supposons qu'on ait par exemple 
l; c PJ. Il résulte alors de (6) et (7) et de QJ . Q2 = l;, que les deux ensem~ 
bles F 2 et (FJ + K. Q2) sont disjoints. Or on a K = F 2 + F J + K. Q2' 
ce qui contredit de nouveau à la connexité de K. Nous avons donc 
démontré que K est somme de deux continus K. QJ et K. Q2' dont aucun 
ne coïncide avec K, c. q. f. d. 

Ad y. 11) Soit ~ un point arbitraire de M. 11 résulte de 7° et de 60 
(remarque entre parenthèses) qu'il existe, quel que soit E, une infinité non 
dénombrable de segments SiJ '" ., ik'.'. distants de ~ de moins de E. On 

peut évidemment supposer ces segments deux à deux sans points communs. 
Supposons E inférieur à 1 et soit 

M=A+B+D 
une E-séparation quelconque du point ~. Aucun segment S/J"", ik" .. ne 

11) L'affirmation '/ résulte d'ailleurs d'un théorème général, dont on trouvera I'énoncé d 

la démonstration dans la note supplémentaire lil, à la fin de ce mémoire, 
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pouvant appartenir tout entier à A, tout SI\. ___ - Ik- _ _ _ appartient néces--
sairement à D s'il ne contient aucun point de B. 

Tout les points assez voisins de ~ appartiennent à A, d'ou il résulte 
qu'une infinité non dénombrable de SI\ ___ __ Ik- ___ ont des points communs 
avec A et par suite avec B. 

Les segments choisis étant deux à deux sans points communs, Best 
nécessairement indénombrable, c. q. f. d. 

Remarquons enfin que tout point de M appartient à un SI\ ____ _ Ik- ___ , donc 
évidemment à un ccd (M). 11 en résulte que M n' est locale ment connexe 
en aucun de ses points. 

On peut obtenir, en modifiant légèrement la construction précédente, 
un continu M*, irréductible, ayant un et un seul point de connexité 
locale (qui est la seule extrémité absolue de M*). En effet, il suffit 
d' appliquer à M la transformation définie par les égalités: 

x'=x, 
y'= y. x. 

M* est irréductible entre l'origine 0 et tout point de M* d'abscïsse 1. 
Tout point de M* a l'indice c, à :'.:~:ception du point 0 qui est un 

point d'arrêt (n'appartenant par conséquent à aucun cd (M*)) . 



CHAPITRE VI. 

LA DISTRIBUTION DES ENSEMBLES DE POINTS D'UN INDICE DÉTERMINÉ 
SUR UNE L1GNE CANTORIENNE. 

1. A plusieurs reprises nous nous sommes occupés, dans les chapitres 
précédents, du problème de la distribution des ensemblss de points d'un 
indice déterminé. 

N ous commençons donc par rappeier les principaux résultats déjà 
obtenus dans cet ordre d'idées. 

1°. Si In est un nombre naturel, ou Ie symbole w, ou bi en un des 
nombres cardinaux No ou C, l'ensembll7 des points d'indice > mest un 
ensemble o:~. 

Dans cet énoncé on peut évidemment rem placer > m par ;:::: m sauf 
pour Ie cas In = w (voir ch. 1. § 10). 

2°. Si In est un des nombres cardinaux 2, No, C, l'ensemble Rm des 
points d'indice ;:::: In (situés sur une ligne cantorienne q ne contient 
aucun point de dimension 0; tout voisinage d'un point quelconque de 
Rm contient un continu appartenant à Rm. En particulier, si m = 2, Rm 
est un sémicontinu dense sur C. Si In = c, chaque point de Rm est 

d'indice c, par rapport à Rm' et d'indice ;:::: No par rapport à Rm 
(voir ch. I. §§ 11 et 13, théorèmes VI. VI', VIII: ch. V, § 5). 

3°. L'ensemble des points d'arrêt d 'une ligne cantorienne eest toujours 
de dimension nulle. Cet ensemble peut d'ailleurs être dense sur C: dans 
ce cas son complé~entaire est de première catégorie sur C (voir ch. IV, 
§§ 11 et 10, théor. XII et X). 

2. La distribution des ensembles de points d'un indice déterminé sera 
traitée dans Ie présent chapitre d'un point de vue différent: les questions dont 
nous allons nous occuper son't étroitement liées au problème d'existence de 
lignes cantoriennes dont tous les points possroent Ie même indice de ramifica­
tion. N ous appellerons lignes uniformément ramiflées les lignes canto­
riennes dont tous les points sont du même indice: ce· dernier sera alors 
appelé l'indice de la ligne uniforf!lément ramiflée. 11 est bien connu qu'il 
existe des lignes dont tous les points sont d'indice 2 (circonférence), ou 
d'indice C (courbe de M. SIERPI NSKI: eh. I. ex. 11: continus indécom­
posables). Nous trouverons dans Ie présent chapitre des exemples de 
lignes uniformément ramifiées des indices w et Mo• Nous démontrerons 
de plus que ce sont là tous les indices possibles pour les lignes uniformé­
ment ramifiées. Ainsi, Ie résultat principal du présent chapitre peut être 
formulé comme il suit: 
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Si tous les points d' une ligne cantorienne possèdent Ie même indice 
de ramification, eet indice commun à tous les points de la ligne ne peut 
prendre qu' une des quatre valeurs suivantes: 

2. w. No. C. 

Tous ce$ quatre cas peuvent d'ailleurs se réaliser. 
Ce résultat est une conséquence immédiate du suivant 

Théorème fondamental. 

Si tous les points d'une ligne cantorienne C possèdent un indice ~ n. 
ou nest un nombre naturel, il existe nécessairement sur C des points 
d' indice ~ 2n - 2. 

Le présent chapitre se divise donc d'une façon naturelle en deux 
parties : la première contient une démonstration du théorètne fondamental. 
tand is que la seconde sera consacrée à la construction de divers exemples, 
Des exemples de continus dont tous les points sont d'indice 2 ou 
d'indice C étant connus, nous construirons, dans la seconde partie du 
chapitre. les exemples suivants: 

1°. Exemple d'une ligne cantorienne dont tous les points sont d'indice No. 

2°. Exemple d'une ligne cantorienne dont tous les points sont d'indice w. 

3°. Exemple. pour chaque nombre naturel n > 1. d'une ligne cantorienne 
ne possédant que des points des indices n et 2n - 2, 

11 est à peine nécessaire de rappeier qu'aucun continu ne peut contenir 
des points d'indice 0 (c. à d. de dimension 0) et qu'aucun continu 
ne peut être formé de points d'indice 1 (l'ensemble de tous ces points 
étant de dimension 0); la condition restrictive n > 1 (dans 3°) est donc 
bien nécessaire. 

Démonstration du théoréme fondamental. 

3. On peut évidemment donner à ce théorème la forme suivante: 
Si tous les points d'une ligne cantorienne C sont 

d • i n d i c e < 2 n - 2, i I e x i st e su rea u m 0 ins u n p 0 int 
d' indice < n. 

Soit donc C une ligne cantorienne dont tous les points sont d'indice 
< 2 n - 2. Désignons par Am (ou mest un nombre entier) un domaine 
quelconque (rel. C) différent de C lui~même et' soit x un point arbitraire 
de Am. Posons e (x. C - Am) = l? Le point x possède un indice inférieur 

{} 
(d'après notre ·supposition) à 2 n - 2. 11 existe donc une 2~séparation du 

point x par un ensemble formé d'un nombre h < 2 n - 2 de points. En 
désignant ces points par 

soit 

(1) 
i=1 

{} 
la 2-séparation correspondante du point x. 
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On a par conséquent: x c A ... cA ... +,1 bi c S( x.~) cAm; 

h h 

H (A .... D ... ) = O. A .... I bi = 0 = D .... I b, 
i=\ i=\ 

(Ia sphère S ( x. ~) est envisagée rel. C). 

h 

La frontière du domaine (rel. C) A... est con tenue dans I bi (car 
i=\ 

H (A .... D ... )) = 0; elle est de plus non-vide (car autrement A.~ serait fermé 
et on aurait la décomposition impossible du continu G en deux ensembles 

h 

fermés A ... et I bi + D ... sans points communs). 11 en résulte qu'au moins 
i=\ 

un point bi (1 ::::;; À ::::;; h) est contenu dans la frontière de A.... On a par 
conséquent 

(2) bl. cA' .... 

Désignons par E Ie plus petit des nombres positifs ~ {). ~ e(bj • bj). oû 

i =t- j ; i. j = 1. 2 ..... h. 
Le point bi. (étant d'indice < 2 n - 2) peut être E-séparé par un ensemble 

formé des points 

k <2n-2. 
On a alors: 

(3) 

(4) 

\ C = Al + ,à Cl + DI. ; 
Ic 

bI. cAl. CAl + I Cl cS (bI.. E); 
1=\ 

t H (Ai, . Dl ) = 0 ; 
Ic Ic 

A i . . I Cl = 0 = DI. . I Cl. 
i= 1 t=1 

On a de plus 
Ic 

A i. C Al. + I Cl C Am . 
1=1 

Ic 

En effet. tout point u de Ai. + I Cl est eontenu dans la sphère 
1=1 

S (bi. . E). done 

(5) 

et 

(6) 

1'J {) 3 
e (x. u) ::::;; e (x. bi) + e (bl . u) < "2 + 4" = 4" {) < {) = e (x. C - Am). 

On a enfin 
Ic h 

(Al + I cd . I bi = bl . 
1=\ i=1 

Ic 

En effet, quel que soit Ie point u c Al + I Cl. il résulte de (5) et de la 
1=\ 

définition de E qu~ 
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1 e (bl. u) < E ~ "2 e (bl , bd . ou i -=f ). ; 

il s'ensuit qu'aucun des points bI. b2 ' •• • , bi,_1 , bi,+1 , .. . ,bh ne peut 
Ic 

appartenir à A i. + I Ct. O'autre part, d'après (3), bi, appartient à I'ensemble 
1=1 

Ic 

Ai, + I Ci. L'égalité (6) est ainsi démontrée. 

(7) 

1'=\ 

Considérons la décomposition suivante du domaiDe A i.: 
h 

A i. = Al . Ax + A l . I bi + A i . Dx . 
1'=1 

h 

O'après (6) et (3), A i, . I bt est formé du seul point bi" on a done 
i=1 

Les relations (1), (3) et (6) nous dODnent alors 
_____ __ __ Ic h Ic 

A l . A x C Ai. . Ax C (Ai, + I Ct) . (Ax + I bi) = (Al + I Ci) • Ax + 
i=1 i=1 i=1 

Ic h Ic Ic 

+(Aj,+ Ic;) . Ibi= (A i. + ICi).Ax+bi.=Ai,.Ax. +(bi. +Ax. ICt). 
i=1 1'=1 1'=1 1'=1 

On en tire (en remarquant que Fr (A i. . Ax) = A l . A x - A i. . A x) : 
Ic 

(8) Fr (Ai. . A x) c bi + Ax. ICi . 
1=1 

On a de même 
_____ __ __ Ic h Ic 

Ai. . Dx c A l, . Dx c (Ai + I Ct). (Dx + I bt) = (Al, + I Ct). Dx + 
1=1 i=1 1=1 

Ic h Ic Ic 

+ (A i +I Ci). I bi={Al +Ici).(Dx+bi. )=AL D x+(bl+Dx. ICt). 
1'=1 1'=1 1'=1 i=1 

ce qui nous donne 
Ic 

(9) Fr (Ai. . D,,) c bi. + Dx . ICi . 
i= 1 

11 résulte de (8) et de (9) que les deux ensembles Fr (Al. Ax) et Fr (Al . D) 
ne contiennent qu'un nombre fini de points. Supposons que Fr (Ai. . DJ<) 
soit formé de 1-'1 et Fr (A i. . D x) de 1-'2 points. Une conséquence immé~ 

Ic 

diate de (8) et de (9) est alors que l' ensemble Ax . I Ct contient au moins 
1=1 

Ic 

1-'1 - 1 et l' ensemble DJ<' I Ct au moins 1-'2 - 1 points, de sorte que Ie 
i= 1 

nombre total k des points Ci est au moiDs égal à (ftl - 1) + (ft2 - 1) = 
= 1-'1 + 1-'2 - 2 I) : 
(10) k ~ I-'I+1-'2-2. 

I) On ne dolt pas oublier que les ensembles AJ< et DJ<' done a fortiori les ensembles 
Ic Ic 

AJ< ' ~ c i et DJ< ' ~ C i sant sans points communs. 
i=\ 1=1 
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Comme, d'après nos suppositions, 2n - 2 est supérieur à k, on tire de 
l'inégalité (10) la relation 

done 
2n - 2 > 1-'1 + 1-'2 - 2 , 

1-'1 + 1-'2 < 2n. 

11 en résulte que l'un au moins des deux nombres naturels 1-'1 et 1-'2 
est inférieur à n, e. à d. que la frontière de l' un au moins des deux 
domaines A i, . A x et Ai. Dx se compose d 'un nombre de points infé­
rieur à n. Oésignons done par Am+1 un tel des domaines A i. . Ax et 
A i, . Dx dont la frontière eontient moins de n points. O'après (4) et en 

remarquant que Am+1 CAi" done Am+! C A)" on a de plus 

(11) 

On trouve enfin, d'après (3), 
- - i} 

ó (Am+l) :s; Ó (A i,) :s; 2 E :s; 2; 

or t'}=e(x,C-Am) = e(x,Fr(Am)); il en résulte que iJ:S;ó(Am) et 
que par eonséquent 

(12) 

of. Nous avons démontré la proposition suivante: 
Soit, sur une ligne eantorienne C ne possédant aueun 

po int d' i n die e ~ 2 n - 2, Am u n dom a i n e (r e 1. q q u el eon q u e. 
11 existe alors un domaine Am+1 dont la frontière eontient 
au plus n-l points, et qui satisfait aux relations (11) et (12). 
Choisissons maintenant un domaine quelconque AO (rel. q, et soient 
AI, A 2, ••• , Am, . . . des domaines qu' on obtient en appliquant sueeessive­
ment la proposition auxiliaire que nous venons de démontrer. En vertu 
des relations (11) et (12), vraies quel que soit m, les ensembles fermés 

(13) AI,A2, . .. ,Am, ... 

vont en déeroissant et leurs diamètres tendent vers zéro. 11 existe done 
un et un seul point ~ eommun à tous les ensembles de la suite (13), 

~ = ÏI Am. 11 résulte enfin de (11) que, quel que soit m, ~ c A m+1 cAm, 
m=1 

done 

(14) 

Oémontrons qu'on a 
indE C :s; n - 1. 

Oésignons par Bm l'ensemble Fr (Am). O'après notre proposition 
auxiliaire, ehaeun des ensembles Bm eontient n - 1 points au plus. Soit 
t un nombre positif arbitraire. Choisissons m assez grand pour avoir 
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" (AO) ~ < E. Onoa alors, comme Ie montre aussitöt une application répétée 

de l'inégalité (12): 

(15) 
- b(AO) 

b (Am) =b (Am) ~ ~< E. 

Considérons les relafions immédiates 

(16) C=Am+ (C -Am)= Am + Bm + (C -Am). 

On a tout d'abord 

(17) Am . Bm=O=Bm.(C-Am). 

Am et C - Am étant des domaines (rel. C) sans points communs, il 
en résulte que 

(18) 

Nous avons enfin vu (14)) que ~ cAm , ce qui donne en vertu de (15) 

(19) ~ cAm c Am + Bm= Am c S(~, E). 

11 résulte de (17), (18) et (19) que (16) est une E,séparation du point 
~ par I'ensemble Brn formé de n -1 points au plus. Le nombré positif E 

étant quelconque, Ie théorème fondamental se trouve complètement 
demontré. 

s. La seule supposition dont nous avons fait usage, dans la démon­
stration précédente, est celle que indx C est inférieur à 2n - 2 quel que 
soit Ie point x du domaine A o. Cela nous donne immédiatement les 
deux corollaires : 

Co r 0 II a i rel. Si tous les points d' un domaine (rel. C) possèdent un 
indice < 2 n - 2, il existe nécessairement dans ce domaine des points 
d' indice ~ n - 1. 

Co r 0 11 a ir e 11. Si tous les points de C sont d'indice < 2 n - 2, 
I' ensemble des points à indice ~ n - 1 est dense sur C. 

CONSTRUCTION DES EXEMPLES. 

1. Exemple d' une ligne cantorienne, dont tous les points sont d' indice No. 

6. Soit donné dans Ie plan xoy un rectangle II.,. dont les cötés sont 
parallèles aux axes ( .. est d 'ailleurs un certain ensemble fini d'indices, 
vide ou non 2)). Supposons que les coordonnées des som mets pI, p2, p3, p1 • • • • 
soient respectivement les fractions dyadiques x2, y2; x2, y!; x!, y2; x!. y! 
(x2 < x!, y2 < y!). 

Supposons donné sur les cötés de II.,. un certain ensemble fermé, fini 

2) Nous écrirons ... = (i l i2 ••• ik)' si il ' i2 ' • •• ,ik sont les indices, formant .. ; .. = 0 

désigne que Ie cortège des indices est vide, tandls que .. = (0) veut dire que ce cortège 
est formè du seul Indice O. 
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ou dénombrable A ... dont tous les points-limites sont contenus dansl'ensemble 
des quatre sommets de lI .... Supposons de plus qu'une coordonnée d'un 

point quelconque a c A ... soit de la forme 3':' q' les nombres p et 3m 
• q étant 

sans facteur commun. Désignons par X ... et Y ... respectivement l'ensemble 
des abscisses et l'ensemble des ordonnées de tous les points de A .... 
Les ensembles X... et Y... sont des ensembles fermés de nombres réels. 

O 't d 't X t ' t ~ + Xl t Y . n VOl e SUl e que ... ne con len pas • e que ... ne contlent 
2 

y2 + Y! 
pas - - 2-' Soit donc 15 un nombre de la forme _1_ inférieur au plus 

2m 

I ~ - Xl I I yo - yl I petit des deux nombres _ . __ • et _ . _ _ • et qui est en outre assez 
8 8 

petit pour qu'aucun point de A ... ne possède une abscisse ou une ordonnée 

con tenue respectlvement ans lOterva e - - - - t5 ___ u ou . d I" II (~ + x! ~ + x! + .1:) 
2 ' 2 

(
y2 + y! y2 + y! ) 

2 - 15 , 2 + b . Deux cas sont à distinguer: 

1°. .. est formé d'un nombre pair d'indices (done, en particulier, .. 
peut être l' ensemble vide). 

2°. .. est formé d'un nombre impair d'indices. Ce dernier cas se dis­
tinguera du précédent par une simple échange des röles de x et de y. 

Nous nous contentons donc de considérer Ie cas OÛ .. est formé d'uo 
nombre pair d'indices. 

Désignons respectivement par a~o et a=1 (n = 0, I , 2, ... ,) les points 

d' b d ~ + x! .I: d ~ + x! + .t . d' d • a scisse . 0 = - u et .1 = u et or onnee 
2 2 

° y~-y~ . '" _ (~+ x! 0) a'" =(~+X! 0) y.+~. Posons ensUlte a. o - 2 - 15, Y. '.1 - -2- - + t5, Y •. 

Désignons par lI.o Ie rectangle aux som mets (~, y2) , (~, y!) , (d.o, yO), • 
(d.o, yl) et par lI.lle rectangle aux sommets (d. I, yO), (d. I, yl), (x! , yO), (x!, yl). 

• • • • • 
Ol 

L' ensemble A.I (i = 0,1) sera alors par définition lI.l ' A. + I a=i' Soit 
n=O 

maintenant II lè carré aux cötés x = 0, x = I, Y = 0, Y = I, A l' ensemble 
vide. En procédant par induction, on obtient successivement les 
rectangles lIil i2" . ik' OÛ k = I, 2, . .. ; ik = 0 ou 1. On a évidemment 

lIll 12'" Ik 1k+1 C lIil i2 '" ik' IJil i2" . ik 0· lIil i2 ' .. ik I = 0; Ie diamètre de [JiJ 12'" ik 

tend vers zéro avec i, de sorte que I'ensemble R des points 
... 

XiI i2'" Ik . .. = I1 Dil i2" . ik est un ensemble parfait discontinu. Désignons 
k= 1 

par A G l'ensemble somme de tous les A il i2 '" ik' 
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7. Identifions maintenant chaque point a71 i2'" ik ° avec Ie point a~ iZ '" ik I 

(n = O. 2. 3 •... w). 
Voici ce qu'on doit entendre par là. Rest un ensemble parfait et 

borné. situé dans Ie plan. donc un espace métrique compact et a fortiori 
un espace topologique compact. Construisons maintenant un nouvel espace 
topologique C de la façon suivante: 

1°. Les points de C sont les points xC R-Ac:.." et les points v~ i2 ' " ik' chaque 

point v~ i2' . . ik étant Ie coup Ie des deux points a71 i2 '" ik ° et a~ i2 ' .. ik I de R. 
Les points v~ i2 " . ik seront nommés points de seconde espèce de C. tan­

dis que tous les au tres points de C seront dits points de première espèce. 
2°. Les voisinages V (~) des points 3) de C sont définis comme il suit: 
(a) Si ~ est un point de C de première espèce. c. à. d. si ~ provient 

d'un point x cR - A O' soit V (x) un voisinage de x (rel. R). Le voi­
sinage correspondant V (~) (rel. q sera alors formé de tous les points 
1] ce tels que rune au moins des deux conditions (aa). (ab) se trouve vérifiée. 

(aa) 17 est un point y c (R - AG»)' V (x) (dans R). 
(ab) 1] est un point Vi;i2 ... ik tel qu'au moins un des points alliz ... iko et 

ai i2 .. . Ikl appartient à V (x). 

(b) Si eest un point v7. i
2 

. . . ik' soient respectivement V (a7
1 

i
1 

.. . ikO) et 

V (a7. i2 ... ikl) des voisinages quelconques de a7. i2 ... ikO et de a~11' " ikl (rel. 

R). Le voisinage correspondant V (~) sera formé de 
(ba) tous les points 1] de C de première espèce qui sont en même 

temps des points y de V (a7
1 

i
2 

... 'kO) + V (a7
1 

12 ' . . Ikl). 

(bb) tous Ie!; points v~ h .... h tels qu'au moins un des dèux points 

a~ iz ... jfJ. a~ jz . . . i/I appartienne à V (ail i2 ' .. ikO) + V (ail i2 ' .. ikl). 
On voit d'abord que eest un espace topologique compact à système 

déterminant dénombrable (= Abzählbarkeitsaxiom de M. HAUSDORFF). 

C peut donc être considéré comme un espace compact métrique 4). On 
voit en suite que eest une image univoque et continue dans un sens de 
R. Les deux espaces R et C étant compacts. eest une image uniformé­
ment continue de R. Désignons par f(x) la fonction continue. définie 
sur R et réalisant cette transformation de R en C [on a f(x) = x si 

xc R - A o . f(a7. i2 '" ikO) = f(a~ i2 '" ikl) = v71 i2 '" ik]' 

3} Nous désignerons un mi!me point par la lettre x s'lI est considéré comme appartenant 
à R - A<:- , par ~ si ron Ie considère comme point de C. 

4} Les identifications en question sont réalisables sans qu'il soit nécessaire de sortir du 
plan: on peut. en effet, construire une application continue (dans un sens) du plan sur 
lui-même transformant R en un ensemble C topologiquement identique à respace topolo­
gique C que nous venons de construire. 

Cette transformation continue du plan s'engendre comme Iimite d'une suite uniformément 
convergente de transformations continues fk (x), oû fk (x) fait coïncider les points 

a? I I 0 avec an 
. . I (r < kl· 

'I 2 ' · ' r il '2 ' .. 'r -
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Si Mest un sous-ensemble quelconque de R, nous désignons par 
{(M) l'image de M donnée par f Posons e il i2' . . ik = {(R . I!;I i2' . . ik)' 

1 
Le .. diamètre" de eil i2 ' .. ik tend évidemment vers zéro avec k (en vertu 

de Ia continuité uniforme de {(x)). 
Les points de {(A il i2 '" ik) seront appelés les sommets de eil i2 '" ik' 

8. Soit S un cóté arbitraire d'un rectangle lIil i2 ' . . ik quelconque. S. Rest 
évidemment un ensemble parfait non dense sur S, et tout intervalIe 
contigu à S . R sur S est de la forme (a~ i2 ' . . ik'O, a~ i2 ' . . ik,I), ou k' ;:: k 
et À. = 0 ou w. Il en résulte que {(S. R) est topologiquement identique 
à un segment rectiligne, c. à d. que {(S. R) est un arc simpIe. En désig­
nant par Pil i2 '" ik Ie contour de lIil i2' " ik et par Kil i2' " ik I'ensemble 

{(R . Pil i2 ' " ik)' on tire de ce que nous venons de voir que Kil i2 '" ik 

est une ligne simple fermée. Il en résulte facilement que eest un continu. 
Or, nous démontrerons la proposition suivante, bien plus précise: 
Quel que soit I'ensemble fini Me e, e-M est connexe. 
Pour démontrer cette proposition, introduisons d'abord la dénomination 

suivante. Nous dirons qu'un système d'ensembes MI' M2' ... ,Mn forme 
une chaine si I'on a toujours Mi . • 'WHI ~ 0, i = 1. 2 , ... , n - 1. Si en 
outre MI . M n ~ 0, la chaine sera dite {ermée. 

Un système d'ensembles sera dit enchainé s'il est possible de joindre 
deux ensembles quelconques du système par une chaine d'ensembles de ce 
système. Soit M un ensemble fini de points de e. Commençons par 
démontrer que Ie système de tous les KI i2 ' .. ik - M (k fixé mais arbitraire) 
est enchainé. La propriété est évidente pour k = 1. Pour la démontrer dans 
Ie cas général il sufSt de s'apercevoir du fait suivant: Supposons donné 
une chaine d'ensembles K .. - M, ou .. se compose de k ou de k + 1 indices. 
En remplaçant un ensemble Kh l h2 ... hk - M quelconque de cette chaine 

par les deux ensembles Kh l h2 ' " hk ° - M et Kh l h2' " hk I - M, on obtient 
en co re une chaine d'ensembles 5). 

5) Démontrons cette dernière assertion. Désignons par .. Ie cortège d'indices hl ' h2 ' • •• , hk 

et soient K .. ' - M, K .. - M. K .. " - MIes trois chaînons consécutifs de la chaîne donnée 

(les modi/kations à apporter sont immédiates, si K .. est Ie chaînon initial ou linal de la 

chaîne). On a K .. e K .. o + K .. I' donc (K .. , - M) . (K .. - M) c: (K .. , - M) (K .. o - M) + 
+ (K.' - M) (K .. I - M). L'un au moins des deux ensembles formant la demière somme est 

non-vide. Supposons p. ex. que ce soit Ie premier. Si alors (K .. 0 - M) . (K." - M) ~ 0, 
on a la chaîne 

... (K .. , - M), (K .. o - M), (K .. I - M) , (K .. o - M), (K .. " - M), ..• ; 

si au contraire (K .. o - M) . (K .. " - M) = 0, donc (K .. \ - M) . (K .. " - M) ;é 0, on a la 
chaîne 

... (K .. , - M), (K .. o - M), (K .. I - M), (K .. " - M) , ... 

(L'ensemble (K .. o - M). (K .. I - M) est non-vide, car K .. o . K .. I est dénombrable, tandis que 
Mest lini). 
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On n'a qu'à appliquer successivement cette remarque pour obtenir de 
proche en proche les K iJ i2 ' .. ik formant un système enchaîné. Soit main~ 

tenant k assez grand pour que d (CJ i2 . . . ik) soit inférieur à la distance 

minimale de deux points différents quelconques de M . Alors aucun Kil i2 ' " ik ne 

peut contenir plus d' un point de M, KiJ i2 '" ik - M est par conséquent 
homéomorphe à une circonférence moins un point ou à une circonfé~ 
rence toute entière, selon Ie cas, oû K contient ou non des points de M . 

Le système de tous les KiJ 12' " Ik - M étant enchaîné, il résulte 

immédiatement que I' ensemble~somme de tous les K iJ i2 " . Ik - Mest un 
ensemble connexe formé d'un nombre fini d'arcs ouverts (donc un sémi~ 
continu de nature toute élémentaire); nous désignons ce sémicontinu par 
Qk - M, en désignant par Qk )' ensemble~somme de tous les KiJ i2 .. • ik' 

Les ensembles Qh donc aussi les Qk - M, vont en croissant avec k. 
Or, la somme d'une suite croissante de sémicontinus est, elle aussi, 
un sémicontinu. 

L'ensemble .. 
Q-M=I Q,,-M 

Ir=J 

est, en outre, un sémicontinu dense dans C; il en résulte que I'ensemble 
C - M s' obtient en ajoutant à Q - M (qui est connexe) I' ensemble 
C - Q-M formé de points d'accumulation de Q-M; I'ensemble 
C - Mest donc lui aussi connexe 6) . 

L'ensemble M étant un° ensemble fini quelconque de points de C, il 
résulte de la connexité de C - M qu' on a ind{ C ;::: No quel que soit Ie 
point ~c C. 

D'autre part, pour chaque point ~ de C de Ir. espèce et pour chaque 
e on peut choisir un t< tel que f(A.) soit un ensemble e,séparant Ie point t 

6) Voir p. ex. HAUSDORPP, eh . VIII, § 7. Q - M étant un sémlcontlnu. il en est 
de mëme pour C - M . .. .. 

Soient en effet ?r' = 11 C!' ! et ?ril = n C·" ! ' ! ' deux points de (C - Q) - M (oü 
k= J IJ'2 ... Ik k= J 'J '2 .. · lk 

Q = f Q k). Choislssons T de manlère que ni .f K;';' ;' 
k= J k=r J 2'" k 

un point de M . Alors neus disposons d'un continu 

d'un continu 
GO 

Wil =,," + IK." !' !'. 
k= T IJ '2 • . • /1r 

contlennent 

et d 'un continu W I/I contenant K! ! ! et K ." ! ' "et contenu dans QT - M . 
IJ ' 2 , • • IT ') ' 2 ., . 'T 

Donc iI existe un continu W = W' + w'" + W " joignant?r' et ?ril et contenu dans 

C - M. Si l'un des deux points ?r' et ?ril ou tous les deux appartenaient à Q-M 
au lieu d'à (C - Q) - M, la construction d'un continu joignant ?r' et ?ril et contenu dans 

C - M ne ferait que se simplifier. 

Verh. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) Dl. XIII. 0 8 
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tandis que pour chaque point v~) de seconde espèce et pour chaque E on peut 

choisir un ., et un ." tels que 

{(A.,) + ((A.,,) - I v!:') 
n 

E-sépare Ie point v~). Donc tous les points de C sont d'indice Mo, 

c. q. f. d. 
Rem ar q u e. L'inégalité indç C ~ Mo · (quel que soit ~ c C) résulte 

aussi du théorème IX du ch. I (puisque I'ensemble des points de 
première espèce est homéomorphe (même identique) à R - A S ' donc de 
dimension 0, tandis . que I'ensemble des points de seconde espèce est 
dénombrable). 

2. Exemple d'ane Iigne cantorienne dont toas les points 
sant d'indice w. 

9. La construction de cet exemple se fait par la même méthode dont 
nous venons de nous servir pour construire un continu uniformément 
rami6é d'indice Mo. 

La seule différence consiste en ce que. quel que soit ti = (i l • i2 ••• ik), 

I' ensemble A. est maintenant 6ni. En conservant toutes les notations 
du § 6. nous ne considérons, en effet, parmi les points a~o et a~1 que 
ceux, pour lesquels n prend les valeurs 

w, 1. 2, ... , k ( • ), 

ou k (.) désigne Ie nombre des indices formant Ie cortège lt. 

A cette seule modi6cation près. toute la construction des §§ 6-8 
reste verbalement la même. 

10. Démontrons que cette fois on a toujours 

indr C= w, 

quel que soit Ie point ~ c C. 11 en résultera immédiatement que C est 
un continu, et en particulier une ligne cantorienne. 

11 est facile à voir que indç C est non-supérieur à w. 
Soit. en effet, E un nombre positif arbitraire. Choisissons k assez 

E 
grand pour que d (C/I/2 •. . Ik) soit inférieur à 2' quels que soient il , i2 • •••• ik 

égaux à 0 ou à 1. 
Soit ~ un point quelconque de C. Deux cas sont possibles: 
1 0. ~ appartient à un seul Cil 12' .. ik' Désignons alors par B I' ensemble 

(fini) formé de tous les som mets de C il 12' •. Ik (dont aucun ne coïndde, 
dans notre cas, avec Ie point ~). 

2°. ~ est un sommet commun des deux ensembles C II12 •• • Ik et CI/I I'2" . 1'k. 

Désignons alors par B I'ensemble de tous les som mets de C II12 .. • Ik et 

CI'II'2 " . 1
'
k' autres que ~. Dans les deux cas, Best un ensemble fini 

E-séparant Ie point ~. 
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Pour démontrer que indr e ne peut jamais être égal à un nombre 
naturel N, il suffit d'établir la proposition suivante: 

Quel que soit l' ensemble M ne con tenant que k points au plus, 
chacun des ensembles eil 12000 Ik - M est connexe 1) (et même constitue 
un sémicontinu 6) ), 

Cette proposition se ramène immédiatement à celle,ci: 
Soit "0 = (I~, I~ 0 •• I~) un cortège d'indices 6xé et h un entier non inférieur 

à k. Désignons par I Ie système de tous les ensembles Kio 1.0 0 0 0 p 00 0 i -M. 
12k h 

Le système I est enchaîné. 
La démonstration de la dernière proposition est absolument ana, 

logue à celle de la proposition correspondante du § 8 (l'ensemble 
(K.o - M) . (K.I - M) de 5) est dans notre cas non, vide, puisque 
te = (il ••• ih) tandis que K.o' K.I contient ;;;:: h + 2;;;:: k + 2 > k points, et 
M contient k points au plus). 

3. Exemple, pour tout nombre naturel n, d' une ligne cantorienne 
ne contenant que des points des indices n et 2 n - 2. 

11. La construction de cet exemple est évidemment impossible pour n = 1 
et triviale pour n = 2 (circonférence). Elle est facile pour n = 3: il suffit de 
prendre deux exemplaires de la courbe de M. SIERPII'~SKI (ch. I. ex. 12) et 
d'identi6er 8) chaque som met du triangle initial de l'une des courbes avec 
Ie sommet correspondant du triangle initial de l' autre courbe. 

Reste donc à traiter Ie cas n;;;:: 4. 

Ier cas: n pair. n = 2 p. 

12. La méthode est très analogue à celle qui nous aservi pour la con, 
struction d'une courbe cantorienne dont tous les points sont d'indice No. 

Soit donné dans Ie plan un polygone II. à n sommets a!, a~, ... a~. 
[Remarque importante: nous désignerons toujours dans ce chapitre par 
II (accompagné de divers indices) un polygone, intérieur et contour 
compris, tand is que la lettre P (avec les mêmes indices) sera réservée 
au contour polygonal correspondant]. Certains angles de II. peuvent 
d'ailleurs être égaux à :Tt (c. à. d. deux cötés consécutifs peuvent être 
situés sur une même ligne droite). Tous les polygones considérés dans 
ce chapitre sont supposés convexes. 

Soient: 81:) et S(~ deux cötés opposés du polygone II.; a. et b. les 
milieux de S~) et de S\!') successivement; a. b.le segment rectiligne joignant 

7) Supposons en effet que eette proposition soit démontrée et désignons par e un nombre 

positif quelconque inférieur à tous les Ct (C" I I)' ou k est arbitrairement ehoi!l. Tout 
I 2 000 k 

ensemble B réalisant une e-séparation d'un point quelconque ~ c C eontlent alors k points 

au moins. On a done, quels que soient k et ~ C C, indr C > k, done indr C ~ w. 

8) Au sens développé dans Ie § 7, dOailleurs immédiatement réalisable géométriquement. 

08* 
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a.,. et b.,.; a~J et aW deux points très voisins de a.,. situés sur S~) des deux cotés 
1 

de a.,. et à une distance inférieure à 4" de la longueur de S~a); afó et 

a~/ des points jouissant des propriétés analogues par rapport à b.,. et 

S\!') et tels que les droites a~IJ a~J et aW a~l soient parallèles à a.,. b.,.. 

Fig. H . 

Soient enfin a~ .. ... arol) et a~/ ..... a~l)des points situés successivement 

sur a~~ a~J et sur aWafl et tels que les segments a~h a~ól) soient égaux entre 

eux. de mêm~ que les segments a~: a~il) (i = 1. 2 ..... p - 1). 
En supprimant tous les points de Il.,. situés dans la bande comprise 

entre les deux droites a~~ afó et aWafl. on obtient deux polygones 
convexes Il.,.o et Il.,.I' sans points communs. Chacun de ces polygones 
possède n som mets (à savoir les p sommets de Il.,. et p sommets 

a~J ..... afJ ou aW ... ·• alfl). 
On peut appliquer ce procédé à chacun des polygones .. déduits" 

Il.,.o et Il.,.I' En commençant p. ex. par un polygone régulier Ilo. on 
obtient ainsi des polygones Iloil i2 ' . . ik' ou k prend toutes les valeurs 
naturelles et il' i2 • ...• ik prennent indépendamment I'un de I'autre les 
valeurs 0 et 1. 

On peut arranger facilement la construction de façon que les diamètres 

de Iloil i2 .. . lk convergent vers zéro avec i. 
En effet. Ie nombre des som mets de Iloil i2 ... ik restant toujours Ie même. 
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il suffit de choisir les S!.a) de manière que tout cöté d'un ILo 1)12 '" ik 

quelconque finisse par devenir un S~·) (ou un S:)) pour une certaine 

valeur de ... 
Pour arriver à ce dernier but on peut procéder de la façon suivante. 

Numérotons arbitrairement les cötés de Ilo: 
SI, S2, • •• , Sn. 

Supposons que les Ilo I) i2 ' " ik soient déjà construits pour toutes les 
valeurs de k ~ ko (ou ko est un entier arbitrairement choisi), et que tous les 
cötés de ces Ilo 1)12" .Ik soient rangés en une suite finie bi en déterininée: 
(20) SI, S2, •••• , Sh(kol 

ou h (ko) ~ nest un entier fadle à évaluer. Choisissons maintenant pour 

s&a1) ;2' " ik. celui des cötés de no I) i2 '" ik. qui occupe dans (20) Ie rang 

inférieur. Ce choix fait, la construction des Ilo i) 12 .. . Ik. Ik.+I se poursuit sans 
ambiguité. 11 nous reste seulement. pour pouvoir continuer l'induction, 
de numéroter (dans un ordre quelconque) ceux-Ià parmi' les cötés des 
Ilo I) 12' " ik. ile.+I ' qui ne figurent pas dans (20). 

Nous obtenons ainsi les cötés 

(21) 

Les diamètres des Ilo 1) /2 " . Ik devenant infiniment petits avec i, I' ensemble 

Ro de tous les points 

XOI) 12 .. . IIe' " = n l10/112 • •• 11e 
Ic=I 

est de nouveau un ensemble parfait discontinu. 
L'ensemble Ro contient comme sous-ensemble rensemble dénombrable 

d 't (m) - 1 2 es pOlO s aOil;2 ... I /c' m - ••...• p. 

Id t 'fi . t t 9) h . t (m) I' (m) en I ons mam enan c aque pOln ao il/2" , Ik 0 avec e pomt ao iI/2 " ,Ik I 

correspondant. On obtient ainsi un espace métrique compact Co qui est 
une image univoque et continue de Ro et qui se compose des points de 
première espèce ~ = xe Ro - Ao (Ao est I' ensemble de tous les points 

(m) ) t d 't (m) d d · · ( d ' i ao il 12" . lle e es pOlO s Vo il 12'" lle e secon e espece ces ernlers po nts 

de Co étant d~s couples (a&";~ 12 ' , . lle o. a&";~ i2" . lle ))). 

La fonction continue ((x) définie sur Ro et transformant Ro en Co 
transforme tout ensemble Me Ro en ((M)e Co. En particulier, l'ensemble 

Ro il i2 '" ik = Ro • Ilo il i2' " ik est transformé en Co il i2 " . Ik • 

Remarquons que Ko il/2" . ik = ((Ro. Po ilh .. . Ik) est de nouveau une lig ne 
simple fermée. . 

En construisant une seconde fois la même figure. soient lIl. 

III I1 ,12 '" ik ' PI ;1 12" ' ;k • a\"ll;2 ... ik' RI , Cl, CI/) 12" .Ik' KI i ) 12 .. . ik (toujours 
au sens des §§ 7 et 8) les éléments correspondants de la seconde con-

11) Au sens upllqué au § 7, 
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struction. Identifions chaque sommet a~m) de Ilo avec Ie som met corres~ 

pondant a\m) de lIl. Nous obtenons ainsi I'espace métrique compact 
C = Co + Cl' et la fonetion f (x) devient définie sur Ro + RI de façon 
que C = f( Ro + RI)' 

13. Appelons V)~:2 . .. ik som met de Cil i2 ... jr' r;::: k + 1. si al~) /2' ... ik iH I 

(ik+! = 0 ou 1) est un sommet du polygone ~1i2" .iHI' C'est ainsi que tous les 

VJ~:2 .. . Ik sont sommets de divers Cit 12 .. . ir et que chaque Cil i2 . .. Ik possède n 

sommets (correspondant à ceux de IIII /2' .• Ik)' 

On a alors les propriétés suivantes faciles à vérifier (k > 0) : 
1°. Le produit de deux ensembles C il i2" . IkO et C II /2'" ikl est toujours 

formé des p som mets communs de CII 12'" IkO et CII i2'" Ikl. Le produit de 

deux ensembles C iI12 ... ile et Cit i2 . . . iJc différents est vide ou formé d'uo 
nombre fini de sommets. 

2°. Parmi les sommets de Ct l 12'" IkO (resp. de C il 12 '" llel) P sommets appar~ 

tiennent à C II 12 ' .. llel (resp. à C II 12 ' .. IkO) et p sommets à 

n en résulte par une induction immédiate que Ie système de tous les 

C II 12 ' . . lle (k fixé) est enchainé. et que I'espace compact C est un espace 

bien enchainé. donc un continu. 

3°. vl;)i2"'/k c CII i2 ... lle0' CII12 .. . llel' 

I I e x i s t ede p I us. po u r t 0 u t Vl~)i2" .11e' U n ent ier h > ksa t i s~ 
faisant à la condition suivante: 

Quel que soit s>h. on peut choisir les indices iH2 •. ~ .• i.et 

i'H2 ••..• t. (chacun égal à 0 ou 1) de façon que vl~)!2 ... 11e soit . 

les e u I po int co m m u n a u X' en s e m bIe s C il 12 " .lkO 11e+2 . .. I. et 

CII12 .. ·I/cII'Ie+2 ... i's· 
En effet. on s' aperçoit d' abord immédiatement que. quel que soit s;::: k. 

Vl~)12' .. 11e appartient à un C il i2 " .Ile0 iH2' ... i. et à un C II 12" .'Ilel i'H2 .. ... i'.' 
On a ensuite l'inclusion 

CitI2 .. . ileOi/c+2 ..... I •. C II i2 .. . llell'Ie+2 ..... I'. C C il i2 ... lle0' CiI12 ... llel. 

Cela posé. il sumt de prendre pour h Ie premier entier tel que cS (CII 12'" In) 

soit inférieur (quel que soit Ie choix particulier des indices il. i2; •••••••• in) à 

( 
(n) C C (n)) e V/112· ·· ik' il i2 · .. lfc0 ' 1112 .. ·llel - VilI2 .. ·11e . 

4°. Tout CiI12 ... 11e est homéomorphe à chacun des continus 
Co ou Cl' 

n résulte de 3° et 4° qu'on peut transformer uo certain voisinage d'un 
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sommet arbitraire v;7j2 " '}r en un certain voisinage d 'un sommet quelconque 

V~;)i2 '" ik donné d'avance, et cela d'une telle manière que cette transformation 

soit biunivoque et continue, et qu'elle fasse correspondre les deux points 

VJ~j2 ... j r et V~;)'2 ... ik run à l'autre. 11 s'ensuit de cette dernière remarque que 

5°. Tous les sommets v de C possèdent Ie même indice de ramifica­
tion : indo C = const. 

11 est maintenant fadle à voir que 
tout sommet de C possède un indice ~ 2 n - 2. 

En effet, il sumt de prendre, pour obtenir une e-séparation du point 

v 1~:2 ... 'k' l' ensemble B formé des 2n - 2 som mets de Cl '2'" ik 0 ... I" et de 

C' I ;2 ' .. ;k I .. . i'h (voir 3°), au tres que vl~12 ' " ik (ou h est d' ailleurs assez grand 

pour que Cil i2 " . ih + Ci) i2 .. . i'h C S (vl~12 '" ik ' e). 
On a aussi immédiatement 

6°. Si x n'est pas un sommet de C, indx C est au plus égal à n. 

En effet, on a, .dans ce cas, x = ÏI Cil i2 . . . 'k' les indices ik étant définis 
k=1 

univoquement. On obtient un ensemble e-séparant Ie point x en prenant 
(pour k assez grand) les n sommets de CII i2 . . • ik • 

11. Pour voir que tout point xc C est d'indice n, si x n'est pas un 
som met, et d 'indice 2n - 2, s'il est un sommet, il sufBt de démontrer la 
proposition suivante: 

7°. S i l' en s e m bie Me C con tie n t n - 1 po int s a u plu s, 
C - Mes t con n e x e. En effet, supposons démontrée la propriété 7°. 
11 résulte alors de 6° que indx C = n, si x n' est pas un sommet. 11 résulte 
ensuite du théorème fondamental qu' il y a parmi les sommets des points d' indice 
~ 2n - 2, et on tire alors de 5° que tous les sommets sont d'indice 2n-2. 

14. Voici la marche à suivre pour démontrer la proposition 7°. 
Soit N un ensemble quelconque formé de ~ p - 1 points de C. Con­

sidérons un k> 0 déterminé et un cortège . d'indices fixe "0 = (,1,~ ... i~) ; 
supposons de plus que nous ayons choisi, pour tout .. = (il i2 ... ik) autre 
que "0' Ie seul ensemble K. - N ou bien les deux ensembles K.o, K. I ; 

supposons enfin que Ie système ~' des ensembles ainsi choisis soit enchainé. 
Je dis qu'on obtient encore un système enchainé ~" en soumettant ~' à 
une quelconque des deux opérations suivantes: 

(a) un remplacement d'un K.- N par les deux ensembles K.o - N 
et K.I-N; 

(b) I'adjonction à ~' de run des deux ensembles K. ° et K. I' 
o 0 

Cette remarque dont la démonstration est immédiate (voir S) et 2°), 
nous conduit au lemme suivant : 

Sik est f i x é ets i par m i les co r t è ges .. = (il i1 .. • ik) 0 n 
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exclut un seul, les ensembles K",-N(ou N contient p-l 
points au plus) correspondant aux cortèges restants (à k 
in d i ces) f 0 r men t u n s y s t è mee n c h a i n é. 

Ce lemme se démontre par un raisonnement d'induction immédiat, basé 
sur les deux remarques (a) et (b) . 

Pour prouver maintenant que Ie système de tous les Kil i2 ' .. ik - Mest 
enchainé (k arbitraire, mais fixe, M formé de n - 1 points au plus), il 
suffit de procéder par induction en appliquant la proposition auxiliaire 
suivante : 

Soient choisis, pour tout .=(il i 2 .. . h), I'ensemble K",-M 
ou bien les deu x ensembles K",o-M, K"'I -M. Supposons 
que Ie système I des ensembles ainsi choisis soit 
enchainé. Le système obtenu en remplaçant un K",-M 

o 
bien déterminé par K",o et K"'I est encore enchainé. 

o 0 

La vérification est immédiate si K", o. K", I - M=j::. 0 (voir de nouveau 5)). 
" 0 

Si au contraire M:> K",o . K", I' soient: 
Io Ie système" de t~us les ensembles K. - M (ou K",o - M, 

K"'I - M) , ou i< i= .", 
T l' ensemble~somme de tous les ensembles formant Io. 

Chacun des ensembles 

K.o. T + K".o . K". I et K",I' T + K".o . K", I 
..... u 0 0 0 0 0 

est formé de p + p = n points. Il existe donc dans chacun de ces ensem~ 
bles au moins un point n'appartenant pas à M. Ce point appartient 
d' après nos suppositions à K.o. T ou à K. I • T, donc à (K. 0 - M) . T 

o " 0 

ou à (K". I - M) . T. 
Remarquons maintenant que Ie système Io est enchainé (d'après notre 

lemme 10)) et que chacun des ensembles K".o - M, K". I - M a des points 
" 0 

communs avec T. Le système I, qui est formé de Io et des deux 
ensembles K".o - M et K"'I - Mest donc aussi enchainé. 

" 0 

Le système de tous les Kil i2 ' . . ik - M étant enchainé, une simple repro~ 
duction du raisonnement 6nal du § 8 achève la démonstration de la 
connexité de C - M. 

2me cas: nimpair, n = 2p + 1 (p ~ 2). 

15. Le principe de notre méthode de construction restera toujours Ie 

même, seul Ie passage d'un polygone II. aux .,polygones déduits" II"'I 
subira quelques modifications. 

Aussi Ie nombre de ces polygones déduits (auparavant égal à 2) sera 
maintenant égal à n (sauf pour • = 0) de sorte que l'indice ik. k> 1. 
prendra toutes les valeurs I, 2, .. . , n. 

10) oû N = T . M . 



MÉMOIRE SUR LES MUL TIPLICITÉS CANTORIENNES. 121 

Nous Supposons en6n que tous les angles de nos polygones soient 
inférieurs à n . 

Considérons maintenant un polygone II .. à n som mets ai. ai . .. . . a:. 
Désignons par b7 Ie milieu du cöté aiaHI et par ÎI .. Ie polygone ayant 
pour sommets les points br. b; . .... b:. Soit iI .. un polygone. homothé­
tique à II.. très voisin de ce dernier polygone et con ten u dans son 

intérieur. Désignons par c; Ie som met de iJ .. correspondant à ~7. On peut 
évidemment supposer que les diamètres des pentagon es II .. I ' définis 

par leurs sommets c7. M. a7+1 • M+I • c7+!. sont tous < t t5 (II.) (i=l. 2 .... n). 
Désignons par II .. I (i = 1. 2 •... n) un polygone (convexe) obtenu en 

remplaçant dans Ie pentagone fl.1 les cötés c; b; et c7+1 b;+! succes­

sivement par les lignes polygonales c~: c~; ... c~ et c~~ c~~ .. . c~~. très 

voisines successivement de c; bi et de c:+! M+I et situées (à leurs extré-
' t ' Jll Op 1I lp . ) . I" .. d vII mI es C;j • C*I • c * / • C*I pres a mteneur e . 1. 

Fig. 15. 
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Les Il.i sont par définition les "polygones déduits" de Il.. Il résulte 
de nos suppositions que d (Il. i) < t d (Il.) (i = 1. 2 •... n). 

Remarquons (ce qui est essentiel) que tout Il.1 est un polygone 
convexe à n sommets : c~: •...• c~r: a;+I : c~~ • . • .• c~~. 

Soit Ilo un polygone quelconque à n sommets C~I. C~2 •...• c~". 

En procédant par induction. on obtient les polygones II01112",lk' ou 

k = 1. 2, ... , et ou les ik prennent toutes les valeurs I, 2, 3, ... , n. 

Le diamètre de IlOiI12 ... lk tendant vers zéro avec}, on voit que 
co 

I' ensemble Ro de tous les points XII 12 ... ik .•. = II ILI 12 " . Ik est de nouveau 
1=1 

un ensemble parfait discontinu. 
Identifions maintenant (au sens expliqué au § 7) les points CJ!I et 

cg~I+I' quels que soient h::::; p, i::::; n - 1 et .. = (i l i2 ••• ik). Identifions 

aussi les points c~Zn et cgz l : nous obtenons ainsi un espace métrique 

compact Co, dont les points sont les points ElI 12 .. . Ik de Ro (autres que 

les sommets des Ilo. , .. -=/= 0) et les "points" 

V~iI12' .. Ik = (C~~1 i2" . Ik ' cg~ i2 " ,lk+ l ) (ik ~od n).II) 

La même construction effectuée une seconde fois nous foumit III ,lIl II 12 ... Ik ' 

RI' Ct, etc.ldentifions chaque som met C~h de lIo avec Ie sommet cf' corre~ 
spondant de lIl: cela DOOS donne l'espace C={(R) (ou R=Ro+RI)' 
Les "points" (c~h, C«:h) seront désignés par vh (h = I, 2, ...• n). 

16. Passons à l'examen des propriétés de l'espace C. 
Conservons nos notations habituelles. 12) On voit tout d'abord que tous 

les K il 12 .. . ik = {(R . Pit i2'" ik) sont de nouveau des lignes simples fermées. 
On voit ensuite, par des raisons absolument analogues à celles dont nous 
DOOS sommes servis au cas précédent, que tous les sommets ~ ont Ie 
même indice de ramification ::::; 2n - 2, tandis que tous les autres points 
de C sont d'indice ::::; n. Il sumt donc de démontrer la proposition 
suivante: 

Quel que soit l'ensemble M (ormé de ::::; n - 1 points de C. C - .M 
est connexe. 

Ici encore cette proposition se réduit à celle~d: 

(K) Quel que soit k, Ie système des ensembles KI 12 ' . . Ik - Mest enchainé. 
La demiére proposition se démontre par induction en passant par les 

étappes suivantes: 

11) L'expre.ulon (ik mod n) déslgne que ik et ik + n sant considérés comme des Indices Iden­
tiques, 

12) 11 est à remarquer seulement que, dans un cortège d'lndlces quelconque .. = (il i2'" ik) Ie 
premier indice i l prend les deux valeurs 0 ou I, tandls que toU! les autres prennent les n 
valeurs I, 2, 3, . . , • n. 
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1°. Soient donnés un entier k et un cortège d'indices 6xe .0 = (l~ l~ ... l~). 

Le système ~ ° de tous les Kil 12 .. • Ik' (i l i2 •.. ik) 1= ·0' est enchainé. 
La démonstration par induction de 1 ° ne présente aucune dif6culté. 
2°. La proposition 1 ° étant démontrée, (K) se démontre par l' application 

répétée du lemme suivant: 
S u p pos 0 n s f i x é s Ie n 0 m b rek> 1 e t l' e n s e m bIe M c 0 n~ 

tenant n-l poin(s au plus. Soit donné un système I 
d'ensembles correspondant à toutes les valeurs de .= 
= (i1 i2 ... ik), de fa ç 0 n q u' i I co r re spo n d e, à t 0 ut., 0 u bie n 
l' ensem bIe K. - M, ou bien tous les ensembles 

K.I-M, K.2 -M, ... ,K.,.-M. 
Su p pos 0 n s dep I u s q u eIs 0 i t u n s y s t è mee n c h a i n é. 
On obtient alors un systèm~ enchainé II' si I'on rem~ 

place dans I un ensemble K. -M déterminé par Ie système 
• 

des ensembles 
(8) K. 1 - M, K. 2 - M, ... , K. ft - M. 

o 0 0 

Démontrons ce lemme. Deux cas se présentent : 
a. Le système (B) est enchainé. Désignons par Io Ie système de 

tous les éléments de I sauf K. - M, par To I'ensemble~somme de 
o 

M et de tous les ensembles formant Ie système Io, par TI I'ensemble~ 
somme de tous les K. I , ... , K. ft . L'ensemble To • TI est formé de n 

o 0 

points, donc To • TI - M n' est pas vide. On peut donc rem placer, dans 
une chaine d' ensembles quelconque, K. - M par les ensembles (8), 
de façon à obtenir une nouvelle chaine. 0 

b. Le système (8) n'est pas enchainé. 11 en résulte que, pour deux 
valeurs i l et i2 de i, 

K.o 11 • K.o 11+1 + K.o 12' K.o 12+1 = M. 
11 s'ensuit de la demière égalité que, quel que soit i, 

K. I. To -M1=O. o 
Comme, d'autre part, ~o est enchainé (d'après 1°), Ie système Io + (8) 
est encore enchainé, c. q. f. d. 

On démontre ensuite par un raisonnement déjà plu fois appliqué que 

inde C = n, si ~ n' est pas un sommet, 
tandis que 

ind" C = 2n - 2, ". et cela quels que soient • et h. 



CHAPITRE VII. 

SUR LES FRONTIÈRES DES DOMAINES PLANS LES PLUS OÉNÉRAUX. 

1. Le présent chapitre est consacré ä l'étude de quelques propriétés 
non intrinsèques des ensembles fermés plans de dimension 1, non néces­
sairement bornés, c. ä d. des frontières des domaines plans les plus 
généraux (connexes ou non). Cette étude ne quittera jamais de vue les 
principes fondamentaux des théories générales développées dans ce mémoire, 
de sorte qu' elle peut être envisagée comme application de ces théories 
au cas particulier des ensembles fermés non denses dans Ie plan E. 

Les définitions suivantes no us serviront de point de départ. Elles sont 
d'ailleurs des développements d'une notion classique 1) due ä M. BROUWER. 

o é fin it ion 1. Soit 2) G un domaine plan quelconque (connexe ou 
non), F r ensemble fermé complémentaire E - G, et ç un point arbitraire 

de r ensemble fermé tP = G - G c F. 
Distribuons tous les nombres réels ä en deux classes I. 11: 
La classe 11 (qui peut d'ailleurs être vide) sera formée de tous les 

nombres non négatifs ä satisfaisant à la condition suivante: 
Quel que soit Ie nombre positif E, il lui correspond un d > 0 tel que 

deux points quelconques y et z de G distants de ede moins de d peuvent 

être joints par une ligne polygonale yz eGde diamètre inférieur ä ä + E. 

La classe I (qui n'est jamais vide) se composera de tous les nombres 
réels n'appartenant pas à la classe 11. 

Si la dasse 11 n'est pas vide, c'est que nous nous trouvons en présence 
d'une coupure au sens de DEDEKIND, qui définit un nombre non négatif a. 
Ce nombre non négatif a, nous lui donnerons ä la fois deux dénomina­
ti ons, en l'appelant oscil/ation du domaine G autour du point ç de sa 
frontière tP en même tem ps qu' oscillation extérieure de l' ensemble fermé 
F dans son point-{rontière ç, et nous Ie désignerons dans ces deux qualités 
successivement par oscc G et par Wc (F). Bien entendu, c'est pour la 
seule raison de simplifier les énoncés que nous introduisons cette double 
dénomination. 

Supposons maintenant que la dasse 11 soit vide. 

1) .. Unbew811theit". cf. BROUWER, Ueber Jordansche Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 
71 (1911). p. 321. La d~finition de M. BROUWER est donnu pour des ensembles situés 
dans J'espace n-dlmenslonal. La définition que nous dODDons cI-dessus s'applique, elle 
aussi, au cas de J'espace n-dimensional, mals, comme nous n'en ferons usage que dans Ie 
cas n = 2, nous croyons qu'il suffit de la formuler pour Ie plan, Volr d'ailleurs Ie lemme 
2 du § 3. 

2) Ces Dotations G, F, tP seroDt toujours employées dans Ie mbne sens. 
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Deux cas sont à distinguer: 
1) 11 existe un nombre positif 15, tel que deux points quelconques y + zeG 

situés dans S (~, 15) peuvent être joints par une ligne polygonale A = yz eG. 
La dasse 11 étant vide, il résulte de la supposition 1) que, quels que 

soient 15 > 0 et ä > 0, on peut trouver deux points y + ze G . S (~, 15) 

tels que toute ligne polygonale yz e G possède un diamètre > Ü. 

Nous dirons dans ce cas 1) que l'oscillation de G autour de ~ (= l'oscil~ 
lation extérieure de F dans ~) tend vers l' infini, et nous écrirons: 

OSCf (G) -+ 00; Wf (F) -+ 00. 

2) Quel que soit 15 > 0, il existe dans S (~, 15) . G deux points y + z 
qui ne peuvent être joints par aucune ligne polygonale yz e G. 

Le dernier cas se présente évidemment dans Ie cas et seulement dans 
Ie cas ou chaque voisinage de ~ contient des points appartenant à des 
composants différents du domaine G.3) 

Nous posons par définition 

OSC{ (G) =00 Wç- (F) =00. 

2. Remarque 1. Si l'ensemble tP est borné, on a, quel que soitee tP, 

wç- (F) = a (ou a est un certain nombre fini) 

ou Wf (F) =00, 

suivant Ie cas, ou Ie point ~ = tP possède ou non un voisinage contenant 
seulement des point~ d'un seul composant Gç- de G. 

Démonstration. Supposons d'abord que ~ soit point limite d'uo 
seul composant Gf de G. Soit 15 un nombre positif assez petit pour que 
S (~ . 15) . Ge Gf. 11 en résulte que deux points y + z quelconques de 

S (~, 15). G peuvent être joints par une ligne polygonale A = yze G,. 
Si Gf est un domaine borné,on a 15 (A) < ~ (Gd =a, Wf (F) est donc 

un nombre fini. 
Si G, n' est pas borné, désignons par a un nombre positif tel que 

I' ensemble borné tP soit contenu dans S (~, a). de sorte que la frontière 

et I'extérieur de cette dernière sp hè re appartiennent à Gf. Soit yze Gf 
une ligne polygonale quelconque joignant les deux points y+ze S(~,d). 

Si yz n'est pas con tenue dans S (~. a). désignons par Zl et Z2 Ie premier 

et Ie dernier point de rencontre de yz avec la circonférenee Q. frontière 

de S (~. a). En remplaçant I'are ZlZ2 de yz par I'arc correspondant de Q 

3) On n'en peut nullement conclure que f solt un point limIte commun de deux au molns 
de ces composants. 

En effet. i1 suflit de poser G = 1; G n, ou G n est l'lntérieur du cercle (x _ ~)2 + y2 = 
~ 2ril 

1 = 22(n+l)' et de consldérer Ie point f = (0. 0). On a évidemment "'ç- (P) = 00. tandis que 

r . Gn == O. quel que soit n. 
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(ou par une ligne polygonale très voisine) on obtient un chemin yz situé 
dans S (~. a + e). quelque petit que soit e > O. 

II en résulte que wC (F) ~ 2a. 
Si par contre tout voisinage de ~ contient des points de deux com­

posants au moins de G. il est évident qu'on a toujours W; (F) =00. 
Nous parvenons donc à la condusion suivante: 
Si Wf (F) ~ 00. la {rontière «I> du domaine G = E - F s' étend à l' infini 

(il en est de même a fortiori pour les deux ensembles F et G). 
Pour en avoir un exemple. considérons un système de coordonnées 

rectangulaires oxy. et désignons par F I'ensemble de tous les points du 
plan. ou I'une au moins des deux conditions : 

se trouve réalisée. 

x ~ 0 • et 1 ~ x> O. y = ! sin! 
x x 

Si ~ est un point quelconque de I'axe verticale. Wf (F) ~ óo. 

Remarque 2. Adoptons une fois pour toutes la convention suivante: 
une oscillation égale à 00 est supérieure à une oscillation tendant 
vers 00. et cette dernière est supérieure à toute oscillation finie. De plus 
nous dirons que Wf (F) est positive. si l' on a une quelconque des relations 
Wç (F) = a > O. Wf (F) ~ 00. ou Wl (F) =00. 

3. Ces préliminaires terminés, passons à la démonstration du théorème 
suivant: 

I. Pour qu' un ensemble {ermé F situé dans Ie plan E et dépourvu 
de points intérieurs. soit de dimension 1. il {aut et il su{fit qu'il soit 
ä oscillation extérieure positive au moins dans un de se6 points. 

D é m 0 n s tra t ion. 
L e mme 1. Si F est non dense dans E et ~ e FI e F. on a Wç FI ~ Wf F. 
Soient. comme toujours. G =E - F. G I = E - FI' Supposons d'abord 

qu'on ait wf FI = 00. II existe alors. quel que soit 15 > O. deux points 
y + ze S (~. 15). G I appartenant aux composants différents G g et G z de G I • 

Soit a > 0 assez petit pour que S (y. a) e Gy . S (~. 15) et S (z. a) e G z • S (~. 15). 
L'ensemble F étant non dense dans E, soit y' e S (y. a) • G et 
z' e S(z, a) . G. On a a fortiori y' eG. G g et z' eG. Gz. Les deux 
points y' et z' appartenant à des composants différents de G I e G. tout 
en étant étrangers à F. iJs appartiennent nécessairement à des composants 
différents de G. Comme on a en outre y + ze S (~. 15). 15 ayant été 
choisi aussi petit que l' on veut. il en résulte que Wf = 00. 

Soit maintenant Wç FI < 00. (Done. Wç F ..... 00 ou Wç F = a < (0). II 
suffit évidemment de démontrer la propriété suivante: 

Quel que soit Ie nombre ä appartenant à la dasse 11 (relative à 
wl F). ce nombre appartient aussi à la dasse II (relative à W ç FI ). 

Supposons que ä appartienne à la dasse U (wc F). On peut alors 
trouver. pour tout e. un 15 tel qu'il exiate. quels que soient les' points 
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- E 
Y + zeS (t «5). G, une ligne polygonale yze G de diamètre ~ ä + 2' 

Choisissons arbitrairement les points y + zeS (e, «5) • G 1 et a < ~ assez 

petit pour que S (y, a) + S (z, a)e S (e, «5). G t • 

Choisissons deux points: y'c S (y, a) . G et z' e S (e, a) • G . Ces points 

appartenant à S (e, «5) • G, il existe une ligne polygonale y' z' e Ge G1 de 

diamètre < ä + i. Ajoutons à cette lig ne polygonale les deux segments 

rectiügnes yy' et zZ' (contenus respectivement dans S (y, a) et dans S (z. a), 
donc dans S (e, «5) • G t ). 

L'ensemble yy' + y'z' + zz' est une ligne polygonale yze G I (engénéral 
E 

avec des points doubles), de diamètre < ä + 2 + 20 < ä + E. Le nombre E 

étant arbitraire, ä appartient à la classe 11 (relative à Wç FI ), c. q. f. d. 
L e mme 2. Si dim F = 0, on a Wç F = 0 (quel que soit e e F). 
Démontrons une proposition plus générale: 
Si ['ensemble fermé F de dimension ::::; n - 2 est situé dans Brt, on 

a Wç F = 0 (quel que soit e e F). 
Soit par impossible wç (F) > a > O. Désignons par d un nombre positif 

a 
quelconque inférieur à 2' On trouvera alorsdeux points y+ze s(e, «5). G, 

tels qu'il n'existe aucune ligne polygonale yzc G de diamètre < a. 

En remarquant que y + zeS (e, d) e S ( e. ~). on en conclut que Ie 

domaine S (e, i) - F n'est pas connexe. 

Considérons une correspondance biunivoque et bicontinue entre S (e, ~ ) 
et I'espace Brt tout entier. Cette correspondance transforme I'ensemble 

F. S (e, ~) (fermé rel. S (e, i)) en un ensemble F* e Brt. fermé 

rel. Bn et de dimension ::::; n - 2. Nous som mes donc parvenu au résultat 
absurde 4) que En - F* n' est pas connexe, tandis que dim F* ::::; n - 2. 

L e mme 3. Si la ligne cantorienne F décompose Ie plan, elle contient 
au moins un point e ou Wç F=oo. 

Ce lemme résulte immédiatement du lemme 1 et du théorème classique 
de BROUWER, d'après lequel F contient une frontière commune de deux 
domaines plans. 

L e mme 4. Toute ligne Cantorienne plane 4bll) contient des points 
d'oscillation extérieure positive. 

t) I, eh. V, § 13 (Fund. Math. VIII, p. 307 ). Voir aussi la deuxième note supplémen­
taire de la Ir. partje (ibidem, p. 355). 

tbll) Une ligne Cantorienne est, selon les définitions adoptées dans ce mémoire, une 
ligne bornée; Ie lemme 'I subsiste néanmoins dans Ie cas des continus non bornés de 
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Supposons par impossible qu' on ait wE F = 0 quel que soit ~ e F, et 
désignons par E Ie nombre positif "!~!5 (F). 

O 'après Ie lemme 3, Ie domaine G est connexe. Soit ~ un point quel~ 
conque de F. Oésignons par !5{ un nombre bien déterminé tel qu' il existe 
pour tout couple de points y + zeS (~, !5E) • G une ligne polygonale 
yz eGde diamètre < E. Soit Q un carré (intérieur et frontière compris) 
contenant F dans son intérieur. Le nombre t5E étant déjà défini pour 
tout point ~ e F, posons, pour ~ e Q - F, t5E égal au plus petit des deux 

E 
nombres 2" et e (~, F). 

O'après Ie théorème de BOREL~LEBESOUE il existe un nombre fini de 
domaines 

r. = S (~. , t l5ç-.), r2 = S (~2 • t 15(2) •.•• , rn = S (~n , t t5En) 

recouvrant Ie carré Q (~ •. ~2 , • • • • ~n sont des points de Q convenable~ 
ment choisis). 

Oésignons par 15 Ie plus petit parmi les nombres 
E 
2"' e (E - Q, F). t I5E., t t5E2 '···' t I5En • 

Je dis qu'il existe pour tout couple de points y + ze G, e (y, z) < 15, 

une lig ne polygonale yz eGde diamètre < E. 

En effet, supposons d'abord que run au moins de ces points, p. ex. y. 
soit situé en dehors de Q. Alors la sphère S (y, 15) est étrangère à F, tout 
en con tenant z; Ie segment rectiligne yz résout donc la question. 

Si y + z e Q, supposons qu'on ait p. ex. ye r. = S (~. , t t5E.). On a 

e (~ •. z) ~ e (~ •. y) + e (y • z) < t 15. + 15 < 15 ... donc y + zeS (~ •• 15 .. ). '. ~. . '. 
et il existe. d 'après la définition du nombre I5Et • une ligne polygonale 

yz eGde diamètre < E (si ~. e Q - F. on n'a qu'à prendre de nouveau 

Ie segment rectiligne yz. puisque toute la sphère S (~ • • ()E.) est dans ce 

cas étrangère à F). 
Soient maintenant a et fJ deux points de F dont la distance e (a ,fJ) = 

= () (F) = 24 E, 

Oésignons par K la circonférence à centre a et de rayon 12 E et divisons 

K par les points m •• m2, ... , mie. mlc+. = m. en k arcs égaux mi mi+! (les i sont 
considérés mod k) tels que les cordes correspondantes S, aient une longueur ot 
inférieure à t 15. Soit. pour tout i ~ k. Xi un point de G distant de mi de 

15 
moins de 6' Joignons XI et X I+. parunelignepolygonalexlxl+t =LI e G 

Ie 

de diamètre < E et soit C = ~ LI ' C' est un polygone fermé (pouvant 1=. 
contenir en général des points et des segments doubles). 

dlmension I, pulsque tout ensemble de cette sorte contient une Iigne Cantorienne (volr 
d'alIleurs I'alinéa 7 de la p. 129). 
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L'absurdité de notre supposition, et par conséquent Ie lemme 4, seraient 
démontrés, si nous avions établi l' existence de points de F appartenant 
à des composants différents de E - C. 

(En effet, C étant étranger à F, ce dernier ensemble nf' pourrait être 
un continu). 

Désignons donc par Ci Ie polygone fermé Si + LI et par S Ie polygone 
Ic 

convexe et régulier .I Si. 
i=1 

11 résulte immédiatement de notre construction que l' ordre 5) de chacun 
des points a et f3 par rapport à C i est égal à zéro. On en conclut que 

ord" C = ordrx. S = 1 
ord{l C=ord3 S=O, 

c. à d. que a et f3 appartiennent à des composants différents de E - C. 
Le lemme 4 est démontré. 
Le théorème I résulte immédiatement des lemmes 1-4. En effet, si 

dim F= 0, on a, d'après Ie lemme 2, W ç (F) = 0, quel que soit Ie point ~c F. 
Si, au contraire, l' ensemble fermé plan F est de dimension 1 (donc, non 

den se dans Ie plan), F contient une ligne cantorienne FI' et ron a (d'après Ie 
lemme 4) W; (FI) > 0 pour au moins un point ~ de FI' donc (lemme 1) 
W ( (F) > 0, c. q. f. d. 

Corollaire. Soit F une ligne cantorienne plane. L'ensemble des 
points ~ de F. OÛ 1'0n a W ; (F) > 0, est dense sur F. 

En effet, quels que soient ~ cF et 1] > 0, S (~. 1]) • F contient une 
ligne cantorienne FI et, par conséquent, un point ~I c FI ' dans lequel 
w ÇI (FI) > O. donc (lemme 1) wç(F) > O . . 

Remarque J. Si ron prend pour F la ligne cantorienne du § 12 du 
ch. IV, on voit que I'ensemble des points, oû W( (F) > 0, peut être 
de première catégorie 6). 

Remarque 11. Le problème suivant se pose tout naturellement : 
Un ensemble {ermé (n - 1 )~dimensional F situé dans En' contient~il 

nécessairement des points d'oscillation extérieure positive? 
La solution affirmative de ce problème caractériserait d 'un point de 

vue nouveau la dimension des sous~ensembles fermés des espaces euclidiens. 
(11 faut tenir compte, bi en entendu, du lemme 2 dans sa forme la plus 
générale). 

4. Passons à I'étude des relations existant entre I'oscillation extérieure 
d'une ligne cantorienne plane en un point ~ et I'indice de ramification 
ind( F. 

5) Voir BROUWER, Math. Ann. 71 (1911). p. 323; 72 (1912). p. 424. ou I'on trouvera. 
en outre, des références se rapportant à la Note bien connue de M. HADAMARD sur !'indice 
de KRONECKER. 

6) Ce qui résulte p. ex. du théor. 11 (page suivante) , en tenant compte de ce que ; 
I) la courbe F ne décompose pas Ie plan [01;- (F) est donc un nombre fini quel que soit ; C FJ ; 
2) l' ensemble des points ; . oü ind; F > 1. est de I re catégorie sur F . 

Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) DJ. XIII. 09 
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Toute ligne cantorienne étant un continu borné, remarquons tout 
d'abord que Ie eas W; (F) - 00 ne peut se présenter pour aueun point ~c F 
.(voir § 2, Remarque 10). 

Démontrons maintenant les deux théorèmes suivants: 
II. Si Ie point ~ est un point d'arrêt de la ligne cantorienne F 

(c. à d. si indç F= 1), on a au point ~ 

111. 
(1) 

W ç (F) = 0 ou wc (F) =00. 
Si l'on a, pour un point ~ d'une ligne cantorienne plane F. 

1 < inde F~ w. 

l'oscillation extérieure de F est positive au point ~. 

D é m 0 n s tra ti 0 n. Soit a un nombre fixe positif, qui, dans Ie cas 
du théorème lIl, doit être assez petit pour que tout ensemble a~séparant 
Ie point ~ c F contienne au moins deux points. Dans Ie cas des deux 
théorèmes a est supposé < t (5 (F). Si w; (F) = 00, les deux théorèmes 
sont démontrés. Supposons donc w; (F) < 00. Cela nous permet d'assujettir 
a à une dernière condition, à savoir que S (~, a) . G soit agrégé à un seul eom~ 
posant du domaine G = E - F. Choisissons un nombre positif <5 assujetti à la 

a 
seule eondition d'être inférieur à 2"' Considérons une ~~séparation du point ~ 

(2. a) F= Ao + Bo + Do 

effeetuée par un ensemble Bo se eomposant d'un nombre fini de points: 

(3) Bo = bi + b2 + . .. + bm • 

Dans Ie cas du théorème 11, nous supposerons que m = 1. c. á d. que 
Bo se compose du seul point bi = b. 

a 
Le nombre c) étant inférieur à 2"' done à a, la décomposition (2 .• ) est 

a fortiori une a-séparation du point ~. Il peut arriver qu'un vrai sous~ 
ensemble BI de Ba soit encore un ensemble a-séparant pour Ie point~. Nous 
remplaçons alors Bo par BI' L'ensemble Bo ne con tenant qu'un nombre 
fini de points, nous finirons par ob ten ir un sous-ensemble Bl. = B c Bo ' 
qui est un ensemble a-séparant Ie point ~, tand is qu'aueun vrai sous~ 
ensemble de B ne jouit plus de eet te propriété. Nous exprimons ce fait 
en disant que Best un ensemble a-séparant irréductible 7). 

Supposons que B soit formé des points bi' b2 , ••• , bn • En tenant 
eompte du ehoix du nombre a, on a n ~ m. Soit done 

(4) F = A + B + D, ~ c A c A + BeS (~, a) 

l'a-séparation du point ~, effeetuée par l'ensemble B. 
L' ensemble A + B étant fermé, désignons par f3 Ie maximum de la 

distanee e (~, z), z étant un point quelconque de A + B, et par 20 Ie 
nombre a - f3 qui est positif en vertu de la dernière inclusion (2). 

Choisissons dans Ie plan E (auquel F est agrégé) un système oxy de 
eoordonnées rectangulaires tel que les points bi , b2 , •• • , bn aient leurs deux 

7) Cf. pour cette notion la note supplémentaire IV. 
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coordonnées irrationnelles, et soit :tp Ie quadrillage obtenu en menant 
k k 

toutes les droites x = - et y = - (k prenant toutes les valeurs entières). 
2P 2P 

Oésignons par t 

(1 ~ i < j ~ n), et 

Ie plus petit parmi les nombres positifs (] et (! (bi, bj ) 

. I . . "'f 1 V2 < SOlt P e premler entler pOSltl te que - r. 
2P 

Construisons comme il suit ,Jensemble des carrés admissibles". 
1 0. Un carré Q du quadrillage :tp est admissible, si l' ensemble Q. B 

et l'un au moins des deux ensembles Q. A et Q . D sont vides 8). 
2°. Soit Q un carré du quadrillage :tp ne contenant aucun point de B, 

mais ayant des points communs avec A et avec D. Comme l'ensemble 
A . D est con ten u dans B, il résulte du choix de Q que (! (Q . A, Q . D) 

est positif. Soit donc PI Ie premier entier tel que V2 < (! (Q. A, Q. D). 
2P

' 

Considérons tous les carrés du quadrillage stPI contenus dans Q. Tous 
ces carrés seront dits admissibles; ils sont tous étrangers à B et aucun 
d'entre eux ne possède en même temps des points communs avec A et avecD. 

3°. Soit enfin Q un carré du quadrillage :tp contenant un point b de 
B. O'après la définition du nombre P, Q ne contient qu'un seul point b de B. 
Considérons les quatre carrés QI ' Q2' Q3' Qi du quadrillage :tp+1 contenus 
dans Q; d'après Ie choix des axes, Ie point b appartient à un seul parmi 
ces quatre carrés, p. e. à QI' Les trois carrés restants Q2' Q3' Qi seront 
donc tous dans des conditions analogues à I ° ou 2° (seulement pest 
remplacé par p + 1); donc, ils donneront naissance (seion la règle corres~ 
pondante) à des carrés admissibles. 

Quant au carré QI' nous lui appliquons Ie même raisonnement 3°: 
nous considérons notamment les quatre carrés QII' QI2' QI3' QI1 du 
quadrillage :tp+2 contenus dans QI' et ainsi de suite in infinitum. 

5. On voit sans peine que l' ensemble-som me de tous les carrés admis­
sibles est précisément l'ensemble E - B. Si x est un point quelconque 
du plan, autre que les points bI, b2 ' ••• , bn , et S (x, 11) un voisinage 
quelconque de x, également étranger à B, il n'y a évidemment qu'un 
nombre fini de carrés admissibles ayant des points communs avec S (x, 1]). 

Désignons maintenant par Ko l' ensemble-somme de tous les carrés 
admissibles. ayant à leur intérieur ou sur leur frontière des points de A. 
D 'après notre construction, l'ensemble Ko . D est vide, donc ['ensemble 
fermé 9) K = Ko + Best étranger à D. Soit en suite x un point quelconque 
de A; il appartient à quatre carrés admissibles au plus, et ces carrés se 
trouvent tous parmi ceux qui forment l' ensemble Ko ; ils remplissent en 

8) On entend ici par "carré" toujours la figure toute entière, intérieur et frontière. 
9) En effet, un point-limite de Kc n'appartenant pas à Kc est un point x dont chaque 

voisinage a des points communs avec une infinité de carrés admissibles; iJ résulte donc 
de la remarque faite au debut de ce § que x c B, c, à d, que Ko + Best fermé, 

D9* 
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outre un certain voisinage du point x. Donc, tout point x c A est un 
point intérieur de l' ensemble fermé K. En désignant par I (K) r ensemble 
de tous les points intérieurs de K, et en remarquant que K. D = 0, on trouve 

(4) (K - I(K)). Fe B. 

Désignons maintenant par G;- Ie composant de ~ dans Ie domaine I (K), 
et par CPç la frontière de G ç• On a 

(5) 

donc, d'après (4) 

(6) 

CPç c K - I (K) , 

CPç. Fe B. 

Remarquons que tout carré admissible ayant un diamètre < 0, r ensemble 
K est contenu dans S (A. 0) c S (~, f3 + 0) c S (~, a). 11 en résulte que Ket 
en particulier f/J; appartiennent à S (~, a) : 

(7) f/J; c S (~, a). 

Choisissons un point ze D tel que 

e (t z) ?: t c) (F) > a, 

et soit CPo c CPç une coupure irréductible entre ~ et z. Le continu CPo est 
la frontière commune des deux domaines connex es Go:::l ~ et G.o :::lZ, et il 
est facile à voir que CPo est une ligne simple fermée se composant d 'un 
ensemble au plus dénombrable de segments rectilignes JO). 

11 résulte de (7) que 

(8) Go + CPo c S (~, a) 

et de (6) que 

(9) F. CPo eB. 

JO) En effet, soit y un point quelconque de CPo différent des points bJ' ~ , . . .• bn • et 
des sommets des carrés admissibles (dont l'ensemble est au plus dénombrable); y appartient à 

un seul cöté d'un seul carré admissible; donc dans Ie voisinage de y Ie continu CPo est 

localement identique à un segment rectiligne, Il en résulte que tout point de CPo (à l'excep­

tion peut-être d'un ensemble au plus dénombrable) est acce$sible de chacun des deux domaines 
Go et G.o . 

Or. si CPo, étant la frontiére du domaine simplement connexe Go. possédait un point 

inaccessible de Go. l'un au moins des bouts premiers de Go serait de l'espèce 2, 3 ou .. 
(voir CARATHÉODORY ... Begrenzung einfach zusammenhängender Gebiete". Math, Ann, 73. 

p, 335); on aurait donc sur 4>0 une inftnité indénombrable de points inaccessibles. ce qul 
est impossible, 

Le domaine G.o étant (aprés l'adjonction du point à nnftnl) lul aussi slmplement connexe. 

Ie même raisonnement démontre que chaque point de CPo est accessibie de G.o. Or une 

frontière commune de deux domaines connexes, dont tous les points sont accesslbles des 
deux domaines, est une ligne simple fermée. c, q. E, d. 

On pourrait démontrer la même propriété sans faire usage de la théorie de 

M. CARATHl'!.ODORY : il sufftrait de remarquer que CPo est localement connexe. et que toute 

frontière commune de deux domaines connexes est une ligne simple fermée toutes les fois 
qu'elle est localement connexe. 
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On a ensuite la décomposition 
(10) F = F . Go + F . (/Jo + F. G.., 

qui est d'après (8) une a-séparation du point ~. 

On conclut de (9) et de la dé.6nition de I' ensemble B que 

(11) B = F. (/Jo. 

6. Ces préliminaires terminés, démontrons d' abord Ie théorème 11. On 
a dans ce cas B = b, et I' ensemble F . (/J se compose du seul point b. 

Le nombre a pouvant être choisi aussi petit que I' on veut, il suffit de 
prouver I'existence d'un nombre ~'" tel que deux points Y + ze G = E - F 

peuvent être joints par un arc simple yz eGde diamètre < 2a, toutes 
les fois qu'on a y + ze S (~, (~,,). 

Or pour cela il suffit de poser 15" = e (~, E - Go). 
Soient, en effet, y + ze Go. G. Démontrons qu'on peut trouver un 

arc simple yz eGde diamètre < 21l. 
D'après Ie choix du nombre a, il existe une ligne polygonale Le G 

joignant les deux points y et z. Si L e Go. Ie théorème 11 est démontré. 
Soit donc 

L - Go ~ O. 
Quand on parcourt L de y à z, on sort de Go pour la première fois en 
Yo e (/Jo et on revient en Go pour y rester toujo~rs en Zo e (/Jo; comme 
Le G. les deux points Yo et Zo sont tous les deux différents de b; 

désignons par A I'arc Yozo e (/Jo - b. 
Alors on a A e G. et par conséquent 

L* = YYo + A + ZoZ e Go . GeS (~, a), 

ce qui démontre Ie théorème 11. 

Passons à la démonstration du théorème 111. 
Dans ce cas m est ~ 2 et I' on peut supposer que les points bI , b2 , ... bn de 

B sont numérotés dans I'ordre de leur succession sur la ligne simple fermée (/Jo. 

7. Rappelons que 
(12) Be Bo e S(t 15) e S(t a) 

et choisissons SUf les deux arcs L - = bI b2 et L + = bI b2 situés sur (/Jo' 
les deux points YI et Y2 assez voisins du point bI pour avoir 

(13) e (t YI + Y2) < 15. 
Le nombre 6 étant arbitrairement petit, tand is que a est Axe, Ie théorème 

111 résulterait évidemment de la proposition que voici: 
il est impossible de joindre les deux points YI et Y2 par une ligne 

polygonale 

(14) 
a 

de diamètre < 2" . 
L = YIY2 c E-F 
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Passons done à la démonstration de eette dernière proposition. 

8. Supposons que la ligne polygonale (14) existe. IJ résulte alors de 
(13) et de (14) que 

(15) LeS ( ~, d + -i) c s (~, a) . 

Soit yr Ie dernier point de Lappartenant à L - (dans Ie sens Y. -< Y2 sur 

L). Soit ensuite (dans Ie mème sens) yi Ie premier point de J'are yr Y2 
de L qui appartient à L + . 

Désignons par L* J'are yr yi de L que nous ven ons d'obtenir, par L. 
eelui des deux ares yr Yi c CPo qui contient Ie point b., par L2 Ie seeond 

are yr yi = CPo - L •. 
L' arc L * est étranger (à ses extrémités près) à CPo. IJ est done situé à 

J'extérieur ou à J'intérieur de CPo. 
1°. Supposons d'abord que L* soit situé à J'extérieur de CPo, et désignons 

par II eelle-Ià des deux lig nes simples fermées L * + L. et L * + L2 qui 
contient dans son intérieur Ie domaine Go. 

2°, Supposons ensuite que L* soit situé à J'intérieur Go de CPo. La ligne 
polygonale L * est alors une seetion transversale de Go' et J' une des deux 
lignes simples fermées L * + L. et L * + L2 contient Ie point ~ dans son 
intérieur; nous la désignerons eneore par ll. 

Supposons, pour fixer les idées, que, dans les deux cas I ° et 2°, 
ll=L* +L •. Comme 

L*.FcL.F=O 
et 

on voit que 

(16) ll. FeB - b2 • 

On a ensuite, d 'après (8) et (15), 

(17) II c S (~, a), 

done 

( 18) I (ll) c S (~, a) 

(ou I (ll) désigne J'intérieur de la ligne simple fermée ll). 
IJ en résulte que la déeomposition 

F=F. I(ll) + F . II +F. E(ll) 

est une a-séparation du P9int ; cF. I (ll), par J'ensemble F . II eB - b2 • 

Or eette a-séparation est en contradiction évidente avee la propriété 
de J' ensemble B d' être un ensemble a-séparant irréduetible, 

Le théorème III se trouve démontré. 
Rem a r q u e I. La démonstration préeédente, et par eonséquent les théorè­

mes II et 111. restent valables dans Ie cas plus général ou F est un ensemble 
fermé plan quelconque de dimension I, contenant Ie point ~ avee ind; F::::; w. 
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Rem a r q u e 2. Soit F un ensemble plan {ermé et ~ un point de F 
tel qu' on a dimr F = O. On a de nouveau w;- (F) = 0 ou w; (F) = 00 . 

Soit en effet w{ (F) ~ a > O. Démontrons qu'on a néeessairement 
wr (F) = 011. Désignons par P un polygone de diamètre < a, situé dans 
G et contenant ~ dans son intérieur J. Si I'on avait w; (F) < 00, on pourrait 

eonstruire une ligne polygonale L = yz c G, quels que soient les deux 
points y, z de G assez rapproehés de~. Si e (~, y + z) est assez petit, aueune 
ligne L de cette sorte ne saurait être contenue dans J. Soient done y, 
et z, Ie premier et Ie dernier point d'interseetion de Let P (dans Ie sens 

y, -< z, sur L). En remplaçant I'are y,z, c L par I'are eorrespondant 

de p, on obtiendrait une ligne polygonale L * = yz, agrégée à I et 
ayant par eonséquent un diamètre < a, ce qui est impossible. On a done 
wr F=oo. 

Le cas dim; F = 0, wr (F) = 00 est d'ailleurs faeile à réaliser: il suffit 

de poser F = ~ + Ï Qn, ou ~ est I' origine des eoordonnées oxy et Qn 
n=' 

la cireonférence 

( 
3 )2 1 

x - 2n+l + y2 = 21(n+l)' 

Ainsi, on peut remplacer I' énoneé I par I' énoneé plus général suivant : 
I'. Si F est un ensemble {ermé plan de dimension 1, iI résulte de 

/' inégalité indr F ::::; 1 qu' on a 

wr (F) = 0 ou bien cor (F) = 00. 

9. 11 nous reste seulement à dire quelques mots sur I' oscillation exté~ 
rieure d'une Iigne cantorienne F aux points d'indice infini. 

On peut tout d'abord montrer par des exemples élémentaires que les 
relations 

w{ (F) ~ a > 0, ou w{ (F) = 00 

sont compatibles avee ehaeune des conditions 

(19) ind{ F= No ' indr (F) = c 

(il suffit à eet effet de consulter les exemples du eh. I). 
Or nous voulons montrer que ehaeune des égalités (19) est aussi eom~ 

patible avec 

(20) w{ (F) = O. 

En effet, eonsidérons en premier Iieu la lig ne cantorienne FN dont I'aspect o 
est reproduit par la figure 16. 

La ligne cantorienne FN est agrégée au triangle abc; elle est formée o 
d'une infinité dénombrable de lignes cantoriennes 

C" C 2 , ••• , Cn , ••• 

dont ehaeune est homéomorphe au continu de rex. 7 (eh. I. § 4), plus Ie point a. 

Chaeune des lignes en est done formée d'un "segment limite" b~ bi = Sn 
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(situé sur r axe verticale). avec b: = b. et d' une .. ligne polygonale généralisée" 

Ln = a~a; . .. . a~.. .. composée de segments verticaux d'une même 

longueur Àn = e (b~ • bï). et de segments horizontaux de longueur tendant 
vers O. 

En désignant par ftn la distance e (a~ • Sn). on a d'ailleurs 

fim Àn = fim ftn = O. 
n .... oo n .... "" 

" , , 
, , 

" " " " I 

~ 
_, Ct , 

Cl~ , , 
, 

" (1.; Cl-~, ' 
~p., 

0.,0: " , , , 
" a' Ct~ " 0.' - ~ " , 

~ " . ~ 
r- - o.~ l 

(l,~ 

~, 
• s 

a~ ,-- u' • 

'--
0.' o.~ u. l , ~ 

, , , 
" (11 

i' ' , , , 
" , , , , 

a.1 , 

, 
" ll, 

" , , , , , , , , , , , 
" , 

" , , , 
--- ï--- - - ei ï - - - - - - - - - - - - - - è'_ C­

t 

, , 

Fig. 16. 

L d S S I bn+l bn es eux segments n et n+1 ont en commun e segment I 2 qui 
forme la partie commune aux continus C n et C n + l • 

On démontre aisément les deux égalités 

ind. FK" = Ko' w. (FKo) = 0, 
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10. Considérons en second lieu la ligne cantorienne 

(21) Fc=~+ I Qn. 
construite de la façon suivante. Soit. dans Ie plan E. xoy un système de 
coordonnées rectangulaires. Désignons par ~ I' origine de ce système. par 

1 1 
Kn Ie segment x = - . 0 ~ y ~ -. par Qn un continu indécomposable n n 
situé dans Ie trapèze Tn 

1 1 
n+l ~x~;;. O ~ y~x 

et satisfaisant aux conditions suivantes : 
1°. E - Qn est connexe: 
2°. Ia par tie commune à Qn et à la frontière du trapèze Tn se com­

pose de tous les points de I'ensemble Kn + Kn+l ' 
On a alors pour Ie continu (21): 

indf Fc = c Wf (Fc )= O. 



NOTES SUPPLÉMENTAIRES 

, 
JOJNTES A LA SECONDE PARTJE DU 

MÉMOIRE SUR LES MUL TIPLICITÉS CANTORIENNES. *) 

I. UNE CONSÉQUENCE DE LA RELATJON osq G = O. I) 

1. Supposons que Ie domaine plan simplement connexe G ait au tour 
du point ~ de sa frontière une oscillation nulle. Démontrons que, dans ce cas: 

1 0. ~ appartient à un seul bout premier x. 

2°. ~ est Ie point accessible de x. 

D é m 0 n s tra ti 0 n. 1 0. Supposons par impossible que ~ appartienne 
aux bouts premiers x et y, et soient 

(I) QI' Q2'· .. ' Qn' ... 

et 

(2) TI' T 2 , •• , Tn , ••• 

les chaînes de sections transversales 2) déterminant successivement x et y. 
Soient ensuite G n et Hn les domaines partiels, dé6nis successivement par 
Qn et T n et contenant 2) successivement x et y. 

On peut évidemment supposer que G I et Hl (donc a fortiori G n et 
Hn , n > 1) sont disjoints. 

Désignons par a Ie nombre positif (! (t QI) et soit () un nombre positif 
a 

inférieur à 2"' d'ailleurs arbitrairement petit. 

*) Sous ce titre j"al réuni diverses remarques recueillies des brouillons de PAUL 
URYSOHN et se rattachant plus ou moins étroitement aux questions traitées dans ce Mémoire. 
Ce sont ou bien des propositions d'un caractère plus spécial. ou bien des considérations 
dont Ie développement complet manque encore. 

Je voudrais particulièrement appeler I'attention du lecteur sur la note IV. Les idées 
générales, les méthodes et les problèmes qui y sont contenus peuvent servir, iJ me semble, 
de point de départ à une série de recherches nouvelle! , PAUL ALEXANDROPP. 

I) Voir eh. VII. § I. 
2) Au sens blen connu de M. CARATHÉODORY. 
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Choisissons deux points 1'J et 1; appartenant successivement à G I et à 
Hl, et vérifiant en outre les inégalités 

(3) e (~.1;) < Ó. 

Joignons enfin les deux points 1'J et 1; par une ligne polygonale 1]1; = A cG. 
D 'après nos suppositions sur G. et H., A doit nécessairement avoir 

des points communs avec Q •. Le diamètre de A est donc au moins égal à 

(4) 

Le nombre Ó étant arbitrairement petit. Ia dernière relation est en con­
tradiction avec notre supposition osq G = O. 

11 résulte en outre du raisonnement précédent que dan!! Ie cas ou 
osq G = 0 et ou ~ est agrégé au bout premier x. chaque suite de sections 
transversales définissant x converge vers Ie point ~. 

2°. Démontrons maintenant que ~ est un point accessible 'par rapport 
à G. donc Ie point acces si bIe du bout premier x . 

Désignons par ón un nombre positif satisfaisant à la condition suivante : 
Quels que soient les deux points 1'J et 1; tels que 

- 1 
il existe une ligne polygonale 1'J1; = A eGde diamètre < 2" . 

Choisissons dans chaque G n un point an tel que e (~. an) < Ón • On 

1 
peut joindre a n et an+. par une Iigne polygonale An cG. Ó (An) < 2n ' 

et on peut extraire du continu 

00 

K= ~ +IAII 
n= 1 

un arc simple ~ = S aboutissant au point ~ et contenu. à ce point 
près. dans Ie domaine G. 

Le point ~ est donc accessible. 

2. Un exemple élémentaire montre que la réciproque de la pro po­
sition démontrée ne saurait être vraie. 

En effet. considérons Ie domaine plan G dont la construction est 
représentée schématiquement par la figure ei-après: 
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Fig. 17. 

Le point désigné dans la figure par la lettre ~ est accessible et appar~ 
tient à un seul bout premier. tandis que osq G est égale à la longueur 

du segment rectiligne U f
• 



11. SUR LES CONTINUS DÉCOMPOSABLES EN SOUS-CONTINUS 

DEUX A DEUX DISJOINTS. 

Démontrons Ie théorème suivant: 
I. Si Ie continu eest somme d' un ensemble quelconque de ses sous­

continus deux à deux sans points communs. C contient nécessairement 
des points d'indice c. 

Remarquons tout d'abord que Ie système en question de sous-continus 
de eest nécessairement indénombrable, car il résulte d'un théorème de 

M. SIERPINSKI I) qu'aucun continu ne peut se décomposer en urie infinité 
dénombrable de ses sous-ensembles fermés (supposés deux à deux disjoints). 

Par contre, on construit facilement des exemples de continus se décom­
posant en une infinité indénombrable de sous-con tin us disjoints (pour ne 
citer que des lig nes cantoriennes, cf. r exemple du § 8 du Ch. V). 

Ainsi notre théorème n'est qu'un cas particulier de la proposition plus 
générale suivante: 

11. Si une infinité indénombrable de continus deux à deux disjoints 
est agrégée à un ensemble {ermé C. C contient des points d' indice c. 

Démontrons Ie théorème 11. 
Soit Y un système indénombrable de sous-continus de C, deux à deux 

sans points communs. Il existe un nombre naturel N et un sous-système 
indénombrable YI de Y tel que tout élément de YI est un sous-continu de 

C de diamètre > ~. 
Considérons r espace métrique E formé de tous les sous-ensembles 

fermés F de C dans lequel la distance est définie par 

e ({. , h) = apx (FI , F2), 

( désignant Ie point de E correspondant au sous-ensemble fermé F de C. 
E étant un espace métrique compact 2), donc séparable. tout ensemble 

indénombrable de points de E y possède des points de condensation. 
Considérons notre système YI comme ensemble de points de E, et soit 

{ un point de condensation de cet ensemble. Il existe alors une suite 
de points 

ft, {2' ...• f.. .... 
de E. appartenant à l'ensemble YI (qui est un ensemble de points de E) 
et convergeant (dans E) vers f. Il en résulte que les continus 

FI' F2 , •••• Fn •... 

I) Voir p. ex. KBRÉK/ÁRTÓ, Vorlesungen über Topologie, p. 38. 
2) O 'après Ie théor. V du eh. 11 (§ 7, p. 35-37). 
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situés dans C et appartenant au système rl' convergent (dans C) vers 
l' ensemble fermé F. qui est par conséquent I) lui aussi un sous~continu de C 

1 
et possède un diamètre ~ N ' 

Soit maintenant. x un point arbitraire de F. et E un nombre positif 

b. . < 1 ar ltralre N' 

E 
Considérons dans C une 2~séparation quelconque de x : 

C = A + B + D. x c A c A + BeS ( x'1) 
effectuée par un ensemble fermé B. Désignons par 15 Ie nombre positif 
e (x. B + D). 

Le point f étant point de condensation de rl dans E. il existe une 
infinité indénombrable de points k de l'ensemble rl c E. dont la distance 
e ({. k) du point f est inférieure à d. c. à d. il existe une infinité indé~ 
nombrable de sous~continus K de Cappartenant au système rl. pour 
lesquels 

apx (F. K) < d. 

Chacun de ces continus a des points communs avec S (x. 15). donc avec A . 
1 

Comme. quel que soit Ie continu H de r l' d (H) > N > 15 (A + B). chaque 

continu K a en outre des points communs avec D. et. par conséquent. 
avec B. 

Les continus K étant deux à deux disjoints. il en résulte que Best 
indénombrable. donc de puissance c. c. q . f. d. 

La question. 
la réciproque du théorème 11 est~elle vraie ? ­
cette question reste ouverte. 

Remarquons qu'il résulte de notre démonstration. que tout point x du 
continu F est un point d'indice c. On a donc Ie 

Corollaire. L'ensemble des points x de C oü indx C=c contient, 
dans les conditions du théorème 11. des continus. 

I) eh. 11, § 5, p. 33. 



lIl. DÉMONSTRATION DIRECTE DE LA PROPRIÉTÉ QU'UN CONTINU DÉPOURVU 

DE CONTINUS DE CONDENSATION NE CONTIENT QUE 

DES POINTS D'INDICE FINI.\} 

Soit C un continu satisfaisant aux prémisses du théorème ci-dessus. 
Nous avons vu 2} que C peut être décomposé eomme il suit: 

(I) C = (/) + ..!' An , 

e. à d. en un ensemble fermé discontinu (/) et un ensemble au plus dénombrable -d'ares libres An = an bn, deux à deux sans points communs. Les ares 
Iibres An sont ouverts; ils n'ont aucun point commun avee (/); leurs 
extrémités sont cependant agrégés à (/). On a en out re lim <5 (An) = 0 

(dans Ie cas ou il y a une infinité d'arcs An). 
Soit x un point quelconque de C. Si x c An' on a évidemment indx C = 2. 
Reste à examiner Ie cas ou xc(/)o Démontrons qu'il est possible d'E-séparer 

Ie point x par un ensemble B formé d'un nombre fini de points (et eela , 
bi en entendu, quel que soit E > O). 

L'ensemble fermé (/) étant discontinu, il existe une déeomposition 

(2) (/) = (/)\ + (/)2 , X C (/)1 C S ( x, -j) , (/)\. (/)2 = o. 

E 
Désignons par t Ie plus petit des nombres positifs e ((/)\ ' (/)2) et 3' et 

divisons les ares libres An en cinq dasses: -I) les arcs An = an bn tels que a n + bn c (/)1 

2) .. .. a n + bn c (/)2 

3) .. 

i} .. 

et, en même temps, <5 (An) ~ t 

<5 (An) ~ t 

<5 (An) > 1 

<5 (An) > 1 

5} .. .. ' dont une extrémité, soit a n, appartient à (/)\, tandis que 
l'autre bn est con tenue dans (/)2. 

..-.. 
Désignons les ares An de la " Ilm. dasse (" = I, 2, 3, i, 5) par A~ = a~ b;. 
Remarquons que <5 (A~) ~ t si ,,> 2. 11 n'existe donc qu'un nombre 

fini d 'arcs An des classes 3, 4, 5. Désignons par l~ Ie nombre des 
ares libres de la "Ilm. dasse (" = 3, i, 5). Choisissons sur chaque arc 

..-.. 
A! = a! b! deux points c! et d! tels que 

(3) 

\) Volr eh. IV, § 3, tMor. IV (p. 69). 
2) eh. lil, § 9, théor. XIV (p. 57). 
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-Choisissons pareillement sur ehaque arc A~ = a~ b~ un point e~ tel que 
..-.. 

d (a~ e~) <-c. 
Posons ensuite 

Às""-'" .............. ).6""'-'" 

A = 4>J + .E A~ + I (a! c! + d! b!) + I a~ e~; 
n "=1 n=. 

(4) 

1.:. ~. 

B = .E (c! + d!) + .E e~ ; 
n=J n=J 

(5) 

), s ...-....)... ).& ............. 

(6) D = 4>2 + I A~ + .E c! d! + I A! + I e~ b~ . 
,. "=1 "=1 "=1 

11 résulte d 'abord de lirn <5 (A~) = 0, i = 1. 2, que (dans Ie cas ou l'ensemble 
~ .. 

de ces ares est infini), 

lt A~ c lP; , i = 1. 2, 
n~oo 

done 
co J '" J J 00 • 

.E An = I An + lt An C .E An + lPJ C A + B , 
" = 1 n= 1 n-lll-.o n= 1 

et, d'une façon analogue, 

n=J 

Tous les au tres ares qu'on trouve sueeessivement dans (4) et dans (6) 
sont en nombre fini; eomme leurs extrémités appartiennent sueeessivement 
à 4>J + B et à lP2 + B, done à A + B et à B + D, les ensembles A + 8 
et B + D sont fermés. 11 en résulte que les ensembles A = C - (8 + D) et 
D = C - (A + B) sont des domaines (rel. C), d'ailleurs disjoints. 

On a enfin l'inclusion évidente 

x C 4>J C A C A + B C lPJ + S (lPJ , -c) c S (lPJ , -c) c S (x, l). 

La déeomposition 

(7) 
est done une E~séparation du point x effectuée par I' ensemble B formé 
de U 3 + Às points au plus, c. q. f. d. 



IV. LES ENSEMBLES e~SÉPARANTS IRRÉDUCTIBLES ET LA NOTION 

DE PSEUDO~DIMENSION. 

(Délinitions. exemples. probl~mes). 

1. Les ensembles e~séparants irréductibles. 

1. Déf l. Soit C un ensemble fermé, x un point quelconque de C, 
B un ensemble E~séparant Ie point x. L' ensemble B est dit ensemble 
e-séparant irréductible si aucun vrai sous~ensemble B de B n'est un ensemble 
E~séparant Ie point x. 

Nous dirons aussi simplement .. E~irréductible" au lieu de "e~séparant 
irréductible" . 

Une E~séparation est dite "irréductible" si elle est effectuée par un 
ensemble .. e~irréductible". 

Remarquons dès à présent, que tout ensemble e~irréductible est fermé 
(par rapport à C, donc, dans notre cas, absolument fermé). En effet, cette 
proposition est une conséquence immédiate du lemme démontré au § 8 du 
eh. I de la Première Partie (Fund. Math. VII, p. 69). 

2. Un ensemble e~séparant B (même sur un continu C) ne contient pas 
nécessairement de sous~ensembles e~irréductibles. En effet, considérons les 
exemples suivants: 

Ex. 1. Soit E Ie plan ordinaire pourvu d'un système de coordonnées 
polaires r, cp. Le continu C est formé des segments rectilignes suivants: 

So (rp = 0, 0::::;; r::::;; 1) ; 

Sn (lP =1., 0::::;; r::::;; ,) , n = 1. 2, 3, ... in inf. 
n 

Posons E = t et soit x Ie point r = O. Désignons par B l' ensemble formé 
des points 

bn (r = ~, cp = ~), n = 1. 2, 3, ... in inf.; 

b.{r =~, 9J = 0)-
L'ensemble Best un ensemble fermé E~séparant Ie point x. Tout sous~ 

ensemble l3 de B E~sépare encore Ie point x dans Ie cas et dans 

Ie cas seulement, ou B contient b", et tous les points bn à partir d'un 
certain d'entre eux. 11 en résulte immédiatement qu'aucun des ensembles 

B c B n' est un ensemble E~séparant irréductible. 
Ex. 2. Soit (en conservant les notations de l' exemple précédent) e un 

Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) DI. XIII. DlO 
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nombre positif quelconque inférieur à 1 et K Ie continu construit comme 
il suit: 

Désignons par fIl' fI2' ... , fin, ••• les nombres rationnels de l'intervalle (0,1). 
Posons 

S(o) I lp = 0, 0 ~ r ~ 1 I: 
Sn) l cp =~, 0 ~ r ~ fin , ' n = I, 2, 3, . .. in inf.: 

00 

K = I srn) . 
n=() 

Soit maintenant B un ensemble fermé quelconque, E~séparant Ie point 
x (r = 0). L' ensemble B. S(o) n' est pas vide. Désignons par a Ie point de 
B . Slo) Ie plus éloigné du point x, par a Ie rayon vecteur du point a, par 
a' un nombre quelconque, mais bien déterminé, supérieur à a, mais inférieur 
à E (un tel nombre existe toujours puisqu'on a évidemment a < E) . Soit 
enfin 6 Ie système de tous les segments srn

) pour lesquels 

a' < fin < E. 

On démontre facilement que B a des points communs avec une 
infinité parmi les segments du système 6. 

D' autre part, soit SI') un quelconque des segments du système 6, ayant 
des points communs avec B; l'ensemble 

8=B-S(') 

est alors lui aussi un ensemble E~séparant Ie point x. 
11 en résulte bien que B n'est pas un ensemble E~irréductible. 

Ainsi la singularité de l' exemple 1 se présente ici quel que soit E < 1. 
11 est à remarquer en outre que Ie continu K possède Ie point x comme 

point de connexité locale. 
Ex. 3. Considérons la courbe cantorienne C composée des segments 

So (-1 ~ y ~ 1. x=O) : 

Sn (-I~y ~ 1. x=~} n = I, 2, 3, ... in inf. : 

TI (0 ~ x ~ 1. y= 1); 

T 2 (0 ~ x~ 1. y=-I). 

(On pourrait aussi considérer Ie continu C de l' exemple 7 du Ch. I. § 4). 
1 

Soit E < 2" et . ~ un point quelconque de So. On démontre facilement 

(en se servant en principe toujours du même raisonnement) qu'aucun 
ensemble B E~séparant Ie point ~ n'est irréductible. 

E 
Considérons Ie point ~ = (0,0). Choisissons un nombre positif" < 3" et 

soient de nouveau fIl' fI2' .• . , fin, ••• les nombres rationnels de l'intervalle (0,1). 
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Soit enfin B I' ensemble fermé constitué par les points: 

x=O, "~y~2,,: x=O, -2,,~y~-" : 

y=" + "e 
1 

x=-, : x=-, y = -" - "en n n 

(n parcourt tous les nombres naturels supérieurs à ~) . 

L' ensemble B qui est de dimension 1 jouit de la propriété intéressante 
qu'aucun sous-ensemble O-dimensional de B n'est e-séparant pour Ie 
point t tandis que B tout en tier est bien un ensemble e-séparant. 

Ex. i. Soit C la courbe de M. SIERPINSKI (eh. I. § i, ex. 11). 
11 existe pour tout point ~ c C et tout e > 0 un ensemble fermé B 

qui est E-irréductible tout en possédant la dimension 1. On peut même 
prendre pour B (seIon Ie choix du point ~) une lig ne simple fermée, ou 
un arc simpIe, comme Ie montre la figure suivante : 

%: ~ ~ ~ t& t& ~ :%: ~ 

%: ~ ~ ~ ~ ~ I/':: ~ Y': 

'.t, 

%: :Ij ~ '/: :/j :% t%: ~ :% 

.v~ :Ij t& 1:% ~ ~ ~ -, 

~ ~ %: ~ I/':: /': 

• 
~ 

~ ~ t:% t% :% ~ 

-. 
%- ~ t% ~ :%: ~ 1:% :% :% 

% ~ :% ~ ~ ~ :% ~ :%: 

%- :%: :% ?: '% /': :Ij '/: ;0 
I 

Fig. 18. 

Formulons enfin les problèmes suivants: 
1). Que1s sont les continus C de dimension n qui permettent, pour tout 

point ~ c C et tout E > 0, une e-séparation irréductible effectuée par un 
ensemble de dimension n - 1 ? 

DI~ 
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Ce problème est particulièremerit intéressant dans Ie cas ou C est uDe 
ligne cantorienne (c. à d. ou ron a n = I). 

2) En particulier, existe-il des lig nes cantoriennes C, autres que les arcs 

simples ab, satisfaisant à l' ensemble des deuK conditions suivantes: 

a) C est un continu irréductible ab; 
(3) quels que soient ~ c C et E > 0, il existe une E-séparation irréductible 

du point ~ effectuée par un ensemble B de dimension O? 

2. La pseudo-dimension. 

3. Déf. 1I I). Soit B un ensemble E-séparant Ie point a c C. Désignons 
par 11 (a, B, C) la borne inférieure de tous les nombres E' tels que Best 
un ensemble E'-séparant Ie point acC. Nous dirons d'ailleurs, si 
11 (a, B, C) = 17, que I'ensemble Best un ensemble B (a, C,IJ). 

Déf. lIl. Désignons par M (a, B, C) I'ensemble des nombres non négatifs 

IJ (a, B, C), ou Best un sous-ensemble quelconque de B, d 'une dimension 
inférieure à dim B. 

La borne inférieure de I'ensemble M (a, B, C) sera désignée par 
1'f (a, B, C): 

1} (a, B, C) = borne inf '7 (a, B. C). 
Be B . dim B < dim B 

En d'autres mots: 
On appelIe {J (a, B, C) Ie plus petit nombre positiE {J tel que la condition 

suivante soit vériAée: 

Quel que soit {}' > {J, il existe un sous-ensemble 13 de B, d'une dimension 
inférieure à dim B et O' -séparant Ie point a. 

Supposons dim C Anie. Soit dim B = n, {) (a, B, C) = {) et IJ (a, B, C) = IJ. 
Nous dirons que Best un Bn (a, C,IJ, 1'f). 

Déf. IV. Une suite inAnie: 

(1) Bn, (a. C.IJI' '{}1)' Bn, (a, C, IJ2' {)2)' ... , Bnk (a, C,IJk' {)k)' .•. 

s'appelle irréductible, si ron a 

Um 'h = 0; Um {)k = a> O. 
k-+ 00 k-+ 00 

(On obtient par exemple une suite irréductible, si Bnk (a, C, IJk' {)k) est 

un ensemble {-séParant irréductible, au sens de la première section de 

cette note; on obtient aussi une suite irréductible en supposant que 

1) Dans les dëfinitions suivantes nous admettons comme .-séparations les décomposltions 
C = A + B + D satisfaisant aux relations habituelles, mais ou ["ensemble D peut être 

éventuelfement vide (c~ .qui peut se produire seulement si • > {- 0 (C)). 11 en résulte que tout 

ensemble B c C ne con tenant pas Ie point a, peut être considéré comme t-séparant Ie 
point a (pour une valeur convenabie de ,). 
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Bnk (a. C. 1Jk {ik) est un 
1 

ensemble k~séparant de dimension m - 1. ou 

m=dim C), 
Déf V. Le nombre entier 1 + lim n s'appelle dimension de la suite (1). 

k~ ook 

Déf VI. Le plus grand 
d'une suite irréductible (1). 

nombre 2) p. qui ~e présente comme dimension 
s'appelle pseudo~dimension de C au point a: 

p=pdima C. 

On peut encore formuler la dernière définition comme il suit: 
Première (orme de la définition (ondamentale: On appelle p dim. C 

Ie plus grand entier positif 2) p satisfaisant à la condition suivante: 
il existe un nombre positif a tel qu'on peut trouver. pour tout E > O. 

un ensemble Bn (a. C. 1J. {}) avec 

4. Nous avons supposé. dans ce qui précède. que la dimension de C 
est finie. Pour nous débarasser de cette restriction. il convient de modifier 
légèrement la définition. 

(2) 

Déf VII. Soient a et fJ des entiers non négatifs quelconques. fJ ::::; a. 
Nous dirons qu'un ensemble B" (a. C. '7) est un B"", (a. C. '7. {i) si 1'0n a 

{i = borne int 1J (a. B. C). 
Be B , dim 8 <(0 

11 résulte de cette définition que la notion d'ensemble Bn (a. C. 1J. 1'}) 

du § précédent coïncide avec celle d'ensemble Bn, n (a. C. '7. /i) que nous 
venons d'introduire. 

Seconde {orme de la définition (ondamentale, On appelle P dima C Ie 
plus grand nombre y (y est un entier non négatif ou bi en Q() ) satisfaisant 
à la condition suivante: 

il existe un nombre positif x tel quO on puisse trouver un ensemble 
B"" , (a, C. 1J, 1't) avec fJ )': y'. '1 ::::; E. {i )': %. et cela quels que soient l' entier 
y' < y et Ie nombre positif E. 

11 est à remarquer que Ie nombre a = dim B"", (a. C. '7. 1't) est sans 
importance pour la définition précédente. 

Si y est fini (done. en particulier. si dim eest finie). la définition du 
nombre P dima C se modifie comme il suit: 

... Ie plus grand nombre y satisfaisant à la condition suivante: 
il existe un x> 0 tel qu'on peut trouver. pour tout E> O. un ensemble 

B", n (a. C. 1J. 1't) avec n )': y - 1 • 1J ::::; E. 1't )': x. 

Pour y fini. la seconde forme de la définition diffère de la première 

2) Voir plus loin § 5, proposition 3°, justifiant I'emploi (dans notre définition) de I'exprcssion 
"Ie plus grand nombre etc," 

file:///-/-limn
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seulement en ce qu' on considère tous les B",. n, a;::: n, au lieu de se 
bomer aux ensembles Bn. n' Il en résulte immédiatement qu'on a toujours 
P dim. C ;::: p dim. C. 

Démontrons qu' on a (pour P dim. C fini): 

(3) P dim. C = p dim. C. 

Soit P dim. C = r (r étant un nombre fini). D'après la définition de r, 
il correspond à tout >el > 0 un E (>e.) = E. > 0 tel qu'aucun ensemble 
B",."/ (a, C,1], 00) ne satisfait en même temps aux deux relations 1] ~ E. ,00;::: >e •• 

D'autre part, ïl existe un nombre " bien déterminé tel qu'on peut 
trouver, quel que soit E > 0, un ensemble B",. n (a, C, 1],00) avec n;::: r-l, 
1] ~ E, 00;::; ". 

Prenons ce nombre ", choisissons ensuite un >el < >e, d'ailleurs arbi~ 
trairement petit, et considérons un E quelconque inférieur à E (>e.) = E •• 

Soit B. l' ensemble B",. n (a, C, 1],00) correspondant à cet E (en ce sens que 
n ;::; r - I, 1] ~ E, 00 ;::; ,,; a désigne dim Ij",. n ( ••• )). On voit immédiatement 
que nest nécessairement égal à r - I, de sorte que B. est un B",. "/_. (a, C,1], 00), 
avec 1] ~ E ~ E. et 00;::;" > >e •• 

Deux cas sont possibles a priori: 
1°. Il existe un ensemble B2 c B. de dimension r - L pour lequel on 

a 1] (a, B2 , q < " •. 
2°. Quel que soit Ie so~ensemble (r - 1)~dimensionaI3) iJ de B., on a 

toujours 1] (a, iJ, q ;::; >el • 

Examinons d'abord Ie cas 2°. Remarquons que si iJ est un sous~ 
ensemble de B. de dimension < r - I, on a toujours 

1] (a, iJ. q ;::; 00 ;::; " ;::; " •. 

Donc, si nous nous trouvons dans Ie cas 2°, c'est que B. est un 
B",."/ (a, C, 1], Jo) avec 1] ~ E. , 00 ;::; >el • Cette conclusion contredit la définition 
du nombre E.. Il en résulte que seul Ie cas 1 ° peut se présenter. 

Soit maintenant Bo un sous~ensemble quelconque de B2 de dimension 
<r-1. 

Bo étant a fortiori un so~ensemble de B., il résulte de la définition 
du dernier ensemble, que 

1] (a, Bo, q ;::; 00 ;::; ". 

Bo est par conséquent un B"/-. (a, C, 1], 00) avec 

1] ~ ". ' 00;::; ". 
Le nombre positif ". étant arbitrairement petit (tandis que " est fixé 

d'avance), il enrésultequepdim. C;::; r=Pdim. C, donc Pdim. C=pdim.C, 
c. q. f. d. 

N ous ne considérons clans la suite que des ensembles C de dimen-

3) B. contlent toujours des ensembles {y - ll-dlmenslonaux (car on a dim B. = IX ~ 'Y - I 
IX ttaDt un nombre fini). 
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sion finie, nous nous pouvons donc servlr indifféremment de la première 
ou de la seconde forme de la définition fondamentale. 

s. Faisons quelques remarques générales sur la notion de pseudo~ 
dimension. 

1°. On démontre d'abord (par des raisonnements élémentaires et immé~ 
diatement déterminés par Ie problème lui~même) que la pseudo~dimension 
est un invariant topologique. 

2°. On a toujours p dim. C;::: dim. C. Soit en effet 

(4) BI' B2 , ••• , Bk, ... 

une suite d'ensembles de dimension dim C - 1 qui sont respectivement 

î~séparants pour Ie point a. Comme nous avons déjà remarqué au § 3, 

cette suite est irréductible (au sens de la définition IV). O'autre part, la 
dimension de notre suite (au sens de la déf. V) est évidemment dim C, 
d'ou résulte la propriété 2°. 

3°. Si dim C = n, on a, quel que soit ace, p dim. C :S; n + 1. 
En effet, il résulte immédiatement LC la définition de p dim. C, que 

l'inégalité p dim. C ;::: n + 2 suppose l' existence de sous~ensembles B de C 
dont la dimension est au moins égale à n + 1. Nous verrons cependant 
par des exemples que I'égalité p dim. C = n + 1 est compatible avec 
dim. C< n. 

4°. On obtient Ie même nombre p dim. C en supposant, dans les défi~ 
nitions précédentes, que tous les ensembles B ( ... ) sont fermés (rel. q. 

En effet, la dernière supposition, considérée a priori, ne pourrait contribuer 
qu' à abaisser la valeur du nombre p dim. C. Il suffit donc de démontrer 
la proposition suivante: 

Quel que soit Ie nombre positif d donné d'avance, I'existence d'un 
ensemble Bn (a, C, fJ, iJ), soit B, entraine I'existence d'un ensemble fermé 

Bn (a, C, fJ + t, ~), avec O:S; t < d et {j;::: IJ. 
Il suffit de démontrer cette proposition dans la supposition fJ + d < IJ 

(puisque IJ reste, dans la définition de p dim. C, supérieur à un nombre 
positif fixe a, tandis que fJ devient infiniment petit). 

Choisissons un nombre positif ti < d. O'aprèsla définition de Bn (a, C, fJ, iJ), 
l' ensemble Best un ensemble (fJ + tl)~séparant Ie point a; l' ensemble 
B = Bn (a, C, fJ, &) contient donc 1) un sous--ensemble fermé B, qui est 
aussi (fJ + tl)~séparant. 

La dimension de B ne peut être inférieure à celle de B (car on aurait 
autrement iJ:S; fJ + ti < fJ + b, ce qui contredit nos suppositions). Par 

conséquent Best un Bn (a, C, fJ + t, l?) avec t:S; ti < b. Reste à montrer 

qu'on a iJ;::: IJ. 

1) Voir Ir. partie. eh. I, § 8, Iemme (PuDd. Math. VII. p. 69). 
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Si ron avait. par impossible. {} > {}. on pourrait trouver. quel que soit 

{}*. {} > {}* > Îi. un ensemble B* eB d'une dimension infétieure à dim B=n 
et qui serait un ensemble {}*-séparant. Or B* est contenu dans B. et on 
a dim B* < n = dim B. On aurait donc {}::::; {}*. ce qui est absurde. 

Notre proposition se trouve démontrée. 
4°. Déf. VIII. Si ron a p dim. e = dim. e. Ie point a s'appelle point 

ordinaire de C; dans Ie cas contraire. Ie point a s' appelIe point singulier. 

6. Exemples divers. 1°. La courbe C de M. SIERPINSKI (§ 2. ex. 4) 
se compose de points singuliers. puisqu' on a. quel que soit acC. 
pdim. C=2. 

2°. La courbe C (§ 2. ex. 3) contient des points singuliers dont l' ensemble 
est précisément Ie segment So (voir la discussion de cet exemple au § 2). 

3°. Soit C formé du point a et des cercles Cn (intérieur et frontière 
compris). n = 1. 2. 3.... in inf., ou l' on a: 

(1) en. Cn+ 1 =an (an étant point de contact extérieur). Cn. Cm =0. 
si In-ml~ 2; 

(2) Um t5 (en) = 0; 
n -+00 

(3) Um e (a. en) = O. 
n -+00 

On démontre facilement que 

p dim. C = 2. dim. C = 1 ; 
si x -=f a. p dimx C = dimx e = 2. 

40. Désignons par F (a) la surface de la sphère x 2 + y2 + Z2 = a 2 (dans 
respace tridimensional ordinaire E/YZ

). Soient TI' T2 ••••• T n •••• des 
demi-droites infinies issues de I'origine et dont la réunion forme un en­
semble partout dense. Désignons par Sn (a. fJ) Ie segment de Tn contenu 
entre F (a) et F (fJ). Soit enfin 0 )' origine des coordonnées. 

Posons 

C=o +i~O F (~i) + !a,! F(~i +~i+i+I) + 
'" '" j (1 1 1 1 ) + I ~ I Sn 2i + 2i+" 2i + 2i+j+1 ; l=o)=on=1 J 

Les faits suivants sont faciles à vérifier: 

si a = o. on a dim. C = 1 et p dim. e = 3 (on prend pour les 8 2 ( ••• ) 

de la Déf. III du § 3 les ensembles F(~i)) ; 
si a ci!o F ( ~i). on a dim. e = 2 et p dim. e = 3 (discussion analogue 

à celle de I'ex. 3 du § 2); 
tous les autres points ace sont des points ordinaires (dim. e = 

= p dim. C = 2 ou 1). 
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5°. Soit C* formé du point a et des cercles C" (intérieur et frontière 
compris). n = 1. 2. 3.... in inf; les cercles C" sont assujettis aux conditioDs 
(2) et (3) de l'exemple 3°. tand is que (1) est remplacée par 

(2*) C". (Cm + a) = O. quels que soient n et m :;i; n. 

T ous les points de C* sont réguliers. En particulier. 

dim. C* = p dim. C* = 0 

(puisque l' ensemble vide est contenu dans tout autre ensemble). 

7. Problèmes divers. 

1°. QueUe est la structure de l'ensemble de tous les points xc C. 
ou l'on a pdim" C?:: n? 

QueUe est la structure de l'ensemble de tous les points singuliers d'un 
continu donné? 

2°. Soit C une multiplicité cantorienne généralisée de dimension n. Un 
point acC. ou dim. C < n, est~il nécessairement singulier? 

3°, Supposons que la multiplicité cantorienne généralisée C ne soit pas 
localement connexe au point a c C, Ce point a est~il nécessairement 
singulier? 

4°, Si Ie point a appartient à un ccd (C). est~ce qu'on a nécessairement 
p dim. C ?:: 2 ? 

Remarque, L'intérêt particulier du problème 4° con siste en ce que sa 
résolution afflrmative conduirait à ~ proposition suivante: 

Un continu irréductible C = ab. oû pour tous les points x on a 
p dim" C = 1. est nécessairement un arc simple ab. 

8. Nous nous proposons de résoudre maintenant un cas particulier 
du problème 5°. et cela ·en démontrant la proposition suivante: 

Si rarc simple S est un continu de condensation complète du continu 
C. la pseudo-dimension de C est supérieure à 1 dans tous les points de S, 

Commençons par démontrer la proposition auxiliaire suivante: 
Si rarc simple S est un continu de condensation complète de C. tout 

sous~continu So de S est encore un ccd (C) 5). 
Démonstration, Soient a et bles deux extrémités de S =ab, Il 

suffit de démóntrer que tout arc simple So de la forme So = ax c S est 
un ccd(C), 

5) La dernière proposition présente un intérêt en elle-même. En effet. nous avons vu 
(eh. IJl, § 3, ex. I) qu'un sous-continu Ko d'un ccd (C) n'est pas nécessalrement un ccd (C). Un 
exemple extrèmement simpte réalisant cette propriété est dû à M. TSCHERKASSOPP. Le 
continu C de M . TSCHERKASSOPP se compose du segment rectiligne Ko (x = 0, - I :s: y:s: I). 
de la circonférence Q «x - i)2 + lP = i). des segments rectiligaes 
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L'arc simple S étant un ccd (C), il existe une suite de sous-continus 
de C-S 

(5) AI' A 2 , •• , An , ••• 

ayant S pour sa limite topologique. Les nombres positifs En = apx (S, An) 
tendant vers 0, on peut supposer que les continus (5) sont deux à deux 
sans points eommuns. Supposons de plus (ce qui est évidemment permis) 
qu'on ait En ~ En+1 et que EI soit en même temps < t (} (a, SI) et < t (} (b, So), 
oû SI est rare xb = S - So de S. 

Désignons maintenant par Pn I'ensemble fermé de tous les points ede 
An qui satisfont à l'inégalité 

(} (So' e) ::s; (} (SI' e). 
D'une façon analogue désignons par Qn I'ensemble fermé de tous les 

points 7J de A" satisfaisant à l'inégalité 

(} (So, 1'}) ~ (} (SI' e). 

Soit maintenant an un des points de An' pour lesquels (} (a, an) = (} (a, An) ; 
soit de même bn un point de An satisfaisant à (} (b, bn) = e (b, An). 

Il résulte immédiatement des inégalités, auxquelles E" est assujetti, que 
an c Pn. bn c Qn . 

Aueun des deux ensembles fermés Pn et Qn n'est done vide, et, 
comme on a 

il résulte que R" = PIl . Qn est aussi un ensemble fermé non vide. 
Désignons par Kn !e eomposant du point an dans I'ensemble fermé Pn. 
Démontrons tout d'abord qu'on a K" . Qn -,i:. O. En effet. Kn étant un 

composant de l' ensemble fermé PIl ::> Rn =f 0, il existe, si K" . Qn = O. un 
nombre positif a tel qu'il est impossible de joindre un point quelconque 
peK.. et un point r c Rn par une a-ehaine 

(~~x~_I_, y= I) 
22n 22n+1 

(_I_~X~_I_ .y=_I), 
22n+1 22n+2 

des ares de c1rconftrence 

( ( 1 )2 2 ( 1 1)2 1 ) x-- +y=-+- ,y~-2 2 2,,+2 2,,+1 

et de ceux-là parml les points des segment! 

Tn+1 ( x=_I_, -1 :S:y:S: 1), 
2"+1 

qul $Ont non Intérleurs aux cercles On+1 correspondants. 

n = 0, 1. 2 .. . . , in inf. 

On volt de Sblte que Ko+ 0 est un ccd(C), tandls que Ko n'est pas un ccd(C). 
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On conclut de lä, par un raisonnement élémentaire et bien connu, ä 
rexistence d'une décomposition 

P"=M"+N" 
de l'ensemble fermé p" en deux ensembles fermés disjoints M" et N", 
contenant respectivement K" et R" . 

On a alors 

A" = M" + (N" + Q") , 

ou les deux ensembles fermés M" et N" + Q" sont non vides et dis­
joints. Donc A" ne saurait être un continu. 

La contradiction ä laquelle nous avons abouti, démontre bien que 
l' ensemble K" . Q" contient au moins un point p" . 

En remplaçant au besoin la suite (5) par une suite partielIe, on peut 
supposer convergentes les deux suites 

(6) Kt,K2' .. . ,K" , ... 
et 

(7) Pt ,P2 , .•.• p" , ... 

11 résulte de p" c K" c A" qu' on a, en posant p = lim p" et K, .. = Um K" : 

(8) pc Kw c So. 

D'autre part, on tire de p" c R" c Q": 

e (p" , St) ~ e (p" , So) , 
donc lim (p" , St) = 0, et par conséquent ..-. .. 
(9) peSt. 

,,-... "-.'" 

11 résulte de (8) et de (9) qu'on a peSo. St, donc 

(10) p=x. 

Or on a, en outre, a" c K", donc lim a" = a c K, ... 
..-+ .. 

K., est par conséquent un sous-continu de rarc simple So contenant 
les deux extrémités a et x de cet arc simpie; KOl est donc identique 
ä So. Comme tous les continus K" sont étrangers ä S, donc a fortiori 
ä So, I'arc So est un ccd (C), donc notre théorème auxiliaire se trouve 
démontré. 

9. Abordons maintenant la démonstration du théorème principal. Le 
théorème auxiliaire perm et de nous borner ä la démonstration du fait 
suivant: 

Si S = ab est un ccd (C). on a p dim. C;:::: 2. 
S étant uil ccd (C), on peut construire une suite de continus A" c C - S. 

n = 1. 2. 3 •... in inf.. tels que 
1 

(11) apx (S. A") < -. 
n 

Désignons par a un nombre fixe, positif et inférieur ä e (a. b). En 
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désignant par 2E Ie nombre positif e (a, b)-a, on peut supposer de plus 
que, pour ehaque n, 

(12) apx(S, An) < E. 

11 en résulte qu'on peut trouver pour ehaque n sur An deux points a n 

et bn tels que 

(13) 

(14) 

e (a, an) <!, e (b, bn) < ! . 
n n 

Soit maintenant h un nombre positif arbitrairement petit, en tout cas 

inférieur à j. Construisons sur S un arc part iel S(h) = U(h) f3(h) satisfaisant 

aux conditions suivantes: 

1 

(15) 

(16) 

La construction d'un tel arc ne présente aueune diffieulté: il suffit de 
poser, sur S. a -< b, et de désigner ensuite par (J(h) Ie premier point de S 

appartenant à S-S (a. 2;): on prendra alors pour a(h) Ie dernier point de 

S ( a, ~). agrégé à l' arc partiel a{Jh de S. 

Choisissons sur S(h) un ensemble dénombrable 

(17) r= (,'1' Y20 ••• , I' i, ••• ) 

dense sur S(h) et ne contenant aueune des deux extrémités a(h) et (J(h). 

Oésignons ensuite par Ui la sphère S (ri, ri)~ ou rl est Ie plus petit 

d d b "f 1 es eux nom res poslh s --;- et 
I 

Les deux points a(h) et (J(h) étant à l' extérieur de U i, désignons respee­
tivement par al~) et fJl~) Ie premier et Ie dernier point de S(h) appartenant à 

UI' O'après Ie ehoix de la sphère Ui, al2) est en même temps Ie premier 

point de S qui appartient à Ui; de même, fJl~) est, sur S, Ie dernier 

point de UI' 
Oésignons par Xi I'are aal~) de S, et par yi rare fJl~)b de S. 
L'are aa(h) appartient évidemment à Xi; done 

(18) Xi::> S . S (a, h*), 
- h 

ou h* désigne Ie nombre positif te (a, S-aa(h)) ::::; 6' 
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O 'autre part, XI appartient à afJh' done 

19) X i cS (a, 2;)-

11 résulte de (18) que y i appartient au domaine extérieur de la sphère 
S (a, h*); 
(20) y i cE (a , h*) . 

En outre 

(21) y i :> S-S (a, 2;)-
Les eontinus Xi et yl sont eontenus dans des eomposants différents 

K Xi et K y l de l' ensemble fermé S- U i. 11 existe par eonséquent une 
déeomposition 
(22) S-Ui = 4>; + 4>~ 
en deux ensembles fermés disjoints 4>; et 4>~, satisfaisant aux inclusions 

(23) cP; :> K X i :> X i :> S . 8(a , h*) et 

(24) cP~ :> K yi :> yi :> S-S (a, 23h) . 

11 en résulte que 

(25) cPi
• c S (a, 2;). cP

i 
C E (a , h*). 

Soient G; et G~ deux domaines (absolus) satisfaisant aux eonditions : 

(26) 4>i. c G; c S (a, 2;). 4>~ c G~ c E (a, h*), G; . G; = 0, 

désignons par ni Ie premier entier tel que pour tout n > ni 

(27) 

et posons 

(28) 

On a 
(29) 

A .. c G; + G~ + U i 

'X(I)-A -U ·-GI . , n- ft I 2' 

~ y~)=A .. - UI - G; . 

ou les ensembles fermés Xli) et Y(i) sont disJ·oints. .. .. 
En outre 

done 

(30) 

10. Choisissons les nombres naturels 

(31) m. < m2 < ... < mi < .. . 
sous la seule eondition 
(32) 
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et posons 
X X I') Y. y('/ ,== mi ' • = mi' 

done 

(33) Am,- U, = X, + y" X, e~, y, e ~, X, c S (a, 2;). i} (a, Y,) > h*. 

Oéfinissons ensuite les ensembles A, B, D par les égalités suivantes: 

(34) A = C . 8 (a, h*) + i x, ; 
1=\ 

(35) D=[ C-S(a,23h)J+~ Y,; 

(36) B=C-(A+D). 
On a done 

(37) C=A+B+D, A .B=B.D=A .D=O. 
On a en outre 

- ( 2h) D~ C-8 a'3 ' 
done 

(38) a c A c A + B c 8 ( a, 23
h
)-

Remarquons que, quel que soit i, 

(39) B ~ U,. Am,. 
En effet, on a d'abord, si j"1=- i, 

(Xj + YJ. Am; cAm) . Am,= 0, 
ensuite (X; + Y,). U, = 0, 

done (,!\ (X, + y,)). U,. Am,= 0, 

enfin UI '~ 8 (a, ~)+ [ c-s(a, 2;) J~=o, 
par eonséquent 

(A + D). Ui. Am,=O, 
ce qui est exactement (39). 

Une eonséquenee immédiate de I'inclusion (39) est la relation 

(40) x = dim B ;::. 1. 

Oémontrons maintenant que la déeomposition (37) est une 2; -séparation 

du point a. 
O'après (38), il sutBt de montrer qU'Qn a 

(41) H(A,D)=O. 
Or eette dernière égalité résultera de )' ensemble des quatre relations 

suivantes: 

)

(42) 

_ 00 -00-

(43) 8(a, h*) . I Y, + 8 (a, h*) . I Y, = 0; 
1=\ 1=1 

8(a,h*).[ C -8(a, 2;)J + 8 (a, h*). [ C -8(a, 2;)J =0; 
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h* étant ~ !!.3' Ia relation (42) est évidente; (43) résulte de l' Y I C C-
1=1 

- S (a. h*); (44) résulte de ,! XI C S (a. 23
h
); (45) enfin est une consé~ 

quence des indusions 

et (!, YJ=,~ YI+i~~IC,~ YI+S. 

En effet. il s'ensuit de ces indusions: 

(~ XI) . (~ YI) + (!. XI)' (1' YI) C (1' X I)' (i YI) + 
r l I-I I- I 1=1 1=1 1=1 

GO 00 0000 ao 

+ S . I (Xi + Yi ) = I (XI. Yi) + I I* Xi. Yi + S. I (XI + Y/) 
i=1 /= 1 /=1 j=1 1=1 

(I' astérisque* désignant que la somme est prise pour toutes les valeurs 
de j. sauf j = i). 

Or. on a. quel que soit i. X. Yi = O. et quels que soient i et j. i -=f j. 
OD OD 

X I' Yj C Ai . A j = O. Enfin S. I (Xi + Yi) cS. I AI = O. 
i= 1 i=1 

La relation (45). et par suite la propriété (41). se trouve démontrée. 

B d bI 2h. I' 11 . I est onc un ensem e T~separant e pomt a. en resu te que 

(46) 1] = 1] (a, B. C) < h. 

Po~r une certaine valeur. encore inconnue. du nombre positif {}.l'ensemble 
B est. en conséquence des développements précédents. un ensemble 
BX.I (a. C.1]. {}). et il nous reste à montrer que 

(47) {} ~ a, 

c. à d. que 
quel que soit I' ensemble 13 eBde dimension nulle. 1] (a. B, C) ~ a. 
D'après la propriété 4° du § 5. on peut se borner à la considération 

des ensembles fermés IJ. Tout revient donc à la démonstration de la 
proposition suivante: 

Soit 13 un sous~ensemble fermé discontinu de B. L'ensem~ 
bIe B n'est pas. pour Ie point a. un ensemble a~séparant. 
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11. Soit par impossible 

(48) C =.Á + iJ + b , a e A e A + BeS (a, a), 

H(A, 6)=0, dimB=O, Be B, 
une a-séparation du point a. 

L' ensemble fermé B étant de dimension 0, r ensemble S(I.). B est non 
dense sur S(h); on peut donc trouver sur S(h) un arc simple S*, n'ayant 

aucUD point commun avec iJ, de sorte que Ie nombre p. = e (S*. B) est 
positif. 

L'ensemble r= Iril étant dense sur S(h)' choisissons sur S* UD point 
ri d'indice i assez élevé pour qu'on ait en même temps 

(49) 
1 p. v -;- < -2 et am . e A . 
I I 

On a alors, d'après la définition de la sphère Ui. 
v 1 f' v 

e (U;, B) ?: e (rio B) - r i ?: e (ri, B) - i> 2' donc U . B = O. 

11 en résulte que 

Ami.B=Ami ' Ui,B+Xi,B+ Yi.Be Ui.iJ + (XI + Yi) .B=O. 

Le continu Ami' ayant avec .Á Ie point ami en commun et étant étranger 

à iJ, est nécessairement contenu dans A. 11 s'ensuit qu'on a 

IS (A) ?: !5 (A ml) ?: e (aml, bm) > a, 

ce qui est en contradiction avec (48). 
Notre proposition est dsmontrée. 



V. DÉMONSTRATION DIRECTE DU THÉORÈME DE M. CARATHÉODORY *) 
SUR LA DISTRIBUTlbN CYCLIQUE DES BOUTS PREMIERS. I) 

1. Supposons donné. dans Ie plan. un domaine simplement connexe 
W. dont la frontière est la ligne cantorienne C. Nous désignerons. dans 
ce chapitre. les points de W et de C = Fr W par des lettres grecques 
a. {J. ' r. ... Les sections trans,versales (= Querschnitte 2)) et les rayons 
(= Einschnitte2») de W seront désignés successivement par la lettre T 
et par la lettre P. Les sections transversales et les rayons seront désignés 
quelquefois par leurs extrémités: T = a{J. ou P = a{J. Bien entendu. les 
deux extrémités d'une section transversale peuvent être géométriquement 
confondues. a = (J. 2) 

Des deux extrémités a et {J d'un rayon P a{J, nous désignerons 
celle qui est intérieure à W comme extrémité initiale. tandis que I'autre 
(appartenant à C) sera appelée extremité finale. Nous désignerons enBn 
par la lettre E l' ensemble de tous les bouts premiers du domaine W. 

2. Tout rayon P détermine 3) uo seul bout premier x (P) vers lequel 
Ie rayon converge of) et qui possède l' extrémité Bnale de P comme son 
(seui) point accessible 5). Chaque bout premier ne possédant qu'uo seul 
point accessible, on voit immédiatement que 

I. Deux rayons PI et P2 à extrémités finales ditférentes déterminent 
deux bouts premiel's ditférents: x (PI) :;t:: X (P2). 

3. Choisissons dans Ie domaine W un point déterminé w et un système 
de coordonnées rectangulaires, déterminé une fois pour toutes. et ayant 
son origine au point w. 

*) Le théorème se démontre aussi sans peine et sans sortir du domalne de la topologie, 
en s'appuyant sur la théorle des bouts premiers telle qu'elle se trouve exposée p. ex. 

dans les .. Vorlesungen fiber Topologie", p. 108 et sulv, de M. KEReKJÁRTÓ. 
(Note de l'édlteur.) 

I) "Bouts premiers" = Prlmenden de M.CARATHeODORY. Le théorème que nous avoDS en vue 
est Ie théorème XIV du mémolre de M. CARATHeODORY: "Ueber die 8egrenzung elnfach 
zusammenhängender Geblete", Math, Ann. 73 (1913), p. 321-370. 

M. CARATHeODORY énonce son théorème comme II suit : 
Sa t z XIV. Die Primenden eines einfach zusammenhiingenden Gebietes G sind zyklisch 

geordnet. 
Il Ie démontre en faisant appel à la représentation conforme du domalne donné sur Ie cercle: 

nous nous proposons lci de donner une démoDstratlon topologique de cet Important résultat. 
2) CARATHeODORY, loc. cito p. 326 et 329-330 (§§ i et 8). 
3) CARATHeODORY, loc. cito p. 353, Satz XVII. 
4) ibidem, p. 352, § 33. 
S) Ibidem, p. 351 et sulv. 

Verh. Kon. Akad. V . Wetensch. (Ie Sectie) Dl. XIII. 011 



162 MÉMOIRE SUR LES MUL TIPLICITÉS CANTORIENNES. 

Appelons circonférence admissible toute circonférence K dont Ie centre 
appartient à C et dont Ie rayon est assez petit pour que Ie point w se 
trouve à l' extérieur de K. 

Appelons en suite section circulaire T0 toute section transversale formée 
par un arc d'une circonférence admissible. Le centre de cette circonfé~ 
rence sera désigné par " (T0), son rayon par a (T0). Désignons par 
6. (T0) ce]ui des deux domaines, composants de W - T 0, qui ne contient 
pas Ie point w. Nous dirons quelquefois que 6. (T0) est Ie domaine 
déterminé par T0. Désignons enfin par U (T0) r ensemble de tous les 
bouts premiers contenus dans 6. (T0) au sens de M. CARATHÉODORV 6). 

Démontrons la proposition élémentaire suivante: 

II. Soient PI = ad3 et P2 = a2P deux rayons aboutissant à la même 
extrémité finale P et n'ayant, outre cette extrémité, aucun point commun. 

Supposons qu'il existe une ligne polygonale 1I=ala2c W. n'ayant avee 
PI + P 2 que les points al et a2 en commun. et telle qu'if y ait des points 
de C à l' intérieur I de la ligne simple fermée PI + 1I + P2• Les bouts 
premiers x (PI) et x (P2) sont alors ditférents. 

Supposons par impossible qu' on ait x = x (PI) = x (P2 ). et soit 

T~ . T f •... , T ep •... 

une chaine de sections circulaires définissant Ie bout premier x. 
Soit T;? la première section circulaire de la chaine ci~dessus. telle qu'il 

existe un point ~ de I. C situé à l' extérieur du cercle dont T;? est un arc. 

Désignons par r Ie composant de t= dans Ie domaine non connexe I-T;? 
La frontière lP de rest une ligne simple fermée. contenue dans 

T ;? I + (I-I) et ne contenant pas Ie point P (qui est Ie point accessible 
du bout premier x); elle est par conséquent étrangère à C. 

Le continu C. ayant des points communs avec r, doit donc être contenu 
dans ce dernier domaine. ce qui est absurde. 

Une conséquence immédiate des propositions I et II est la très impor~ 
tante proposition : 

lIl. Chaque section transversale T = ap détermine deux bouts premiers 
ditférents aT et bT• qu'on obtient en prenant sur ;p un pointquelconque 

" et en posant 

PI = "a. P 2 = "p. aT = x (PI)' bT = x (P2) • 

4. D'une façon générale. nous désignerons par la lettre run domaine 
connexe. composant de W- T. T étant une section transversale quelconque; 
l' ensemble de tous les bouts premiers contenus (au sens de M. CARATHÉODORV) 

dans r sera alors désigné par G (suivi des indices de 1). La proposition 
suivante résulte immédiatement de la théorie de M. CARATHÉODORV: 

6) Loc. cito p. 331. § ll.dtf. I. 
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IV. Quel que soit Ie domaine r contenant (au sens de M. CARATHtODORV) 
Ie bout premier x: 

G ::I X. 

il existe une section circulaire T 0 telle que x c U (T0) . G. 
Transformons maintenant I'ensemble E de tous les bouts premiers x 

en un espace topologique E en dé6nissant comme voisinage de x tout 
sous~ensemble G de E con tenant x et correspondant à un domaine r. 
On obtient. d'après IV. Ie même espace E en considérant eomme seuls 
voisinages de x les ensembles U (T0) ::I x . Les quatre axiomes de 
M. HAUSDORFF sont évidemment satisfaits. et ron a en outre la propriété 
suivante. conséquence immédiate de la dé6nition de convergence au sens 
de M . CARATHtODORV 7) : 

V. Pour qu'une suite de bouts premiers 

(1) XI' X2' •••• X n •••• 

converge (au sens de M. CARATHtODORV) vers Ie bout premier X, j • il (aut 
et il su{fit que la suite (1). considérée comme suite de points de I'espace 
E. converge. dans eet espace, vers Ie point X.,j. 

L'espace E satisfaisant au premier axiome de dénombrabilité de M . 
HAUSDORFF 8). il résulte de IV que E coïncide topologiquement avec 
l' espace abstrait 9) résultant de la dé6nition de convergence introduite par 
M. CARATHtODORV. 

N ous pouvons donc formuler comme il suit Ie résultat de M. CARATHtODORV 
sur la distribution cyclique des bouts premiers: 

THtORÈME FONDAMENTAL. L'espace Eest homéomorphe à une circon~ 
térence. ou encore: 

L' espace Eest une ligne simple {ermée. 
C'est à la démonstration de ce dernier théorème que sont consacrés 

les développements ci~dessous. 

s. Démontrons d'abord la propriété suivante. très importante. des 
domaines U (T0) de respace E. 

VI. La {rontière du domaine U (T0). ou T 0 = a {J. se compose des 
deux points a = aT0 et b = bT0 de I'espaee E; elle coincide d'ailleurs avec 
la (rontière de E - U (T0). 

Soient 6. (T0) et r= w - 6. (T0) les domain~s connexes. composants 

7) Loc. cito p. 351, note. 
8) En effet, iJ suffit de considérer les U (T8 ) correspondants à une chaine de sections 

circulaires 

T P .Tf ... .. T~ .... 

dé/lnissant un bout premier donné X . 

9) Classe (L) de M. FReCHET. 

011* 
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de W - T0; E - U (t0) coïncide alors avec I'ensemble G de tous les 
bouts premiers con ten us dans r. 

11 en résulte que Fr (U (T0)), de même que Fr (G), appartient à I'ensemble 
des deux points a + b de I'espace E; il nous reste donc de montrer que 
chacun des deux points a et b est point~limite de U (T0) et de G. Les 
quatre cas étant absolument symétriques, il sumt de prouver qu'on a 
p. ex. a c U (T0). 

Soit 

(2) T~ , TC; , ... , TC; , T 0 _.in .in 
n - UI U2 

une chaîne de sections circulaires de centre a, déterminant Ie bout premier a. 
Nous avons à démontrer la relation 

(3) U (TC;) . U (T0) =P 0, quel que soit n. 

Supposons d' abord que les deux points a et f3 soient distincts. 11 en résulte 

que pour un n assez grand, TC; a avec T 0 un seul point Yn en commun. L' un 
- -

des deux arcs ~~ Yn et ~~ Yn est donc à ses extrémités près agrégé à 6. (T0). 

Supposons que cet arc soit ~~ Yn . L'arc aYn de T 0 forme alors avec rare 

~~ Yn une section transversale T= aYn + Yn ~~, et run des deux domaines 
composants de W - T, soit r, appartient en même temps à 6. (T0) 

et à 6. (TC; ); I'ensemble G, correspondant à r, est donc en mêine temps 

un sous~ensemble de U (T0) et de U (TC;). La relation (3) se trouve 
démontrée. 

Supposons maintenant a = f3. La section T 0 est alors un cercle, 
dont nous désignerons l'intérieur et I'extérieur successivement par 1 et A. 

Les domaines 1. W et A. W étant simplement connexes (d'après la 
- -

définition des sections transversales), désignons par Cl et CA les continus 
Fr (1. W) et Fr (A . W). POlIons 

Cl = ë I • C et CA = èA • C . 
On a 

C = Cl + CA , Cl. CA = a , Cl = C .1+ a , CA = C . A + a. 

C étant un continu, il résulte facilement de ces égalités que Cl et CA 
sont eux aussi des continus. 

Soit maintenant Qn la circonférence, dont TC; est un arc; désignons 
par n un entier assez grand pour que ~ (Qn) soit inférieur au plus petit 
des deux nombres positifs ~ (CI) et ~ (CA). Soient YI et Y2 les deux points 
d'intersection de T 0 et Qn. Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait 

a=x(PI ), 

ou PI est I'arc aYI de T 0 , aYI' Y2 = O. Alors, Ie point YI appartient 

nécessairement à TC;. D'après Ie choix dil nombre n, chacun des deux 
continus Cl et CA possède des points à l'intérieur et à I'extérieur du 
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cercle On. II en résulte, que ehaeun des deux ares rlr2 de On, à savoir 

les ares AA = rl rA r2 et AI= rl rl r2 (fig. 19) 

Fig. 19 

a des points eommuns avee C. 
Soit done nln2 rare de On satisfaisant aux conditions 

nln2 :::> rl' [nln2 - (ni + n2)] . C = 0, nl + n2 ce. 
Désignons par PA et PI les deux ares rlnl et rln2 de nln2' et posons 

TI=PI+PI TA=PI+PA . 
Tl déeompose W en deux domaines partiels dont run, soit rl, est 
eontenu dans 6. (T0). 6. (T;;); de même, TA déeompose W en deux 
domaines, dont run, soit rA, est situé dans r. 6. (T;; ). On a alors. en 
désignant par G I et GA les ensembles de bouts premiers, contenus sue­
eessivement dans rl et rA : 

GI c U (T0). U(T;:); GA cG. U(T;;), e. q. f. d. 

6, Appelons rationnel ehaque rayon reetiligne P afJ dont les deux 
eoordonnées de l' extrémité initiale a et Ie eoëffieient angulaire sont rationnels. 

Un bout premier x sera dit rationnel. s'il existe au moins un rayon 
rationnel prdéfinissant x: x=x(pr). 

L' ensemble R de tous les bouts premiers rationnels étant dénombrable, 
rangeons-les une fois pour toutes en une suite bi en déterminée 

(4) 

Désignons par 
(5) el' e2' ... , en, . .. 
les points aeeessibies eorrespondants. 

lIs seront dits points rationnels de C. 
Un cercle admissible sera dit rationnel. si son eentre est un point 

rationnel et son rayon un nombre rationnel. 
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Une section circulaire sera dite section rationnelle si elle est arc d'un 
cercle rationnel. 

On voit facilement que r ensemble de toutes les sections rationnelles 
est dénombrable. 

Soient donc 

(6) T (r) T(r) T(r) T(r) (r) o(r) 
1. 2,· •. , ft •••• , n = an Pn 

les sections rationnelles. 

Rappelons-nous d'avoir désigné par" (T0) Ie centre et par 0 (T0) Ie 
rayon de la circonférence dont la section circulaire T 0 est un arc et 
posons 

(7) ) 
en = " (T!:)) , On = 0 (T~r)), 6n = 6 (T!:)), U n = U (Tnr)), 

an = arlr) , bn = brlr) . 
n ft 

7. Soit X un bout premier quelconque et 

(8) T~, Tr •. ..• T;;, . . . 

une chaine de sec ti ons circulaires concentriques définissant x. Nous avons 
déjà remarqué 8) qu'on peut considérer les voisinages 

U (T~). U (Tr ) • ... , U (T;;) • ... 

correspondants comme un système de voisinages du point"x de r espace E. 
Considérons un quelconque parmi ces voisinages, soit U (T~. 

Désignons par r Ie centre commun des circonférences Qft (auxquelles 
appartiennent successivement les arcs T ;;). Soit n assez grand pour que 

o (T;;) < ~ a (T~ . 
L' ensemble des points rationnels étant dense sur C. soit em un point 

rationnel tel que 
e (r, em) < (1 (T;;). 

Considérons une circonférence Q de centre (}m et de rayon rationnel 

compris entre ~ (1 (T,;;J et ~ (1 (T';;J. Le cercle Qft est contenu dans 

l'intérieur de Q, tandis que Q, à son tour, est situé à l'intérieur de Q",.,. 
Par conséquent Q. W se compose d'une ou de plusieurs sections circulaires 
(extrémités exclues), et rune d'elles. soit T 0, sépare T ;; de T';;'. La section 
T!) est une section r~tionnelle. donc une r;) bi en déterminée. et l' on a 

(9) x cUp c U(T~. 
Ce que nous venons de démontrer, constitue la proposition suivante: 
VII. Le système de tous les U ft considéré comme système de voisinages tO) 

est équivalent au système de voisinages de l'espace E déflni au § 4. 
Par conséquent: 
VIII. L'espace E satis{ait au second axiome de dénombrabilité. 
D'autre part, l'espace Eest régulier. En effet, soit x un point quelconque 

tOl On dolt consldtrer, blen entendu, chaque Uft comme volslnage de chaque point Je c Uft 
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de E et (8) une chaine de sections circulaires (concentriques) dé6oissaot 
Ie bout premier x. 11 résulte alors de VI qu'on a touiours 

U (T~+I) C U (T~), 

ce qui démontre la régularité de E. 
Des théorèmes connus sur la métrisation des espaces topologiques 11) 

on tire maintenant la conclusion suivante: 
IX. Eest un espace métrisable. 

8. X. Supposons que Ie rayon P = afJ soit contenu (à son extrémité 
finale fJ près) dans 6. (T0) (ou T 0 est une section circulaire quelconque). 
Supposons de plus que fJ ne coïncide avec aucune des extrémités de T0. 
Alors Ie bout premier x (P) appartient à U (T0). 

En effet, soit 

(8) T~. T~ .... , T~, ... 

une chaine de sections circulaires définissant Ie bout premier x = x (P). 
On peut supposer quO on a, quel que soit n, 

" (T~) = fJ, 0 (T~) < (! (fJ, T 0), donc T0 . T~ = O. 

Évidemment les T ;; sont tous contenus dans 6. (T0). 
Puisque P. 6. (T;; ) et, par conséquent, 6. (T~) . 6.(T0) est non vide, 

tous les domaines 6. (T;; ) sont contenus dans 6. (T0); il s'ensuit que 
Ie bout premier x est contenu (au sens de M. CARATHÉODORV) dans 
6. (T0), c. à d. x c U (T0). 

XI. L' espace E est compact. 
En effet, l' espace E étant métrisable, choisissons une fois pour toutes 

une définition déterminée de la distance, et cherchons à coostruire un sous­
ensemble de E en même temps dense et compact dans E. 

Nous montrerons que ['ensemble R de tous les bouts premiers jouit 
de ces propriétés. 

L'ensemble R étant dense dans E, nous n'avoos qu'à prouver qu'il 
est compact dans E. 

Pour arriver à ce but, commençons par démontrer la proposition auxiliaire 
suivante: 

L e mme 1. Soit 

(10) 

une suite de rayons rationnels. tels que lim !5 (P~)) = 0 et que leurs extrémités 
initia les an convergent en même temps au sens géométrique vers un point 
ace, et au sen~ de M. CARATHÉODORV 12) vers un bout premier a. 

11) P. URYSOHN, Zum Metrisatlonsproblem, Math. Ann. 94, p. 309. 
A. TYCHONOPP, Ueber einen Metrisatioassatz VOD P. URYSOHN, Math. Ann. 95, p. 139. 
12) Loc. cito p. 332, 111. 
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Sous ces conditions, les bouts premiers an = x (P~)) convergent vers a. 
En effet, soit U = U (T0) un voisinage quelconque du point acE. 

Le point a étant évidemment contenu dans a, désignons par (J Ie nombre 
positif e (a, T 0). Soit no assel: grand pour qu'on ait, quel que soit n > no, 
les relations suivantes: 

(11) 

(12) 
(J 

e (a, an) <"2; 

(13) d (P~)) < ~. 

Alors, quel que soit Ie point r c p~), e (a, r) est inférieur à e (a, T 0). donc 

(ti) 

Il résulte de (11) et de (14) que p~) c 6. (T0), donc, en vertu de X , 
an c U (T0), quel que soit n > no. U (T0) étant un voisinage arbitraire 
de a, notre lemme se trouve établi. 

Soit maintenant 

(15) 

un ensemble infini quekonque de bouts premiers rationnels. Désignons par 

(16) p(r) , p(r), •• • , p(r) , • • •• 
mi m~ mie 

les rayons rationnels correspondants. En remplaçant P~)k par un rayon 

Partiel p (r) = ~fJ on peut toujours supposer que la longueut de 
k mk mk' 

P; ) soit inférieur à ~. 
En vertu du théorème de BOLZANO-WEIERSTRASS et du théorème VII 

de M. CARATHÉODORY, on peut extraire de (15) une suite partielIe telle 
que, pour les P;) correspondants, les extrémités initiales satisfassent aux deux 
conditions de con vergen ce du lemme 1. 

Il résulte alors de ce lemme que les x (P~)) = X (P~k) correspondants 
forment une suite convergente, ce qui complète la démonstration de la 
proposition XI. 

9. XII . L'espace Eest un continu. 
L' espace E étant un · espace métrique compact, Ie théorème XII est 

équivalent à la proposition suivante: 
XII'. Quels que soient les deux points x et y de E et Ie nombre 

positif t. il existe dans E une t-chaine joignant x et y. c. à d. une 
suite linie de points de E: 

(17) Zo = x, ZI , •• • , Zn , Zn+1 = y , 

telle que e (Zi ' z/+I) < E (0 ~ i ~ n). 
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Nous commençons la démonstration de XII' par Ie lemme suivant: 
Lemme 2. Soit 

(18) 

un système fini de sections transversales. et ri (1 ::::; i ::::; m) un des deux 
composants de W - Ti. Soit comme toujours Gi ['ensemble des bouts 
premiers contenus dans Tt. Supposons enfin que nos G i satisfassent à la 
condition suivante: tout bout premier de W appartient à au moins un 
des ensembles Gi (1 ::::; i::::; m). 

1I existe alors un nombre positif 1] tel que chaque point ~ de W 
m 

distant de C de moins de 1'J appartient à I Tt. 
i= 1 

Supposons par impossible que notre lemme soit faux ; il existe alors une 
m 

suite infinie de points de W - I r i : 
i= 1 

(19) ~I • ~2 •••• ,~,. •••• 

1 
telle qu'on a e (~,. , C) < - . 

n 
Aucune suite partielIe de (19) ne peut avoir un point limite intérieur 

à W; il en résulte (en vertu du théorème VII de M. CARATH~ODORY 13)) 
qu'une suite partielIe de (19) converge (au sens de M. CARATHÉODORY 13)) 
vers un bout premier x. On peut évidemment supposer, que la suite (19) tout 
entière converge vers x. Le bout premier x appartenant p. ex. à G i tous 
les points (19) sont contenus, à partir d'un certain d'entre eux, dans Tt. 
contrairement à la définition de la suite (19). 

Notre lemme est démontré. 

10. Le nombre E < 0 étant donné, choisissons pour chaque point x c E un 
voisinage Umlo.:::) x du système (7), tel qu'on ait (dans l'espace métrique E) 

(20) 

En appliquant Ie théorème de BOREL~LEBESGUE. on trouve un no mb re 
fini de voisinages (20) recouvrant encore r espace E. 

Soient (pour simplifier les notations) 

(21) UI. U2 •••• , Ulo. (..;. U i = E. Ui = U (Tlr') , Tlr) = alr) p~r)) 
.'=1 

ces voisinages. 
Considérons les domaines 

(22) 

correspondants. 
II peut arriver que 6i . 6 j =t= 0, tandis que U i . ~ = O. 

13) CARATHt!.ODORY, loc. cito p. 341 
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Considérons un 6.1 quelconque (i::::; 1) et soient 6.it ' 6.12 ' ' , , ,6.j • les 

6.j satisfaisant à 

(23) 6.1 ' 6.111 1=- 0, UI, U jh = 0 (1::::; h ::::; s) , 
te domaine 

est défini par une section· transversale TI formée d'un nombre fini d'arcs 
circulaires, et I' on a évidemment 

(24) UI = G I 

(ou G I est I'ensemble de tous les bouts premiers contenus dans r l ), 11) 

Nous nous trouvons dans les conditions du lemme du § précédent, 
et il existe un nombre positif 1] tel que tout point ~ c W distant de C 

À 

de moins de 1] appartient ä I ~, 
1=1 

Les domaines ~ jouissent en outre de la propriété suivante: 
Si ~ , Ij 1=- 0, on a toujours UI ' Uj ~ 0, 

11. Considérons un quadrillage st du plan, composé de carrés assez 

11) Pour démontrer ces proprlétés, i1 sufSt d'examiner les eonséquenees du eouple de 
relatlons 

(23bi .. ) 

On a dans ce cas tout d'abord 

Ttr) , TJr) ~ 0 

(car si 6.1 , 6.j 1=- 0 et Tjr), 7)r) = 0, e'est que I'un des domalnes 6.1 et 6.j est eontenu 

dans I'autre, done UI , Uj 1=- 0), 

Solt done r un point d'lnterseetion des deux ares circulaires 21r) = alr) ~r) et Ty) = a}r) p}r) , 
et lupposons, p, ex., qu'on pénètre dans 6. 1 en sulvant I'are rP)') de T}r) (dans Ie sens r~ fJ)')), -Supposons d'abord· que I'are ouvert rfJI/) de T}') solt eontenu dans 6.1. 

SI Ie point fJ)r) ne eoïncide avee aueune des extrémltés de TIr), Ie bout. premier bj') est 

contenu dans UI (d'après X), de sorte que UI . Uj =j:. O. Les ensembles UI et Uj étant 

des domaines (rel. B), iI s'ensuit que (contrairement à notre supposition) Ui , Uj 1=- 0, - -Done, si rfJ)r) c 6.1, fJ)r eoïncide, p, ex., avee ~r), Le domaine plan 6.1- 6.} se 

trouve alors déJinl par la seetlon transversale TI se eomposant de I'are aIr) r de TIr) et I'are 

r P}') de 7)') , 
..-... 

Supposons ensulte que I'are rfJ)r) de Ty) ne solt pas eontenu dans 6.1, Dèslgnons alors -par 15 Ie point dïntersection de rp}r) et TIr), La sect!on transversale Ti déSnlssant 

6.1 - 6.j sera formée alors de rare ;;J de Tjr) et des deux ares de TIr) qu'on obtient 

en enlevant de eette dernlère section circulaire I' arc partiel eompr!s entre les deux points r et 15, . 
Notre construction se prl!te à une extenslon immédlate au cu ou, au Iieu du seul eouple 

de relatlons (23bi8), on en a un nombre fini d'après (23), 
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petits pour que chacun des domaines Tt conti enne au moins un carré 
(intérieur et frontière compris) de ce quadrillage. Désignons par D 
I'ensemble de tous les carrés de ~ contenus dans W. 

Le nombre 1] étant défini comme au § précédent. désignons par 11 une 
lig ne polygonale fermée sans points -doubles. jouissant des propriétés 
suivantes: 

1°. Tl est contenu dans Wetcontient D dans son intérieur. 
2°. Quel que soit Ie point ~ de n. (! (~. C) < 1]. 

A 

11 résulte de la définition du nombre 1] que Tl c ~ r l • Comme chaque 
i= 1 

domaine r i pénètre dans l'intérieur IS) et dans l'extérieur 16) de 11. 
l'ensemble 11. r l n'est jam ais vide. quel que soit i. 1 :::; i:::; l. 

12. Introduisons la définition suivante: 
Nous dirons qu'un système fini 6 d'ensembles MI' M 2 • •• •• M" (situés 

dans un espace quelconque) est enchainé. s'il existe. quels que soient les 
ensembles Mp et M q de 6. une .. chaine d'ensembles du système 6 
joignant Mp et Mq"; on entend par là une suite linie d'ensembles 

du système 6 tels que ro = p. r"+1 = q et M rl . Mrl+1 -:/=. 0 (0:::; i :::; n). 

Or. il résulte de la connexité de n et des relations 

A 

nc I r i • n. r i ~ 0 . i= 1. 2 .... . l • 
• -=1 

que Ie système 6 de tous les ensembles r i est enchainé (puisque dans Ie 
cas contraire on aurait une déeomposition de JI en deux domaines relatifs 
sans points eommuns). 

13. Soient x et y deux points quelconques de E. Comme on a 
A 

~ Ui = E. supposons par exemple: 
1=1 

x c Up et y c Uq • 

Le système de tous les r l étant enchainé. désignons par 

rro = rp. rrl •...• rr"+! = rq 
une ehaîne joignant rp et rq. On a alors rrl.rri+I=t=O(i=O.1. .... n). done. 

d'après la remarque faite à la fin du § 10. 

(25) Uri . Uri+1 ~ 0 (i = O. 1 •...• n). 

IS) P. ex. dans les points de D . r i . 

16) P. ex. dans les points ~ de Tt pour lesquels e (~ , C) < e (JI, C). 
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Désignons par Zi un point quelconque de Urt (i = O. 1 •••.• n + 1). avec 
la seule condition Zo = X. Zn+l = y. On tire alora de (25) et de (20) 

a e (Zi . Zt+l) ::::; d (Urt + Uri+J)::::; d (UrJ + d (Urt+J) < 2 . 2" = a 

(i = O. 1 •.. . • n), 

ce qui démontre les propositions XII' et XII. 

14. Une conséquence immédiate de VI est la propriété suivante: 
XIII. Ouel que soit Ie point x du continu E. on a indx E::::; 2. 
En effet, la frontière d 'un voisinage quelconque de x se compose de 

deux points. 
Le continu E est par conséquent un arc simple ou une ligne simple 

fermée. 
XIV. Le continu Eest une ligne simple fermée . 
Supposons par impossible que E soit un arc simple ëd et désignons par 

(J Ie nombre positif e (c. d). Soit U = U (T0) un voisinage de c de diamètre 
inférieur à (J; soient ensuite a et bles deux points de E formant la 
frontière de U : c -< a -< b -< d. Le semi~intervane [ca) de cd = E est 
contenu dans U (car c c U). De même, Ie semi~intervalle (bd] de cd est 
contenu dans E - U (car Ie point d y est agrégé). 

Quant à l'intervalle (ab). deux cas sont possibles a priori : 
1°. (ab)c U; 
2°. (ab) c E - U. 

Or, aucun de ces cas ne peut se présenter en réalité. 
En effet, supposons d 'abord qu'on ait (ab) c U. On aurait alors 

U = [ca) + (ab). 
et Ie point a ne pourrait être point~limite de E - U (bd]. 

De même, si (ab) c E - U. on aurait 

E - U = (ab) + (bd]. 

et Ie point b ne pourrait être point~limite de U = [ca). 
La supposition que E soit un arc simple implique done une eontra~ 

diction, e. q. f. d. 
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