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§ 1. BEWIJS VAN DRIE STELLINGEN. 

Doel van deze verhandeling is te laten zien. hoe drie zeer gemakkelijk 
te bewijzen stellingen ons in staat stellen voor tal van merkwaardige 
determinanten onmiddellijk een eenvoudige uitkomst neer te schrijven. 
Als I e .. 1 den determinant van de nde orde voorstelt. waarvan het 
element in de rte rij en sde kolom gelijk is aan ers. dan luiden de eerste 
en de tweede stelling als volgt: 

Stelling 1: Zijn er 3n-2 getallen al.a2 •...• an-I.XI.X2 ....• Xn-l. 
YI' Y2' ...• yn te vinden met 

er .• +1 = a. (Yr - x.) er> (1 -= r -= n. 1 -= s -= n - 1). (1) 

dan is de determinant I e .. 1 gelijk aan het product van de elementen 
van de eerste kolom. vermenigvuldigd met 

a~-I a2- 2 ••• a~_1 Y. 

waarin Y (zooals steeds in dit artikel) het product 

y= IJ (Yr - y.) 

voorstelt. 

Stelling 2: Gelden de betrekkingen (1). is CP. (y) (1-= s -= n) een 
veelterm in Y van een graad -= n - s. en is Xn willekeurig gekozen. 
dan is 

Met behulp van deze stellingen bereken ik in § 2 determinanten. 
waarvan de elementen in r~functies zijn uitgedrukt. in § 3 determinanten. 
waarvan de elementen binomiaalcoëfficiënten zijn. 

De vierde paragraaf behandelt o. a. den determinant van CAUCHY 

I 1 ). waarin natuurlijk verondersteld wordt. dat het systeem Xl ••••• X n 
Yr- x• 
geen getal bevat. dat in het stelsel YI •...• yn voorkomt I). Zooals wij 

I) CAUCHY. Mémoire sur les fonetions alternées et sur les som mes alternées. Exereiees 
d'analyse et de phys. math. (1841) 11 p. 151-159; Oeuvres eomplètes. 2e série XII. 
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zullen zien, leveren de stellingen 1 en 2 ons onmiddellijk de reeds door 
CAUCHY gevonden formule 

, I 
IJ (Yr - y.) (x. - Xr) 

1 I ::=:;r-===.~ n ( ) 
yr - X. [= -iI (Yr - x.) .. . . 2 

t -=== r-=:::: n 
1 -=:::::::3-=::::::: n 

Reeds vaak zijn van deze formule bijzondere gevallen opnieuw ontdekt, 
in het bijzonder het (eveneens in het begin van § 4 bewezen) geval I) 

I 
l' (1 ! 2 ! . . . (n - 1)!)3 ~ 

r + s - 1 = n ! (n + I)! ... (2 n - 2)! (2 n - 1) 1 = 
. (3) 

_ pn-3 22n-6 33n- 9 • •• (n - 1)3-n n-n 
- (n + l)n-1 (n + 2)n-2 . . . (2 n - 2)2 (2 n - 1)1 

Tot nu toe is echter nog niet opgemerkt, dat tal van determinanten, 
die beschouwd kunnen worden als generalisaties van den determinant 
van CAUCHY, in zeer eenvoudig verband staan met den determinant van 
CAUCHY zelf. In § 4 (stelling 16) zal ik o. a. bewijzen: wordt 

am = .E (y~ - x~) (m =- 1) 
h=1 

gesteld, dan is voor iedere geheeIe rationale functie G (x, y) 

, 1 + G (x. , yr)' = I 1 ,. H, yr -x. yr -x. 

waarin Heen geheele rationale functie van al' a2' a 3, ••• is. In het 
bijzonder (stelling 17): is G (r, s) een geheele rationale functie van r en s, 
dan is 

, r + ~ _ 1 + G (r, s) , = I r + ! _ 1 I· H, 

waarin H een veelterm in n2 is, b.v. (zie toepassing 11 van stelling ti) 

, r + ! _ 1 + a + b s , = ~ 1 + (a + ~ b ) n
2 + ~ bn

1 ~ . ' r + ! _ 1 \ ' 

waaruit (met a=-1. b=O) volgt 

,~!; = î' = (- l)n' r +! -1 -1 1 = (- l)n-1 (n
2 

- 1). ' r +! -11· 

Om de derde stelling gemakkelijk te formuleeren, duid ik met Ie,,; er I 
den determinant aan, waarin I er. I overgaat, als het ,-de element 

I) W. LIGOWSKI, Nachtrag zu der Abhandlung "Ueber die Inhaltsberechnung der 
Körper", Archiv d. Math. u. Phys. (1861), XXXVI. p. 181-185. 
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(r = 1.2 •...• n) van de laatste kolom door er vervangen wordt. Komt in 
een formule de letter S voor. dan wordt verondersteld dat n getallen 
YI' y2.···. yn gegeven zijn. en met S(tp(y)) wordt dan bedoeld de som 
van alle residuën der functie tp (y). de residuën in de punten YI' y2 •...• yn 
uitgezonderd. Zooals men weet. is C_I het residu eener functie tp (y) in een 

punt a. als C_I den coëfficiënt van _1_ in de LAuRENTontwikkeling 
y-a 

tp (y) = I Ch (y - a) h • 
h=-oo 

voorstelt; geldt voor voldoend groote 1 y 1 de LAuRENTontwikkeling 

00 

tp (y) = - I Ch yh. 
h=-oo 

dan heet de coëfficiënt C_I het residu der functie tp (y) in het oneindige. 

Ste lling 3 t Gelden de betrekkingen (1) met a. =f O. is tp. (y) 
(1 -= s -= n -1) een veelterm in y van een graad -= n - s - 1. is tpn (y) = 1, 
en stelt f(y) een functie voor. die overal in het complexe y-vlak. hoogstens 
een eindig aantal punten uitgezonderd. eenwaardig en analytisch is, en 
die in de punten YI' Y2' ... , yn regulier is. dan is 

1 ( ). f() 1- 1 en tp. (Yr) 1 S ( f(y) ) 
eu tp. yr , er! yr - - () ( ) ( )' aIB2··· an_1 y-YI y-Y2'" y-Yn 

De voorwaarden van deze stelling zijn b.v. vervuld met 

era=y;-I, a. = L x. =0. tp. (y)= 1; 
dan is 

1 en tp. (y) 1 = 1 y;-I 1 = Y. 

Voor iedere functie f(y). die overal in het complexe y-vlak, hoogstens 
een eindig aantal punten uitgezonderd. ~enwaardig en analytisch. en in 
YI' ...• Yn regulier is. geldt dus de betrekking 

f (y ) 1- - Y S ( f (y) ) 
r - (y _ YI)(y _ Y2) ... (y - yn) • 

In het bijzonder vindt men 

verder krijgt men als speciaal geval, dat voor iederen veelterm f(y) de 
determinant 

I y:-I; f(Yr) I 
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gelijk is aan Y. vermenigvuldigd met den coëfficiënt van ! in de naar 
Y 

opklimmende machten van ! gerangschikte ontwikkeling van 
Y 

f(y) 

In § 5 pas ik stelling 3 toe op den determinant 1_1_: 11. die eenige 
Yr- X• 

overeenkomst met den determinant van CAUCHY vertoont. Zijn waarde 
is. z()oals wij in § 5 zullen zien. gelijk aan 

Stelling 3 stelt ons in staat o.a. determinanten van de gedaante 

uit te rekenen. b.v. (zie het voorbeeld van stelling 19) 

In het bijzondere geval met yr = r. x. = 1 - s krijgen wij 

I 
1 11- pn-1 22n-7 ... (n _1)2-n 

I' + s -1 : - nn I (n + 1)n-2 ... (2n - 2)1 
11 /2!. .. (n - 2) / P . (n - 1) / 

n / (n + I) ! ... (2 n - 2) ! 

en 

1 1 : 1'/=1 1 . 1/.jn2 -n+l l. r+s-I r+s-l . 

Bewijs van stelling 2: Uit (I) volgt 

en = al a2'" a._1 (Yr-Xl) (Yr-X2)'" (Yr-X.-I) er. I (1 -=1'-= n. 1-= s-=n) 

(een product. bestaande uit 0 factoren. stelt in dit artikel steeds het 
getal 1 voor). dus 

I er> rp. (yr) I = a~-I a;-2 ... a!_1 eli e21 ... enl D. (4) 
als 
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gesteld wordt. Omdat de graad van den veelterm cp. (y) hoogstens n-s 
bedraagt. kan men schrijven 

" CP. (y) = I C.h (y - xs) (y - X.+I) ••. (y - Xh-I) (1 -= s -= n). 
h=. 

waarin 

C .. = CP. (x.) (1 -= s -= n). . (6) 

Dan is 

" (y - XI) (y - X2) ••• (y - X._I) CP. (y) = I C.h (y - XI) (y - X2) •.• (y - Xh-I). 
h=. 

Ontwikkelt men dus den in (5) aangegeven determinant D naar de 
coëfficiënten C.h. dan krijgt men 

D = I Clh, C2h • ..• C"h" I (Yr - XI) (Yr - X2) •.• (Yr - Xh.-I) I . 
waarin de som wordt uitgestrekt over alle systemen geheele getallen 
hl. h2 • •••• h" met 

2 -= h2 -= n •...• 

Deze som is eenvoudig gelijk aan den term. waarin hl = 1. h2=2 •...• h"=n 
is. Want in alle overige termen bevat het systeem hl. h2 ••••• h" minstens 
twee gelijke getallen en komen dus in den determinant 

minstens twee gelijke kolommen voor. Derhalve is 

D = CII C22 •• • C"" I (Yr - XI) (Yr - X2) . •• (Yr - X._I) I, 
waaruit in verband met (4) en (6) volgt 

I er> cp. (Yr) I = C CPI (XI) CP2 (X2) .•• cp" (x"). 

als C een geschikt gekozen van de keuze der veeltermen CPI' CP2' ...• cp" 
onafhankelijk getal voorstelt. Kiest men alle veeltermen cp. = 1. dan 
vindt men 

waarmede stelling 2 bewezen is. 

Bewijs van stelling 1: Stelt men 

cp. (y) = (y - y.+I) (y - y.+2) ••. (y - y") (1 -= s -= n). 

dan zijn in den determinant I er> cp. (Yr) I alle elementen boven de hoofd
diagonaal nul. zoodat men heeft 

I er> CP. (yr) 1= el\ en ... e"" CPI (YI) CP2 (Y2) ••• cp" (y") = ( . (7) 
= (- 1 )'/." (,,-I) ell e22 •.• e"" Y ~ 

Verh. Kon. Akad. v. Wetensch. (te Sectie) DI. XIV. C2 
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Uit (1) volgt 

er. = er! al a2'" a._1 (Yr - XI) (Yr - X2)'" (Yr - X..-I) (1 ~ r~ n. 1 ~ s~ n). 

dus 
n r-1 

elI en ... enn = elI e21 ... enl a~-I a~-2 ••. a!_1 IJ IJ (Yr - x.) 
r=I.=1 

n n 

- ( 1 )1/on (n-I) e e e an- I an- 2 al IJ IJ (x Y ) - - - 11 21'" nl 1 2 . .. n-I • - r 
.=1 =.+1 

n 

- ( 1)1/,n(n-l) e e e an- I an- 2 al IJ m (X) - - I1 21'" nl 1 2 ... n-I T' • 
.=1 . 

zoodat (7) overgaat in 
n 

I ers gJ. (Yr) I = elI e21 ... enl a~-I a~-2 ... a!_1 Y IJ gJ. (x.) . . (8) 
.=1 

Omdat de graad van den veelterm gJ. (y) gelijk aan n - s is. mogen 
wij stelling 2 toepassen. en vinden dan 

n 

I er. gJ. (yr) I = I ers I . IJ gJ. (xs) . . (9) 
.=1 

De rechterleden van (8) en (9) hebben dezelfde waarde. en wel identiek 
in XI. X2' •••• Xn. YI' Y2 • •••• Yn. Derhalve is 

I er. I = ell e21 ... enl a~-I a;-2 ... a~_1 Y. 

waarmede stelling 1 bewezen is. 

Bewijs van stelling 3: Wij mogen aannemen. dat de getallen 
YI' Y2' •••• yn onderling verschillen. omdat anders beide leden der be~ 
wering van stelling 3 gelijk aan nul zijn. Ontwikkelt men den deter~ 
minant 

I ers V'. (Yr); er! f(Y~) I 
naar de elementen van de laatste kolom. en stelt Ar de minor voor van 
het rle element in deze laatste kolom. dan vindt men 

n 

I ers V'. (yr); erl f(Yr) I = I epI f(yp) Ap 
p=1 

. (10) 

Past men de stellingen 2 en 1 met n - 1 in plaats van n. en met 
V'. (y) in plaats van gJ. (y) toe. dan krijgt men 

An = V'I (XI) V'2 (X2) ... V'n-I (Xn-I) elI e21 ... en-I. 1 a~-2 a~-3 ••. 

. . • a!_2 IJ (Yr - y.). 
lc:::::::: 3 c:::::: r ..c::::: n_l 

Wegens V'n (y) = 1 volgt verder uit de stellingen 2 en 1 met V'. (y) 
in plaats van gJ. (y) 

I ers V'. (Yr) I = V'l (XI) ••• V'n-l (Xn-I) ell ... enl a7-1 a;-2 •.. 
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dus 

ent An = I er. 'P. (Yr) I . 1 . 
al a2 .•. an-I (Yn - YI) (Yn - Y2) ••• (Yn - Yn-I) 

Omdat de punten YI' Y2 ••.. • yn onderling verschillen. en f{y) in 
yn regulier is. is enl f{Yn) An dus gelijk aan 

I er. 'Ps (Yr) I 

vermenigvuldigd met het residu van de functie 

f{y) 

in het punt Yn. Door verwisseling der ede en nde rij vindt men. dat 
epi f{yp) Ap gelijk is aan 

Ie ... 'P, (Yr) I 

vermenigvuldigd met het residu derzelfde functie 

f{y) 

in het punt Yp. Deze functie is echter overal. afgezien van een eindig 
aantal punten. eenwaardig en analytisch. zoodat de som van alle residuën 
nul is. Hieruit blijkt 

i f{) A - - I erf 'P. (Yr) I s ( f{y) î 
p-=I epi yp p - al a2 ..• an-I (y - YI) (y - Y2) ••. (Y - Yn) / • 

zoodat de bewering van stelling 3 uit (10) volgt. 



§ 2. TOEPASSING OP r~FUNCTIES. 

In deze paragraaf stelt fl'. (y) (1 -=- s -= n) steeds een veelterm van een 
graad -= n - s voor. 

Stelling 4: 

1 fl'. (Yr) r(Yr + s) 1= y r(YI + 1) ... r(Yn + 1) fl'1 (-1) ... fl'n (- n) (11) 

en 

I fl'. (Yr) 1_ y fl'1 (1) fl'2 (2) ••• fl'n (n) 
I r(Yr + 1 - s) - r(YI) r(Y2) . .. r(y,,) 

Bewijs: 1. Stelt men 

dan is 

er.s+l = (Yr + s) e .. (1 -= r -= n. 1 -= s -= n - 1). 

zoodat de betrekkingen (1) met 

a. = 1. x.=-s 
gelden. 

2. Stelt men 

1 
e .. = r(Yr + 1 - s)' 

dan is 

er .• +1 = (Yr - s) era (1 -= r -= n. 1 -= s -= n - 1). 

zoodat dan de betrekkingen (1) met 

a. = 1. x. =s 

gelden. 

. (12) 

Opmerking 1: Door de volgorde der kolommen in den determinant 
1 er> 1 om te keeren. krijgt men 

1 e 1
- ( 1)"·n(n-l) 1 e 1 r, n-.s+l - - r6 • 

Aldus kan men naast ieder resultaat van deze verhandeling een ander 
neerschrijven. door in iederen determinant van de nde orde s door 
n - s + 1 te vervangen en tegelijkertijd den determinant met (-I)" ... (n-l) 

te vermenigvuldigen. Vervangt men bijv. in (12) s door n - s + 1. 
yr door yr + n + 1. fl'n-~+I (u) door 'If'~ (u - n - 1). dan vindt men voor 
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elk systeem van veeltermen 1p. (y) van een graad --= s - 1 de betrekking 

I 1p. (Yr) 1-(- 1)".,,(,,-1) Y 1p1 (- 1) 1p2 (- 2) ••. 1p" (- n) 
r(Yr + 1 +s) - r(YI+l+n) r(Y2+1+n) •.. r(Yn+ 1+nr 

Het bijzondere geval met yr = r - I, dus met 

y= n (r - s) = 1/2! ... (n - 1) I 

geeft voor elk systeem veeltermen 1p. (y) van een graad --= s - 1 de 
formule 

1

1p· (r- 1) 1-(-1)".,,("-1) 1/2/ ... (n -1)1 (- J) (-2) (_ ) 
(s+r-l)! - n/(n+l)/' .. (2n-l)/1p1 1p2 ••• 1p" n 

_ (_ )'/." (,,-1) 1p1 (- 1) 1p2 (- 2) ... 1p" (- n) 
- Jl22 ••• n"(n+ 1},,-I(n+2)"-2 ... (2n-l)1' 

welk resultaat in het bijzondere geval, dat alle veeltermen 1p. (y) gelijk 
1 zijn, reeds herhaalde malen gevonden is. 

Omdat het den lezer geen enkele moeite kosten zal naast iedere 
stelling de analoge stelling neer te schrijven, door in iederen determinant 
van de nde orde s door n - s + 1 te vervangen, en tevens den deter~ 
minant met (- 1)'/",("-1) te vermenigvuldigen, zal ik die analoge stellingen 
verder overal achterwege laten. 

Opmerking 2: Stelt c een getal =F 0 voor, en vervangt men in (11) 
yr door a + CYr (zoodat Y in c'/2II(,,-I) Y overgaat), en vervangt men 

tevens cp. (u) door cp. (u ca). dan krijgt men 

I CP. (Yr) r(a + cYr + s) I =c'/.n(,,-I) Y IJ r(a+CYr + I)CPr - -- • (13) " ( r+a) 
=1 c 

Hieruit volgt 

I CP. (Yr) r(a + cyr + s) r(b + dYr - n) I = 

= c'/.n(n-l) Y ÎI r(a + cyr + 1) r(b + dYr - n) cp, (~ r + a): 
~ c 

substitueert men hierin 

" cp. (y) = IJ (b + dy - h), 
h=.+1 

dan vindt men de waarde van den determinant 

I r(a + cyr + s) r(b + dYr - s) I. 
Uit (13) volgt verder nog 

r(a + cy, + 1) CPr (_ r+ a) 
I CP. (Yr) r(a + cyr + s) 1_ c'/,n(n-ll Y ÎI c . 
I r(b + dYr + n + 1) - =1 r(b + dYr + n + 1) , 
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substitueert men hierin 
,. 

q;. (y) = IJ (b + dy + h). 
h=.+1 

dan vindt men de waarde van den determinant 

I 
r(a + cy, + s) I 

r(b+dy, +s+ 1) . 

Stelt d een getal -=f- 0 voor, en vervangt men in (12) y, door b + dy, 
(zoodat Y in cf'''' (n-I) Y overgaat), en vervangt men tevens q;. (u) door 

q;. (u db). dan krijgt men 

(r-b) 
I q;. (y,) 1-d"·n(n-I) y ÎI q;, -d- (14) 
r (b + dy, + 1 - s) - ,=1 r (b + dy,) . . 

Hieruit volgt 

I 
q;. (y,) 1-

r(a+cy,+n+l)r(b+dy,+I-s) -

(
r- b) q;, -d-

- d'"n(n-') Y ÎI . 
- =1 r(a + cy, + n + I) r(b + dy,}' 

substitueert men hierin 
n 

q;. (y) = n (a + cy + h), 
h=.+1 

dan vindt men de waarde van den determinant 

I r(a + cy, + s + I) Ir(b + dy, + 1 - s) I· 



§ 3. TOEPASSING OP BINOMIAALCOËFFICIËNTEN. 

Ook in deze paragraaf stelt ep. (y) (1 --= s --= n) voortdurend een veel
term van een graad --= n - s voor. 

Stelling 5 t Is c:f 0, en is b geen del' getallen - 2, - 3, ... , - n, 
dan is 

en 

lep, (y,)(a+c~ +ss-I)I= ! 
+ . (15) 

c'J2n
(n-I)Y n (a+cy,) ( r+a) 

= (b + 2)n-1 (b + 3)n-3 ... (b + n)l !ft b + 1 ep, - -c- . 

Bewijs: 1. Stelt men 

_ (a + cy,) , er.t- , 
b+s . 

dan is voor 1 --= r --= n, 1 --= s --= n - 1 

a+cy, -b-s c ( s+b-a) 
er .• +1= b+s+ 1 en=b+s+ 1 y, - c en, 

zoodat de betrekkingen (1) met 

gelden. 
2. Stelt men 

c s+b-a 
a. = b+s+ I' x, = 

en = (a + cy, + s - 1) , 
b+s 

c 

dan is voor 1 --= r --= n, 1 --= s --= n - 1 

a + cy, + s c ( s + a ) 
er" +1 = b + s + 1 er. = b + s + 1 y, + -c- , 

zood at de betrekkingen (1) met 

c 
a. = b+s + I' 

gelden. 

s+a x.=--
c 



en 
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Opm~rking. Stelt men b = a, yr = r, C = 1, dan is 

y= IJ (r-s)=1/2/ ... (n-l)! 

il(a + cyr) =ii(b + r) =ii(b + 2) (b + 3) ... (b + r) 
r=1 b + 1 r=1 b + 1 r=1 (r - 1) / 

(b + 2)n-1 (b + 3)n-2 ... (b + n)l 
11 2/ ... (n -1)1 

zoodat (15) overgaat in 

(16) 

I (a + r + s - 1) I qJ. (r) r _ 1 = qJl (- 1 - a) qJ2 (- 2 - a) ... qJn (- n - a), 

o.a. 

(de laatste formule komt voor bij E. PASCAL, "Die Determinanten", 
T eubner, (1900), p. 132). 

Stelling 6: Is d =t 0 en is a geen der getallen 2, 3, ... , n, dan is 

I qJ. (y,) (b a+-d:r-~ s) 1= 
d'/.n(n-l) y n ( a - 2 ) (r- b) 

= -;-(a--=2-;-")n---,I:--:(,-a-3::-:-)n-2 .•. (a - n)l ~ b + dYr _ 1 qJr -d- . 

Bewijs: Stelt men 

(
a-S-l) 

ers = b + dYr - s ' 

dan is 

_b+dYr -s _ d ( S-b) 
er .• +1 - 1 ers - 1 Yr - -d- e,., a-s- a-s-

zoodat de betrekkingen (1) met 

d s-b 
x'=-d-a. = , a-.,-1 

gelden. 

Opmerking: In het bijzondere geval b = a, Yr = r, d = - 1 geldt 
(16) en is 

ii ( a - 2 ) = ii ( a - 2 ) = ii (a - 2) (a - 3) ... (a - r) 
r=1 b + dYr - 1 r=1 a - r - 1 r=1 (r - 1) / 

(a - 2)n-1 (a - 3)"-2 ... (a - n)1 
1/ 2! ... (n - 1) / 
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zoodat uit onze stelling volgt 

I (a-s-l)1 qJ. (r) r _ 1 1 = (-I)'/.n (n-I) qJl (a - 1) qJ2 (a - 2) . . . qJn (a - n). 

Stelling 7: Is c ~ 0, dan is 

(
a + cy, + s - 1 ) 

qJ. (y,) . " b + dy, + s 
(

a + cy,) ( r+a) qJ, --- • 

= c'/. n(n-l) Y 1Î b +dy,+1 c 

IJ (b + dy, + h) 
h=.+l 

Bewijs: Wordt 

(
a + cy, + s - 1 ) 

b +dy, + s 
ft == er.s 

IJ (b + dYr + h) 
h=. +1 

gesteld, dan is voor 1 --= r --= n, 1 :S::: s --= n - 1 

" IJ (b + dy, + h) 
h=2 

er .• +1 = (a + cy, + s) er> = C (Yr + s ~ a)

zoodat de betrekkingen (1) met 

a. =c, 

gelden. 

s+a X.=--
c 

Opmerking: Wordt in deze stelling 
n 

qJ. (y) = IJ (b + dy + h) 
h=.+1 

gesubstitueerd, dan vindt men de waarde van den determinant 

I (a + cyr + s - 1 ) I. 
b+dYr +s 

Stelling 8: Is d =f 0, dan is 

(
a+cyr-S-l) 

() b+dYr- s 
qJ. Yr n 

(a + cy, - 2) (r - b) 
=d'/.n(n-l) Y 1Î b+dYr -1 qJr d- . 

IJ (a + cyr - h) r=1 

h=.+1 

Bewijs: Wordt 

(
a + CYr - S - 1 ) 

b+dYr - s 
n == er" 

IJ (a + cyr - h) 
h=. +l 

Verh. Kon. Akad. v . Wetenseh. (Ie Sectie) Dl. XIV. 

" IJ (a +c yr - h) 
h=2 

C3 
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gesteld. dan is 

( S-b) e •.• +! = (b + dy. - s) e .. = d y. - -d- e ... 

zoodat de betrekkingen (1) met 

a. =d. 

gelden. 

s-b 
x. =-d-

Opmerking. Wordt in deze stelling 
n 

qJ. (y) = II (a + cy - h) 
h=.+1 

gesubstitueerd. dan vindt men de waarde van den determinant 

1 (
a + cy. - s - 1 ) I. 

b+dy. -s 

Stelling 9: Is c ~ d. dan is 

(
a + cy. -1) 

qJ. (y.) nb + dy. + s 

II (b + dy. + h) 
h=..+1 

(a + cy. - 1) (r + 1 + b - a) 
= (c _ d)11.n(n-l) Y IÎ b + dy. ~ 1 qJ. c - d . 

=1 II(b + dy. + h) 
h=2 

Bewijs: Stelt men 

(
a + cy. -1) 
b+dy. +s " == er", 

II (b + dy. + h) 
h=.+1 

dan is voor 1 --=.::: r --=.::: n. 1 --=.::: S --=.::: n - 1 

e •. • +1 = I a - b + (c - d) y. - 1 - si e .. 

=(c-d)(y, _ s+ ~~!-a)e ... 
zoodat de betrekkingen (1) met 

a. =c-d. 
s+l+b-a 

x. = d c-

gelden. 
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Opmerking: Substitueert men in deze stelling 
71 

qJ. (y) = IJ (b + dy + h), 
h=.+1 

dan vindt men de waarde van den determinant 

Stelling 10: 

Bewijs: Vermenigvuldigt men van den eersten determinant de Sd., 

( +1)lt. d. kl' l"k (n-s) ( n-s ) s , ... , n 0 om respectIeve 1) met, , ... , n-s n-s-l 
( n ~ S), en telt men de aldus verkregen kolommen op, dan krijgt men 

een kolom, waarvan het ,-d' element gelijk is aan 

""ia ( n - s ) ( yr ) _ (Yr + n - S) 
h=O n - s - h br + s + h - br + n . 

Hieruit volgt, dat de eerste der drie in (17) genoemde determinanten 
gelijk is aan 

en deze determinant is gelijk aan de tweede in (17) genoemde uitdrukking, 
zooals men ziet, door de volgorde der kolommen om te keeren. 

Vermenigvuldigt men van den eersten der in (17) genoemde deter-

minanten de 1', 2., ... , s' kolom resp. met (s - 1), (s - 1) , ... , 
$-1 s-2 

( s ~ 1), en telt men de aldus verkregen kolommen op, dan krijgt men 

een kolom, waarvan het ,-d' element gelijk is aan 

h~1 G=~) (br ~ h)-(Yr: ~~ 1) 
Hieruit blijkt, dat de eerste en de laatste der in (17) genoemde 

determinanten aan elkander gelijk zijn, waarmede de stelling bewe
zen is. 



18 OVER EENIGE DETERMINANTEN 

Stelling 11: Indien c =j=. 0 is. dan zijn de producten 

C-1/.n (n+I>-I)1 (a + b + cr) I = (-1 )'/",,(n-I) C-1/",,(n+l>-l)j (a+b+cr+s-I) 1 

b-I+s b-I+n 

(
a + b + cr) . (18) 

=c-1/",,(n+l>-l) I(a+b+cr+s-I)I= C_1/""b ii b b - 1 + S =1 (b + ~ - 1 ) 

aan elkander gelijk; is b een natuurlijk getal. dan veranderen deze 
a 

producten niet van waarden. als a. b. c. n resp. door -, n. b ver-
c c 

vangen worden. 

Opmerking: Het bijzondere geval c = 1 is reeds bij V. v. ZEIPEL te 
vinden. Sir THOMAS MUIR noemt dit speciale geval het verdichtingstheorema 
van ZEIPEL. omdat als b < n is. op deze manier de in (18) optredende 
determinanten onmiddellijk teruggebracht kunnen worden tot determinanten 
van lagere (n.l. de bde) orde I). 

Bewijs: Volgens stelling 10 met yr = a + b + cr. br = b - I zijn de 
eerste drie leden van (18) aan elkander gelijk. Passen wij de eerste be
wering van stelling 5 met cp. (y) = 1. yr = r, met a + b in plaats van a 
en met b - 1 inplaats van b toe, dan vinden wij. als 

gesteld wordt. 

p = C_1/• n (n+b-I) I (a + b + cr) I 
b-I+s 

p = C-1/. n (n+l>-l) E A Y; 

hierin is E het product van de elementen uit de eerste kolom van den 

determinant 1 (ab ~ bI: c: ) I. dus 

E=ii(a + b + cr); 
=1 b 

verder is 
eli. n (n-I) 

A - c-c--,-----,---,-,-- -:;---=----;-:;--;----:-o-.: 
- (b + l)n-1 (b + 2)n-2 ... (b+ n -1)1 

C1/• n (n-l) 

ÏI (b + r - 1) . (r _ I) I 
r=1 b 

I) V. v. ZEI PEL, Om determinanter, hvars elementer äro binomialkoefficienter, LUNDS' Univ. 
o 

Arsskrift, IJ (1865), 68 pag. Om determinanter. hvilkas elementer äro binomialkoefficienter 
o 

multiplicerade med vissa faktorer. LUNDS' Univ. Arsskrift, VIII. (1871), 36 pag. 
Sir THOMAS MUlR, Note on ZEIPEL's Condensation-theorem and related results. 

Transactions of the Royal Society of South-Africa, deel 11 (1924), p. 191-196. 
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en 
n 

y= II (r-s}=II(r-l) I. 
1 -<:: 8 -<:: r -<:: n r=1 

dus 

waarmede het eerste gedeelte der bewering bewezen is. 
Nu is 

dus 

ÎI (a+~+",) _~ (n+~). (n+a:!-l) 
r=1 (b + ; - 1) - . (n + ! - 1) (n + ! -2) 

.(:+:+:) 
= C"b II --'-.,....--,----.,-,-'-

r=1 (n+~-I) 

19 

Hieruit blijkt. dat het laatste lid van (18) niet verandert. als a. b. c. n 

resp. door ~. n • ..!... b vervangen worden. waarmede de stelling volledig 
c c 

bewezen is. 

Stelling 12: 

1 (;! :)1 = (_I)I/.n(n-I)! (a+:::-l) 1=1 (a+;!Ss-I)! = 

= (_ 1)',.n(n-I)! ( a + 1 )! = (_I)I,:nln-I)/ ( a + S ) 1 = 
r-n+r+s r-n+r+s. (19) 

(a + r) 
=C_l)',.nrn-I)!(a+r+s-l)!=ÏI r + 1 . 

r - n + r + s r=1 ( r + r) 
r + 1 
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Is r geheel ::=- 0. dan veranderen de in (19) genoemde uitdrukkingen 
niet van waarden. als a door a - r - 1 + n; r door n - 1 en n door 
r + 1 vervangen wordt. 

Opmerking: Deze stelling is gedeeltelijk door ZEIPEL. en vervolgens 
in haar geheel door Sir THOMAS MUIR aangegeven 1); opgemerkt moet 
echter worden. dat laatstgenoemde in formule (19) de factoren (_I)"..,(n-1) 
weggelaten heeft. Kiest men a = 7. r = 2. n = 4 (dus a - r - 1 + n = 8. 
n - 1 = 3 en r + 1 = 3). dan krijgt men het door MUIR (afgezien van 
de min~teekens) aangegeven getallenvoorbeeld 

(!) (!) (:) (!) ( !) (:) C60) C61
) 

(:) (!) (:) (:) (:) C60) c;) C:) 
C30) C~) CSO) C60) C60) C61) C:) C:) 
C31

) (~1) CS1) C;) C;) (~) C:) C64) 

( !) (!) esO) C61) (~) (~) (~) (!) 
(:) C:) CS1) C:) (~) (~) (!) (!) 
C;) (~1) C:) C:) (~) (!) (!) (!) 
C31

) C:) C:) C64) (!) (!) (:) (!) 

( ~) (~) C20) C;) ( ~) (~) C20) C31 ) 
( ~) (~) C30) C:) (~) C20) C;) C:) 
( ~) (:) C40) CS1 ) C20) (~1) C:) C:) 
(!) (!) esO) (~1) C31

) C:) C:) C64) 
1) loc. cito p. 18. 
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(!) (:) (:) (:) c:) c;) 
C:) C50) C:) C:) C61

) C:) 
C:) C51

) C;) c;) C:) C:) 

(!) c;) c;) (~) (~) (!) 
C:) C51

) C:) (~) (!) (:) 
Ci

1
) C52

) C:) (!) (:) (:) 

(~) c;) C:) (~) C30) C:) 
(~) C:) (~) C30) Ci

1
) C:) 

(!) C50) C;) c:) C:) C:) 

(!) C~) C1
1
) 9.8.7.6 10 .9.8.7 1 11.10 .9.8 1.2 

= (!j ' (!)' (!) =rr.3.i· 1.2.3 .1'5' 1.2.3.i '6.5= 

= 23 33 72 11 = 116421. 

Bewijs: Noemt men de zes in (19) voorkomende leden achtereen
volgens DI' D 2 • •••• D6' dan vindt men door in stelling 1 ° Yr= a + r. 
br= r te stellen DI = D 2 = D3' Door in DI rijen en kolommen te ver
wisselen. krijgt men 

en stelling 10 toegepast met Yr= a + 1. br= r - n + r geeft nu D1=DI=Ds. 
Verwisselt men ten slotte in D3 de rijen en kolommen. dan krijgt men 
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en stelling 10 met Yr=a+r, br =i'-n+rgeeftDs=D3=D6' Volgens 
stelling 11, toegepast met a = a + b, c = I, i' = b - 1 is 

en deze zelfde stelling 11 leert ons dat, als i' geheel ===-- 0 is, deze ver
houding niet van waarde verandert als a - i' - 1 onveranderd blijft en 
i' + 1 en n verwisseld worden, d. w. z. als a door a - i' - 1 + n, i' door 
n - 1 en n door i' + 1 vervangen wordt. 

Stelling 12 geeft in het bijzondere geval i' = 0 o.a. den determinant 
van E. D'OVIDIO I) 

in het bijzondere geval i' = 1 o.a. den determinant van F. J. STUDNICKA 2) 

1) E. D'OVIDlO, Due teoremi di determinanti, Giornale di Mat. I (1863) p. 135-139. 
2) P. J. STUDNICKA, Notiz über einige Determinanten, in we1chen Binomia1coefficienten 

als Elemente auttreten. Sitzungsber. Ges. der Wiss. (Prag). (1879), p. 292-295. 
Vergelijk Sir THOMAS MUlR, The Theory of Determlnants in the historical order of 

development III (1920), p. 2i5. 



§ 4. GENERALISATIE VAN DEN DETERMINANT 
VAN CAUCHY 

Overal in deze paragraaf zal worden aangenomen. dat het systeem 
XI' X2 •.••• x" geen getal bevat. dat in het systeem YI' Y2 ••.•• y" voorkomt. 

Stelling 13. (Formule van CAUCHY): 

n (Yr - y.) (x. - x r) 

I 1 1= I::=;.-=r~ ( ) . . . (20) 
I yr - X. yr - X. 

Bewijs: 

t-==r-==n 
1 -== 5-==n 

I 
1 I ' ers qJ. (Yr) , (21) 

Yr - x. = II (Yr - x.)' . . . . . . 
l-==r-==n 
1-===.-==n 

als 
ers = (Yr - XI) (Yr - X2) .•• (Yr -- X._I) • 

qJ. (y) = (y - x.+d (y - X.+2) .•• (y - x,,) 

gesteld wordt. Dan is 

er .• +! = (Yr - x.) ers (1 -= r -= n. 1 -= s -= n - 1). 

zoodat de betrekkingen (1) met a.= 1 gelden. dus volgens stelling 

'ers' = Y. 
volgens stelling 2 

, er. qJ. (Yr) , = Y qJl (XI) qJ2 (X2) ••• qJ" (x,,) = Y II (x. - x r) 

1 -==.-== r"':::::::::::: n 

is. Uit (21) volgt nu de te bewijzen formule van CAUCHY. 

Opmerking: In het bijzondere geval met Yr = r. x. = 1 - s gaat 
de formule van CAUCHY over in 

II (r - s)2 

I 1 1 I::=;.-=r::=;" 
r+s-I - II (r + s -I) 

1 -=:::::r-=::::n 

1-==. -=== n 
_ 11"-1 2,,-2 ... (n - 2)2 (n - 1)11 2 

- 1122 ••• n" (n+ 1)"-1 ... (2n-l)I 
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pn-3 22n-6 32n-9 ... (n _ 1)3-n n-n 

- (n + l)n-. (n + 2)n-2 . .. (2n - 2)2 (2n - 1)1 

(1/2/3/ ••. (n-l)/)3 
-nI (n+l)/ (n+2)! ... (2n-l)r 

Hulpstelling 1: Indien ). •• ).2 •••• • ).k natuurlijke getallen -= n voor~ 
stellen. dan is 

bÀI. + 1 bÀI2 bÀ13 · •••.. bÀlk 

=1 a"l· 
b . • ", b).,2 + 1 b'23· •.•• • b. k A. 

b. I Ak b. 2 "k b).k3 .••.•• b).~ + 1 

Bewijs: Ik zal twee verschillende gevallen onderscheiden. 
1. Stel de getallen ). •• ).2 ••••• ).k zijn onderling verschillend (dus k -= n). 

Dan kan men zonder bezwaar ).. = 1. ).2 = 2 •.... ).k = k veronderstellen. 
omdat men anders slechts in de determinanten 

de eerste rij met de )..d' rij. de tweede rij met de ).i' rij. enz. behoeft te 
verwisselen. Stelt men bhr = 0 voor k + 1 -= h -= n. dan is het rechterlid 
der te bewijzen betrekking 

bnl bn2 • •• bnn + 1 

= I au + brt at. + ... + brk ak.l. 

zoodat de hulpstelling in dit geval bewezen is. 

2. Stel minstens twee der getallen ).1. ).1 •••• • ).k zijn onderling gelijk. 
Dan is k =- 2. zoodat wij mogen aannemen. dat de te bewijzen hulp
stelling met k - 1 in plaats van k geldt. Verder mogen wij ).1 = ).2 

veronderstellen. omdat anders in de determinanten 

I ar. + brl 8ll• + ... + brk al". I en I a" I 
slechts een of twee paren rijen verwisseld behoeven te worden. Het 
linkerlid der te bewijzen betrekking is dan 

I a" + (brt + br2 ) al .. + br3 al .. + ... + brIe al,.' I 
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en volgens de te bewijzen formule. toepast met k - 1 in plaats van k. 
is deze determinant gelijk aan 

b 1,1 + b j'22 + 1 b'-,3 ....... b),,h 

lau I· 
b, I 

" + b l•2 b l ,3 + 1 ....... b . k 
A3 

b lkl + b~k2 blk3 ....... bj,é + 1 

Aan den anderen kant is wegens ÀI = À2 het rechterlid der te bewijzen 
formule 

b). , + 1 b . 2 '. ....... b).,h 

bl•1 bj,.2 + 1 ....... b).,k 

I au I . bl" b l•2 ...... . bl,k 

b~kl b kl2 ....... b'kk + 1 

-1 0 0 

b A•I b j,2 + 1 b)'.3 b 
)'cJc 

= lau I· b ',I b l ,2 b l ,3 + 1 ... b . J,.k 

b lkl b lk2 b l3k ., . b, k + 1 k 

0 0 0 

bl.1 bj.1 + b),.2 + 1 bl,3 bl2k 

=Ia" I· bl,l bj" + bj,s2 bl,3+ 1 ... bl,k 

bj'kl b jkl + b)'k2 b)k3 ... b lé + 1 

zoodat de twee leden der te bewijzen formule inderdaad dezelfde waarde 
bezitten. 

Hulpstelling 2: 

I al'l + (b. + c.) dr I = I au + b. dr I + I au + c. dr I -I au I . 

Bewijs: Stelt A" den minor van au in den determinant I au I voor. 
dan is 

,. ,. 
I ars + b. dr I = I au I + I I b. dr Au . 

• =1 r=1 

Vervangt men hierin b. door c. en door b. + c.. dan krijgt men 
,. ,. 

I au + c. dr I = I au I + I I c. dr Au 
=1 r=1 
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en 
,. ,. 

I ar. + (b. + C.) d r I = I a,. I + I I (b. + c.) d r Au . 
• =1 r=1 

Uit deze drie betrekkingen volgt onmiddellijk de bewering. 

Hulpstelling 3, 

Bewijs: Beide leden van de te bewijzen betrekking zijn gelijk aan 

6-1, "-I f", "-I fll f21 
... + (3"-1 (3" + (31 (32 (33 ft2 f22 

6-1. "6,, fu f23 

fll f21 . 61 

... + (31 (32 ... (3" fl2 f22 . 62 

ti" [i" ... 6" 

Stelling 14: Indien 

P (y) = (y - YI) (y - Y2) .•• (y - y,.). 

gesteld wordt. de functies ft (y) • ...• f" (y) overal in het complexe y~vlak 
hoogstens een eindig aantal punten uitgezonderd. eenwaardig en analy~ 
tisch en in elk del' punten YI' Y2.' .•• y,. regulier zijn. indien tenslotte 
gh (y) (1 -= h -= k) een veelterm voorstelt die bij deeling dool' (y - XI) 
(y - X2) ••• (y - X,.) tot rest Rh (y) overlaat (zoodat de graad van Rh (y) 
kleiner dan n is). dan is 
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8(f~I)+ 1 8 (
tI R2) 8 (fl RIc) P ...... P 

=1 1 I. 8(f:l) 
Yr - x. I 

8 (f:2) + 1 ... 8 (&:Ic) 
. . . . 

8(5:1) 

Opmerking: Voor de definitie van 8 raadplege men § 1 vlak voor 
stelling 3. 

Bewijs I Bij het bewijs mag aangenomen worden. dat de getallen 
YI' Y2' ...• Yn onderling verschillen. want anders bevat zoowel de deter
minant voorkomende in het linkerlid der bewering. als de determinant 

1_
1_1 twee gelijke rijen. zoodat dan beide leden van de bewering de 

Yr-X. 
waarde nul bezitten. Als gh(Y) met een veelvoud van (Y-XI) (Y-X2)' .. (Y-Xn) 
verminderd wordt. veranderen de getallen gh(X') (5 = 1. 2 ..... n) niet 
van waarden. zoodat het linkerlid onzer bewering geen verandering 
ondergaat; omdat de rest Rh(Y) daarbij niet verandert. verandert ook het 
rechterlid dier bewering niet. Zonder bezwaar kunnen wij dus ver
onderstellen. dat de graad van gh(Y) kleiner dan n is. en dat dus 

(1 -= h -= k). . • . . . (22) 

geldt. 
Den determinant in het linkerlid van de te bewijzen betrekking zal 

ik. om de afhankelijkheid van den veelterm gl aan te geven. door D(g\) 
voorstellen. en den laatsten determinant in het rechterlid van de te 
bewijzen formule wil ik met .6.(gl) aanduiden. zoodat de bewering 
identiek is met 

. . (23) 

Wordt in D(gl) en .6.(gl) de veelterm gl vervangen door een veel
term. die identiek nul is. dan gaan D(gl) en .6.(gl) over in twee deter
minanten. die ik onderscheidenlijk D(O) en .6.(0) zal noemen. Ik beweer. 
dat tusschen deze twee determinanten de relatie 

D (0) = 1 1 1.6. (0). . . . • • • (24) 
yr - X. 
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bestaat. Deze relatie is voor k = 1 evident. want dan is 

D (0) = \ 1 I en 6 (0) = 1. y, - x. 

en voor k =- 2 mogen wij aannemen. dat de te bewijzen stelling met 
k - 1 in plaats van k reeds bewezen is. waaruit volgt 

I 
1 + g2 (x.) f2 (y,) + ... + gk (x.) fk (y,) I = 

y, - x. P(xs) 

S(f:2)+ 1 S (
f2R3) S (f2Rk) P . ..... P 

= I ~ j. s (6:2) 
y, x. 

S (f3:3) + 1. .. S (f3:k) 

en dat is juist (24). 
Stellen u(x) en v(x) twee veeltermen van een graad < n voor, en 

passen wij hulpstelling 2 met 

+ ;. gh (x.) fh (y,). b _ u (x.) . _ v (x.). d _ () 
ar> = -Yr--X .- h7:2 P (x.) •• - P(x.)' c. - P(x.)' r - gl yr 

k 

toe (voor k = 1 heeft de som I de waarde nul), dan vinden wij 
h=2 

= I a,. + b. d r I + I ar> + c. d r I - I ar> I .. (25) 
D (u + v) = I ar> + (b. + c.) d r I ! 

= D (u) + D (v) - D (0) 

Verder is. als Ar den minor in 6 (gl) van het element in de l"le 

kolom en zode rij voorstelt. 

6 (u + v) = ~ S (fl . (~ + v)) + 1 ~ AI + !2 s (fr . (~+ v)) Ar 

=~ S C\;U)+S (fpv) + l~AI +l~S(frpU)+S (frpv)~ Ar 

= 6 (u) + 6 (v) - Al = ~ (U) + 6 (v) - 6 (0). 

. (26) 

Als nu de bewering met gl = U en ook met gl = v bewezen is. d.w.z. 
als aangetoond is 

D (u) = I 1 /6 (u) en D (v) = / 1 / ~ (v). yr - x. yr - Xk 
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dan volgt uit (25). (26) en (24) 

D (u + v) = I 1 
yr - X. 

1.6 (u + v). 
I 

29 

zoodat de bewering dan ook met gl = U + v geldt. Hieruit blijkt: is de 
te bewijzen stelling met gl = UI' gl = U2' ...• gl = Un bewezen. waarin 
UI. U2' •••• Un veeltermen in y van een graad -= n-1 zijn. dan geldt de 
stelling ook met gl = UI + U2 + ... + Uno 

Omdat volgens onze veronderstelling de graad van den veelterm gl(Y) 
hoogstens n-1 is. en de veelterm P(y) n verschillende wortels y,. Y2 •.•.• yn 
bezit. vinden wij door splitsing in partieelbreuken 

gl(Y)-i-~ 
P (y) - h=1 Y - yh • 

waarin ah constant is. Volgens het bovenstaande mogen wij dus bij het 
bewijs veronderstellen. dat gl(Y) de gedaante 

gl (y) = PI P (y) 
Yl, - Y 

bezit. waarin PI constant. )'1 geheel positief -= nis. 
Verwisselt men in de te bewijzen betrekking gl met gh (1 -= h -= k). 

r. met 6. en verwisselt men tevens in den laatsten determinant van die 
betrekking de eerste rij met de hd. rij. en tegelijkertijd de eerste kolom 
met de hd. kolom. dan verandert de bewering niet. In verband met het 
bovenstaande blijkt hieruit. dat bij het bewijs zonder bezwaar aangeno~ 
men kan worden. dat gh (y) de gedaante 

gh (y) = Ph P(y) 
y~h - Y 

(1 -= h -= k) 

bezit. waarin Ph constant. À.h geheel positief -= nis. 
Het linkerlid der bewering van onze stelling gaat dan over in 

en volgens hulpstelling 1 met 

1 
ars = ; brh = Ph (h (Yr) 

Yr -x. 
(1 -= h -= k) 

heeft deze determinant de waarde 

P2 (2 (YAJ •••..•. p" f,. (YAJ 
P2 (2 (YA.) + 1 ... p" (" (YA.) 

. (27) 
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{31 fl (gAJ + 1 {32 ft (gA.) • . • • • .• {3k fl (gAk) 

{31 f2 (gA,) {32 f2 (gAo) + 1 . .. {3k f2 (gAk) 

{31 '" (g~J 
volgens hulpstelling 3. 

. (28) 

Bepalen wij nu S (fh :' ). waarin 1 -= h -= n. 1 -= 1-= n. Uit (22) en 

(27) volgt 

6. (g) R, (g) (3,6. (g) 
P(g) gA/-g 

welke functie hoogstens een eindig aantal singulariteiten bezit. en in de 
overige punten eenwaardig en analytisch is. De som der residuën dezer 

functie is dus nul. zoodat - S (6. :') gelijk is aan de som der residuën 

dezer functie. genomen in de punten gl' g2' ...• gn. Omdat de functie 
6. (g) in de punten gl' g2' .••• gn regulier is. komt dus alleen het residu 
in het punt gAI in aanmerking. en dat residu is - {3,6. (gA,) waaruit volgt 

(1 -= h :::s n. 1 -= 1-= n) . 

De in (28) gevonden uitdrukking gaat dus over in het rechterlid der 
te bewijzen betrekking. waarmede stelling 14 bewezen is. 

Toepassingen met 

k = 1, gl (g) = P (g). dus RI (g) = P (g) - (g - XI) (g - X2) •.• (g - Xn). 

I. Indien 'YJ met geen der getallen gl' g2' •••• gn samenvalt. dan is 

Want wordt 

gesteld. dan bezit de functie 

fl (g) RI (y) 
P(y) 

A 
ft (g) = 9 - 'YJ 

alleen in de punten gl' Y2' ..• , gn. 'YJ een residu. en het residu in 'YJ is 
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zoodat uit stelling 14 met k = 1 volgt 

I 1 +~I=I 1 I~S(fIRI)+I~ 
Yr - x. Yr- 1] yr - X. ( P ~ 

Het bijzondere geval met yr = r. x. = 1 - s geeft: is 1] geen natuurlijk 
getal -= n. dan is 

I 
1 +~_I_(I+A_A1J{1J+l) ... (1J+n-l)) 1_1_1 

r+s-l r-1J - (1J--l){1J-2) ... {1]--n) 'Ir+s-l . 

1 
11. Is f{y) een veelterm in y. en stelt S den coëfficiënt van - voor 

y 

in de naar opklimmende machten van J.- gerangschikte ontwikkeling van 
y 

dan is 

f{y). ~y - Xlny - X2; ... ~y - xn) •. . . • . (29) 
y - YI Y - Y2 .•• y - Yn) 

I 1 + f (Yr) I = (1 + S) ., . 1 I.... (30) 
Yr -x. yr- x• 

Want wordt ~ (y) = f{y) gesteld. dan heeft de functie 

alleen een residu in de punten YI' Y2' .••• Yn. 00. en het residu in het 

oneindige is de coëfficiënt S van J.- in de naar opklimmende machten 
Y 

1 
van - gerangschikte ontwikkeling der in (29) genoemde functie. Hieruit 

Y 
blijkt 

zoodat (30) uit stelling 14 met k = 1 volgt. 
In het bijzondere geval met f{y) = A + By is de coëfficiënt S gelijk aan 

Aal +tB{02 +oD. 
als 

n 

Ol = I (Yh - Xh). 
h=1 
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gesteld wordt. dus 

Kiest men hierin Y'=". X.= l-s. dan krijgt men 0l =02 = n2• dus 

111. Indien 1] met geen der getallen YI' Y2' ...• Yn samenvalt. dan is 

Want stelt men 

dan heeft de functie 

C-y fl (y)=A --. 
1]-Y 

alleen een residu in de punten YI •...• Yn. 1] en 00: het residu in 1] is 

. 1 
en het residu in het oneindige is gelijk aan den coëfficiënt van - in 

Y 

de naar opklimmende machten van .l. gerangschikte ontwikkeling van 
Y 

n 

ç ( ) R ( ) C _yn-I I(Yh - Xh) + ... 
ti Y I Y _ A - Y --:-_.::.h=~I:----:-_-----,:--

- P (y) - - . -1] --Y (y - YI) ... (y - Yn) • 

dus dit residu is 
n 

A I (Yh - Xh). 
h=1 

waaruit volgt 

zoodat (31) uit stelling 14 met k = 1 volgt. 



en 
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Stelling 15. Voor voldoend groote I y I mogen de ontwikkelingen 

(y - XI) (y - X2) ..• (y - x n) _ + al + a2 + 
(y - YI)(y - Y2) ... (y - Yn) - ao Y y2 ... 

gelden. zoodat 

33 

{Jo aA+,..+l + {JI aA+Ll + ... + {JA+.Ll+1 ao = 0 voor .t ::=- O. ft ::=- 0 (32) 

is. Aan elk machtenpaar Xl. yl'- met geheele exponenten ::=- 0 voeg ik 
het getal 

toe. dat volgens (32) de waarde 

T (xl. yl'-) = - (ao {JA+I'-+l + al {JA+I'- + ... + al'- {JA+l) 

bezit. en aan elk paar veeltermen 

A 

U (x) = I Al x~ , 
}.=Q 

voeg ik het getal 

A M 

M 

v(y)= I B,.. yl'-
1'-=0 

T(u. v)= I I AA BI'- T (xA. yl'-) 
A=O 1'-=0 

toe. 
Voor elk systeem veeltermen UI (x) • ...• Uk (x). VI (y) • ...• Vk (y) geldt 

dan de betrekking 

1

_
1
_ + UI (x.) VI (Yr) + ... + Uk (x.) Vk (Yr) I = 

Yr - x. 

I T(ui' VI) + 1 

= 1_1_1. T(U2. VI) 
yr - X. . .•• 

T (Uk. VI) 

Bewijs: Stel 

T (UI' V2) ....... T (UI' Vk) 

T (U2. V2) + 1 ... T (U2' Vk) 

A, Mm 

U, (x) = I All xl. Vm (y) = I BmI'- yl'- • . . . . (33) 
}.=Q ,c.t=O 

fm (y) = Vm (y) • g, (y) = u, (y) P (y) (1 -=== 1-=== k. 1 -=== m -=== k) • (34) 

waarin P (y) = (y - YI) (y - Y2) ••• (Y - Yn). 
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De veelterm 

yÀ P (y) = (y - XI) (y - X2) ..• (y - x n) yi. (110 + ~I + :~ + ... ) 

laat bij deeling door (y - XI) (y - X2) • • • (y - xn) tot rest 

(y - xl)(y - X2) .•. (y - Xn) (11;1 + 11~;2 + ... } 
zoodat de veelterm 

AI 
gl (y) = UI (y) P (y) = ~ AIÀ yl P (y) 

À=O 

bij deeling door (y - Xl) (y - X2) .•• (y - Xn) tot rest overlaat 

RI (y) = (y - XI) (y - X2) • •• (y - Xn) i A,l (11),+1 + I1À~2 + ... ). 
1=0 Y Y 

Hieruit volgt in verband met (33) en (34) 

fm(Y) RI (y) 
P(y) f, ( )~ al ~ AI A (11),+1 11),+2 ) 

m y ao+-+ .. · ~ /À -+-2 + ... 
Y ;'=0 Y Y 

= ~ ~ BmI' y). f ao + al + ... ~ ;1 Ali. (11i.+1 + 11),;2 + ... ) . 
~I'=O ~ ~ Y ~ 1=0 Y Y 

Deze functie is in het eindige eenwaardig en analytisch behalve in de 

punten YI' Y2' .••• Yn. De uitdrukking - S (fmffl) is dus gelijk aan den 

coëfficiënt van ~ in de naar opklimmende machten van ~ gerangschikte 
y y 

ontwikkeling van deze functie fm 0/1 (~I (y). Derhalve is 

(
fm RI ) AI Mm 

S -P = - ~ ~ A/\ BmI' (ao 11"+1'+1 + ... + a,. 11,,+1) = T (UI. Vm ) 
À=OI'=O 

volgens de definitie van het getal T. Substitueert men deze uitkomst in 
de formule 

1 
__ 

1 
- + UI (x.) VI (y,) + ... + u/c (x.) v" (y,) 1 = 

y, -x. 

S(fl:I)+1 

= Ig, ~ x.l· S ("J') 

S (ft :/c) 
S(f2:/c) 

S ("':2) . ... . . S ("':/c) + 1 
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die onmiddellijk uit stelling 14 volgt. dan krijgt men de gevraagde 
betrekking. 

Hulpstelling 4: Wordt in de voorgaande stelling 
n 

Om= I (y~ - xr::) 
h=1 

(m :=- 1) 

gesteld. dan zijn de getallen ao. al' a2. • •• geheele rationale functies van 
de getallen Ol' 02 • ••• b.v. 

ao = 1 ; al = Ol; a2 = t 02 + t O~; ! 
a3 = t '0 3 + t 0 1 02 + t <r.; 
a 4 = t 04 + t O~ + t 01 0 3 + t ~ 02 + ti ot; 

. . . (35) 

in iederen term van ah is de som der indices gelijk aan h. Vervangt 
men Om door - Om. dan gaan de getallen ao. al •••• over in fJo. fJl" ••• 
zoodat men heeft 

fJo = 1 ; fJl = - Ol ; fJ2 = - t 02 + t O~ ; ! 
fJ3 = - t 03 + t Ol 02 - t <r.; 
fJ4 = - t 04 + t O~ + t Ol 03 - t O~ 02 +0- 01. 

. . (36) 

In het bijzondere geval met yr = 1'. X. = 1 - s is zoowel ah als fJh een 
veelterm in n2 van een graad --=== h. en heeft men 

ao = 1 ; al = n
2 

; 

a3 = t n 2 (n2 + 4 n + 1); 
en 

fJ - 1 . fJ - - n 2 • 0-' 1- • 

fJ3 = - t n2 (n2 - 1)2; 

Bewijs: Voor voldoend groote I y I is 

log (y-xl)'" (y-xn) = i log (1 _ Xh) - i log (1- Yh) = Ï ~. 
(y - YI)'" (y - Yn) h=1 Y h=1 Y m=1 mym 

dus 
00 am i a~ = (y - XI) ... (y - Xn) = em;1 mym = 1 + Ol + t 02 1; t ~ + . . . (39) 

h=O Y (y - yd ... (y - Yn) Y Y 

Uit deze betrekking volgt dat ah een geheele rationale functie in 
Ol. 02 • •••• Oh is en dat in iederen term van die functie de som der 
indices gelijk aan h is. Door vergelijking van de coëfficiënten van 

1 1 1 1 
1. -. 2' 3 en """1 in beide leden van (39) vindt men formule (35). 

Y Y Y Y 
Verwisselt men het systeem YI ••••• Yn met het systeem XI' X2' ••.• Xno 
dan gaan de getallen ao. al' a2' •••• in fJo. fJl' fJ2 • ••• en dan gaat Om in 
- Om over. zoodat (36) uit (35) volgt. 
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In het bijzondere geval met yr = r. x. = 1 - s is 
n 

Om = :E (~ - (1 - r)m) 
h=1 

n 

= :E (~- (r - l)m) = nm indien m even. 
h=1 

n "-1 = :E (~ + (r - l)m) = 2 :E ~ + nm indien m oneven. 
h=1 h=1 

en zooals bekend. is Om in het laatste geval een veelterm in n2 van den 

graad m;- 1. Voor ieder natuurlijk getal m is dus Om een veelterm in 

m+ 1 
n2 van een graad -= 2-' Omdat ah en /3h te schrijven zijn als geheele 

rationale functies van 0l' 02' 03' • • .• waarvan in iederen term de som der 
indices h is. is zoowel ah als /3h een veelterm in n2 van een graad -= h. 
Substitueert men in (35) en (36) 

dan vindt men (37) en (38). 

Opmerking 1: Het is hier niet de plaats de eigenschappen der veel
termen ah en /3h voor yr= r. x.= 1 - s uitvoerig na te gaan. Het is 
dUidelijk. dat deze veeltermen ah en /3h voor h =- 1 dan deelbaar door 
n2 zijn. Gemakkelijk overtuigt men t>r zich van. dat de veeltermen 
/33. /34' /35 •... dan alle door n2(n 2-1)2 deelbaar zijn. en dat de betrekkingen 

aHI = } (- 1 )h+1 ( I ) /3h+1 en /31+1 = } (- 1 )h+1 ( I ) ah+1 (I =- 0) 
h=O h h=O h 

gelden. 

Opmerking 2: Uit deze hulpstelling blijkt. dat ook de in stelling 15 
gedefinieerde getallen T(xÀ• y.,,) (l en ft geheel =- 0) geheele rationale 
functies van °1.°2.°3' ..• zijn. Omdat T(xÀ• y.,,) in - T(x.". y') overgaat. 
als de getallen x. en Yr verwisseld worden. d.w.z. als de getallen 0l 02. 03' •.• 
door -0l' -02' -03' . .• vervangen worden. i~ T(xl. y') een geheele 
rationale functie van 0l' 02' 03' • . .• die alleen termen van oneven graad 
bevat. Men heeft: 

T(1. 1) = al =-01; 

T(l.y) = a2={02+t~; 

T (x. 1) = - /32 = t 02 - t ~ ; 
T (1. y2) = a3 = t 03 + tOl 02 + t ~; 
T(x.y)= a3+/3la2=t03-t~; 

T (r. 1) = - /33 = t 03 - t 0l 02 + t ~; 
T(r. y) = - /34 - al /33 = t 04 - t O~ - t~02 +t01; 

T (x. y2) = a4 + /31 a3 = t 04 + t O~ - t O~ 02 - t 01. 

. (41) 
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In het bijzondere geval met yr = r. x. = 1 - s vindt men. omdat Oh 

een veelterm in n 2 van een graad -= h is. dat T (.xl. y,lI.) een veelterm 
in n 2 van een graad -= I + ft + 1 is. Door in (41) voor °1.°2.°3' °4 de 
waarden te substitueeren. die in (40) zijn aangegeven. vindt men in dit 
speciale geval 

T(l, 1) = n2 

T{l, y) = t n 2 (n 2 + 1); 

T(x.l) =-tn2 (n 2 -1); 

T(l, y2)= - t n 2 (n4 + 4 n 2 + 1); 

T (x. y) = - t n 2 (n 2 - 1) (2 n 2 + 1); 

T(x2.1)= t n2 (n 2 - 1)2; 

T(x2.y)= tn4 (n2--1)2; 

T (x. y2) = - t n4 (n2 - 1) (n2 + 3). 

V oorbeeld~n: Volgens stelling 15 met k = 1 is 

I 1 + (Ar + Bx. + C) (DYr + E) I = 
Yr - x. • 

. . . . (42) 

= 1 ~ I· ~ 1 + AD T(x2
• y) + AET(r. 1) + BDT(x. y) + 

Yr x. ( 

+ BET (x. 1) + CD T (1. y) + CE T (1. 1) ~ • 

waarin de getallen T door (41). in het bijzondere geval yr = r. x. = l-s 
door (42) bepaald zijn. 

Volgens stelling 15 met 

k=2. UI (x) = 1. VI (y) = y. U2 (x)=-x. V2 (y) = 1 
is 

I 
1 + Yr _ x.1 = I 1 1.1 T (1, y) + 1 

yr - X. yr - X. - T (x. y) 
T(1. 1) I 

- T(x.l) + 1 . 

Substitueert men voor de getallen T de in (41) aangegeven waarden. 
dan vindt men 

vult men de waarden in. die (42) aangeeft. dan krijgt men 
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Stelling 16: Indien G(x. y) een geheele rationale funtie in xen y is en 
n 

Om = I (y~ - X'h ) 
h=1 

(m :::- 1) 

gesteld wordt. dan is 

'y, ~ x. 
+ G (x •• y,) , = , ~ ,. H. . . . . (43) 

y, x. 

waarin Heen geheele rationale functie in °1.°2.°3 .... is. 
Bewijs. Men kan schrijven 

G (x. y) = UI (x) VI (y) + U2 (x) V2 (y) + ... + Uk (x) Vk (y). 

en volgens stelling 15 geldt dan formule (43). als H een geschikt gekozen 
determinant van de kd• orde is. waarvan het element in de ld. rij en md• 

kolom gelijk is aan T(ut. Vm) voor I =f m en gelijk aan T(ut. Vm) + 1 
voor 1= m. Volgens het bovenstaande is elk dezer elementen. dus 
ook Heen geheele rationale functie in °1.°2.°3 .... 

Stelling 17: Indien G (r. s) een geheele rationale functie in l' en s 
is. dan is 

waarin H een veelterm in n2 is. 

Bewijs: Men kan schrijven 

G (1'. s) = UI (1 - s) VI (r) + U2 (1 - s) V2 (1') + ... + Uk (1 - s) Vk (1'). 

en volgens stelling 15 met y, = 1'. X. = 1 - s geldt dan (44). als Heen 
geschikt gekozen determinant van de kd• orde voorstelt. waarvan ieder 
element een veelterm in n2 is. 



§ 5. SLOTOPMERKINGEN. 

Stelling 18: Indien het systeem Xl •...• Xn-I geen getal bevat. dat 
in het stelsel YI ••••• Yn voorkomt. dan is 

Bewijs: 

I ers Vl. (Yr) I (46) 
IJ (Yr - x.)' . . . . 

als 

ers = (Yr - XI) (Yr - X2) ... (Yr - X._I) 

Vl. (y) = (y - X.+I) (y - X'+2) . .. (y - Xn-I) 
(1 -= s -= nl. ((47) 
(l-=s~n-l).~ 

Vln (y) = 1 

gesteld wordt. Dan is 

er .• +1 = (Yr - x.) er .• (1 -= r -= n. 1 -= s -= n - 1). 

zoodat de betrekkingen (1) met a. = 1 gelden. dus volgens stelling 1 

volgens stelling 2 

I ers Vl. (Yr) I = Y VlI (XI) Vl2 (X2) ... Vln (Xn) 

= Y IJ (x. - X r) 

1 ....::::::::6-c:::::: r .-==::: n-l 

is. Uit (46) volgt nu de bewering van stelling 18. 

Stelling 19: Indien het systeem XI' X2' ..•• Xn _I geen getal bevat. dat 
in het stelsel YI' Y2' ...• yn voorkomt. en als f (y) overal. afgezien van 
een eindig aantal punten. eenwaardig en analytisch. in de punten 
YI' Y2' ••.• Yn zelf regulier is. dan is 

. f~J 1 
• (Yr - XI) (Yr - X2) ... (Yr - Xn-I) 

- _I 1 . liS ( f(y) ) 
- yr - x.' • (y - YI)(Y - Y2) ... (y - yn) . 
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Opmerking: Voor de definitie van S raadplege men § 1 vlak voor 
stelling 3. 

Bewijs: Het linkerlid der te bewijzen betrekking is 

. . . . (48) 

als ers en 11'. (y) door '47) bepaald worden. 
De betrekkingen (l) gelden dan met a. = I. 
Stelt men lI'n (y) = 1. dan is volgens stelling 3 uitdrukking (48) gelijk 

aan 

- _I 1 . 1 I S ( f(y) ) 
- y. - x. . . (y - YI) (y - Y2) •.. (y - Yn) • 

wegens (46). waarmede stelling 19 bewezen is. 

Voorbeeld: 

De functie y (Y - XI) (Y - X2) ..• (Y - Xn-I) heeft alleen in de punten 
(Y - YI) (Y - Y2) .•• (Y - Yn) 

YI' Y2' •..• Yn. 00 een residu. en het residu in het oneindige is gelijk aan 

den met - 1 vermenigvuldigden coëfficiënt van ~ in de ontwikkeling 
Y 

1 
der functie naar opklimmende machten van -. Dus 

Y 

_ S (Y (Y - Xl) (Y-X1 ) ••• (Y --:- Xn-l)) = 
{y - Yd (y - Y2) ..• (Y - Yn) 

= (YI + Y2 + ... + Yn) - (Xl + Xl + ... + Xn-I). 

waaruit volgt 
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Opmerking: In het bijzondere geval met Y, = r. x. = 1 - s gaat (45' 

over in 

11 n-I 2n-2 .•. (n - 1)11 • 11 n-2 2n- 3 ••• (n - 2) I I 
- ti 22 ••• (n - l)n-1 nn I (n + 1)n 2 ••• (2 n - 2)1 

}2n-4 22n- 7 ••• (n - 1)2-n 

- nn-I(n+ l)n 2 ••• (2n-2)1 

en (49) neemt dan den vorm 

1_
1
_; rl = 1 r+!-I; 1 1.1(1 +2+ ... +n)+(1 +2+ ... (n-2))1 r+s-l 

= 1 r + ! _ 1 ; 1 I· (n2 
- n + 1) 

aan. 
Tot slot nog de volgende opmerking. 

Stelling 20 : Indien 1 -== N -== n. Nn - t N (N + 1) oneven. de be~ 
trekkingen 

PI + ql = ... =PN + qN= YI + Yn-N= Y2 + Yn-N-I = ... = Yn-N+ YI (50) 

gelden. en 

P:- q: 
e,,=--

s 

gesteld wordt. dan is 

(1 -== r -== N) 

Indien 1 -== N -== n. Nn - t N (N-l) oneven. de betrekkingen 

PI + ql = ... =PN + qN = YI + Yn-N-I = ... = Yn-N-I + YI = Yn-N (51) 

gelden. en 

(1 -== r -== N) 

(N + 1 -== r-== n) 

gesteld wordt. ook dan is 
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Bewijs: Eerste gedeelte: 

als 

Derhalve is 

* s-1 er> = U r 

.-1 
=Yr-N 

voor 1"::::C'''::::N. ! 
N+ l"::::C'''::::n. voor 

• . . (52) 

1 e:.1 = rp (YI •...• Yn-N) {(UI' U2 • ...• UN, YI' Y2 •...• Yn-N). 

waarin 

Het aantal factoren in (is gelijk aan 

tN(N-l) + N(n -N)=Nn -tN(N + 1). 

dus oneven. waaruit volgt 

{(UI •...• UNI YI •...• Yn-N) = - {(t - UI •...• t - UN, t - YI' ...• t- Yn-N) 

=-((t-UI' ...• t-UN. t-Yn-N ..... t-YI)' 

omdat {symmetrisch in YI' Y2 • . . .• Yn-N is. Kiezen wij voor t de ge
meenschappelijke waarde der in (50) aangegeven getallen. dan krijgen 
wij dus 

{(UI ..... UN. YI ..... Yn-N)=-{(t-UI ..... t-UN. YI ... ·• Yn-N). 

Wij vinden dus. wegens (50). als wij up = t - v p stellen. 

PI p, PN 

=- rp(YI ..... Yn-NJ~VlfdV2 .. JdVN {(VI' ...• VNo YI.···. Yn-N) = -I er> I. 
ql q. qN 

waaruit volgt 

Tweede gedeelte: 
PI p, PN 

1 er> 1 .]~I dUI.]: . . J~N dUN 1 e:.1 • 



OVER EENIGE DETERMINANTEN 

waarbij e;. door (52) bepaald is. Als Y"-N = t gesteld wordt. krijgt 
men dus 

waarin 

Het aantal factoren in F is gelijk aan 

tN(N-l)+N(n -N-l)=Nn -tN(N-l) - 2N. 

dus oneven. waaruit volgt 

F(ul •...• UNo YI •...• Yn-N-I)=-F(t-UI •...• t-UN.t-YI •...• t-Y,,-N-I) 

=-F(t- UI ••••• t- UN, t-Y"-N-I •...• t-YI)' 

omdat F in YI ••••• Yn-N-I symmetrisch is. Door de substitutie 

Up = t - vp (e = 1. 2 •...• N) 

gaat dus I era I wegens (51) en Yn-N = t over in 

. ~ II vp (vp - t) l F (VI' ..•• VNo YI' ...• Y,,-N-I) = -I erol. ? p=1 ~ 

waaruit volgt 

Opmerking: Stelt men N = 1. yr = r. PI = n. ql = O. dan vindt men 
voor even n 

n n2 n3 n" - 3" ....... 2 n 
1 1 ...... . =0 . 

1 2 22 ••••••• 2"-1 

1 n-l (n-J)2 .... (n-l)"-I 



44 OVER EENIOE DETERMINANTEN 

Stelt men N = 1. yr = r. PI = n - 1. ql = O. dan vindt men voor 
oneven n het resultaat van V. JUNO I) 

{n -1)2 {n -1)3 (n -1)1 (n -1)n+1 

2 
-- -4-3 n+l 

1 =0. 
2 22 2n-1 

n-l (n - 1)2 ..... (n - 1)n-1 

I) V. JUNG, Poznámka 0 jlstém determinatu mocninném. Casopis pro pestov math. a 
fys. XXIX (1900), p. 41-42. 
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