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§ 1. BEWIJS VAN DRIE STELLINGEN.

Doel van deze verhandeling is te laten zien, hoe drie zeer gemakkelijk
te bewijzen stellingen ons in staat stellen voor tal van merkwaardige
determinanten onmiddellijk een eenvoudige uitkomst neer te schrijven.
Als |e.,| den determinant van de n% orde voorstelt, waarvan het
element in de r% rij en si kolom gelijk is aan e, dan luiden de eerste
en de tweede stelling als volgt:

Stelling 1: Zijn er 3n—2 getallen aj, aj ..., a8n1. X1, X2+« « 4 X1,
Y1» Y2+« - » Yn te vinden met
€r, 541 — ds (yr—xs)ers (lérgnv lésén—l), . . (1)

dan is de determinant |e.,| gelijk aan het product van de elementen
van de eerste kolom, vermenigvuldigd met

n—1 on—2 1
.. .d_ ¥,

n—1
waarin Y (zooals steeds in dit artikel) het product

Y= I (y—uy)

1I=s<<r==n

voorstelt.

Stelling 2: Gelden de betrekkingen (1), is ¢, (y) (1=s=n) een
veelterm in y van een graad =n—s, en is x, willekeurig gekozen,
dan is

| ees @ () | = €| @1 (1) @2 (3) - - . @ (ixi).
Met behulp van deze stellingen bereken ik in § 2 determinanten,
waarvan de elementen in I“functies zijn uitgedrukt, in § 3 determinanten,

waarvan de elementen binomiaalcoéfficiénten zijn.
De vierde paragraaf behandelt o.a. den determinant van CAUCHY

, waarin natuurlijk verondersteld wordt, dat het systeem x, ..., X,

yr_xs
geen getal bevat, dat in het stelsel y;,...,y. voorkomt?!). Zooals wij

1) CAUCHY, Mémoire sur les fonctions alternées et sur les sommes alternées. Exercices
d'analyse et de phys. math. (1841) II p. 151—159; Oeuvres complétes, 2e série XII.



4 OVER EENIGE DETERMINANTEN

zullen zien, leveren de stellingen 1 en 2 ons onmiddellijk de reeds door
CAuUCHY gevonden formule

I (g —y)lx —x)
1 ‘:l§r<:§n (2)
Ye — X I (y-—=x)
==

Reeds vaak zijn van deze formule bijzondere gevallen opnieuw ontdekt,
in het bijzonder het (eveneens in het begin van § 4 bewezen) geval ')

_ (1120, .. (n—1)1) _
r+s—ll_n/(n+l)!...(2n—2)! 2n—1)""

12n—3 22n—6 33n——9 . (n —_ 1)3—11 n—"n

i+ 1) (+22...2n—2F2n—1)

Tot nu toe is echter nog niet opgemerkt, dat tal van determinanten,
die beschouwd kunnen worden als generalisaties van den determinant
van CAUCHY, in zeer eenvoudig verband staan met den determinant van
CAUCHY zelf. In § 4 (stelling 16) zal ik o.a. bewijzen: wordt

3)

= E g —a)  (ne=1)

h=1

gesteld, dan is voor iedere geheele rationale functie G (x, y)

. T 1

Yer — X5 yr'—x.v

JH,

waarin H een geheele rationale functie van 0,05 05 ... is. In het
bijzonder (stelling 17): is G (r, s) een geheele rationale functie van rens,
dan is

1
r+s—1

waarin H een veelterm in n? is, b.v. (zie toepassing II van stelling 14)
: 1+ a+-l—b nz—{—lbn4
r+s—1 2 2 ’
waaruit (met a=—1, b:O) volgt

r—I—s— _ . _ 1
rfs—1 r+s _IL(_” ‘- r+s-—1|

Om de derde stelling gemakkelijk te formuleeren, duid ik met |e..; e
den determinant aan, waarin |e,,| overgaat, als het ri element

1

prap— .H,

+ G{r, s)

+a-|—bs

N S
r+s—1]|"

=(—1p

1) W. LiGowskl, Nachtrag zu der Abhandlung “Ueber die Inhaltsberechnung der
Korper”, Archiv d. Math. u. Phys. (1861), XXXVI, p. 181—185.
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(f=1,2,...,n) van de laatste kolom door e, vervangen wordt. Komt in
een formule de letter S voor, dan wordt verondersteld dat n getallen
Y1, Y2, . - .» Yo gegeven zijn, en met S(y(y)) wordt dan bedoeld de som
van alle residuén der functie v (y), de residuén in de punten yy, y5,...,Ya
uitgezonderd. Zooals men weet, is c_; het residu eener functie v (y) in een

punt a, als c_; den coéfficiént van in de LAURENTontwikkeling

0

v(y)= =2 c(y—a)t,

h=—o

voorstelt; geldt voor voldoend groote |y| de LAURENTontwikkeling

Z exy”,

h=—o

y(y)=

dan heet de coéfficiént c_; het residu der functie v (y) in het oneindige.

Stelling 3: Gelden de betrekkingen (I) met a, 0, is v, (y)
(I=s=n—1) een veelterm in yvaneengraad =n—s—1,isy. (y)=1,
en stelt f(y) een functie voor, die overal in het complexe y-vlak, hoogstens
een eindig aantal punten uitgezonderd, eenwaardig en analytisch is, en

die in de punten y,,y, ...y, regulier is, dan is
| s vs () | ) )
rs Ys r) s €r )| — — S ]
e )i en b 1= = e S S (=~ =9

De voorwaarden van deze stelling zijn b.v. vervuld met
=y aa=1 x=0 wv(@=1;
dan is
lewys W) |=|y7' =Y.

Voor iedere functie f(y). die overal in het complexe y-vlak, hoogstens
een eindig aantal punten uitgezonderd, eenwaardig en analytisch, en in

Yy, ..., Ys regulier is, geldt dus de betrekking
-1, J=—VYS f(y) )'
|52 £yl ((y—yl)(y—yz)-.-(y—yn)
In het bijzonder vindt men
l s—1 . l s Y .
by T a—ge—y).@—.)

verder krijgt men als speciaal geval, dat voor iederen veelterm f(y) de
determinant

|~ £y
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1
gelijk is aan Y, vermenigvuldigd met den coéfficiént van 7 in de naar

opklimmende machten van é gerangschikte ontwikkeling van

f(y)
W—y)ly—yl)...(y—yn)

In § 5 pas ik stelling 3 toe op den determinant

r xs
overeenkomst met den determinant van CAUCHY vertoont. Zijn waarde
is, znoals wij in § 5 zullen zien, gelijk aan

o | ’ die eenige

Stelling 3 stelt ons in staat o.a. determinanten van de gedaante

‘ 1 fly.) ‘
e — X (ge — x) (yr — X3) ... (gr — X01)

uit te rekenen, b.v. (zie het voorbeeld van stelling 19)

1
yr — X5

1

amaend 1
Yr — X

; (y1+92+ oo +yn) '_‘(x1+x2+ TT +x,,_1)€

 n)=

In het bijzondere geval met y. =r, x, =1—s krijgen wij

1 . IJ: 12n—4 2277 (a—1)2—" _{1!12]...(n—2)!}3.(n—1)!
r+s—1"' n'(n+1)-2...2n—2)'" nal(n+1!...2n—2)!
en

1 N -
;'_}_T_—l‘: r|= ;-m; 1‘.‘" —-n—}—l}

Bewijs van stelling 2: Uit (1) volgt

I

es=a18...81 (Yr—x) (Y —x3) ... (g —xs) &1 (| =r=n, I=5=n)

(een product, bestaande uit O factoren, stelt in dit artikel steeds het
getal 1 voor), dus

€11 €21 ...€p1 D, . e e (4)

n—1

€rs Py (yr) I = a’;—l a;_z ...a!
als
D == I (y" - xl) (yf - x2) LR (yl' - xl—l) Ps (yr) l e e '(5)
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gesteld wordt. Omdat de graad van den veelterm g, (y) hoogstens n—s
bedraagt, kan men schrijven
Ps (y) ::h%‘ Csh (y - xs) (y — x,+1) T (y = x;._l) (1 =s= n),

waarin
Css = @5 (x5) I=s=n. . . . . . . (6)

Dan is
y—x) (g —x)...(00 — xm1) @. (1) =é ch(y—x) (y — x2) . . . (g — x5—1).

Ontwikkelt men dus den in (5) aangegeven determinant D naar de
coéfficiénten c.n, dan krijgt men '

D=3 Cihy C2hy + « « Cnh, l (y, == xl) (y.- = xz) oo (y, = Xh,—l) I ’

waarin de som wordt uitgestrekt over alle systemen geheele getallen
hy, hy, ..., h, met

1=h=n, 2=h,=mn,..., n=h,=n.

Deze som is eenvoudig gelijk aan den term, waarin h;=1, h,=2,..., hn=n
is. Want in alle overige termen bevat het systeem hy, h,,...,h, minstens
twee gelijke getallen en komen dus in den determinant

| e — x) (gr — x3) . . - (ge — Xn,—1) |
minstens twee gelijke kolommen voor. Derhalve is
D=cycp.. |y —x) (g — %) ... (g — x:m1) |,
waaruit in verband met (4) en (6) volgt
| ees @5 (g) | = C @y (x1) @2 (x2) - . . @n (),

als C een geschikt gekozen van de keuze der veeltermen @, @,,..., @a
onafhankelijk getal voorstelt. Kiest men alle veeltermen ¢, =1, dan
vindt men

|es|=C,

waarmede stelling 2 bewezen is.

Bewijs van stelling 1: Stelt men
P )= —yr)y—yusd ... (g —yn) | =5=n),

dan zijn in den determinant |e. ¢, (y.)| alle elementen boven de hoofd-
diagonaal nul, zoodat men heeft

| e s (yr) | —ejen-.-em® ) P22 ... ¢n(ys) = 7
) . (D
=(—1)trtNe exn...emY
Verh. Kon. Akad. v. Wetensch. (le Sectie) DI. XIV. C2
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Uit (1) volgt

es—ena 8...a51 (g — x1) (g — x2). .. (yr — xm1) (1=r=n, 1=5=n),
dus
n r—1
€11€22...€n=—€11€21...6€n1 a"‘—‘ a;_z wEs a”l_l II 11 (yr o x:)
=1 s=1
n n
=(—1)krr—De ey ...emat a3 2...a! | I II (x,—y)
s=1 r=s+1
n
=(—1)kr—De e, ...emat a3 2...a_, IIl s (x)

zoodat (7) overgaat in

|es@s (y) |=eney...emarrar2?...al_, YI_Iqu, (x) . . (8

Omdat de graad van den veelterm ¢, (y) gelijk aan n — s is, mogen
wij stelling 2 toepassen, en vinden dan

lewg: g |=lew] - T (x) . . . . . . . (9
De rechterleden van (8) en (9) hebben dezelfde waarde, en wel identiek
in X1, X3, ..., Xn, Y1 Yo - .+, Yn. Derhalve is
| & l=ey ey ssctuial a2 ca_; Yo

waarmede stelling 1 bewezen is.

Bewijs van stelling 3: Wij mogen aannemen, dat de getallen
Y1, Yz, - - - » Yn onderling verschillen, omdat anders beide leden der be-
wering van stelling 3 gelik aan nul zijn. Ontwikkelt men den deter-
minant

les . (4): enflys)]
naar de elementen van de laatste kolom, en stelt A, de minor voor van
het rd¢ element in deze laatste kolom, dan vindt men

e s (yr):enf(yr)IZFélemf(yp)Ap- C .. (10

Past men de stellingen 2 en 1 met n— 1 in plaats van n, en met
v, (y) in plaats van @, (y) toe, dan krijgt men

Av=y; () w2(x) ... Yoot (Xn—1) 1y €21 ... €018} 22773, ..
...al I (y. — y.),

n—2
1 =s—<<r==n—1

Wegens v, (y)=1 volgt verder uit de stellingen 2 en 1 met vy, (y)
in plaats van ¢, (y)

|eesws (y) | =1 (x1) ... Yoo (Xnar) €11 .. . € @} ' 2372, ..
.o al I (yr - y:).

n—1
1=s~r=n
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dus
l €rs Ys (yr) ! 1
en A, = : ;
! ayay...a—1 (Ya— 1) (gn — 42) -« - (Yn — Yn—1)
Omdat de punten y, y5 ..., y» onderling verschillen, en f(y) in
ya regulier is, is e f(yn) An dus gelijk aan
| ees s (y) [
a;a;. ..a"_l'

vermenigvuldigd met het residu van de functie
fy)
y—9)ly—yd)...(6 —yn)

in het punt y,. Door verwisseling der ¢ en n rij vindt men, dat
ea [(yp) Ay gelijk is aan

| €rs Ys (yr) |

»

ajaz...an—1

vermenigvuldigd met het residu derzelfde functie

fy) .
—9)ly—y)...(o — 5
in het punt y,. Deze functie is echter overal, afgezien van een eindig
aantal punten, eenwaardig en analytisch, zoodat de som van alle residuén
nul is. Hieruit blijkt

n | ewys ()] f(y)
Fz:'leFlf(yF)AP—— a, ay...am S((y—y,)(g—yz)...(y—yn))'

zoodat de bewering van stelling 3 uit (10) volgt.



§ 2. TOEPASSING OP I-FUNCTIES.

In deze paragraaf stelt @, (y) (1 = s = n) steeds een veelterm van een

graad =n — s voor.

Stelling 4:

l@s () Ty +)|=Y (g, +1)... g+ 1) (—1)... 0. (—n) (11)

en

_ Yo ()9 (2)...0n(n)
Ty) Ly Tl

' @ (y.)
P(yr + 1 _S)

Bewijs: 1. Stelt men

|

€rs — F(yr s 5)'
dan is

1=y +s)es (1 =r=n1=s=n—1),

zoodat de betrekkingen (1) met

a, =1, X, =—F§
gelden.
2. Stelt men
1
ef! = ——_——l
I'ly- +1—5)
dan is

esri =g —ses (1 =r=n1=s=n—1),
zoodat dan de betrekkingen (1) met
a, =1, X, =5

gelden.

(12)

Opmerking 1: Door de volgorde der kolommen in den determinant

| e.s| om te keeren, krijgt men

' €r, n—s+1 I == (_ 1)‘Ign(n—1) ! €rs | .

Aldus kan men naast ieder resultaat van deze verhandeling een ander
neerschrijven, door in iederen determinant van de nd orde s door
n—s- 1 te vervangen en tegelijkertijd den determinant met (— 1)1
te vermenigvuldigen. Vervangt men bijv. in (12) s door n—s+1,
y. door y. + n+ 1, @ost1 (1) door w, (u —n — 1), dan vindt men voor
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elk systeem van veeltermen y, (y) van een graad = s— 1 de betrekking

Ys (yr) = (— 1)hnt—d Y Yi(— 1Dy (—2)...y. (—n) .
I'(y.+1+5) Iy, +1+4n) ' (y+-1+n)... I'(yat1+n)
Het bijzondere geval met y. —=r — 1, dus met
Y= I (r—s)=112!...(n—1)!

I=s<r==n

geeft voor elk systeem veeltermen w,(y) van een graad =s— 1 de
formule

s+r—1)/ al(nt1)l...2n—1)1 ¥

= ~=(—1)w,n(n-n Lt UL T e

— (—)hn6—1) Yi(—1)y(—=2)...9a(—n)
- 1'22, . .n"(n+ 1)1 (n+42)2...2n—1)!"’

welk resultaat in het bijzondere geval, dat alle veeltermen v, (y) gelijk
1 zijn, reeds herhaalde malen gevonden is.

Omdat het den lezer geen enkele moeite kosten zal naast iedere
stelling de analoge stelling neer te schrijven, door in iederen determinant
van de nd orde s door n—s - 1 te vervangen, en tevens den deter-
minant met (— 1)»*—) te vermenigvuldigen, zal ik die analoge stellingen
verder overal achterwege laten.

Opmerking 2: Stelt c een getal 7 0 voor, en vervangt men in (11)
y. door a4 cy. (zoodat Y in /1Y overgaat) en vervangt men

tevens ¢, (u) door ¢, (u_:_a) dan krijgt men

|97.1 (yr) F(a+cyr + S) —c'an(n—1) YﬁF(a-}—cy, + 1)(}?, (— t—i—a>. (13)
=1

Hieruit volgt
l@s (y) I'(@a +cye +5) (b +dy. —n)|=

— ('fan(n—1) YI"II’(a-{-cyr—i- 1) I' (b + dy. — n) ¢. (—’- r—l—a);
=1

(of

substitueert men hierin
s (y): I (b—i—dy—h).
h=s+1

dan vindt men de waarde van den determinant

|F'a+cy. +s)'(b+dy. —s)]|.
Uit (13) volgt verder nog

+a

I'(a+cy. +1 ,(_f )

@ (y) I'(a+ cy. + s) el n (@+cy )@ c )
I'(b+dy. +n+1) =1 Tb+dy. +n+1) :
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substitueert men hierin
@ (y)= II (b+dy + h),
h=s+1
dan vindt men de waarde van den determinant

l I'(a+cy. + s)

.

r't+dy. +s+1)

Stelt d een getal 0 voor, en vervangt men in (12) y. door b+dy,
(zoodat Y in d'#"DY overgaat), en vervangt men tevens @, (u) door

B AN
s (u d b). dan krijgt men

r—b
i
=dhne—0 YT - — 2 (14)

Ps (yr) e
=1 I'(b + dy.)

Hieruit volgt

®s (o)
I'a4+cy. +n+1)I'(b+dy. +1—3s)

r— b)
— =) Y IT \d ;
= L@a+cy +n+1) I (b+dy)
substitueert men hierin

. )= I (a+cy+h),
h=s+1

dan vindt men de waarde van den determinant

1
Tatcy. s+ )I'(b+dy. +1—s)|




§ 3. TOEPASSING OP BINOMIAALCOEFFICIENTEN.

Ook in deze paragraaf stelt ¢, (y) (1 = s=n) voortdurend een veel-
term van een graad =n — s voor.

Stelling 5: Is ¢# 0, en is b geen der getallen —2, —3,..., —n,

dan is (a+cy)]—

_ c'len(n=1) Y g (atey r+ b—a_l)
_(b+2)n—1(b+3)n—2...(b+n)',=1(b+1)¢'( .
en

a+tcy. +s—1Y)| __
mo (TS

B chni—1) Y (a2t Cy:) (_ H'_a)
T+ tb+3)... (bt )= (b+l i ¢/

Bewijs: 1. Stelt men
€rs — (a + Cyr>"
b+s

dan is voor 1 =r=n, |I=s=n—1

_a+cy.—b—s c _s+b—a .
€, s+1 — b+5+1 ers—b+s+1 P sy

zoodat de betrekkingen (1) met

. (15)

. c _ s b=a
& =bFs+1° *T T ¢
gelden.
2. Stelt men
. _(a—}-cy,—}-s—l)
¢ b+s '
dan is voor 1=r=n, I =s=n—1
a4cy.+s c i_-l—_a
€r,s+1 — b+ +1 ers—b+s+1(yr+ ¢ )v

zoodat de betrekkingen (1) met

_ c __sta
&= bfs+1° X~ c

gelden.
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Opmerking. Stelt men b—=a, y. =r, c=1, dan is
Y= I (r—s)=1/2/...(n—1) . . . (16)
1=s<r=n '

en

=1 r=1

nfatcy\__A(b+e\_Ab+2)b+3)...06+0)
H(b+1)_n(b+1)"£ (r—1)/

(b2t b+ 3r2...(b+n)
= 1727, . .(n—1)! '

zoodat (15) overgaat in
% 1 (a—l—r—}—s—l

r—1

)'Z(pl(_l_a)¢2(—2—a)...¢n(—ﬂ—a)'

(a +r+s— l)
r—1

(de laatste formule komt voor bij E. PascaAL, ,Die Determinanten”,

Teubner, (1900), p. 132).

o.a.

=1.

Stelling 6: Is d# 0 en is a geen der getallen 2, 3,..., n, dan is
v w) ()
’ b+dy —s

_ dlen =) Y o @2 r—b
‘(a_z)"—'(a—s)"—z...<a—n>'¢n(b+dyr— l)q"( % )

Bewijs: Stelt men
a—s—l)
el'-l —_ ’
(b +dy. —s

dan is
€r, s4+1 — a5 — 1 ers—a__s__l(r d )eun
zoodat de betrekkingen (1) met
a — d v =5= b
T a—s—1' T d
gelden.
Opmerking: In het bijzondere geval b=a, y. =r, d=—1 geldt
(16) en is

I}( a—2 _ﬁ a—2 )_I"I(a—Z)(a—3)...(a—r)
=1 b+dy,—1)—r=l(a—r—l = r—1)!

_(@a—2'(a—3)2...(a—n)
- 1/12/...(n—1)/ ’
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zoodat uit onze stelling volgt

@s () (a _r—j—_l— 1) } =(—1)hrtNg (a—1)p,(a—2)...p.(a—n).

Stelling 7: Is ¢ 20, dan is

(a—l—cy,—{—s——l) ( a-+t cy: )tp (_ia)
b+dy. +s _ ‘lzn(n—l)Yﬁ b+dy.+1 £ c

o (b+dy. + h) =1 g(b+dy,+h)

h=s+1
(a+cy, +s—l)
b+dy. +s

1T (b + dy. + h)

h=s+1

®s (o) .

Bewijs: Wordt

— €

gesteld, dan is voor 1 =r=n, 1=s5=n—1

€r, s+1 — (a + Cy.— —‘I'— S) 8 =0 (yr + .s_—(l:_._a) :

zoodat de betrekkingen (1) met
s+a

[of

as — ¢, Xy — —

gelden.

Opmerking: Wordt in deze stelling

n

@: (y)=II (b+dy+h)

h=s+1

gesubstitueerd, dan vindt men de waarde van den determinant
(a +cy. +s—1 )

b+dy. +s ’
Stelling 8: Is d#0, dan is

(a‘i"cyr—"s—l) (3+Cyr —2)(}) (:—_b)
—_— n _ r d
s (o) ,b+dy' 2 —=dhnt—0 Y IT b+dy. —1 .

I (a4 cy. —h) = héz (@+cy. —h)

h=s+1
(a-}—cy,—s—-l)
b+dy. —s

I (@+ cy. — h)

h=s+1
Verh. Kon. Akad. v. Wetensch. (le Sectie) D1. XIV. C3

Bewijs: Wordt

— €
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gesteld, dan is

€r.s+1 =(b+dyr _5) erszd(yr - s; b) €rs,

zoodat de betrekkingen (1) met

a; =d, x,::s;b

gelden.

Opmerking. Wordt in deze stelling
9. (g)= I (a+cy— h)
h=s+1

gesubstitueerd, dan vindt men de waarde van den determinant
(a +cy —s—1 )
b+dy. —s .
Stelling 9: Is c#d, dan is
(a +cy. — 1)
b+dy.+s

1T (b + dy. + h)
h=s+1

®s (o)

(3w 1Yy (hLEL=2)

— (e — dyhnt—n y 77 N2 o 11 c—d )

- (b +dy. + h)
h=2

Bewijs: Stelt men
(a +cy. —1 )
bt+dy. +s) .

1T (b+ dy. + h)

h=s+1

dan is voor 1 =r=n, 1=s=n—1
e..si=fa—b+(c—d)y. —1—sles
_ s+14+b—a
—(C—d)(yr— C'—‘d )er.n

zoodat de betrekkingen (1) met

o —c—d x—Stltb—a
s = i3 s = C—d

gelden.
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Opmerking: Substitueert men in deze stelling
9. W)= I (b+dy+h),

dan vindt men de waarde van den determinant

(a-}—cy,— l)
b+dy +s)|

Stelling 10:
(6%) Carta FICS )] oo
b. +s b.+n b.+s

Bewijs: Vermenigvuldigt men van den eersten determinant de s,

(s+ 1), ..., ni kolom respectievelijk met (n—s) ( n—s ) v

n—s n—s—I1

— (—— l)llgﬂ(ﬂ—l)

(";s) . en telt men de aldus verkregen kolommen op, dan krijgt men

een kolom, waarvan het r% element gelijk is aan
L Gy | PR/ b Y
=0\n—s—h/\b. +s+h bi+n )
Hieruit volgt, dat de eerste der drie in (17) genoemde determinanten

gelijk is aan
’ y. +n— S)
b.+n

en deze determinant is gelijk aan de tweede in (17) genoemde uitdrukking,
zooals men ziet, door de volgorde der kolommen om te keeren.
Vermenigvuldigt men van den eersten der in (17) genoemde deter-

minanten de 1¢, 2¢,..., s* kolom resp. met (s o l). (s - 1) EIT

s—1 s—2
(s ; 1), en telt men de aldus verkregen kolommen op, dan krijgt men

een kolom, waarvan het ri¢ element gelijk is aan

z’,(s—l Y- ___(y,-{—-s—-l)
r=1\s—h/)\b. + h b.+s )
Hieruit blijkt, dat de eerste en de laatste der in (17) genoemde

determinanten aan elkander gelijk zijn, waarmede de stelling bewe-
zen is.
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Stelling 11: Indien ¢ # 0 is, dan zijn de producten

¢ 'len (ntb—1) (a +b +Cr) = (—1)enla=1) c—fsnln+b—1) (a+b+Ct+s'_l )‘
b—1+s b—1+n
(a +b+ cr) . (18)
— ¢ lanlntb—1) (8 +bterts— 1)’ = ¢—'lwnb IHI b

b—1+4s =1 (b+"—1)
b
aan elkander gelijk; is b een natuurlijk getal, dan veranderen deze

; a 1
producten niet van waarden, als a, b, ¢, n resp. door P b ver-

vangen worden.

Opmerking: Het bijzondere geval ¢ =1 is reeds bij V. v. ZEIPEL te
vinden. Sir THOMAS MUIR noemt dit speciale geval het verdichtingstheorema
van ZEIPEL, omdat als b<n is, op deze manier de in (18) optredende
determinanten onmiddellijk teruggebracht kunnen worden tot determinanten
van lagere (n.l. de b%) orde!).

Bewijs: Volgens stelling 10 met y. —=a-+b+cr, b =b—1 zijn de
eerste drie leden van (18) aan elkander gelijk. Passen wij de eerste be-
wering van stelling 5 met ¢, (y) =1, y. = r, met a+ b in plaats van a
en met b — 1 inplaats van b toe, dan vinden wij, als

(a—l—b-{—cr)
b—1+s

P:C—ll,n(n+b—l)EA Y;

p — C_llg n(n+b—1)

gesteld wordt,

hierin is E het product van de elementen uit de eerste kolom van den

determinant (a—i—b-l—cr) , dus
b—1+s
E:ﬁ(a+b+cr)'
=1 b '
verder is
A= Fanta—1) _ clantr—t)
= = n_2 — 1M1 n o
b+ 11 (b+277.. . (b+n—1) g(lﬁ“; 1)-(:'—1)!

o 1) V. v. ZEIPEL, Om determinanter, hvars elementer dro binomialkoefficienter, LUNDS' Univ.
Arsskrift, 11 (1865), 68 pag. Om determinanter, h\gilkas elementer dro binomialkoefficienter
multiplicerade med vissa faktorer. LUNDS' Univ. Arsskrift, VIII. (1871), 36 pag.

Sir THOMAS MUIR, Note on ZEIPEL's Condensation-theorem and related results.
Transactions of the Royal Society of South-Africa, deel 11 (1924), p. 191—196.



OVER EENIGE DETERMINANTEN 19

en
Y= @« (r—-s):rl_}l(r—l)!.
dae I=s—r=n
(a + b+ cr)
Pasyg wwﬂ L

b+r— l)
b
waarmede het eerste gedeelte der bewering bewezen is.

Nu is

a+b+cr)
( b _(a+b+cnl@a+b+cer—1)...(a+14cn)
(b+r—l)_ b+r—10)b+r—2)...()
b
a+b at+b—1 a+1
_J() () ()
r¥b—1  r+b—2 r

dus

(a+b+a) <"+i%£)<"+§i%:i> <"+afl>
3 b — n n - n
iﬁ(b+r—1)“# n+b—4)’ n+b—2 (n)
b ( n ( n ) n
a r
— c" I]b' n .

=1 (n+r—l
)

Hieruit blijkt, dat het laatste lid van (18) niet verandert, als a, b, ¢, n

resp. door -ac—. n, % b vervangen worden, waarmede de stelling volledig

bewezen is.

Stelling 12 :

(a+’)::G—D%whn(“+'+5—1)L_(a+r+s—1>%=

ry+s y+n y+s

= 1)’[,,.(,._1)‘( a+1 ) l)’lnnln—l)l( ats ) —
ot r—ntrts/l 4 o)

= (— 1)'/2" (n—1)

(a+r+s—1)
y—n-+r+s

A)
g 5

7+?
y+1
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Is y geheel =0, dan veranderen de in (19) genoemde uitdrukkingen
niet van waarden, als a door a—y—1-+n; y door n—1 en n door

OVER EENIGE DETERMINANTEN

y =+ 1 vervangen wordt.

Opmerking: Deze stelling is gedeeltelijk door ZEIPEL, en vervolgens
in haar geheel door Sir THOMAS MUIR aangegeven'); opgemerkt moet
echter worden, dat laatstgenoemde in formule (19) de factoren (—1)"n(—1
weggelaten heeft. Kiest men a =7, y=2, n—=4 (dus a—y—1+4n=38,
n—1=3 en y+1=3), dan krijgt men het door MUIR (afgezien van

de min-teekens) aangegeven getallenvoorbeeld
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oo o=
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o
w =
>R
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_ 10) 1y |_ | (10 11) 12\ | _
4 5) 3 4 5
10) 11 11) 12) 13

(9]
(=)}
NS
(%)}

11.10.9.8 1.

9
a2

=223'7211=116424.

Noemt men de zes in (19) voorkomende leden achtereen-
D¢, dan vindt men door in stelling 10 y.—a+r,
D, = D,. Door in D, rijen en kolommen te ver-

G+7)
ol -

en stelling 10 toegepast met y.—a+ 1, b=y —n + r geeft nu D;—=D,=D:.
Verwisselt men ten slotte in D; de rijen en kolommen, dan krijgt men

(a-{—r—{-s—l)‘
¥+ '

Bewijs:
volgens D,, D,,...,
b.—y te stellen D, =
wisselen, krijgt men

D,

D3=
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en stelling 10 met y.—a—+r, b.—=y —n-+r geeft Ds—=D;= D;. Volgens
stelling 11, toegepast met a—a-+b, c=1, y=b—1 is

(a—!—b-{-r) (a+r)

atr at+b+r\|_ 7 b _a\r+1

(J’-i-s) (b—l+s)!_£1(b+r_1)—£(y+r).
b y+1

en deze zelfde stelling 11 leert ons dat, als y geheel =0 is, deze ver-
houding niet van waarde verandert als a—y—1 onveranderd blijft en
y+ 1 en n verwisseld worden, d. w.z. als @ door a—y—1+4n, » door
n—1 en n door y+1 vervangen wordt.

Stelling 12 geeft in het bijzondere geval y =0 o.a. den determinant

van E. D’OviDIo!)
( a+1 ) _(a-}-n)
r—s+1 o n '

in het bijzondere geval y =1 o.a. den determinant van F.]. STUDNICKA 2)
a—14+n\/a—14+n a+n\/a+n
a+1 . n )( n—1 )__ n-+41 ( n
(r—s+2))— (a—l+n)(a—l+n) o (@ +n) '
n+1 n

) E. D'OvIDIO, Due teoremi di determinanti, Giornale di Mat. I (1863) p. 135—139.

2 R I STUDNICKA, Notiz iiber einige Determinanten, in welchen Binomialcoefficienten
als Elemente auftreten. Sitzungsber. Ges. der Wiss. (Prag). (1879), p. 292—295.

Vergelijk Sir THOMAS MuIR, The Theory of Determinants in the historical order of
development III (1920), p. 245.




§ 4 GENERALISATIE VAN DEN DETERMINANT
VAN CAUCHY

Overal in deze paragraaf zal worden aangenomen, dat het systeem
X1, X2...., X, geen getal bevat, dat in het systeem y,, y,,...,y. voorkomt.

Stelling 13. (Formule van CAUCHY):

I (e — ys) (2. — x1)
1=s<—r=n
=== .« . . (20
n (yr — X)) )
1=i=n
1=s==n

Iyr_xs

Bewijs:
1

I | €rs Ps (yr) I . v « e e (21)
Yr — Xs

B I (yo—x)
1=r=n
1=s=n

als
es =(y. — x1) (yr — %) . . . (g — Xs1),

@s () = (y — xs41) (g — Xs42) . . . (y — xn)

gesteld wordt. Dan is

et = —x)es (1 =r=n, 1=s=n—1),
zoodat de betrekkingen (1) met a,— 1 gelden, dus volgens stelling 1
les| =Y,
volgens stelling 2
len®s ) | =Y o1 (x1) @2(x) ... @u () =Y 4 (20, — x2)

1=s<r==n

is. Uit (21) volgt nu de te bewijzen formule van CAUCHY.

Opmerking: In het bijzondere geval met y. =r, x,=1—s gaat
de formule van CAUCHY over in

iy (r —s)?
1 1 =s=r=n
r+s—l'_ I (r+s—1)
==,

_f1t2n2 | (a—2)2(n—1)!}2
122 an(n+ 1)l (2n—1)
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12n—3 2211—6 32u—9 . (n - 1)3—1! n—"n

TlmF ) (ntr2r2...2n—22@2n—1)

o @r2030.  (a—1)1)
Tl F D) (nt2)!...Cn—1DI

Hulpstelling 1: Indien 1, 4,,...,4 natuurlijke getallen =n voor-
stellen, dan is

|ars + brl a)tls + er a)2s + e + brk alks I ==

b+l by, b B

b, b, I biyswssse b,

=|a,_l. l R ok
b, by bigeee.-- by, + 1

Bewijs: Ik zal twee verschillende gevallen onderscheiden.

1. Stel de getallen 4, 4, ..., 4 zijn onderling verschillend (dus k=n).
Dan kan men zonder bezwaar 4, =1,1,=2,..., & = k veronderstellen,
omdat men anders slechts in de determinanten

|ar.!_*--brl a),s+"'+brk alks I en Iaﬂl

de eerste rij met de 1,9 rij, de tweede rij met de 2,% rij, enz. behoeft te
verwisselen. Stelt men b,,—0 voor k+ 1 =h=n, dan is het rechterlid
der te bewijzen betrekking

b, +1 b, ... bn

b b 1... b
1ars'- a 22+ ? :'ars+brlals+--'+bmam|:

bnl bn2 P b,.,. + l

:|a,,+b,la,,-{-...—}—b,kak.

zoodat de hulpstelling in dit geval bewezen is.

2. Stel minstens twee der getallen 1, 4,, ..., 4 zjn onderling gelijk.
Dan is k=2, zoodat wij mogen aannemen, dat de te bewijzen hulp-
stelling met k— 1 in plaats van k geldt. Verder mogen wij 4, =4,
veronderstellen, omdat anders in de determinanten

|a,,+b,15,\1,+---+b,kaiksl en |a;|

slechts een of twee paren rijen verwisseld behoeven te worden. Het
linkerlid der te bewijzen betrekking is dan

I ars + (brl + br2) a),a + br3 al,s + e + brk a)k’ '
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en volgens de te bewijzen formule, toepast met k— 1 in plaats van k,
is deze determinant gelijk aan

b)..,l 5 bxzz +1 b,

A23 lllllll )ik
b, + b, by, +1....... ok
[} «
blkx + b}‘k2 b)k3 ....... b;«,,k +1
Aan den anderen kant is wegens 4; = 1, het rechterlid der te bewijzen
formule
b)-gl + 1 bjiz ....... b).lk
b, b,+1 ....... b, ,
|as | b,, by, ceeeen. b4 =
» bua  eeeeees b, +1
1 —1 0 0
b, 1 b).zz +1 b),; b).._,k
=|ax]. b),l bx,z bx,s +1... blsk =
bikl b)k2 blsk cee b}kk +1
1 0 0 . 0
b, bin+b2+1 by ... bk
= | ars l 5 b):,l b},;;l + b}sz b),; + lasa b),k
b b;.kl + b2 b}kg - b)kk +1

zoodat de twee leden der te bewijzen formule inderdaad dezelfde waarde
bezitten.

Hulpstelling 2:

‘a,.-*—(b,-{—c,)d,!:lar,-}-b,dr|+|8rs+Cs dr|—|arsl-

Bewijs: Stelt A, den minor van a, in den determinant |a.| voor,
dan is

law + b, do | =] 8|+ = 2 by do Aa.

s=1 r=1

Vervangt men hierin b, door ¢, en door b, + c., dan krijgt men

| as + ¢ d,|=|aul+2" Sc d Aw

=1 r=1
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en
| 8 + (bs + ) ds | = | @ | + ‘i f_‘_*’.'l(b, +c)d, A

Uit deze drie betrekkingen volgt onmiddellijk de bewering.

Hulpstelling 3:

Bifu+1  Bafn ... ... Bk fa

B1 fia Bafa+1...... B fiz

ﬂl'flk. o ’,Bz.fzk . ow e ‘. .. Br fie + 1

Bifu+1 Bl ... .. B fix
—|Pifn P+ 1...... Br fox

/31 fkl ﬂz ﬂz ...... ﬂk fkk + 1

Bewijs: Beide leden van de te bewijzen betrekking zijn gelijk aan

fur

1+Bifu+B262+ ... + B+ BB fiz Frz

Ay

fii, =i [ b fu b fa
e oo+ Brer1 B +B8.8:28:| iz [z [
fi—1. & fix fis fs £

fll f21"'ﬁ‘1
Y N N ’f”.f”"'f"’.

fix Bx .. - Fu
Stelling 14: Indien
Py)=(g—y)ly—u))...(y —ya)

4w

gesteld wordt, de functies f, (y). ..., fx (y) overal in het complexe y-vlak
hoogstens een eindig aantal punten uitgezonderd, eenwaardig en analy-
tisch en in elk der punten y,,y, ...,y. regulier zijn, indien tenslotte
g, ) (1=h=k) een veelterm voorstelt die bij deeling door (y — x;)
(y—x2)...(y — x.) tot rest R, (y) overlaat (zoodat de graad van R, (y)

kleiner dan n is), dan is
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l L/ (x) fily) + - . - + ge (=) fi ()
Y — X, P (x)

S(ER) 1 s(6R)......s(FR)
2

R
L. S(f—p&) S(f’T&)H...s(ﬁlfk)

fiRy fi Ry fiR«
s( A S(—p— ...... S( )+
Opmerking: Voor de definitie van S raadplege men § 1 vlak voor
stelling 3.

Bewijs: Bij het bewijs mag aangenomen worden, dat de getallen
Y1, Y2 .+ ., Yo onderling verschillen, want anders bevat zoowel de deter-
minant voorkomende in het linkerlid der bewering, als de determinant

twee gelijke rijen, zoodat dan beide leden van de bewering de

Yr—Xs
waarde nul bezitten. Als g,(y) met een veelvoud van (y—x;) (j—x5) . . . (y—x»)
verminderd wordt, veranderen de getallen g,(x.) (s=1,2,...,n) niet

van waarden, zoodat het linkerlid onzer bewering geen verandering
ondergaat; omdat de rest Ri(y) daarbij niet verandert, verandert ook het
rechterlid dier bewering niet. Zonder bezwaar kunnen wij dus ver-
onderstellen, dat de graad van g,(y) kleiner dan n is, en dat dus

g, =Ry (=r=kH. . . . . . (22

geldt.

Den determinant in het linkerlid van de te bewijzen betrekking zal
ik, om de afhankelijkheid van den veelterm g, aan te geven, door D(g,)
voorstellen, en den laatsten determinant in het rechterlid van de te
bewijzen formule wil ik met /\(g;) aanduiden, zoodat de bewering
identiek is met

D(g1)=‘ Algy). -« « « . . (23

Ye — Xs

Wordt in D(g,) en /\(g,) de veelterm g, vervangen door een veel-
term, die identiek nul is, dan gaan D(g,) en /\(g;) over in twee deter-
minanten, die ik onderscheidenlijk D(0) en /\(0) zal noemen. lk beweer,
dat tusschen deze twee determinanten de relatie

1

Yr — Xs

D(O):l |A(0). e w ow o= & o (28
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bestaat. Deze relatie is voor k=1 evident, want dan is

1

Ye s

D (0) =

en A0)=

en voor k=2 mogen wij aannemen, dat de te bewijzen stelling met
k—1 in plaats van k reeds bewezen is, waaruit volgt

1 + g2(x) £ () + .. . 4 g (%) fi (ye)
yr — Xs P(xs)

(f ’R2> +1 S (5153) ...... S (f 215")
o) o

)
en dat is juist (24).

Stellen u(x) en v(x) twee veeltermen van een graad < n voor, en
passen wij hulpstelling 2 met

Y — Xs

_ 1 fgn () fuly), , _ule) _wvlx)
= T E P T PR) T Py T
toe (voor k=1 heeft de som 3‘ de waarde nul), dan vinden wij
=2
D (u+v)=|as+ (bs + c) d- |
=|aw+bsd |+ |as+cd | —]an] (25)
=D (u)+ D ()—D(0)

Verder is, als A, den minor in A (g,) van het element in de 1
kolom en r% rij voorstelt,

Afu+0)= g (f‘ ("+"))+1§Al+is(f—'i%"—’—”~))A,

__3 (f. )+s(fl )+1§ ‘+£3S(ﬁ;)+8(ﬁ—g’)§A, .

=AW+AW)—A =AW+ AwE—AQO).

Als nu de bewering met g, —u en ook met g;=v bewezen is, d.w.z.
als aangetoond is

1
D()=|—

i en D(v):]yr_lxk 'A(v),
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dan volgt uit (25), (26) en (24)
D(u—f—v)—l ‘A(u—{-v)

zoodat de bewering dan ook met g, —=u + v geldt. Hieruit blijkt: is de
te bewijzen stelling met g, =u;, g =u,, ..., g, = u, bewezen, waarin
uy, Uy, ..., Uu, veeltermen in y van een graad =n—1 zijn, dan geldt de
stelling ook met g, —=u, +u;+ ...+ u..

Omdat volgens onze veronderstelling de graad van den veelterm g,(y)
hoogstens n—1 is, en de veelterm P(y) n verschillende wortels y, y3,...,yn
bezit, vinden wij door splitsing in partieelbreuken

g1 (y) -  Qn
=2 ,
P(y) m=y—uyn

waarin a, constant is. Volgens het bovenstaande mogen wij dus bij het
bewijs veronderstellen, dat g,(y) de gedaante

gdm=ﬁﬁgz
U,— Y
bezit, waarin B, constant, 4, geheel positief =n is.

Verwisselt men in de te bewijzen betrekking g, met g, (1 =h=k),
fi met fi, en verwisselt men tevens in den laatsten determinant van die
betrekking de eerste rij met de hd rij, en tegelijkertiid de eerste kolom
met de hd kolom, dan verandert de bewering niet. In verband met het
bovenstaande blijkt hieruit, dat bij het bewijs zonder bezwaar aangeno-
men kan worden, dat g, (y) de gedaante

gh(y)_y————;«,‘—y 1=h=kK . . . « (2T}

bezit, waarin f, constant, 1, geheel positief =n is.
Het linkerlid der bewering van onze stelling gaat dan over in

L AE)  BbE L Ah)

Ye — Xs Yr, — Xs Yr, — Xs Yr, — Xs

en volgens hulpstelling 1 met

ag=e—— Ba=ffilpd  (LEREE

Yer — Xs

heeft deze determinant de waarde

Biliw)+1 Bfayn).e. ... B fi (ya,)
ﬂlfl(y"g) ﬂzl”z(yA,)—l—l o B fi (ya,)

ﬂn fi yAk) ﬂz fz (ya,,) ﬁk fk (yAk) + 1

1
yr_xs
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Pililyr) +1 Bafilys)....... B f1 (y»)
- .Blf2(yh) B2 f2 (y"s) o ol T ﬂkfz(yxk) . . (28)
B [ (yll) Baflyn).eveo.. B fx (yr) + 1
volgens hulpstelling 3.

L R
b

Bepalen wij nu S (
(27) volgt

), waarin 1 =h=n, 1=I1=n. Uit (22) en

i) Rily)__ Bufu ()

P(y) yny—y

’

welke functie hoogstens een eindig aantal singulariteiten bezit, en in de
overige punten eenwaardig en analytisch is. De som der residuén dezer

functie is dus nul, zoodat — S (ﬁ' 15 ') gelijk is aan de som der residuén

dezer functie, genomen in de punten y,, y, ...,y.. Omdat de functie
fs (y) in de punten y,,y,, ..., y. regulier is, komt dus alleen het residu
in het punt y», in aanmerking, en dat residu is — fifi (y») waaruit volgt

De in (28) gevonden uitdrukking gaat dus over in het rechterlid der
te bewijzen betrekking, waarmede stelling 14 bewezen is.

Toepassingen met

k=1, gi(y=P(y), dus Ri(g)=P)—y—x) g —x)) ...y — x).

I. Indien # met geen der getallen y;, y,....,y. samenvalt, dan is

1 A | _ _ (—2x1) (n—x)...(n—x) 1 |
Ye — X +yr—n~_(l+A A(n—yx)(n—yz)---(n—yn))'lyr—xs'l'

Want wordt

__A
fn(y)—y_n

gesteld, dan bezit de functie
@R @y)_ A 31_(y—xn)(y—xz)---(y—xn)§
P (y) y—n P(y)

alleen in de punten y;,y,, ..., ys 7 een residu, en het residu in 7 is

LR _ = x) (g —x) ... (n — x2)
S( P )—A§‘ (n—yl)(n—yz)---(n—yn)g’
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zoodat uit stelling 14 met k=1 volgt

(68
§1+A_A(n—xl)(n—xz)-.-(n—xn)g_

. 1
_lyr—xs m—y)(m—y2)...(n —yn)

Het bijzondere geval met y. —r, x, =1 — s geeft: is 7 geen natuurlijk
getal =n, dan is

1 A | _ _anl+1)...0tn—1) 1
r+s—1+r—n|_(l+A A(n-—l)(ﬂ-—2)---(n—-n)>'!r+s—1"

II. Is f(y) een veelterm in y, en stelt S den coéfficiént van % voor

in de naar opklimmende machten van % gerangschikte ontwikkeling van

(y_xl)(y_xz)---(y—-’ﬁz
AL B 78 LA
dan is
1 _ o
) | =049 = 30
Want wordt fi(y) =f(y) gesteld, dan heeft de functie
@R @) __ o\ (y—x)g—x)...(g — x)
Ply) OO =) w—v)
alleen een residu in de punten y,,y, ...,yn o, en het residu in het

oneindige is de coéfficiént S van m in de naar opklimmende machten

van —:]— gerangschikte ontwikkeling der in (29) genoemde functie. Hieruit

blijkt
LR _
S (—p—) =S,

zoodat (30) uit stelling 14 met k=1 volgt.
In het bijzondere geval met f(y) = A + By is de coéfficiént S gelijk aan

Aagy +‘§B(02 +0¥)-

als

a =K (gn — 1), 6= 3 (yr — xh)
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gesteld wordt, dus
1

Ye — X5

1

yr'—x.!

+A+By.

=§1+Ao,+w(oz+of)§.l

Kiest men hierin y.—r, x,—1—s, dan krijgt men ¢, =0, =n? dus

1
2 o |1
H_S -+ A+Br|= gl—l—(A—l—a}B)n +{,Bn$.r l
III. Indien 5 met geen der getallen y,,y,,...,y, samenvalt, dan is
1 C - yr
A
Ye — X5 T nm—Y:
! (1 —30)-(1—2) .
= +A.g—p(1-0= ”x")AZ—
g —x §+ mi( (— M(nm'+ (=)
Woant stelt men
f—y
—A>——Z,
fi () —y
dan heeft de functie
ﬁ@RszAI—yl_w—mruw—&%
P(y) )=y y—u)...(g—yn
alleen een residu in de punten y,,...,yn 7 en o; het residu in 73 is

_=x)...(0—xv)
4.t 93 —uyd.. <m—w§

.
en het residu in het oneindige is gelijk aan den coéfficiént van v in
de naar opklimmende machten van % gerangschikte ontwikkeling van

_ @R _ 4 C—y —‘y""’gl(y;.—x,.)-{—..,
P =y G—w) . G—g)

dus dit residu is
A 2’:' (yn — xn),
h=1

waaruit volgt

S@§0=AM—DO 8_:) w_$)+{ém—mh

zoodat (31) uit stelling 14 met k=1 volgt.
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Stelling 15. Voor voldoend groote |y| mogen de ontwikkelingen

(b—x)ly—x)... (5 —x)
b= o—v) —s) =Ty e T
en

(y_yl) (y = !]2) ( ) ﬂl ﬂz
G =) = Pty Tt

gelden, zoodat

Boarspsr + Prarsu+ ... + Brrus1 ag=0 voor 1=0,

=0 (32

is. Aan elk machtenpaar x*, y* met geheele exponenten =0 voeg ik
het getal

T(xl, y‘u) = ﬂo Ot ut1 + ﬂl Artp + . o + ﬂA Ayt
toe, dat volgens (32) de waarde
T(x)' g'u) =—(a ﬂA+,u+l + a; ﬁ;\+‘u +...+ a ﬂx+1)
bezit, en aan elk paar veeltermen
A
u(x)=2 A x>, v(y)= ZBﬁy"
A=0
voeg ik het getal
4 M
Tuv)=2 3 ArB. T (x*, y*)
A=0 p=0
toe.

Voor elk systeem veeltermen u, (x),...,ux(x), v,(y),...,vr(y) geldt
dan de betrekking

() 01 (ge) 4+« + e () 0k () | =

Yr —
| Ty, v,)+1 T(u,vy)eennn.. T (uy, vs)
1 T (g v)) T (up v)) + 1... T (uy vi)
- yr — Xs ) . . . . . .
T (ux, vy) T(Uk, vz) ....... (uk, v;,) + 1
Bewijs: Stel
Mm
u (%)= 2' Apnxt, Va(@y)=Z2 Bmuy*, . . . . (33
=0

() =va(y). g:(y) = ui(y) P (y) I=I=k 1=m=k, (39

waarin P(y)=(y —y)(y —y2) ... (y — ya).
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De veelterm
YV Ply)=(y—x)ly—x)...09 —x) 5 (ﬂo-i-—%‘-i-g%-l—m)

laat bij deeling door (y — x;) (y — x,)...(y — x,) tot rest

e — _ Bin _&ﬁ
G—x) g— ).y m(y—%w “)

zoodat de veelterm
4;
g1 (y)=u (y) P(y) =2z Ai y* P(y)

bij deeling door (y — x;) (y — x3)...(y — x,) tot rest overlaat

RO=—x)g— ...y —x) 3 A (B L2 ),
Hieruit volgt in verband met (33) en (34)

BYRG_p ) o4 i |2, (ery o
DR )}t 2. 3 a0 (B By )

=§?Bm y";-"ao-l—ﬂ+...§ z’ A,;(ﬂ”‘+f—“—’+...).
w0 ! "y =0 y y?

Deze functie is in het eindige eenwaardig en analytisch behalve in de

punten yy, Yz ..., Ya. De uitdrukking — S (f'"g ') is dus gelijk aan den

coéfficiént van ] in de naar opklimmende machten van %gerangschlkte

ontwikkeling van deze functie —fﬂ%)—(:;'ﬂ Derhalve is
fm Rl A M
( ) — 2 3 AnBru(ag frvusr + oo+ aufan)) =T (1, vm)
2=0 =0

volgens de definitie van het getal T. Substitueert men deze uitkomst in
de formule

_ 2 +uy(x) oy (g) + .. () vk () | =

Yo — X,
s@ﬁj @Rv ...... s@ﬁ?
() () s(%) |

) e

yr — X
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die onmiddellijk uit stelling 14 volgt, dan krijgt men de gevraagde
betrekking.

Hulpstelling 4: Wordt in de voorgaande stelling

0n=Z (g7 —x7) (m=1)
gesteld, dan zijn de getallen ay, a,, a,, ... geheele rationale functies van
de getallen 0,,0,, ... b.v.
ap=1; a; =0y; a;=%0,+ of;
as=%03+ {00+ % ot; ... (35

ay=%o0,+ %05+ 40,0+ 10lo, + g0l

in iederen term van a, is de som der indices gelijk aan h. Vervangt
men ¢, door —o,, dan gaan de getallen ag, a,,... over in B, f....,
zoodat men heeft

Bo=1; pr=—o: ﬂzz—‘l“’z‘*‘{f‘ﬁ?
ﬂgz'—'}03+*§'0102—%‘03; . . (36)
pi=—1%os+ Lt 0t + 0,05 —foio 4ol
In het bijzondere geval met y. —=r, x, =1 —s is zoowel a, als f; een
veelterm in n? van een graad = h, en heeft men

w=1;  a=n%  a=jr(?+1); gu

az=%n*(n>4+4n+41); a,=¢¢n*(n*+ 1002 4 13);

en
fo=1: p=—n’ =1} n’0m—1); g .. (38)
ﬂ3:'—% n? (n2 - 1)2: ﬂ4:‘§11‘ n* (nz— 1)2

Bewijs: Voor voldoend groote |y| is

g—x)...(g—x) _ 3 xn ) 2 Om
i G—u).-.g—yn) = = ( y) 09( y m=1 my™

dus

-] -

> _m
:em=l my™ 1+ +

a  (y—x)...(y —x)

- {‘02'*'%02
=y —uy)...(y—yn) e (39)

Uit deze betrekking volgt dat a, een geheele rationale functie in
61,03,...,0, is en dat in jederen term van die functie de som der
indices gelijk aan h is. Door vergelijkking van de coéfficiénten van

1 1. % en % in beide leden van (39) vindt men formule (35).

[ _2

y y
Verwisselt men het systeem y,,...,y. met het systeem x;, X3, ..., Xn,
dan gaan de getallen ay a;,ay ..., in By By, B2, ... en dan gaat o, in

— o, over, zoodat (36) uit (35) volgt.
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In het bijzondere geval met y. =r, x, =1—s is

a5 = Z" (e — (@1 —10)m)

=1
:;él (™ —@Ec—1m)=n"m indien m even,
. at
:151 "+ Ec—1))= 2/51 r" + nm indien m oneven,
en zooals bekend, is 0, in het laatste geval een veelterm in n? van den
graad m_;-_l Voor ieder natuurlijk getal m is dus o, een veelterm in

n? van een graad = m—;—_—-l- Omdat a, en B, te schrijven zijn als geheele

rationale functies van o0, 95, 03, ..., waarvan in iederen term de som der
indices h is, is zoowel a; als f een veelterm in n? van een graad =h.
Substitueert men in (35) en (36)

0, = n?, 0, = n?, o3=+4n*(n?+1), o,=nt. . (40)

dan vindt men (37) en (38).

Opmerking 1: Het is hier niet de plaats de eigenschappen der veel-
termen a; en B, voor y.—r, xs—1— s uitvoerig na te gaan. Het is
duidelijk, dat deze veeltermen a; en B, voor h=1 dan deelbaar door
n? zijn. Gemakkelijk overtuigt men er zich van, dat de veeltermen
B3 B4s Bs ., ... dan alle door n¥n2—1)? deelbaar zijn, en dat de betrekkingen

!

!
ay = X (— 1)+ ( : ) Brsr en Py =3 (— 1)+ ( ! ) ar1 ([ =0)
h=0 h h=0 h
gelden.

Opmerking 2: Uit deze hulpstelling blijkt, dat ook de in stelling 15
gedefinieerde getallen T(x, y“) (1 en u geheel =0) geheele rationale
functies van ¢y, 05, 05, ... zijn. Omdat T (x*, y*) in — T (x*, y*) overgaat,
als de getallen x; en y, verwisseld worden, d.w.z. als de getallen 6, 0, 03, ..,
door —o,, —0,,—03,... vervangen worden, is T (x* y’) een geheele
rationale functie van o, 0, 03, ..., die alleen termen van oneven graad
bevat. Men heeft:

T(1,1) = a;=o;;

T(Ly) = ay=30,+4%;

T(x1) =—p=4%0,—%ol;

T(LLyd)= ay=4o03+ 4010, +40i;

Txy)= as+pa,=4%0;s—}oi;

TR )=—ps=%0s— o010, + %0

T yy=—pBi—aps=%o,—}ot—Lolo,+4oi;
Txy)= aytpas=1oy+40o—tolo,—%ol

(41)
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In het bijzondere geval met y.—r, x—1—s vindt men, omdat oy
een veelterm in n? van een graad =h is, dat T (x’, y*) een veelterm
in n? van een graad =1+ u+ 1 is. Door in (41) voor o,, 6, 03, 6, de
waarden te substitueeren, die in (40) zijn aangegeven, vindt men in dit
speciale geval

T(1,1) = n?

Ty = n?(?+1)

T(x,1) =—$n?(n2—1);
T(l,yd=—34n?(n*4+4n2+1);
Txy) =—4n?(n2—1)(2n*+1);
T(x%1)= }n?@n2—1)
Txy= {n*@n?—1)%

T (x,y*)=— 4 n* (n* — 1) (n* + 3).

(42)

Voorbeelden: Volgens stelling 15 met k=1 is

- + (A + Bx, + C)(Dyc + B) | =

yr — X5

1
Ye — Xs

31+ADﬂﬁm+AEﬂﬁn+BDme+
4 BET(x1)+CDT(l,5)+ CET(, 1)5,

waarin de getallen T door (41), in het bijzondere geval y. =r, x,—= 1—s
door (42) bepaald zijn.
Volgens stelling 15 met

k=2, wx)=1L u@=y wEx=—x ol=1

:FL_

Ye — Xs

is
1

Ye — X5

T(ly) +1 T(1, 1)
| = T(xy) —TE1)+1]

+y—x
Substitueert men voor de getallen T de in (41) aangegeven waarden,
dan vindt men

1
Yer — Xs

1

Yr — Xs

+yr_xs

f1+d—td+ 4o 05— Frai}s

vult men de waarden in, die (42) aangeeft, dan krijgt men

—q_—ljl+r+s—l |=‘r—ﬁ}.§l+ﬁn‘(ll+2n2—n‘)}.
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Stelling 16: Indien G(x, y) een geheele rationale funtie in xen yis en
=32 Gr—x) (=1

gesteld wordt, dan is
1

Ye — Xs

+ G (x., yo) .H, . . . . (43

_ 1
- Yr — Xs

waarin H een geheele rationale functie in o0,,0, 05, ... is.
Bewijs. Men kan schrijven

G (x y)=u (x) vy (y) + 1 (x) v2 () + . - . + 1k (x) 0 (37)s

en volgens stelling 15 geldt dan formule (43), als H een geschikt gekozen
determinant van de ki orde is, waarvan het element in de [%rij en md
kolom gelijk is aan T (u;, v,) voor [F m en geliik aan T (u, vm) + 1
voor [=m. Volgens het bovenstaande is elk dezer elementen, dus
ook H een geheele rationale functie in ¢y, 03,03, ...

Stelling 17: Indien G (r, s) een geheele rationale functie in r en s
is, dan is
1
r—1 +G(rs)

waarin H een veelterm in n? is.

:/;Jr—:_—li.H, L. (49

Bewijs: Men kan schrijven

Glr)=u(1 =95 v () +u(1 =5 v () + ...+ u (1 —5) vk (1),

en volgens stelling 15 met y. =r, x, =1 — s geldt dan (44), als H een
geschikt gekozen determinant van de k¢ orde voorstelt, waarvan ieder
element een veelterm in n? is.



§ 5. SLOTOPMERKINGEN.

Stelling 18: Indien het systeem x;,...,x.,—1 geen getal bevat, dat
in het stelsel y,,...,y. voorkomt, dan is
1 Y II (x_, - xr)
D= =t ... . 45
| T (y—=) i
1=r=n
15.15"—1
Bewijs:
1 | s ¥, (yo) |
Pl = e« . . (46
Ye — Xs ‘ I (y,- ot xs) ( )
1=r=n
1=s=n-1
als
e =(ye — x1) (g — x3) . . . (yr — x:m1) (1 ===n), (47)
Y (4) = (g — x41) (y — X42) . - . (y — x0m1) 1=s=n-—1),
valy) =1
gesteld wordt. Dan is
er.s+l:(yr—xs)er.s (lérén. lésén—l).

zoodat de betrekkingen (1) met a, = 1 gelden, dus volgens stelling 1
| e 2= ¥

volgens stelling 2

| ecs s (ge) [ = Yy (o01) 2 (x2) - - - ¥ (%)
=Y n (s — x.)

1=s=—r=n—1

is. Uit (46) volgt nu de bewering van stelling 18.

Stelling 19: Indien het systeem x,, x3,...,X._1 geen getal bevat, dat
in het stelsel y,,y, ...,y. voorkomt, en als f(y) overal, afgezien van
een eindig aantal punten, eenwaardig en analytisch, in de punten
Yo Y20« -« o Yn 2elf regulier is, dan is

1 f(y.) ~
¥ —x gy — x1) (e — x3) . .. (ye — xn1)

:_'y,—ix, ’ 1"S((y—yl)(y—f;z;.--(y—y»))'
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Opmerking: Voor de definitie van S raadplege men § 1 vlak voor
stelling 3.

Bewijs: Het linkerlid der te bewijzen betrekking is

'er.l w: (yr); €r1 f(yr)l
v v 0w ow s o» s {48
T (y—x) 48)
1=:=n
15:5;.—1

als e, en y, (y) door (47) bepaald worden.
De betrekkingen (1) gelden dan met a, = 1.
Stelt men w,(y)=1, dan is volgens stelling 3 uitdrukking (48) gelijk

aan
| ees s (g | S ( f(y) )
o (yo—x) \—u)y—y)...(6 —yn)

r=n
_ =

1 =s—=n—1

1=

yr—ixs ¢ b "S((y—yx)(y—fz(lz;---(y—yn))’

wegens (46), waarmede stelling 19 bewezen is.

Voorbeeld:

1
yr_xs

S ‘ s (y G—x) [g—2x9). . .(y—x"_,)).

; y'\:— Y — X —y)—y2)...(y—yn)

yly—x) g —x) ... (g — xu)
—y)lv—y)...(9 —yn)
Yt» Y20 -« -+ Yn, 00 een residu, en het residu in het oneindige is gelijk aan

De functie heeft alleen in de punten

den met — 1 vermenigvuldigden coéfficiént van —:]- in de ontwikkeling

1
der functie naar opklimmende machten van T Dus

S (y (y—x) [y—x)...(y Txn-—l)) s
—y)ly—ya)... (g —ya)

= 4+y+...ty)—(a+x+ ...+ x01),
waaruit volgt

1
yr — X

1 .y T
ye —x, 7|

; l!.{(y,-{—...-}—yn)—(xl—l—...—}-x._;)}. (49)
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Opmerking: In het bijzondere geval met y. =r, x, =1—s gaat (45)

over in
7 (r—s). I (r—s)
———L—— [ = 1§’<’§" 1§s<r§n—l
r+s—1"~ - I r+s—1)
I_S_r§
1=

{12 (n— 1)L {12203 (n— )Y
T1'22, . (n—1)'n (a4 1)2...(2n—2)

. 12n—4 22n—7 . (ﬂ — 1)2—11

T Y n+1)2...2n—2)!

n (49) neemt dan den vorm

l—l
r+s—1"'

sy L 2 ) 24 (= 2)

r+s—l . o —n-+1)

aan.
Tot slot nog de volgende opmerking.

Stelling 20: Indien 1 =N=n, Nn — } N(N + 1) oneven, de be-
trekkingen

pt+a=...=pn+an=y1 + yon=y2+ Yo-Nn—1=... = go—n+ 11 (50)
gelden, en
e,s=p':i (1=r=N)
e = yin (N+1=r=n)
gesteld wordt, dan is
| es | =0.
Indien 1=N=n, Nn—{ N(N—1) oneven, de betrekkingen
P+ @i =...=pntavn=t + YN =... =y N1+ 1 =y—n (51)
gelden, en
_ p:+l —_— q:+l -
€rs — _S-{"—l (1 —_— = N)
euzyijv (N+1=r=n)

gesteld wordt, ook dan is
| e | =0.



42 OVER EENIGE DETERMINANTEN

Bewijs: Eerste gedeelte:

Py

b1 P2
'ersI: dU] Jduz .o .fduN Ie:,} ’

9 Q. N

als

(52)

e =al voor 1=r=N,
=yi_n  voor N—}—lérén.g
Derhalve is
lets | =@ (1seeer Ynn) FlU1 U v oo s UN YL G2s e e oy Yne),
waarin
flay ... unogpe e e gn) = I (up —us). o (ur — yp)

1=p=—0¢==N 1=s=N

Het aantal factoren in f is gelijk aan
}N(N—1)4+N(n—N)=Nn—}tN(N+1),
dus oneven, waaruit volgt

f(ulv---tuNoyly-"lyn—N):—f(t'—'ulr0ou' t_uNt t—ylv'--' t—yn—-N)
=—f(t—uy.... t—un, t—Ya-nr..., t—111),

omdat f symmetrisch in y,,y, ..., y.—n is. Kiezen wij voor ¢ de ge-
meenschappelijke waarde der in (50) aangegeven getallen, dan krijgen
wij dus

flay,....uny ygo ooy Yoon)=—f(t—uy ..., t—un, Yyo--++ Ya—n).

Wij vinden dus, wegens (50), als wij up =¢— v, stellen,

P Pz PN
ler-' | = (p(yl'--0' yn—N)jdul du2‘ “'fduN f(ul’ e UNy Yroe oo y”—N)
q

q1 92 N
R AN
=— @(Y1+eersYn—N) dvlfdvz .. Jva F@ieeosONy Yroee o YnoN) = —| €|,
qQ 92 ‘IN
waaruit volgt
| e | =0.

Tweede gedeelte :

Pi Pa N
| €cs IZJul dulj. .. ’uNduNI ers |,
:‘ll qq "-‘IN
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waarbij e;, door (52) bepaald is. Als y.—n—¢ gesteld wordt. krijgt
men dus

Uy uy...unlen|=
N
=1 ] y,._.N).gP{IluP (uP—t)gF(ul,.... AN Giansen Pralel)s
waarin
F(uy, ..., un, y1seees Ynon—) = I (us — up) . I (ur — yp)-

1=p—e=N I=r=nN

1=p=n—N-1
Het aantal factoren in F is gelijk aan
}NIN—1)+ Nn—N—1)=Nn—4N(N—1)—2N,
dus oneven, waaruit volgt
Fluy,....un. y1se s Ynon—)=—F(t—uy, ..., t—un, t— Y10 o oo t—Yn_N—1)
=—F(t—uy,....t —uUNt—Yn-N—1,....t—1}),
omdat F in yy,..., y.—n—1 symmetrisch is. Door de substitutie
up=t—vp(e=12,...,N)

gaat dus | e, | wegens (51) en y,_n—¢ over in

Ieul——fdvxf jdvtw’ G-+ - Ynn) -

. gpl_flv,, (v,,——t)gF(v,,....vN.y,.....yn—N—1)=—|en|.
waaruit volgt

| es | =0.

Opmerking: Stelt men N=1, y. =r, p =n, q;=0, dan vindt men
voor even n

n n L n
1 > S -
1 1 PSP N -
1 2 2%....... -




44 OVER EENIGE DETERMINANTEN

Stelt men N=1, y. =r, py=n—1, q =0, dan vindt men voor
oneven n het resultaat van V. JUNG!)

(n—1) (n—1)° (n—1)* (n—1)y*
2 3 4 n+1
1 1 1 ..., 1 —o.
1 2 2% saws 21
1 n—1 (n—1)2..... (n— 1)1

1) V. JuNG, Poznamka o jistém determinatu mocninném.

éasopis pro pestov math. a
fys. XXIX (1900), p. 41—42.
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