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Neuerdings hat C. CARATHÉODORY I) Mass~ und Integrationstheorieen, 
wekhe schon von FRÉCHET 2) zu abstrakten Räumen ausgedehnt wurden, au eh 
in Strukturen übertragen können 3). In gleicher Riehtung wie die hiermit ge~ 
löste Aufgabe liegt die Frage ob es in Strukturen, deren Elemente (die Somen), 
bekanntlieh, nieht notwendig aus letzten, diskreten Elementen (Punkte) auf~ 
gebaut zu sein brauehen, dennoeh dureh Hinzufügung top 0 log i se her 

/ 

Axiome möglieh sei die Gültigkeit einer Anzahl der Eigensehaften zu erreiehen, 
wekhe bisher nur in mehr oder weniger aIIgemeinen, abstrakten Räumen be~ 
wiesen werden konnten. Dass diese Frage bejahend zu beantworten ist, wol~ 
len wir im folgenden zeigen. Aus unseren Betraehtungen geht hervor, dass 
sieh die topologisehen Begriffe und Eigenschaften, welche vom Punktbegriff 
und von den diesen enthaltenden Axiomen unabhängig sind, dual ordnen 
lassen. Es hat gewiss ein philosophisehes Interesse, dass dadureh aueh in ab~ 
strakten Räumen die Uebersieht der Sätze und der für jene Räume mögliehen, 
versehiedenen Axiomensysteme erleiehtert wird: daneben können an einigen 
Stellen Sätze, die bisher für sieh bewiesen wurden, ohne mehr dureh Um~ 
setzung des dual hinzugehörenden Satzes erhalten werden, und lassen sieh 
aueh verschiedene neue Begriffe und Sätze dureh derartige Umsetzung aus 
altbekannten gewinnen. Natürlieh müssen wir uns, um unsere Behauptungen 
zu reehtfertigen, auf die Betrachtung einer kleinen Gruppe aus der grossen 
Fül1e topologisch er Begriffe und Sätze besehränken. 

Im letzten Kapitel werden die verschiedenen topologischen Strukturen dureh 
Einführung des Punktbegriffs, oh ne oder mit einem zugehörigen topologischen 
Axiom, in bekannte abstrakte Räume (topologisch er Raum lm Sinne von 
FRÉCHET, akzessibeler Raum, metrischer separabler Raum. u.s.w.) übergeführt. 
Das Dualitätsprinzip lässt sieh dabei zu diesen Räumen erweitern: es seheint 
jedoeh für die Einteilung der neu hinzukommenden Eigenschaften weniger 
wichtig zu sein als für die Einteilung der Sätze, welche schon in Strukturen 
gelten. 

I) Siehe C. CARATHÉ.ODORY. Sitz. ber. Bayer, Akad. Wfss. 1938, S.27-69 und Ann. 
Scuola norm. super. Pisa (2) 8 (1939), S. 105-130. 

2) Siehe M. FRÉ.CHET, Bull. Soc. math. de France 43 (1915), S. 248-265. 
3) Die aus Somen (Dingen) aufgebautenStrukturen genügen bei CARATHÉ.ODORY den (hier 

folgenden) Axiomen 10, 2°,3°, 40, 6~ und 7~ . Wie wir in unserer Arbeit: MBSS- und IntegrB

tionstheorie in Strukturen, Acta math.73 (1941), S. 131-173, zeigten, lässt sich schon in 

Strukturen, welche das einfachere Axiomensystem 1°, 20, 3°, 40, 6~, 7~ erfüllen, elne Mass- und 
Integrationstheorie entwickeln. 



KAPITEL 1. 

TO .. Strukturen. 

§ 1. Alle im folgenden betrachte ten Strukturen genügen den Axiomen 
1°. 20. 3°; jede Struktur ist aufgebaut aus Elementen. Somen glAlannt. die 
mit kleinen Buchstaben angedeutet werden. Der Grundbegriff .. Teil von" 
wird angedeutet durch das Zeichen C. 

Axiom 1°: a) a e a; 

f3) Aus a e b und b C c folgt a e c. 
Definition. a = b. faIls aC b und bc a. 
Satz 1. a=a; a = b~ b =a; a = b und b= c~a= c. 
Topologische:s Axiom I. a e die abgeschlossene_Hülle ä; hierbei ist ä 

ein dem Soma a eindeutig zugeordnetes Soma der betrachteten Struktur S. 
Oef in it ion. Das Soma a ist abgeschlossen. faIls ä e a. 
Sa tz 2. Für jedes abgeschlossene Soma a gilt a = ä. 

Definition. Ein Soma ab oder a. b wird Produkt des Somenpaares 
a. b genannt. falls: a) ab e a; f3) ab eb; r) aus c C a und c C b immer 
folgt ce ab. 

Satz 3. Hat das Somenpaar a. b ein Produkt. so ist dieses eindeutig 
bestimmt. d. h . zwischen zwei Somen. deren jedes. gemäss letzter Definition. 
als Produkt von a und b betrachtet werden kann. gilt immer die Relation 
der Gleichheit. 

A x i 0 m 2°: Für jedes Somenpaar a. b gibt es ein Produkt ab. 
De fin i t io n. Ein Soma a + b wird Summe des Somenpaares a. b genannt. 

faIls: a) a e a + b; f3) b e a + b; r) aus a C c und b C cimmer folgt 
a + bec. 

Sa tz 4. Hat ein Somenpaar eine Summe. 50 ist diese eindeutig bestimmt. 
A x i 0 m 3°: Für jedes Somenpaar a. b gibt es eiile Summe a + b. 
Satz 5. Aus a = b folgt immer ac= bc und a + c= b + c. 
Satz 6. (ab)c=a(bc) und (a+b)+c=a+(b+c). 
Satz 7. ab=ba und a+b=b+a. 
Satz 8. aa=a und a+a=a. 
Satz 9. Aus aC b folgt ab=a. und umgekehrt: aus b e a folgt a+b=a. 

und umgekehrt. 
Satz 10. Aus aC b folgt die Existenz eines al mit a + al = b. und 

umgekehrt; aus b e a folgt die Existenz eines a2 mit aa2 = b. und umgekehrt. 

§ 2. De fin it ion. Eine Struktur S besitzt ein kleinstes Soma. leeres 
Soma genannt und angedeutet durch O. faIls 0 C a für jedes Soma a von S. 

Sa tz 11. Gibt es ein leeres Soma. so ist dies es eindeutig bestimmt. 
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Satz 12. Enthält eine den Axiomen 1°, 2°, 3° genügende Struktur S kein 
kleinstes Soma, und gibt es eine dem Axiom I genügende, abgeschlossene 
Hülle für die Somen von S, 50 entsteht eine neue, den Axiomen 1°, 20. 3° 
genügende Struktur :2 und in dieser eine dem topologischen Axiom I genü~ 
gende. abgeschlossene Hülle ihrer Somen. falls man zu den Somen von Sein 
einziges Soma 0 hinzufügt, und: a) für je zwei Elemente a, IJ von S mit 
a c b diese Relation ungeändert beibehält. {J) daneben für jedes Soma a 

von :2 0 C a annimt. r) 0 gleich einem wiUkürlich. jedoch fest gewählten 
Soma von :2 und für a. mit a € S. in I dasselbe Soma wie in S nimmt. In 
:2 ist dann immer a. 0 = 0 . a = 0 und a + 0 = 0 + a = a; für je zwei · zu S 
gehörende Somen a. bist das Soma a + b. ebenso wie das Soma ab. in S 
und in L: dasselbe. 

Axiom 4°: Es gibt ein kleinstes (leeres) Soma O. 

Top 0 log i 5 C hes A x i 0 m 11. 0 = O. 
De fin i t ion. Zwei .somen a. b heissen einander fremd, faUs ab = O. 
Sa tz 13. Ist a C b und sind a und b einander fremd. 50 ist a = O. 
Sa t z 14. Ist c c b und sind a und b einander fremd. 50 sind auch a 

und c einander fremd. 
De fin i t ion. Eine Struktur S besitzt ein grösstes Soma. angedeutet durch 

1. faUs a C 1 für jedes Soma a von S. 
Sa t z 11'. Gibt es ein grösstes Soma. 50 ist dieses eindeutig bestimmt. 
Satz 12'. Enthält eine den Axiomen 1°-4° genügende Struktur S kein 

grösstes Soma, und gibt es eine den Axiomen I. 11 genügende, abgeschlossene 
HüUe der Somen von S. 50 entsteht eine neue. den Axiomen 1°-4° genü~ 
gende Struktur :2 und in dieser eine den topologischen Axiomen I. 11 ge~ 

nügende, abgeschlossene HüIle ihrer Somen. faUs man zu den Somen von S 
ein einziges Soma 1 hinzufügt. und: a) für je zwei Som en a. b von S mit 
a C b diese Relation ungeändert beibehält. {J) daneben für jedes Soma a von 

L: a C 1 annimt. r) 1= 1 und für a. mit ,a € S. in L: dasselbe Soma wie in 
S nimmt. In :2 ist dann immer a + 1 = 1 + a = 1 und a. 1 = 1 . a = a; für 
je zwei zu S gehörende Somen a. bist das Soma a. b. ebenso wie das Soma 
a + b, in S und in :2 dasselbe. 

A x i 0 m 5°: Es gibt ein grösstes Soma 1. 
Definition. Zwei Somen a. b heissen einander ergänzend. faUs a+b=1 
Sa tz 13'. Ist b C a und ergänzen a und b einander. so ist a = 1. 
Satz 14'. Ist bc c und ergänzen a und b einander. 50 tun dies auch 

a und c. 
De fin i t ion. Ist a C b. 50 wird komplementäres Soma erster Art ge~ 

nannt und angedeutet durch b - a jedes zu a fremde Element x mit 

a+x=b. 

De fin i ti 0 n. Ist b C a, so wird komplementäres Soma zweiter Art ge~ 
nannt und angedeutet durch b: a jedes a ergänzende Element y mit 

ay=b. 
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Satz 15. Jedes Soma l-c ist au eh ein Soma O:c. und umgekehrt. 
De fin i ti 0 n. Ein Soma 1 - c = 0 : c wird Komplement von c genannt 

und dureh c' angedeutet. 

§ 3. A x i 0 m 6~: ae + be = (a + b) c. 

Aus den Axiomen 1 ° - 3° und 6~ lässt sich ableiten~) die Relation 

(a + e) (b + c) = ab + c. 

Umgekehrt folgt~) aus dieser Relation und den Axiomen 1 ° - 3° wieder 

das Axiom 6~. Dadureh haben wir: 

Dualitätsprinzip A. Zu jedem aus den Axiomen 1°- 5°. 6~ ableit~ 
baren Satz gibt es einen dualen. welchen man erhält. wenn im ursprüngliehen 
Theorem überall: a) X C Y dureh y C x. und somit: fJ) xy dureh X + y. 
und umgekehrt. ersetzt wird. daneben: y) 0 dureh 1. und umgekehrt. ersetzt 
wird. Dual einander gegenüber stehen die Begriffe: einander fremd und ein~ 
ander ergänzend; komplementäres Soma erster Art und komplementäres Soma 
zweiter Art; 1 - c und 0: c. 

Die Sätze 12 und 12' behalten ihre GÜltigkeit. wenn man den Axiomen 

1 ° - 3° bzw. den Axiomen 1 ° - 4° das Axiom 6~ hinzufügt. 

A x i 0 m 7~: Zu jedem Soma c gibt es ein Komplement c' = 1 - c = 0: c. 

A x i 0 m 7~: Zu jedem Paar von Somen. a und b. mit a C b. gibt es ein 
komplementäres Soma erster Art. b - a. 

Das Dualitätsprinzip A gilt auch {ür alle aus den Axiomen 1 ° - 5°, 6~ 
und 7~ ableitbaren Sätze (d.h. in einer Algebra von BOOLE). 

Satz 16. In jeder 'den Axiomen 1°-5°. 6~ und 7~ genügenden Struktur 
folgt aus a C b die Existenz und eindeutige Bestimmtheit der komplementären 
Somen beider Arten. und zwar ist 

b - a = a' b und a: b = a + b'. 5) 

Umgekehrt folgt aus den Axiomen 1 ° - 5°. 6~. 7~ aueh Axiom 7~. Wir 
haben somit: 

Die Axiomensysteme 1 ° - 5°, 6~. 7~ und 1 ° - 5°. 6~. 7~ sind einander 
aequivalent. 

Axiom 6~: Aus alb=O und a2b=O folgt (al+a2)b=O. 
Sa t z 17. In einer Struktur mit den Axiomen 1 ° - 4°. 6~ und 7~ folgt 

aus c C a + b. und c und b einander fremd. dass c · C a. 6). 

Die Axiomensysteme 1 ° - 4°. 6~. 7~ und 1 ° - 4°, 6~. 7~ sind einander 

t) Siehe V. GLIVENKO. Théorie générBle des structures. Act. sc!. Paris 1938. S. 32. 
5) Siehe loc. cito t). S. 24. 34. 35. 
6) Zum Beweise verglelche man loc. cito I) (erstes Zitat). S. 37. 
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aequiualent: somit auch die aus diesen durch Hinzufügung von Axiom 5° 
entstehenden Systeme. 7) 

Satz 17'. In einer Struktur mit den Axiomen 1°-5°, 6~, 7~ folgt aus 
ab C c, und c und b einander ergänzend, dass aCc. 

Satz 18. In einer den Axiomen 1°-5°, 6~, 7~ genügenden Struktur ist 
immer (c')' = c. 

Sa t z 19. In einer den Axiomen 1 ° - 5°, 6~, 7~ genügenden Struktur folgt 
aus · aC b immer b' ca'. , 

Sa tz 20. In einer den 
für jedes Somenpaar a, b: 

Axiomen 1 ° - 5°, 6~, 7~ genügenden Struktur gilt 

(a + b)' = a' b' und (ab)' = a' + b'. 

Satz 21. Genügt eine Struktur S den Axiomen 1°-4°, 6~ (oder 6~), 
7~, jedoch nicht dem Axiom 5°, und gibt es für die Somen von S eine abge
schlossene Hülle, welche den Axiomen I und 11 genügt, so lässt sich diese 
Struktur durch Hinzufügung von Somen und daneben die Definition der 
abgeschlossenen Hülle zu den neuen Somen derartig erweitern, dass eine 

den Axiomen 1°-4°, 5°, 6~, 7~ genügende Struktur :2 entsteht. in welcher 
zwischen den ursprünglichen Somen die gleichen Strukturrelationen wie in S 
bestehen. und in welcher die abgeschlossene Hülle wieder die Axiome I 
und 11 erfüllt. 8) 

§ 4. Definition. Eine topologische Struktur TD oder eine TO-Struktur 

soli eine den Axiomen 10 - 5°, 6~. 7~ genügende Struktur sein, in welcher 
für die Somen eine den Axiomen I und 11 genügende. abgeschlossene Hülle 
definiert ist. 

Defini tion. In einer topologischen Struktur TO wird der otfene Kern 
oder das Innere. ~ eines Somas a gleich (a')' gesetzt. 

Sa t z 22. Es ist immer a C a. 

Sa t z 23. Es ist (a')' = ä, und .!. = 1. 
Denn a' = (ä)'. 

Definition. Das Soma a ist otfen, falls aC a. 

7) Siehe unsere in 3) zitierte Arbeit, § 1. - Nach einer brieHichen Mitteilung von Prof. 

CARATH1';ODORY lässt sich das Axiom 20 aus den Axiomen 10, 30, 4°, 6~ und 7~ abIéiten. 

Dazu muss man die Definition von einander fremden Somen ohne Benutzung des Axioms 20 

aufstellen, also 8 0 b schreiben, falls aus xe 8 und x C b folgt x = O. Das Axiom 6~ lässt 

sich dann folgendermassen ausdrücken: aus 81 0 b und 820 b folgt 81 + 82 0 b, und das Axiom 

~ lautet dann: slnd 8 und b beliebige Somen, so besitzt die Gleichung x + 8 = 8 + b 

mindestens eine Lösung, für welche x 0 8 ist. Ebenso kann man dual das Axiom 30 aus den 

Axiomen 1°, 20, 50 und zwel zu den Axiomen 6~, 7~ dualen Axiomen ablelten. 

8) Siehe loc. cito 3), § 1 (Satz 22). Jedem neu hinzugefügten Soma w kann man als abge
schlossene Hülle z.B. das Soma w selbst hinzufügen. 
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Sa t z 2'. Für jedes offene Soma a einer TO~Struktur ist ~ = a. 
Dualitätsprinzip B. Zu jedem in einer TO~Struktur ableitbaren Satz 

gibt es einen dualen. welchen man erhält. wenn im ursprüngliehen Theorem 
überall: a) xe y dureh y C x. P) 0 dureh 1. y) ä dureh~. and umgekehrt. 

ersetzt wird. 9) Dual einander gegenüber stehen die gleiehen Begriffe wie 
beim Dualitätsprinzip A; ausserdem die Begriffe der abgesehlossenen Hülle 
und des offenen Kerns. die Begriffe abgesehlossen und offen. somit auch 
Axiom I und Satz 22. Axiom 11 und Satz 23. zweiter Teil. die Sätze 2 und 2'. 

Satz 24. Die Somen 0 und 1 sind 'sowohl ab ges eh lossen wie offen. 
Satz 25. Aus a=ä folgt a'=a'10); aus a=~folgta'=äï.lnWorten: 

das Komplement ei nes abgeschlossenen Somas ist offen; das Komplement 
eines offenen Somas ist abgesehlossen. 

Definition. Zwei Somen a und b einer topologischen Struktur TO 
heissen abgesondert. wenn ab + äb = O. 

Dual gegenüber dem Begriff von zwei abgesonderten Somen steht der 
Begriff von 'zwei Somen a. b mit (a +!!). (~ + b) = 1. 

§ 5. Definition. Eine eineindeutige Abbildung der Somen von zwei 
topologisehen Strukturen TO und ~o 11) aufeinander heisst eine Homeomorphie, 
falls sie den Bedingungen genügt: 10 für a € TO. b € TO und ' ihre Bildsomen 
w (a) € ~o, w (b) € ~o folgt aus a C b immer w (a) C w (b). und umgekehrt. 

2° für a € TO und ihr Bild w (a) € ~o ist w (a) = w (ä). für b € ~o und ihr 
Bild w-t (b) € TO ist w- I (b) = w- I (b). 

Sa tz 26. Alle mittels Strukturrelationen und der topologisehen Grundrela~ 
tion ausdrüekbaren Eigenschaften bleiben bei einer Homeomorphie ungeändert. 

So wird z. B. aus a + b = c folgen w (a) + w (b) = w (c), und umgekehrt; 
ebenso ist das Bild eines in TO abgesehlossenen Somas in ~o abgeschlossen. 
und umgekehrt. 

§ 6. Rel a t i v beg rif f e. Definiert man für jedes Teilsoma a eines fest~ 
gewählten Somas reiner topologisehen Struktur TO die abgeschlossene Hülle 
von a relativ zu r gleieh ä. r, so bilden die Teilsomen von r wieder eine 
TO~Struktur TO (r). wenn nur die Bedeutung des Zeichens C für die Somen 
von TO (r) in TO (r) und TO gleich genommen wird. 

Sa t z 27. Ein Soma a C rist dann und nur dann a,bgeschlossen in TO (r). 
wenn in TO är Ca; ein Soma a C rist dann und nur dann offen in TO (r), 
wenn in TO a C r (ra')' . 

9) Gemeiot wird. dass nach Ausführung von a) (und ihrer Umkehrung) allein. Ausführung 

von P) (samt Umkehrung) folgt. darauf von y) (mit Umkehrung): 0 und ~ z.B. gehen in 

einander über. 
10) Man beachte den Unterschied zwischen a'. dem olfenen Kern von a', und (~'. dem 

Komplement von ~. 

11) Eine topologische Struktur ~O soli diese1ben Axiome wie eine topologische Struktur TO 
erfüllen. 
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Denn die abgeschlossene Hülle von a in TO (r) Jässt sieh in TO durch är. 
der offene Kern von a in TO (r) lässt sieh in TO durch (ra'. r)' . roder 
(ra')' . r 12) darstellen. 

Für jedes in TO (r) abgeschlossene bzw. offene Soma a ist somit auch: 

är=a bzw. (ra')'r=a:. • (1) 

die angedeuteten Operationen und die Gleichheitsrelationen beziehen sich 
hierbei auf TO. 

§ 7. Sa tz 28. Damit die einander fremden Somen a. b (in TO) abgesondert 
seien. ist notwendlg und hinreiehend. dass eines von beiden in TO (a + b) 
sowohl offen wie abgeschlossen sei. 

Be wei s. Die Bedingung ist notwendig. Denn aus ab + äb = 0 folgt 

a = ä (a + b) und b = b (a + b): also sind a und b abgeschlossen in TO (a + b) 
und sind ihre Komplementärsomen relativ zu a + b. d. h. b und a selbst. 
offen in TO (a + b). 

Die Bedingung ist auch hinreiehend. Ist a abgeschlossen (und offen) in 
TO(a+b). 50 ist in TO a=ä(a+b)=äa+äb=a+äb: also äbc a. 
Dies und äb C b Hefert äb C ab = 0, somit äb = O. Da a in TO (a + b) auch 

offen. und somit b in TO (a + b) abgeschlossen ist. ist ausserdem ba = O. 

Wir erhalten äb + ab = O. 
Korollar. Zwei einander fremde. abgeschlossene Somen a. b sind abge

sondert. 
Denn a und b sind abgeschlossen in TO (a + b): a z.B. ist dadurch sowohl 

abgeschJossen wie offen in TO (a + b). 
Definition. Ein Soma a heisst zusammenhängend. wenn es ausser 0 

und a kein weiteres Teilsoma von a gibt. das gleichzeitig offen und abge
schJossen in TO (a) ist. 

Sa t z 29. a ist dann und nur dann nicht zusammenhängend; wenn es 
eine Zerlegung a = a, + a2. mit a, a2 = O. a,"* O. a2 -=I O. gibt. bei der a, 
und a2 beide abgeschlossen [beide offen] in TO (a) sind. oder. was auf das
selbe hinauskommt. bei der a, und a2 abgesondert sind. 

§ 8. De fin i t ion. Es seien zwei topologische Strukturen TO. ~o I') gegeben. 
Eine (TO I~O)-abstrakte Ortsfunktion W (x) auf einem Soma a € TO. mit a -=I O. 
fügt jedem Teilsoma x-=l 0 von a ein Soma w (x) € ~o und -=I 0 derartig 
zU. dass: 1 ° aus 0 -=I x, C X2 C a in TO immer folgt w (x,) C W(X2) C w (a) in 
~o: 20 zu jedem Soma n> c w (a) und -=I O. -=I w (a) in ~o mindestens ein 

12) Dies lässt sich auch schreiben : r' + a . r. Während In TO (r) der Begriff des offenen 

Kerns relativ zu r- und der Begrllf der abgeschlossenen HUlle relatlv zu reinander dual 
gegenUber stehen. ist dies In der Struktur TO nicht der Fall. In TO steht z.B. dual gegenUber 

a r die Somenbildung ~ + r. 
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Soma x (lo) C a und =f O. =f a in TO. mit W [x (lo)] = lo und W [a-x(lO)] • 
lo = O. gehört. J 3) 

Oef i n i ti on. Eine (TOjst°)-abstrakte Ortsfunktion w(x). definiert auf einem 
nicht leeren Soma a E: TO. heisst (TOjst°)-stetig auf a. wenn aus lo C W (a), 
mit lo =f O. =fw (a) und lo offen in sta [w (a)]. immer folgt. dass x (lo) offen 
ist in TO (a). 14) 

Sa t z 30. Ist a =f 0 zusammenhängend in TO und wird es durch die auf 
a (TOjst°)-stetige. abstrakte Ortsfunktion w (x) abgebildet auf das Soma 
w (a) E: stOf so ist w (a) zusammenhängend in sta. 

Denn aus w (a) nicht zusammenhängend in sta folgte. nach Satz 29, die 
Existenz von zwei Somen wJ. W2 mit wJ W2 = O. WI + W2 = W (a). wJ =f O. 
~2 =/=: 0 und wJ. W2 beide offen in st° [w (a)]. Nach Fussn. 13 (mit WJ = lO. 

Wz = W (a) -lo) könnte man dana a in zwei einander fremde Somen zerlegen. 
welche. gemäss letzter Definition. offen in TO (a) wären. Wir gelang ten zu 
einem Widerspruch. 

Bei spi e 1 zuS a t z 30. Rechnet man zu der Struktur sta als leeres Soma 
die leere Menge und als weitere Somen alle Teilmengen des Segmentes [0.1]. 
welche aus endlich vielen Teilsegmenten. halboffenen oder offenen Teilinter
vallen von [0.1] aufgebaut sind. deren Endpunkte rational sind IS). und haben 
die Zeichen 16) C •.• +. - die aus dem Begriff der Punktmenge hervor
gehende Bedeutung ebenso wie das Zeichen 16) für die abgeschlossene Hülle, 
50 sieht man leicht. dass die Strukturaxiome und die topologischen Axiome 
in sta erfüllt sind. Das Soma w (a) von Satz 30 ist in diesem Beispiel immer 
als ein einziges Segment oder offenes oder halboffenes Intervall darstellbar. 

13) Aus den Bedingungen 10 und 20 lässt slch ableiten. dass es auch nu rei n Soma x (ro) 
dieser Art gibt. Daneben folgt aus ihnen, dass die Somen x(ro) und x [w (a) - ro] einander 
fremd sind, und dass x (ro) + x [w (a) - ro] = a ist. 

H) Aus der vorig en Fussn. folgt, dass man in dieser Definition statt "offen" auch .. abije
schlossen" lesen kann. ohne den Umfang der (To/ ;tO)-Stetigkeit zu ändern. 

IS) Ein einzelner ratlonaler Punkt wird als Segment mlt zusammenfallenden Endpunkten 
betrach tet. 

16) Man kann dabei das Segment [0,1] entweder aus seinen reellen oder nur aus seinen 
rationalen Punkten aufgebaut denken. 



KAPITEL 2. 

T I·Strukturen. 

§ 9. Topologisches Axiom lIl. Aus aC b folgt ä C b. 
Definition. Eine topologische Struktur TOt welche dem Axiom 111 

genügt. deuten wir durch Tl an. 
Sa t z 31. In einer Struktur TI folgt aus b C a immer ~ C ~. 

Beweis. ~ = (b')' und! = (ä')'. Aus b C a folgt a' C b'. also auch 

äï C b'. und daraus (b')' C (ä')' oder b C a. 

Auch in einer Struktur Tl gilt das Dualitätsprinzip B. Das Axiom 111 
und Satz 31 stehen dab ei einander dual gegenüber. 

In diesem Kapitel betrachten wir nur Tl.Strukturen. 
Satz 32. Das Produkt von endlich vielen abgeschlossenen Somen ist 

abgeschlossen; die Summe von endlich vielen offenen Somen ist offen. 

Be wei s. ab C a liefert. nach Axiom 111. ab C ä; ebensoist ab C b; 
also ab C ä. b = ab. falls a und b abgeschlossen sind; somit ist dann auch 
ab abgeschlossen. 

Die zweite Hälfte des Satzes folgt mit HiIfe des Dualitätsprinzips B aus 
der ersten. 

§ 10. Rel a t i v beg riff e. Deflniert man für jedes Teilsoma a eines fest. 
gewählten Somas reiner Struktur Tl die abgeschlossene Hülle von a relativ 
zu r gleich är. so bilden die Teilsomen von r wieder eine Tl.Struktur. TI (r). 
wenn nur die Bedeutung des Zeichens C für die Somen der T eilstruktur in 
dieser und in der ursprünglichen Struktur gleich genommen wird. 

Es genügt (siehe § 6) das Axiom 111 für die Teilstruktur zu beweisen. Aus 
a C b C r folgt in TI 

ä C b. also auch är Cbr; 

das ist das Axiom 111 in Tl (r). 
Sa tz 33. Ein Soma aC rist abgeschlossen in Tl (r). wenn es sich in 

Tl als Produkt von rund eines abgeschlossenen Somas darstellen lässt; ein 
Soma aC rist offen in Tl (r). wenn es sich in Tl als Produkt von rund 
eines offenen Somas darstellen lässt. 17) 

Beweis. Es sei z. B. a = wr mit w = w. Nach Satz 27 genügt es zu 
zefgen. dass är C a oder Wr. r C wr. Dies folgt aus wr C w (Axiom 111) 
oder wrC w. 

17) Die beiden Hälften dieses Satzes stehen cinander nicht dual gegenüber. Vergleiche 
Fussn. 12. 
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Ist a = wr mit w = w. so ist 1 - w abgeschlossen in TI und somit 

r - a = r (1- w) abgeschlossen in TI (r). a selbst wird. als Komplement von 
r-a in Tl (r). in TI (r) offen sein. 

Satz 33 liefert in einer TI~Struktur unmittelbar als 
Zweit e 5 Kor 0 11 a r zuS at z 28: Zwei einander fremde, offene Som en 

sind abgesondert. 

§ 11. Sa tz 34. Ist a zusammenhängend, so gilt dasselbe von jedem 
Soma b mit a C b C ä. also insbesondere von ä. 

Beweis. Wäre b nicht zusammenhängend. sa könnte man nach Satz 29 
schreiben: 

b = p + q mit pq = O. p :::f: O. q :::f: 0 und iJq + pq = O. 

Daraus folgte sodann: 

ap . aq + aq . ap C IJ . aq + q . ap = a (pq + pq) = 0, 

also 

ap . aq + aq . ap = O. 

Da ausserdem gilt 

a = ap + aq und ap. aq = O. 18) 

könnte somit auch a nicht zusammenhängend sein. 
Sa t z 35. Die Summe von zwei nicht~abgesonderten Somen a. b. deren 

jedes zusammenhängend ist, ist zusammenhängend. 
Be wei s. Im entgegengesetzten FaU gäbe es eine Zerlegung von a + b: 

a + b = e + d mit cd = O. e:::f: O. d:::f: 0 und cd + cd = O. . (2) 

Da a und b nicht abgesoridert sind. ist 

äb+ab:::f:O. • • • • • • • • (3) 

Wir unterscheiden drei Fälle: 
10 ae :::f: 0 und ad:::f: O. Dann wäre 

ae + ad = a (e + d) = a und (ac). (ad) = 0, 

und somit. da a zusammenhängend ist. 

ae . ad + ad. ae:::f: O. 

Aus 

ae. ad + ad. ae Cc. d + d. e 

18) Daneben kann z.B. nicht geIten a p = 0: denn dann wäre aC q. somit pC aC q. und 

p q = 0 wäre unmöglich. 
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folgte dann 

ëd+cd~O. 

Dies ist jedoch nach (2) unmöglich. 
2° bc ~ 0 und bd ~ O. Hier erhält man einen Widerspruch in derselben 

Weise wie unter 1°. 
3°. Dieser letzte Fall lässt sich unterteilen in: 
I. ae = be = O. Dann wäre 0 = ae + be = (a + b) e = e: dies ist unmög~ 

lich wegen (2). 
11. ad = bd = O. Dieser Fall lässt sieh wie I behandeln. 
lIl. ae=bd=O. Dann folgt, nach Satz 17, aus ae=O und cC a+b: 

cC b. 

Ebenso hätte man: 

a C d, b c c, dCa. 

Also müsste 

b=c und a=dt 

dadurch wegen (3) 

sein im Widerspruch zu (2). 
IV. ad = be = O. Dieser Fall lässt sich wie 111 behandeln. 

Oef i n i ti 0 n. Das Äussere eines Somas a ist der offene Kern oder das 
Innere sein es Komplementes a', also a' oder (ä)'. 19) 

De fin i t ion. Das Komplement der Summe von Innerem und Äusserem 
eines Somas at also (~+ a')', heisse das Begren~ungssoma von a. 20) 

Sa tz 36. Das Begrenzungssoma von a ist gleich dem Produkt der abge~ 
schlossen Hüllen von a und sein es Komplementes a'. 

Beweis. 21) Nach Satz 20 ist 

(~ + a')' = (~' . (a')' 

oder, nach Satz 23, 

(~ + a')' = äï • ä. 

S a t z 37. Das Äussere und das Innere eines Somas a sind abgesondert. 
Be wei s. Da, nach Definition, dass Innere a von a gleieh (8"')' ist, wird 

a.8"'=O. . (4) 

19) Dual gegenüber dem Begriff des Äusseren a' eines Somas a steht der Begriff von 

d, also der abgeschlossenen HülIe des Komplementes von a. 

20) Dual gegenüber demBegriff des Begrenzungssomas (~+~)' steht der Begriff von (-;;.d)', 
also, nach Satz 36, des Komplementes des Begrenzungssoinas. 

21) Aus diesem Beweise folgt. dass Satz 36 schon in einer TO.Slruktur gilt. 
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sein. Nach Satz 22 ist 

a' e a', 

somit, nach Axiom 111. 

(a') e ä'. . . . . . . . . . . (5) 

Nach Satz 11 folgt aus (1) und (5): 

a . (a') = O. . • • • • . • . • • (6) 

Nimmt man in (6) a' statt a, so wird es 

a'. ~=O ........... (7) 

(6) und (7) zeigen, dass das Innere ~ und das Äussere a' von a abge

sondert sind. 
Satz 38. Jedes zusammenhängende S6ma b, das nicht leere Produkte 

mit einem Soma a und seinem Komplement a' hat, besitzt auch ein nicht 
leeres Produkt mit dem Begrenzungssoma von a. 

Be wei s. Bekannt ist somit, dass 

ab 1= 0 und a' b 1= O. . • • • • • • (8) 

Wäre nun das Produkt von b mit dem Begrenzungssoma von a leer, somit 

so müsste nach Satz 17 

be a+a', 

also 

b!!, + ba' = b. • . . . . . . . . (9) 

sein. J\us (8) folgt 

b [~ + (a -~] 1= 0, 

wodurch, da b (a-~ = ba (~' = ba ä' e bää' und somit, nach Satz 36 und 
unserer Annahme, b (a - a) = 0 wäre, auch 

b~1=O 

wäre. Ebenso hätte man: 

ba' 1= O. 

Oa ~ und a', nach Satz 37, abgesondert sind und somit, nach Axiom lIl, 

auch die Somen b!!, und ba', lieferte (9) eine Zerlegung von b in zwei cin

ander fremde, nicht leere und abgesonderte Samen: bist jedoch zusammen
hängend. Nach Satz 29 erhält man einen Widerspruch. 



KAPITEL 3. 

T2 .. Strukturen. 

§ 12. Axiom IV. a=ä. 
Definition. Eine topologische Struktur TO. welche den Axiomen 111 

und IV genügt. deuten wir durch T2 an. 
Sa t z 39. In einer Struktur T2 gilt für jedes Soma a 

a=a. 

Be wei s. Das Axiom IV liefert 

äï ist abgeschlossen. Sein Komplement oder ~ ist somit ofren. so dass a=a. 
Auch in einer Straktar T2 gilt das Dualitätsprinzip B. Axiom IV und 

Satz 39 stehen dabei einander dual gegenüber. 
In diesem Kapitel betrachten wir nur T2~Strukturen. 
Satz 40. Die abgeschlossene Hülle ei nes Somas ist abgeschlossen; der 

ofrene Kern ist ofren; und das Begrenzungssoma ist abgeschlossen. 
Sa t z 41. Damit ein Soma x sich darstellen lasse in der Form a - b. 

mit a und b abgeschlossen. ist notwendig und hinreichend. dass x - x abge~ 
schlossen sei 22); damit x sich in der ,Form a: b (= a + b'). mit a und b 
ofren. darstellen lasse. ist notwendig und hinreichend. dass x: x (- x + x') 
ofren sei. - -

Be wei s. Da die komplementären Som en erster und %weiter Art einander 
dual gegenüberstehen (nach dem Dualitätsprinzip B). genügt wieder der 
Beweis der ersten Hälfte. 

Es sei x = a - b. mit a und b abgeschlossen. Dann ist 

x=(a-b). x= ax-b'X. . • • • (10) 

Aus x C a und a abgeschlossen folgt x Ca; somit ist ax = x. Dadurch 
lässt sich (10) schreiben : 

x=x-bx=x(l-b). 

Es ist 

x-x=x-x(l-b)=xb; 

also ist x-x gleich dem Produkt der abgeschlossenen Somen x und b. und 
dadurch selbst abgeschlossen. 

22) Vergleiche einen Satz von W. SIERPINSKI und C. KURATOWSKI in KURATOWSKI. 
Topologie I. Warszawa-Lwów 1933. S. 26. 
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Nehmen wir, umgekehrt, als bekannt an, dass x-x abgeschlossen sei. 
Dann ist 

x=x-(x-x); 

als abgeschlossenes Soma a kann somit x, dabei als abgeschlossenes Soma b 
die Differenz x - x genommen werden. 

De fin i t ion. J edes zusammenhängende, abgeschlossene Soma wird ein 
Kontinuum genannt. 

Satz 42. Jedes abgeschlossene Soma a, das kein Kontinuum ist, ist zer~ 
legbar in zwei einander fremde, nicht leere, abgeschlossene Somen. 23) 

Beweis. a ist nicht zusammenhängend. Nach Satz 29 gibt essomitzwei 
Somen b und c mit 

a = b + c, be = 0, b * 0, e * 0, b und c abgeschlossen in TO (a). 

Es lässt sieh sehreiben (siehe § 6): 

b=ba und c=ëa. 

Dies und die Sätze 40 und 32 zeigen, dass b und c abgesehlossen sind 
(in T2). 

§ 13. Sa tz 43. Eine eineindeutige Abbildung der Somen von zwei Struk~ 
turen T2 und ~2 24) aufeinander ist dann und nur dann eine Homeomorphie 
(im Sinne von § 5),25) wenn sie den Bedingungen genügt: 10 für a € p, 
b € T2 und ihre Bildsomen w (a) € ~2, w (b) € ~2 folgt aus aC b immer 
w (a) C w (b), und umgekehrt; 20 w (x) ist (T2/~2)~stetig (im Sinne der zweiten 
Definition von § 8) auE dem grössten Soma von Tl, und ihre inverse Orts~ 
funktion ist (~2/T2)~stetig auf dem grössten Soma von ~2. 

Be wei s. Dass die Bedingungen notwendig sind, folgt aus Satz 26, über~ 
tragen auf den Fall, dass die Strukturen alle topologisehen Axiome I-IV 
erfüllen. 

Die Bedingungen sind auch hinreichend. Da die leeren Somen [die grössten 
Somen] von T2 und ~2 aufeinander abgebildet werden (wie aus der Bedingung 
10 folgt), gilt dasselbe von ihren abgeschlossenen Hüllen, welche nach Axiom 
II [naeh Axiom I] mit den leeren Somen [den grössten Somen] zusammeD~ 
fallen. Weiter genügt es zu beweisen, dass aus x € Tl, x* ° und * 1 für 
die Bildsomen w (x) und w (i) € ~2 folgt 

w(x) = w (i); 

denn für die Umkehrfunktion verlaufen die Betraehtungen ganz analog. 
Aus x C i und i abgesehlossen (nach Axiom IV) folgt: 

w (x) C iv (i) und w (x) abgeschlossen in ~2. 26) • (11) 

23) Auch die Umkehrung gilt (siehe Satz 29). 
24) Auch V sei eine T2.Struktur. 
25) Wir bemerken nebenbei. dass der von uns eingeführte Homeomorphiebegrilf es ermäglicht 

auch den Begriff des PR~CHBTschen Dimenslontyps auf Strukturen zu übertragen. 
26) Siehe Pussn. 1 "I. 



OBER TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN VON STRUKTUREN 17 

Aus w (x) C w (x) und w (x) abgeschlossen folgt, wenn y €: T2 das Bild 
w (x) €: ~2 hat: 

xC y und y abgeschlossen in T2. 26) • . . • . (12) 

Der Beweis wird fertig sein, wenn bekannt ist, dass y = x. Denn dann 

ist w (x) = w (y) = w (x). 
Nun ist nach (12) 

xC y, also xC y = y. . . . . . . . (13) 

Nach (11) ist 

w (x) C w (x), also w (x) C w (x) = w (x), 

und dadurch 

y C x. . . . . . . . (14) 

(13) und (14) liefern die gesuchte Relation y = x. 
§ 14. Rel a t i v beg riff e. Definiert man für jedes Teilsoma a eines fest 

gewählten Somas l' einer Struktur T2 die abgeschlossene Hülle von a relativ 
zu l' gleich ar, 50 bilden die Teilsomen von l' wieder eine T2,Struktu1', 

T2 (1'), wenn nur die Bedeutung des Zeichens C für die Somen der Teil. 
struktur in dieser und in der ursprünglichen Struktur gleich gen ommen wird. 

Es genügt (siehe § 10) das Axiom IV für die Teilstruktur zu beweisen. 
Es sei a C 1'. Dann ist 

al' C -a, 

und, nach den Axiomen 111 und IV (in T2), 

al' C 8"= a, 

somit auch 

ar.rCar .. ......... (15) 

Umgekehrt folgt aus Axiom I (in T2) 

al' Cal', 

somit auch 

(ar) l' C al" l' oder al' C al' . 1'. • • • • • (16) 

Aus (15) und (16) folgt 

ar= al'. r; 

das ist das Axiom IV in T2 (1'). 
Satz 33 lässt sich in einer T2.Struktur erweitern zu: 
Sa tz 44. Ein Soma aCt' ist dann und nur dann abgeschlossen in T2(r), 

wenn es sich in T2 als Produkt von l' und eines abgeschlossenen Somas 
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darstellen lässt; ein Soma a C rist dann und nur dann offen in T2 (r). wenn 
es sich in T2 als Produkt von rund eines offenen Somas darstellen lässt. 17} 

Be wei s. Nach Satz 33 sind die Bedingungen hinreichend. 
Sie sind auch notwendig. Denn nach (1) und Fussn. 12 ist für jedes in 

T2 (r) abgesehlossene bzw. offene Soma a 

a = ar bzw. a = r' + a . r. 

und a und r' + a sind. na eh Axiom IV bzw. Satz 39. in T2 abgesehlossen 

bzw. offen. 



KAPITEL 4. 

T3 .. Strukturen. 

§ 15. Axiom V. a+bc ä+b. 

Definition. Eine topologische Struktur TD. welche den Axiomen 111. 
IV und V genügt. deuten wir durch Tl an. 

Sa t z 45. In einer Struktur T3 gilt immer 

a. b e a. b. 

Beweis. Nach Axiom Vist 

a' + b' c "äï + b' • 

woraus. nach den Sätzen 19 und 20. folgt 

(ai)' . (b')' c (a' + b')'. 

oder. auf Grund der De6nition des offenen Kerns. 

~. ~ C (a' + b')'. 

Ausserdem liefert Satz 20: 

(a' + b')' = ab. 

Somit ist 

a. be ab. 

Auch in einer Struktur Tl gilt das Dualitätsprinzip B. Axiom V und Satz 
45 stehen einander dual gegenüber. 

In diesem Kapitel betrachten wir nur T3-Strukturen. 
Sa t z 46. Es ist immer 

ä + b = a + b und a. b = a . b. 

Beweis. Wegen des Dualitätsprinzips B genügt es die erste Gleichheit 
zu beweisen. 

Nach Axiom 111 ist 

aC a + b und b C a + b. somit auch ä + bc a + b. 

Dies und Axiom V liefern die gesuchte Relation. 
Sa tz 47. Die Summe von endlich vielen abgeschlossenen Som en ist ab

geschlossen; das Produkt von endlich vielen offenen Somen ist offen. 
Beweis. Wegen des Dualitätsprinzips B genügt es wieder die erste Be

hauptung zu beweisen. 
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Sind a und b abgeschlossen, so ist 

a=li und b=b, 
also nach Satz 46 

a+b=li+b=a+b. 

Aucb a + bist abgeschlossen. 
Definition. Jedes zusammenhängende. offene Soma wird ein Gebiets~ 

soma genannt. 
Sa tz 48. Jedes offene Soma. das kein Gebietssoma ist. ist zerlegbar in 

zwei einander fremde. nicht lee re, offene Somen 27). 
Beweis. a ist nicht zusammenhängend. Nach Satz 29 gibt es zwei Som en 

b. c mit 

a = b + c. bc = 0, b '* O. c"* O. b und c offen in T3 (a). 

Es lässt sich somit schreiben (siehe (I) und Fussn. 12): 

b = a' + b.a und c = a' + c . a. 

Dies und die Sätze 40 und 47 · zeigen. dass b und C offen sind (in T3). 
Sa tz 49. Ist a offen. 50 ist für jedes Soma x: 

ax C ax; 28) 

ist a abgeschlossen. so ist für jedes x: 

a+xCa+x. 

Be wei s. Wegen des Dualitätsprinzips genügt der Beweis der ersten 
Behauptung. 

Aus a offen folgt 

a=~=(ai)'. 

und dadurch weiter 

ax=(I-ä').x=x -ä'x .. ...... (17) 

Nun ist 
xa' C x und xa' ca', 

somit, nach Axiom 111. 

xa/ C x und xa/ C ä', oder xa/ C a- x. 

Damit folgt aus (17), unter Anwendung der Sätze 14 und 17, 

axc x-xa'. . • • (18) 

Nach Satz 46 ist 

x = xa/ + x-xa'. 

27) Auch die Umkehrung gilt (siehe die Sätze 29 und 33). 
28) Vergleiche KURATOWSKI, loc. cito 22), S. 20. 
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wodurch aus (18) folgt 

ax C x-xa' C x-xa' = xa oder ax C ax. 

Sa t z 50. Ist a offen. so ist für jedes Soma x 

ax =ax: 28) 

ist a abgeschlossen.so ist für jedes Soma x 

a+x=a+x. 

• • • • • • • (19) 

Be wei s. Es genügt die erste Behauptung zu beweisen. 
Nach dem vorig en Satze ist 

axC ax. 

dadurch nach den Axiomen 111 und IV auch 

ax C ax = ax. . . . . . . . . . (20) 

Aus x C x folgt 

axC ax: 

also ist nach Axiom IIIauch 

ax C ax. . . . . . . . . . . (21) 

(20) und (21) liefern (19). 

§ 16. Definiert man für jedes Teilsoma a eines festgewähIten Somas r 
einer Struktur Tl die abgeschlossene Hülle von a relativ zu r gleich ar. 
so bilden die Teilsomen von r wieder eine T3~Struktur. Tl (r). wenn nur 
die Bedeutung des Zeichens C für die Samen der Teilstruktur in dieser und 
in der ursprünglichen Struktur gleich gen ommen wird. 

Es genügt (siehe § 14) _ das Axiom V für die Teilstruktur zu beweisen. 

Aus a + b C a + b folgt sofort a + b . r C ar + hl': dasist das Axiom V 
in Tl (r). 

§ 17. De fin i t ion. Bin Umgebungssoma eines Somas a ist jedes Soma 
u (a) mit aC u (a). 

Definition. Bin inneres Teilsoma von a ist jedes Teilsoma i(a) mit 
i(a) C a. 

Die Begriffe des Umgebungssomas und des inneren Teilsomas stehen 
einander dual gegenüber. 

Sa t z 51. Damit x zur abgeschlossenen Hül1e a von a gehöre. ist not
wendig und hinreichend. dass für jedes nicht leere Teilsoma y von x und 
jedes zugehörige Umgebungssoma u (y) u (y). a '=/= 0 sei: damit x den offenen 
Kern ~ von a enthalte. ist notwendig und hinreichend. dass für jedes x ent

haltende Soma y 1-1 und jedes zugehörige innere Teilsoma i{y} i{y)+a,=/=1 sei. 
Be wei s. Es genügt den ers ten Teil zu beweisen. 
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Es sei x C ä. Für jedes nicht leere Soma Y C x und ein willkürliches 
Umgebungssoma "(y) ist dann 

Y C " (y), somit y .1-" (y) = o. 
Da auch y C ä, ist 

y C ä-ä. I-u (y) = ä." (y). • (22) 

Nach Satz 49 ist, da "(y) offen ist, 

ä. " (y) C "(y) • a C "(y). a .. (23) 

Aus (22) und (23) und y =f 0 folgt 

8. "(y) =f 0; 

die Bedingung ist notwendig. 
Sie ist hinreichend. Im entgegengesetzten Fall wäre YI = x (1 - ä) =f O. 

Dann wäre 

YI C l-ä= l-a= I-a, 

also 1 - a ein (offenes) Umgebungssoma von YI' Daneben hätte man 

1-:-8. a C (1-a). a = 0, 

wodurch auch 

l-a.a=O 

wäre im Widersptuch zu der angenommenen Bedingung. 

§ 18. Definition. Ein Soma a heisst dicht, faUs ä= 1. 
De fin i t ion. Ein Soma a heisst ein Grenzsoma, faUs a = 0 oder "äï = 1 29). 

De fin i t ion. Ein Soma a heisst nirgends dicht, faUs seine HüUe ein 

Grenzsoma ist, oder faUs (ä) = 0 oder (ä)' = 1. 

Oef i n i ti 0 n. Ein Soma a heisst konzentriert, faIls sein offener Kern dicht 

ist, oder faIls ~) = 1 30) oder (~)' = O. 

Die Begriffe "dichtes Soma" und "Grenzsoma" stehen einander dual gegen .. 
liber. ebenso wie die Begriffe "nirgends dichtes Soma" und "konzentriertes 
Soma". Die zugehörigen Sätze werden sich somit nach dem Dualitätsprinzip 
B in zwei Klassen einteilen lassen. 

Sa tz 52. Das Begrenzungssoma von a ist die Summe von zwei Grenz
somen, und zwar von a. ä' und ä. a' (= ä - a) 31); das Komplement des 

29) 18t a' dicht. so ist a ein Grenzsoma. und umgekehrt. 

30) Dies lässt sich auch schreiben : (;tl' = 1. Daraus folgt: Ist a' nlrgends dicht. sa ist a 
konzentriert. und umgekehrt. 

31) Vergleic:he KU~ATOWSKI, IQC:. çit. 22), S. 33. 
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Begrenzungssomas 20) ist das Produkt von zwei dichten Somen, und zwar von 
a + a' und ~ + a' (= ~ : a). 

Be wei s. Es genügt die erste Behauptung zu beweisen. 
Nach Satz 36 ist das Begrenzungssoma von a gleich 

~. á = ~. ä. a + ä. ~. a' = a- . a + ä. a'. 

Ist ~ . a ein Grenzsoma, so gilt natürlich dasselbe von ä. a'. 
Es ist 

Nach Satz 46 ist 

a- + l-~ = a' + (l-~ = (a. a')'. 

Aus (24) und (25) folgt, dass a 8' ein Grenzsoma ist. 

• (24) 

. (25) 

Definition. EinKörper von Somen ist eine Klasse, weIche mit je zwei 
Somen a, b auch a + b und ab enthält, und, faIls b C a, ausserdem a - b 
und b: a. 

Sa t z 53. Die Somen, deren Begrenzung(ssoma) nirgens dicht ist, bilden 
einen Körper 31) ; die Somen, deren Begrenzung ein konzentriertes Soma 
zum Komplement 20) hat, bilden einen Körper 32). 

Be wei s. Nach Satz 36 sind die Begrenzungssomen von a, b und ab 

bzw. ä. 8', b . b' und ab. (BbY. Es ist 

ab . (ab)' C ä. b . a' + b' = ä. b . (ä' + b') C ä. ä' + b. b'. 

Die beiden letzten Somen sollen, nach Annahme, nirgends dicht sein; dann 
ist auch ihre Summe nirgends dicht 33). Als Teilsoma eines nirgends dichten 

Somas wird dadurch ab. (ab)' nirgens dicht sein 34). 
Für die Summe von a und b gilt 

a + b . (a + b)' = a + b . a' b' C ä . a' + b . b'. 

Da ä. 8' und b. b', nach Annahme, nirgends dicht sind, gilt dasselbe von 

a + b • (a + b)'. 
Da ein Soma und sein Komplement dieseJbe Begrenzung haben, foJgt aus 

a und b nirgends dicht und aC b, dass auch 

b - a = a' b und a: b = a + b' 

nirgens dichte Begrenzungen haben. 

32) Diese zwei Körper fallen nach Fussn. 30 zusammen. 
33) Satz: Die Summe von zwei nirgends dichten Somen p. q ist nirgends dicht. Be wei s. 

Es ist (p+q)cp+q= {nach Satz 50. 2e Hälfte} p+(q)=p+O=O. 
3i) Satz : Ist q i:::: p und p nirgends dicht. 50 ist auch q nirgends dicht. B e wei s. Aus 

q c P folgt q C P. und daraus wieder Iq) c (p) = o. 



KAPITEL 5. 

Axiomensysteme. 

§ 19. In den vorig en KapiteIn haben wir Strukturen betrachtet, welche 

die in § § 1-3 gegebenen Axiome 1°- 5°. 6~, 7~ erfül1en, und zwar 

TO~Strukturen, welche ausserdem erfül1en die Axiome: 

I. aCä, 11. 0=0; 
Tl~Strukturen, welche die Axiome I, 11 erfüllen. und daneben das Axiom: 

111. aus a C b folgt li C b; 
T2~Strukturen. welche die Axiome 1-111 erfüllen, und das Axiom: 

IV. a=ä; 
T3~Strukturen, welche die Axiome I-IV erfül1en, und das Axiom: 

V. a + b C ä + b 35). 

Bekanntlich gibt es neben den topologischen Axiomensystemen, welche den 
Begriff der abgeschlossenen Hülle als Grundbegriff enthalten, solche welche 
den Begriff des offenen Kerns (des Inneren) und Ilolche welche den Begriff 
des Äusseren als Grundbegriff benutzen. Wir wollen zeigen, dass es auch 
unter derartigen Axiomensystemen einen dualen Zusammenhang gibt, und 
dass die bekanntesten dieser Systeme nur als andere Formulierungen unserer 
Axiome I-V zubetrachten sind. 

Aus dem Axiom I und der Definition des offenen Kerns ~ = (ä')' folgte 

die Relation ä = (a')' und die Eigenschaft ~ C a. 

Umgekehrt lässt sich in einer den Axiomen 1°- 5°, 6~, 7~ genügenden 
Struktur Saus der Annahme a C a und der Definition ä = (a')' leicht die 

Relation ~ = (a')' und die Eigenschaft a C ä · ableiten. 

Das Axiomensystem 1 ° - 5°, 6~, 7~ und I: a C li, und das Axiomensystem 

1 ° - 5°, 6~, 7~ und 1*: !! C a sind somit einander gleichwertig; zwischen 

ihren Grundbegriffen ä und ~ geiten in beiden Systemen die Relationen: 

~ = (ä')' und ä = (a')'. 

Beide Systemen bleiben einander gleichwertig, wenn man dem ersten bzw. 

dem zweiten hinzufügt Axiom 11: Ö = 0 bzw. Axiom Ir: 1. = 1; ebenso 
wenn man ihnen ausserdem hinzufügt Axiom lil: a C b impliziert ä C b, 
bzw. Axiom IlI*: b C a impliziert ~ C ~; auch nach abermaliger Hinzu~ 

35) Man konstruiert leicht Beispieie. welche zeigen. das! jedes der Axiome I-V von den 
vier übrigen unabhängig ist. 
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fügung von Axiom IV: a= a, bzw. von Axiom IV-: a = a:schliesslich 

auch noch nach Hinzufügung von Axiom V: a + b C a + b, bzw. von 
Axiom V-: a. b ~ a . b. 

Wie man sieht, stehen die so erhaltenen fünf Paare von gleichwertigen 
Axiomensystemen einander dual gegenüber gemäss dem Dualitätsprinzip B, 

§ 20, Aus den Axiomen 10 - 5°, 6~, 7~. 1* und der Definition des Äus~ 
seren eines Somas: ae = a' folgt die inverse Relation ! = (a')e und die Eigen~ 

schaft ae C a', 
Umgekehrt folgt aus den Axiomen 1 ° - 5°. 6~. 7~. der Annahme , ae Ca' 

und der Definiti'on ! = (a')e. wobei also ae der undefinierte Grundbegriff ist. 

die Relation ae = a' und die Eigenschaft ! C a, 

Das Axiomensystem 10 - 5°, 6~. fa und r: a C a. und das Axiomen~ 
system 10-5°,~, fa und Je: ae Ca' sind so;it einander aequivalent: 
zwischen ihren Grundbegriffen a und ae geIten in beiden Systemen die 
Relationen : -

ae = a' und .! = (a')e, 

Beide Systeme bleiben einander gleichwertig. wenn man ihnen nachein~ 
ander das erste. zweite. dritte und vierte Axiom der ersten bzw. der zweiten. 
hier folgenden Axiomengruppe hinzufügt: 

erste Gruppe: II-. ~ = 1: III-. b Ca -+!!. C ~ : IV·, a = a: 
V·. a , b Cab: 

zweite Gruppe: lIe, oe = 0': IIle. a C b -+be C ae : 

IVe. I (ae)' Ie = ae: Ve. ae . be C (a + b)t. 

§ 21. Betrachtet man das Axiom Ie und die Axiome der zweiten Gruppe 
(am Ende des § 20) als Sätze in einer T3~Struktur; so stehen ihnèn nai::h 
dem Dualitätsprinzip B gegenüber: 

Ie. ae~a' : lIe. le=l': IIIe. bCa-+aecbe: 

IVe.l(ae)'le=ae: Ve. (ab)ecae+be : 

dabei ist dann, nach Definition. ae = ä' zu nehmen (ae ist die Hülle des 
Komplementes von a). 

Man wird dadurch die Gültigkeit des folgenden Satzes, als dem Satze des 
vorig en Paragraphen dual gegenüberstehend. erwarten dürfen: 

Das Axiomensystem 1° - 5°. 6~. fa und I: a ~ a, und das Axiomen

system 1° - 5°, 6~. fa und Ie :ae ~ a' sind · einander aequîvalent; zwischen 
ihren Grundbegriffen a und ae geiten in beiden Systemen die Relationen: 

ae = ä' und a = (a')e. 

Beide Systeme bleiben einander gleichwertig. wenn man ihnen nachein-
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ander das, erste, zweite, dritte und vierte Axiom der dritten bzw. der vierten 
(hier folgenden) Axiomengruppe hinzufügt: 

dritte Gruppe: 11.0=0: 111. aC b~äC b: IV. a=ä: 

V. a+b C ä+ b: 
vierte Gruppe: lIe. Ie = 1': IIle. b C a ~ ae C be : 

IVe. I(ae}'le=ae: V~. (ab)ec ae+be. 

§ 22. Es lässt sich unschwer beweisen: 

Das Axiomensystem 1 °_5°, 6~, 7~ und r: ~ C a, und das Axiomensystem 

1 °_5°, 6~, 7~ und Ig: (a')g = ag sind einander aequivalent; zwischen ihren 
Grundbegriffen ~ und ag (dem Begrenzungssoma von a) gelten in beiden 

Systemen die Relationen: 

ag = ~ + a')' und ~ = a-aag. 

Dual gegenüber diesem Satze steht der folgende: 

Das Axiomensystem 1 °_5°, 6~, 7~ und I: ä:::> a, und das Axiomensystem 

1 °_5°, 6~. 7~ und Ig: (a')g = ag sind einander aequivalent; zwischen ihren 
Grundbegriffen ä und a~ (dem Komplement des Begrenzungssomas von a), 
geiten in beiden Systemen die Relationen : 

ag = (ä . äï)' und ä = a : (a + ag). 36) 

Wir überlassen dem Leser die Axiome Ir-V· mittels ag• die Axiome 
II-V mittels ag auszudrücken. Es wird deutlich sein zu welchen Erweite~ 
run gen der beiden letzten Sätze dies führen kann. 37) 

§ 23. Schliesslich Dennen wir als letzte Gruppe von dualen Sätzen: 

Das Axiomensystem 1 0_5°. 6~. fa und I: ä:::> a. und das Axiomensystem 

1°-5°, 6~. 7~ und Ir: ar Ca sind einander aequivalent; zwischen ihren 
Grundbegriffen ä und ar (dem Rand von a), geiten in beiden Systemen die 
Relationen: 

ar = a8i und ä= a + ar + (a'V: 
und: 

Das Axiomensystem 1 °_5°, 6~, 7~ und r: ~ C a, und das Axiomensystem 

1°-5°, 6~. 7~ und Ir: ar:::> a sind einander aequivalent; zwischen ihren 
Grundbegriffen ~ und ar (dem Komplement des Randes von a'). gelten in 

beiden Systemen die Relationen: 

ar = a + a' und a = a. ar. (a'),. - -
Sie lassen sich in derselben Weise erweitern wie die Sätze des vorigen 

Paragraphen. 37) 

36) Zwischen ag und ag hat man die Relationen : ag = (ag)' und ag = (ag)'. 

37) Man vergleiche Axiomensysteme für abstrakte Räume von M. ZARYCKI in Fund. Math. 
9 (1927). S, 3-6. und bilde duale Systeme nach dem Prinzip B . 



KAPITEL 6. 

Hinzufügung wciterer Struktur~iome. 

§ 24. Wir betrachten eioe Struktur S, in welcher die Axiome 1 °_5°. 

6~. 7~ erfüllt sfnd. 
De fin i t ion. Ein Soma 2 a, wird Summe del' zu einel' Klasse K ge

a,€.K 

hÖl'enden Somen (a.) genannt. falls: a) jedes a. c 2 a.: fJ) aus a. C b für 
a,€.K 

jedes a, €. K folgt Z a, C b. 
a, €. K 

Sa tz 54. Haben die Somen einer Klasse eine Summe. so ist diese ein
deutig bestimmt. 

A x i 0 m 3°: Zu jedem Somenpaar gibt es eine Summe: zu jeder abzählbar 
or> 

unendlichen Klasse von Som en : al' a2' ...• aJ • ... gibt es eine Summe .2 8J. 
J=I 

-0 or> or> 
Axiom 6a : Z (aJ b)= I Z aJI. b. 

J=1 J=I 
-0 . or> 

Axiom 6b : Aus aJ.b=O ()=1.2 .... ) folgt I ZaJI.b=O. 
J=I 

Aus einem Satze von § 3 folgt: 
° ° - -0 ° Die Axiomensysteme 1°. 20, 30. 40. 50. 6a• 7 a und 1°. 2°. 3°. 4°, 5°. 6a• 7 b 

sind einandel' aequivalent. 
Auch lässt sich beweisen: 38) 

Die Axiomensysteme 10. 20. 30. 4°, 6~. 7~ und 10. 20. 3°. 4°, 6~. 7~ sind 
einander aequivalent: somit auch die aus diesen durch Hinzufügung von 
Axiom 5° entstehenden Systeme. 

De fin i ti 0 n. Ein Soma 1I a. wird Produkt del' zu der Klasse K 
a.EK 

gehöl'enden Somen (a,) genannt. falls: a) U a, C jedes a,: fJ) aus b C a. 
a,EK 

für jedes a, E K folgt b C IJ a,. 
a,EK 

Sa tz 55. Haben die Somen ciner Klasse ein Produkt. so ist dieses. ein .. 
deutig bestimmt. 

- -0 -00 
Satz 56. In einer den Axiomen 1°. 2°. 3°. 4°. 6a oder 6b. 7b genügenden 

Struktur hat jede abzählbar unendliche Klasse von Somen ein Produkt. 39) 

38) Siehe unsere in 3) zitierte Arbelt. § 7. 
39) Siehe z.B. Ioc. zit. I) (erstes Zitat). S. 40. 41. Elnen zweiten BeweIs erhält man durch 

Betrachtung einer auch dem Axlom 50 genUgenden Tellstruktur und darauf Eolgende Anwendung 
des Verfahrens. welches zu Satz 59 fUhrt. 
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Satz 57. In einer den Axiomen 1°, 2°,3°, 4°,6g, 7g genügenden Struk
tur gilt 

00 00 

IJ (ai + b) = IJ ai + b. 10) 
i=1 i=1 

Aus den Sätzen 56 und 57 und den De6nitionen der Summe und des 
Produktes folgt: 

Das Dualitätsprinzip A gilt (ür alle aus den Axiomen 1°, 2°, 3°,40, 5°, 6~. 7~ 
00 00 

ableitbaren Sätze; :E ai und IJ ai stehen einander dual gegenüber. 
i=1 i=1 

Satz 58. Genügt eine .Struktur S den Axiomen 1°, 20, 30, 40, 6~(oder 
6~), 7~, jedoch nicht dem Áxiom 50, so lässt sich S durch Hinzufügung von 

neuen Somen derartig erweitern zu einer den Axiomen 10, 20, 30, 4°, 5°, 6~ 
(und 6~), 7~ (und 7g) genügenden Struktur Z, dass dabei die Relationen 
zwischen den ursprüngliehen Somen ungeändert bleiben. Genügen die Som en 
ausserdem den topologischen Axiomen 1-11 oder 1-111 oder I-IV oder I-V, 
so bleiben sie jedesmal auch in Z geiten, wenn man den neuen Somen sieh 
selbst als abgeschlossene Hülle hinzufügt, daneben für die Somen von S 
die Hülle ungeändert lässt . . 11) 

§ 25. Lassen wir nur Strukturen zu, welche die Axiome 1°, 20, 30
, 40, 5°, 

6~ und 7~ erfüllen, so gehen die in den KapiteIn 1-4 behandelten TO_, TI_, 
T2_ und T3-Strukturen in Strukturen über, welche wir bzw. t°..., t l

-, t2
_ und 

t3-Strukturen nennen wollen. In jeder ti-Struktur geIten somit alle für die 
zugehörige Ti -Struktur bewiesenen Sätze (j = O. 1, 2 öder 3). 

00 

Das Dualitätsprinzip B gilt in jeder ti -Struktur (j = 0, 1. 2, 3) ; Z a i und 
i=1 

00 

IJ Bi stehen einander dual gegenüber. 
i=l 

In einer tl-Struktur lässt sieh Satz 32 erweitern zu: 
Satz 32a• Das Produkt von endlich oder abzählbar unendlich vielen. 

abgeschlossenen Somen ist abgeschlossen; die Summe von endlich oder 
abzählbar unendlich vielen, offenen Somen ist offen. 

Neben den BORELschen Mengen in topologischen Räumen lassen sieh nun 
auch BORELsche Somen in ti -Strukturen einführen und auf ihre Eigenschaften 
untersuchen. 

§ 26. A x i 0 m JO. Zu jeder Klasse K von Somen gibt es eine Summe. 
Diese Summe ist d,ann wieder eindeutig bestimmt. 

Satz 59. In einer den Axiomen 10, 2°,3°,40, 50, 6~ und 7~ genügenden 
Struktur hat jede Klasse von Somen ein (eind eu tig bestimmtes) Produkt. 

40) Siehe loc, cito 3), § 7 (Satz 45). Elnen zweiten Beweis erhält man durch Betrachtung 
einer auch dem Axiom 50 genügenden Teilstruktur und darauf folgende Anwendung des 
Verfahrens, das hier zu Satz 78 führt. 

11) Siehe loc. cito 3). § 7 (Satz 46). 
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Be wei s. Denn aus 1: (1 - à,) = P folgt IJ a, = 1 - p. und umgekehrt. 
a,€K a,€K 

D-ef in i t ion. tl~. tl~. fl~ und t3~Strukturen. in welchen das Axiom 30 erfüllt 
wird. nennen wir bzw. TO~. TI~. T2~ und T3~Strukturen. 

Auch in den · tI ~Strukturen gilt das Dualitätsprinzip B. 
In einer T I~Struktur lässt sich Satz 32a erweitern zu: 
Sa tz 32b• Das Produkt der Somen einer (willkürlichen) Klasse von abge~ 

schlossenen Somen ist abgeschlossen; die Summe der Somen einer (willkür~ 
lichen) Klasse von offenen Somen ist offen. 

Obgleich der Punktbegriff in den tI ~Strukturen nicht bekannt ist, können 
wir doch den Begriff des Häufungssomas in sie einführen. 

Definition. Das Häufungssoma (oder die Ableitung) a(1) von a ist die 
Summe aller derjenigen Somen (w), für die 

wC a-wa=aw'. 42) 

Defini tion. Das Konzentrationssoma a(t) von aist das Produkt aller 
derjenigen Somen (w). für die 

w::::> a: (w + a! = a + w'. 12) 

Sa t z 60. In einer T 1 ~Struktur ist 

à = a + a{l) und ~ . a. a(I). 

Be wei s. Wegen des Dualitätsprinzipes B genügt der Beweis der ersten 
Gleièhheit. 

Aus w C a . w' folgt w C à. somit auch a(t) C à und a + a(t) C à. 
Aus à - a C à und (à - a) . a = 0 folgt 

à-a C a-(a-a). a. 

Nach der DeBnition des Häufungssomas ist darum à - a C a(1), und wir Bnden 

à= a + (à-a)::::> a + a(1). 

Somit ist à = a + a(I). 
Aus $atz 51 und den beiden letzten De6nitionen folgt: 
Sa t z 61. · Damit in einer t 3 ~Struktur x zu a{l) gehÖre, ist notwendig und 

hinreichend, dass x sich auffassen lasse als Summe von Somen (y), deren 
jedes die Eigenschaft hat: 

u(z) . (a-ya)f=O für jedes Umgebungssoma u (z) eines jeden zC y mit zf=O; 

damit in einer T3~Struktur x ::::> a(l) sei. ist notwendig und hinreichend. dass x 

12) Im euklidischen, n-dim. Raum kann man den Begrllf des Somas mit dem der Teilmenge 
zusammenfallen lassen und den Begrilf der abgeschlossenen Hülle lm mengentheoretischeo Slone 
nehmen; das Häufungssoma B(I) ist .dann die Menge der Häufungspunkte von B, uod das 
Konzentrationssoma B(l) die Menge der Punkte (P), deren leder eine Umgebung u (P), mlt 

u (P) - Pc a, hat (eloe Umgebung u (P) !st hier eine Penthaltende, olfene Menge). 
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sieh auffassen lasse als Produkt von Somen (y), deren jedes die Eigenschaft hat : 

i (z) + a : (y + a) =t= 1 für jedes innere Teilsoma i (z) eines jeden z ~ y mit z =t= 1. 12a) 

Sa tz 62. In einer tO~Struktur ist 0(1) = 0, und 1(1) = 1. 
Satz 63. In einer tl~Struktur folgt aus aC b immer a(l) C bIl), und 

a(l) C b(l). 

Beweis. Nach der Deflnition von all) gehört w zu a(l), falls wC aw'. 

Ist es nun möglich zu beweisen. dass auch w C bw'. so folgt daraus die 
Behauptung aH) C b(l). 

Es ist 

bw' = aw' + (b-a) w'. also aw' C bw', 

wodurch Axiom 111 liefert 

wC aw' C bw' oder wC bw'. 

Das Dualitätsprinzip B liefert den zweiten Teil. 13) 14) 

§ 27. De fin i ti 0 n. Ein Soma a ist isoliert. falls a. all) = O. 
Sa tz 64. In einer tl~Struktur ist die Differenz a-a. a(l) immer isoliert. 
Be wei s. a - aall) ist fremd zu a(t): also gilt die Relation 

wC a-wa. 

für die nicht~leeren Teilsomen (w) von a - aa(l) nicht. 
Da 

a- wa = aw' = (a-aa(l») w' + aa(l) w' ~ (a-aa(l») w'• 

kann für kein nieht~leeres w C a - aa(l) geiten: 

w C (a - aa(l») - w (a - aa(l») = (a - aaII») w' : 

(26) 

denn nach Axiom 111 müsste dann für ein solches w auch (26) wahr sein. 
Daraus folgt. dass keines der nicht~leeren Teilsomen von a-aa(J) zu 
(a - 8a(l»)(I) gehört. oder dass a - aa(l) isoliert ist. 

12a) Belm Bewdse der Notwendigkeit benutze man I (a, b) = I I a, I . b. Das ist eine 
a,EK a,E K 

Folgerung aus den Strukturaxlomen (siehe die nachträglichen Ergänzungen). 
13) Eine -rl-Struktur lässt sich auch definieren als eine Struktur, we1che die Axiome 

10, 20. 30• 40, 50, 6:, 7~ erfüllt und in we1cher es eine Operation, die Bildung des Häufungs
somas all) eines Somas a, gibt, die folgenden Axiomen genügt: 10 a(l)=Iw" wobel die 
Summation alle w, umfasst mit w, C (a - a w, ) (I), 20 0(1) = O. 30 aus aC b folgt a~l) C b(l): 

dann lässt sich die abgeschlossene HUlle ;; von a definleren als die Summe a + a(l). Wir 
überlassen den Bewels dem Leser ebenso wie die Bildung dnes gleichwertigen Axiomensystems. 
we1ches den Begrilf des Konzentrationssomas a(l) von a als Grundbegrilf enthält, 

H) Die Relation (a(l»)(I) C a(J) gilt schon nicht allgemein in abstrakten Räumen, welche 
unsere Axiome J-V erfüllen, Siehe A. ApPERT. Propriétés des espaces abstraits J. Act. sei. 
1934. Kap. 3 (u. 4): auch die noch folgende Fussn. 49. 
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De fin it ion. Ein Soma a ist in sich dicht. falls a C a(l). 
Definition. Ein Soma a ist separiert. wenn eskeinSomax=tOundca 

gibt. das in sich dicht ist. 
Sa tz 65. In einer fl~Struktur ist jede Summe von in sich dichten Somen 

in sich dicht. 
Beweis. Für die Somen (a,) einer Klasse K sei somit a, C a~I). Dann ist 

nach Satz 63 

also auch 

Aus a, C a~1) folgt 

(27) und (28) liefern 

I a, ist in sich dicht. 
a,€K 

J: a~1) C ( J: a,)(1). • • • • • • • • (27) 
a,€K a,€ K 

J: . a, C J: a~l). • • • • • • • • (28) 
a,€K a,€K 

J: a, C ( I a,)(I); 
a,€K a,€K 

Sa t z 66. In einer fl ~Struktur ist jedes nicht,leere Soma a die Summe 
von zwei einander fremden (Ieeren oder nicht leeren) Somen. das erste in 
sich dicht und das zweite separiert. 

Beweis. b sei die Summe der in sich dichten Teilsomen von a. Nach 
Satz 65 ist b dann das grösste in sich dichte Teilsoma von a. Somit kann 
a -b kein nicht leeres und in sich dichtes Teilsoma haben; a-b ist separiert. 
Die gesuchte Zerlegung ist a = b + (a-b). 

Korollar. In einer fl,Struktur ist jedes abgeschlossene Soma a =t 0 die 
Summe von zwei einander fremden (leeren oder nicht leeren) Somen. das 
erste perfekt und das zweite separiert. 

Dabei heisst ein Soma perfekt. wenn es gleichzeitig abgeschlossen und in 
sich dicht ist. 

Beweis. Nach Satz 66 ist a = b + (a-b). wobei b das grösste in sich 
dichte Teilsoma von a. 

Nach den Sätzen 63 und 60 ist dadurch 

b C b(1) C a(1) C ä = a. 

Aus Satz 63 und b C b(l) folgt weiter 

b(l) C (b(1))(I). 

b(1) ist somit ein in sich dichtes Teilsoma von a. Daraus folgt 

b(1) C b. 
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wodurch nach Satz 60 

b=b+b(l)=b 

ist: bist abgeschlossen. und nun auch perfekt. 
Satz 67. In einer t 2.Struktur ist für jedes in sich dichte Soma a die 

abgeschlossene Hülle ä perfekt. 
Be wei s. Aus der Annahme a C a(1) folgt nach Satz 63 

a(1) C (a(1»)(1); 

a(1) ist somit in sich dicht. Ausserdem ist nach Axiom IV ä=a+a(1)=a(1) 

abgeschlossen. a(1) ist perfekt. 



KAPITEL 7. 

Hinzufügung weiterer topologischer Axiome. 

§ 28. A x i 0 m VI. Zu je zwei einander fremden. abgeschlossenen Somen 
8. b gibt es ein offenes Soma w mit a C w und W b = O. 

Satz 68. In jeder TO.Struktur. welche dem Axiom VI genügt. gibt es 
zu zwei einander ergänzenden. offenen Somen a. b immer ein abgeschlossenes 
Soma w mit w C a und w + b = 1. 

Aus Axiom VI und Satz 68 folgt: 
Das Dualitätsprinzip B gilt in jeder Ti •. jeder ti. und jeder .,:I.Struktur 

U = O. 1. 2 oder 3). in welcher Axiom VI genügt wird. 
Definition. Eine Ti •• bzw. t"-. bzw . .,;1-Struktur ist eine dem Axiom 

VI genügende T3_. bzw. tl-. bzw . .,;3.Struktur. 
Sa tz 69. (Übertragung eines Satzes von W. HUREWICZ). In einer T4_ 

Struktur gehört zu jedem System von endlich vielen. abgeschlossenen Somen 
al' a2 •...• an ein System von offenen Somen WI' W2 •.•.• Wn. mit al C wJ 
U=1,2 ..... n). derart. dass aus ai,.ai ...... aik=O immer folgt WI,.Wi ...... 
. Wik = O. wie übrigens auch das System von Indices il • i2 ••• •• ik (k -= n) 
gewählt sei. 'iS) 

Nach dem Dualitätsprinzip B folgt aus Satz 69 unmittelbar: 
Sa t z 69'. In einer T"-Struktur gehört zu jedem System von endlich 

vielen. offenen Somen al' a2 •...• 8n ein Syste~ von abgeschlossenen Somen 
WI. W2 ....• wn. mit wi eaJ (j= 1. 2 •...• n). derart. dass aus ai, + ai.+ ... 
+ ai k .. 1 immer folgt '!!...i, + ~i. + ... + !!! i k = 1. wie übrigens auch das System 

von Indices il' i2 • •••• ik (k ~ n) gewählt sei. 

§ 29. In den Ti_. den ti_ und den .,;J-Strukturen (j= 0.1. .... 4) lässt 
sich einführen das 

A x i 0 m VII. Es gibt höchstens abzählbar unendlich viele. nicht leere. 
offene Somen al' a2. . .. derart. dass jedes nicht leere. offene Soma sich dar
stellen lässt als Summe 16) von bestimmten Somen unter den la/l. 

Sa t z 70. In jeder TO-. in jeder to- und in jeder .,;o-Struktur, welche dem 
Axiom VII genügt. gibt es zu jedem abgeschlossenen Soma w ~ 1 bestimmte 
Somen unter den a;. ai . ... (den Komplementen der in Axiom VII einge
führten Somen al' a2" .. ) deren. Produkt gleich wist. 

Aus Axiom VII und Satz 70 folgt: 
In jeder Ti_ oder ti. oder .,;i-Struktur (j= 0.1. ...• 4). inwelcher Axiom 

V I/ genügt wird. gilt ein Dualitätsprinzip B*. das aus dem Dualitätsprinzip 
B dadurch heruorgeht. dass man einer Wahl von Som en aus der in Axiom 

15) Zum Beweise vergleïche man KURATOWSKI, loc. cito 22), S. 96. 
16) In einer Ti -Struktur solI es immer eine Summe VOD end li c h vielen Gliedem sein. 
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VII eingeführten Klasse lanl eine Wahl van Samen aus del' zugehörigen 
Klasse I a~ I gegenüberstellt. und umgekehrt. 

Defini tion. Eine TS~. bzw. F~. bzw. tS~Stt'Uktur ist eine dem Axiom 
VII genügende T't~, bzw. ft~, bzw. t4~Struktur. 

Man beweist leicht 47) den 
Sa tz 71 (Satz von LINDELÖF). In einer tS~Struktur ist in jeder Klasse K 

von unabzählbar vielen, offenen Somen I v,l eine abzählbare Teilklasse I v'k I 
enthalten derart, dass 

00 

I V,= S V'k' 
v,€K k=1 

Das Dualitätsprinzip B* lässt hieraus folgern: 
Sa tz 71 '. In einer t5~Struktur ist in jeder Klasse K von unabzählbar 

vielen. abgeschlossenen Somen I v,l eine abzählbare Teilklasse I v'k I enthalten 
derart, dass 

00 

IJ v, = IJ V'k' 
v,€K k=1 

Korollar. Hat in einer tS~Struktur eine Klasse unabzählbar vieler, abge~ 
schlossener Somen die Eigenschaft, dass jede Teilfolge ein nicht~leeres Produkt 
hat, 50 ist auch das Produkt aller Somen der Klasse nicht leer. 

Satz 72. In einer TS~Struktur ist die Klasse der offenen~ ebenso wie 
die Klasse der abgeschlossenen Somen abzählbar. In einer F~Struktur hat 
die Klasse der offenen~ ebenso wie die Klasse der abgeschlossenen Somen 
höchstens die Mächtigkeit des Kontinuums. 

Sa tz 73 (BAIRE). In einer F~Struktur enthält jede absteigend (aufsteigend) 
wohlgeordnete Klasse (voneinander verschiedener) offener Somen abzählbar 
viele Somen. ebenso wie jede absteigend (aufsteigend) wohlgeordnete Klasse 
(voneinander verschiedener) abgeschlossener Somen. 

Beweis. Es sei Iwd. mit ~ < a. eine aufsteigend wohlgeordnete Klasse 
offener Somen; dann ist somit Wft::> wg. und d~neben Wf, - wg. -=t- 0 für 
a> ;1 > ;2' 18) Aus WHI - wg -=t- 0 (für ; + 1 < a) folgt. dass es unter den 
nach Axiom VIl existierenden Somen I an I ein Soma ang gibt. 50 dass 

an~ C wç-+!. jedoch daneben nicht anf C wf. Da in dieser Weise verschiedenen 

Wf verschiedene anf zugeordnet sind. und es nur abzählbar viele an gibt. 

muss auch die Menge der W. abzäblbar sein. 
De fin i ti 0 n. Die k~te Ableitung eines Somas a (k eine Ordinalzahl :::>- 2) 

wird definiert durch die Bedingungen: a(k+l) = (a(k))(1); a(1) = n a(kl, faUs 1 
k<J. 

eine Limeszahl ist. 
Satz 74. In einer tS~Struktur. in we1cher die (erste) Ableitung eines 

.7) Vergleiche z.B. loc. cito 22) S. 102. 
18) Bei einer absteigend wohlgeordneten Klasse von offenen Somen I vç-t. mit ; < a, folgt 

aus iJ>;1 >;2 immer vçt C v~~. Der Beweis verläuft dann in analoger Welse. 
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Somas immer abgeschlossen ist. i9) gibt es nur abzählbar viele voneinander 
verschiedene Ableitungen ei nes Somas a. d. h. es gibt ei ne (erste) Ordinalzahl 
IJ < Q mit alp) = a(,3+1) = .... 

§ 30. De fin it ion. In einer Struktur tO heisst ein Soma a in sich kom~ 
<IJ 

pakt. wenn aus a C 4 Vk. wobei jedes Vk offen. immer folgt. dass es e n d~ 
k=1 

n 
lieh viele der Vk: Vk,. Vk2 ••••• Vkn gibt mit aC :z Vkj' 

i=1 

Sa tz 75. Damit in einer t5~Struktur aus aC 4 v" wobei jedes v,offen 
v,EK 

ist und die Klasse K abzählbar oder unabzählbar viele Somen enthält. immer 
k 

die Existenz von endlieh vielen der V,: v". V'2' •••• V'k folge mit a C .:z V'i' 
}=I 

ist notwendig und hinreichend. dass a in sich kompaktsei. 
Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Sie ist au eh hinreichend. Enthält 

K unabzählbar viele Somen (v,). so gibt es naeh Satz 71 abzählbar viele 

co :z V,= :z v'i: 
v,EK i=1 

es ist 

Da a in sich kompakt ist. gibt es wieder endlieh viele der v'i : v'J.' v,i2 ...• v'ik' 

welche sämtlich a ebenfalls enthalten. 
Aus der Definition am Anfang dieses Paragraphen folgt: 

<IJ 

Ist a ein in einer tO~Struktur in sich kompaktes Soma. so folgt aus a' ::> IJ Wk. 
k=1 

wobei jedes Wk abgeschlossen. dassschon mit endlieh vielen der Wk : Wk •• Wk2 ..... W kn 
n 

die Relation a'::> U Wk i gilt. Umgekehrt folgt aus dieser Möglichkeit. dass 
i=1 

a in sich kompakt ist. 
Dieses (mit a = 1) und das Korollar zu Satz 71 ' liefern: 

Satz 76 (F. RIESS). Damit das Soma 1 einer t5~Struktur in sich kompakt 
sei. ist notwendig und hinreichend. dass. faUs ei ne Klasse abzählbar oder 
unabzählbar vieler abgesehlossener Somen die Eigenschaft hat. dass je endlieh 

49) Dass diese Eigenschaft in einer TS·Struktur nicht immer erfüllt zu sein braucht. zeigt 
das folgende. einfache Beispiel von ApPERT. Ioc. cito Hl. S. 20. Somen der TS·Struktur sind 
die Teilmengen einer aus mehr als zwei Punkten aufgebauten. übrigens willkürlichen Mengc R. 
Jedem Punkt P von R sei R als elnzige Umgebung im mengentheoretischen Sinne zugewiesen. 
Die mittels derartigen Umgebungen dcfinierten abgeschlossenen Hüllen der Teilmengen von R 
genügen dén Axiomen I-VII; dagegen sind die Ableitungen der nicht-Ieeren. echten Teil
mengen von R nicht abgeschlossen. sa weit diese nur einen Punkt enthalten. 
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viele ein nicht leeres Produkt haben. auch das Produkt aller Somen jen er 
Klasse nicht leer sei. 

Korollar (CANTOR). Ist das Soma 1 einer l5~Struktur in sich kompakt 
und gilt für je zwei Somen V'l' v" einer Klasse K von nicht leeren. abge
schlossenen Somen entweder V" Cv" oder V" C V'l' so gibt es ein nicht leeres 
Soma a mit a C jedes Soma von K. 50) 

SO) Auch die Umkehrung gilt. d.h. haben in einer T5-Struktur die Somen einer Klasse K 
immer einen nlcht-Ieeren Durchschnitt. wenn dlese Somen nicht-leer und abgeschlossen sind. 
und für je zwei Ihrer: 11' •• 11,. entweder 11'. C 11'. oder 11'. C 11'. gilt. so ist das grosste Soma I 
der Struktur in sich kompakt. Die entgegengesetzte Annahme führt zu elnem Widerspruch. 
Nach der in § 30 aus der Definition des in sich kompakten Somas gezogenen Folgerung würde es 

(Xl 

dann eine Folge von nicht-Ieeren. abgeschlossenen Some!l W!. "'2 ••• .. wk .... mit 11 wk = 0 
. k=1 

geben. während das Produkt von endlich vielen dieser Wk immer =t= 0 wäre. Dies widerspricht 
jedoch. wie man leicht sieht. der Annahme. 



KAPITEL 8. 

Einführung von Primsomen. 

§ 31. Definition. Jedes nicht leere Soma. welches ausser dem leeren 
Soma und sieh selbst kein weiteres Teilsoma enthält. heisst Primsoma. 

St ruk tu r a x i 0, m 8°: Jedes nicht leere Soma ist entweder ein Primsoma 
oder enthält mehrere Primsomen. 

De Ei n it ion. t J ~Strukturen (j = O. 1. 2. 3. 4 oder 5). welche das Axiom 
8° erfüllen. nennen wir PJ·Räume. 

Satz 77. Bilden in einem PO~Raume die zu einem nicht leeren Soma a 
gehärenden Primsomen (p) die Klasse K (a). so ist 

a= Z p: SI) 
p€.K(a) 

jedes nieht leere Soma jst die Summe der in ihm enthaltenen Primsomen. 
Be wei s. Da p C a für jedes p €. K (a). ist nach der Definition der Summe : 

Wäre nun 

Z pC a. 
p€.K(a) 

a- I P=t=O. 
p€.K(a) 

50 müsste es ein Primsoma q geben mit 

q C a - 2 p. somit auch q C a. 
p€.K(a) 

Daneben wäre jedoch. nach Satz 14. 

q. }; p=O. 
pE.K(a) 

Dies widerspricht der Annahme. dass Z p alle zu a gehärenden Prim~ 
p€.K(a) 

somen enthält. 
Sa t z 77'. In einem pO~Raum ist jedes Somaa. welches =t= J ist. ent weder 

ein Soma. welches sieh schrei ben lässt 1· - p. wob ei p ein Primsoma. oder 
es ist in mehreren derartigen Somen enthalten und lässt sieh sodann als das 
Produkt aller dies er Somen auffassen. 

Be wei s. Aus a =t= 1 folgt 1 - a =t= o. Es sei K (1 - a) die Klasse aller 
Primsomen (p). welche in 1 - a enthalten sind. Nach Satz 77 ist dann 

somit 

1-a= Z p. 
p€.K(I-a) 

a = IJ (1 _ p). 52) • 
p€.K(1-a) 

• (29) 

SI) Gibt es nur ei n Element p €. K(a), so meinen wir mit der Summe lenes Element selbst. 
52) Gibt es nur ein Soma I-p. so meinen wir mlt dem Produkt I-p selbst. 
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Da aus 1 - q :::> a, wobei q ein Primsoma, folgt q c 1 - a, treten bei der 
Produktbildung in (29) a 11 e Somen (1 - p) auf, mit paIs Primsoma, welche 
a enthalten. Mit Axiom 80 folgt hieraus der Satz. 

Aus Axiom 8° und Satz 77 einerseits und Satz 77' andererseits folgt: 
Dualitätsprinzip C. In einem pj~Raum (j=0, 1,2,3 oder 4) gibt 

es zu jedem ableitbaren Satz einen dualen, welchen man erhält, wenn im 
ursprünglichen Theorem überalI: a) X C Y durch y C x, und somit: f3) IJ x, 

x,EK 

durch 2 x" und umgekehrt, ersetzt wird, weiter: y) 0 durch 1, und umge~ 
x,EK 

kehrt, <5) faIls p ein Primsoma ist. p durch 1 - p. und umgekehrt. e) a durch 
~ und umgekelut, ersetzt wird. 

o u a 1 it ä t s P ri n zip C·. In einem p5~Raum gilt ein Dualitätsprinzip C·. 
in gleicher Weise aus dem Prinzip C hervorgehend wie das Dualitätsprinzip 
B* (§ 29) aus dem Prinzip B. 

Mit Hilfe des Satzes 77 und des Dualitätsprinzips C beweist man nun leicht: 
In jedem pO~Raume ist die Summe der Somen (a,) einer Klasse K. so 

weit sie nicht alle leer sind. gleich der Summe der in den einzelnen a, von 
Kenthaltenen Primsomen: in jedem pO~Raume ist das Produkt der Somen 
(a,) einer Klasse K, so weit sie nicht alle gleich 1 sind. gleich dem Produkte 
der die einzelnen a, von Kenthaltenden Somen (1-p). wobei p cin Prim~ 
soma. In jedem pO~Raume ist das Komplement a' eines Somas a gleich der 
Summe aller zu a {remden Primsomen, {aUs a -=t- 1. und gleich dem Produkte 
aller a ergänzendcn Somen (1- p). wobei p Primsoma. faUs a * O. 

§ 32. A x i 0 m ~: I (a, b) = I 2 a.\. b. 
a,E K a,EK 

De fin i t ion. pj ~Räume (;:.= 0, 1, ... , 5). in welchen das Axiom 6~ erfüUt 
wird, nennen wir I.l3j ~Räume (van gleichem Index j). 

Sa tz 78. In einem 1.l3°~Raum gilt für jede Klasse K van Somen (a,) und 
willkürliches Soma b: 

IJ (a, + b) = IJ a, + b. 
a,EK a,EK 

Beweis. Nach Axiom 6~ ist 

oder 
I (a, + b)' = ( IJ a,)'. b'. 

a,EK a,EK 

ader 

IJ (a, + b) = IJ a, + b. 
a,EK a,EK 

Axiom 6~ und Satz 78 zeigen : 
In jedem I.l3j ~Raum (j = O ••••• 4) gilt das Dualitätsprinzip C: in jedem 

~5~Raum gilt das Dllalitätsprinzip C*, 
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Mit Hilfe des Axioms 6~ und des Dualitätsprinzips C beweist man unschwer: 
In jedem ~o~Raume ist das Produkt der Somen (aL) einer Klasse K, so 

weit sie Primsomen gemein haben, gleich der Summe der in allen aL von K 
enthaltenen Primsomen; in jedem ~o~Raume ist die Summe der Somen (aL) 
einer Klasse K, so weit sie alle in mindestens einem Soma 1 - p, wobei p 
Primsoma, enthalten sind, gleich dem Produkte der Somen (1 - p), mit p 
Primsoma, welche alle aL von Kenthalten. 

Die ~o~Räume können als die topologischen Räume im Sinne von FRÉCHET 53) 
aufgefasst werden, die ~'~Räume als die Räume (V) 53) von FRÉCHET, die 
~2~Räume als die Räume (V). in welchen die abgeschlossene HüIIe einer 
Punktmenge abgeschlossen ist, ' während die ~3~Räume diejenigen Räume (V) 
sind, in welchen die abgeschlossene Hülle abgeschlossen ist und die Bedingung 
2° von F. RIESS ((a + b)(I) = a(l) + b(l)) erfüllt wird: dabei fällt der Begriff 
des Primsomas mit dem des Punktes zusammen. 

§ 33. To polog isches Axi om VII I. Für jedes Primsoma pist 

p=p. 

Sa tz 79. In jedem ~o~Raum, in welchem Axiom VIII erfüllt wird, gilt 

l-p=l-p 

für jedes Primsoma p. 
Beweis. Nach Definition ist 

l-p=(p)', also auch =p'=l-p. 

Axiom VIII und Satz 79 zeigen : 
Auch in jedem ~j~Raum (j = 0, 1, ... ,4), in welchem Axiom VIII erfüllt 

wird, gilt das Dualitätsprinzip C, und in jedem ~5~Raum, in welchem 
Axiom VIII erfiillt wird, gilt das Dualitätsprinzip C*. 

Die ~3~Räume und die ~4~Räume, in welchen Axiom VIII genügt wird, 
sind bzw. die akzessibelen Räume von FRÉCHET 53) unddie normalen Räume, 
während die ~5~Räume, in welchen Axiom VIII genügt wird, mit den sepa~ 
rablen metrischen Räumen zusammenfallen. 

§ 34. Die ~3~Räume, in welchen Axiom VIII des vorig en Paragraphen 
erfüllt wird, können charakterisiert werden durch die Strukturaxiome 1°, 2°, 

30, 4°, 5°, 6~, 7~ und 8° nebst einer der folgenden, einander (nach dem Prinzip 
C) paar wei se dual gegenüberstehenden Gruppen von topologischen Axiomen 
(man sehe dabei Kapitel 5 und 6): 

53) Siehe M. FRf:CHBT, Les espaces abstraits, Col!. Borêl 1928 und A. ApPERT, Mathematica, 
(Cluj) 11 (1935), S. 231-235). Die Definition des Häufungssomas in den 1,l3'.Räumen und die 
der Ableitung einer Punktmenge in den Räumen (V) führen immer zum gleichen Resultat: 
dies folgt unmittelbar aus dem top. Axiom lIl. 
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A: I. aC ä: II. 0=0: 111. aus aC b folgt äC b: IV. a=ä: V. a+b c 
C ä + b: VIII. für jedes Primsoma p gilt P = p. 

A*: I: a ~~: II. ! . I: 111. aus a ~ b folgt ~ ~ t: IV. ~ =~ V. ab ~ 
~ ~ . t: VIII. für jedes Primsoma p gilt I-p = I-p. 

B: I. aC Ca': 1I.0e=0': lIl. aus aC b folgt ae~ be: IV. l(aC)'lc=ac; 
V. ae be C (a + b)C: VIII. für jedes Primsoma p gilt pe = I - p. 

8*: I. ae~a'; 11. le=I': 111. aus a~b folgt aecbe; IV. /(ae)'le=ac; 
V. ae + be ~ (ab)e: VIII. für jedes Primsoma p gilt (I-P)e = p. 5i) 

C: I. für jedes Primsoma p folgt p C a(l) aus p C (a-ap)(I), und umge
kehrt: 55) 11. 0(1) = 0: 111. aus a C b folgt a(J) C b(i): IV. (a(l))(I) C a(l); 
V. (a + b)(I) C a(l) + b(l); VIII. für jedes Primsoma p gilt p(l) = O. 56) 

C*: I. für jedes Primsoma p folgt l-p ~ a(l) aus l-p ~ [a: I a+(1-p) !J(I) = 
= I a + (I -a) p 1(1) = (a + P)(I), und . umgekehrt: 11. 1 (IJ = I: 111. aus a ~ b 
folgt a(l) ~ b(J): IV. (a(I))(I) ~ a(l): V. (ab)(J) ~ a(l) . b(l): VIII. für jedes Prim
soma p gilt (l-p)(I) = I. 

D: Jedem Primsoma p sind Somen U(p) ~ paIs "Umgebungen" 57) zuge
wiesen. welche folgenden Axiomen ge~ügen: I. p gehört zu der Ableitung 
a(l) van a dann und nur dann. wenn für jedes U (p) gilt I U (p)-p I . a =j=. 0 ; 
IV. zu jedem U (p) gibt es eine zwei te "Umgebung" von p. V (P). derart. 
dass es zu jedem Primsoma q C V (p) eine "Umgebung" U (q) gibt mit 
U (q) C U (P): V. zu je zwei .. Umgebungen" U (p) und V (p)' eines Prim
somas p gibt es eine dritte "Umgebung" W (p) mit W (p) C U (p) und 
W (p) C V (P): VIII. das Produkt aller "Umgebungen" ei nes Primsomas p 
ist gleich p. 

0*. Jedem Soma I-p. wobei p ein Primsoma. sind Samen K(l-p) C l-p 
als .. Kernc" zugewiesen. welche folgenden Axiomen genügen: I. l-p umfasst 
das Konzentrationssoma a(l) van a dann und nur dann. wenn für jedes K (l-p) 
gilt K(1..:....p): (l-p) + a =j=. I: IV. zu jedem K(I-p) gibt es einen zweiten 
"Kern" L (I-p). derart. dass es zu jedem I-q. wobei q Primsoma und mit 
l-q~L(l-p). einen .. Kern" K(l-q) gibt mit K(l-q)~K(I-p): V. zu 
je zwei "Kernen" K(l-p) und L (l-p) von I-p. wobei p ein Primsoma. 
gibt es einen dritten .. Kern" M(I-p)mitM(l-p)~K(l-p)und M(I-p)~ 
~ L (I-p): VIII. die Summe aller "Kerne" eines Somas I-p. mit p Prim
soma. ist gleich I-p. 

5i) Zwischen den Grundhegriffen ae und ae der Gruppen B und B'" geiten die Relationen : 
ae= I(a/)el' und ae = I (a' )e I'. 

55) Man darf hier auch die Bedingung 10 von Fussn. 43 lesen. 
56) Die Gleichwertigkeit der Axiomensysteme A und C dürfen wir als hekannt betrachten 

(siehe die In den Fussn. 44 u. 53 zitierten Arheiten von ApPERT). Zwischen den Grundbe-

griffen :;; und a(l) geiten die Relationen : a(l) = die Summe aller Somen (w) mit we a - a w • 

oder auch = die Summe aller Primsomen (p) mit pC a - ap. und :;; = a + a(ll. 
57) Siehe die in den Fussn. H u. 53 zitierten Arbeiten von ApPERT und FRt;,CHET. 
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Beispiele topologischer Strukturen. 

§ 35. Ers te s Bei spi el. Diese schon in § 8 betrachtete Struktur ist 
eine T5~Struktur, welche auch das Strukturaxiom 8° (§ 31) und das topolo~ 
gische Axiom VIII (§ 33) erfüllt. Ihre Strukturaxiome sind also die Axiome 

1 °_5°, 6~, 7~, 8° und ihre topologischen Axiome die Axiome I-VIII. 
Die Primsomen sind die von den einzelnen rationalen Punk ten des Seg~ 

mentes [0,1] gebildeten Somen. Da Axiom 3° (§ 24) und Axiom 3° (§ 26) 
nicht geiten, ist dennoch nicht jedes Soma als Summe der in ihm enthaltenen 
Primsomen aufzufassen. Das Beispiel · kann ganz auE dem Begriff der rationalen 
Zahl aufgebaut werden; 16) weiter bemerken wir, dass das Dualitätsprinzip 
C· gilt, soweit man sich auf Summen und Produkte von endlich vielen 
Somen beschränkt. 

Zwei tes Beispiel. Ausgehend von den Teilsegmenten und den offenen 
oder halboffenen Teilintervallen von [0,1] kommt man zu einer von den 
BORELschen Mengen auE [0.1] gebildeten t5~Struktur, wenn die Zeichen 
C, ., +, -, ebenso wie der Begriff der abgeschlossenen Hülle, die aus dem 
Begriff der Punktmenge, auEgebaut aus "reellen .. Punkten, hervorgehende 
Bedeutung haben. Hier muss der Begriff der reellen Zahl ausdrücklieh als 
bekannt vorausgesetzt werden. 

- -0 ° Neben den Strukturaxiomen 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6a, 7 a wird au eh das Struk~ 
turaxiom 8° erfüllt; die Primsomen sind die aus den einzelnen reellen Punk ten 
von [0,1] aufgebauten Somen. Aueh hier gilt nicht, dass jedes Soma als 
Summe der in ihm enthaltenen Primsomen betrachtet werden kann. 

Alle topologischen Axiome (I -VIII) sind erfüllt. Das Dualitätsprinzip C* 
gilt, soweit man sich auE Summen und Produkte von endlich oder abzählbar 
unendlich vielen Som en beschränkt. 

Drittes Beispiel. 58) Wir betrachten in der euklidischen Ebene als 
Somen diejenigen offenen Mengen, die mit der Komplementärmenge ihrer 
abgeschlossenen Hülle (im mengentheoretisehen Sinne) eine gemeinsame 
Begrenzung besitzen. a C b 5011 bedeuten, dass alle Punkte von a auch zu b 
gehören. Die Summe von zwei solchen Somen u, v sei definiert wie folgt. 
Ist a die Vereinigungsmenge der u und v entsprechenden offenen Mengen, 
50 . bildet die Gesamtheit der Punkte der Komplementärmenge von a, die 
nicht, zu der Begrenzung Ra. von a gehören, eine offene Punktmenge A', 
deren Begrenzung Reine Teilmenge von Ra. ist. Dann ist die Punktmenge 

A=a+(Ra.-R) 

eine offene Punktmenge. deren Begrenzung mit der Begrenzung R von A' 
zusammenfällt; sie definiert die Somensumme u + v. Dieselbe Konstruktion 
führt zur Summe von abzählbar oder überabzählbaJ: vielen Somen. Die Kom~ 
plementärmenge der abgeschlossenen Hülle einer das Soma u definierende 
offene Punktmenge definiert ein zweites Soma. das als Komplement u' von u 

SB) Das Beispiel rührt von CARATHÉODORY her: siehe loc. cito 1) (erstes Zitat). S. 43 U. H. 
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aufgefasst werden solI; es ist, gemäss obiger , Definition, u + u' = 1. Das 
Produkt uv von zwei Somen u und v lässt sich nun einführen als (u' + v')' ; 
und es ist nun auch uu' = O. 

Die Strukturaxiome 1°, 2°, 30, 4°, 5°, 6~, 7~ sind erfüllt, jedoch nicht das 
Axiom 8°; es gibt keine Primsomen. 

Definicren wie weiter für jedes Soma u die abgeschlossene Hülle ü = u, 
so sind die topologischen Axiome I-VII 59) erfüllt, dagegen nicht das 
Axiom VIII. 

V ier t e s Bei spi el. Der n~dim. euklidische Raum liefert uns schliesslich 

cin Beispiel. in welchem die Strukturaxiome 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6~, 7~, 8° alle 
erfülIt sind ebenso wie die topologischen Axiome I-VIII. 

N ilchträgliche Ergänzungen. 

Eine briefliche Bcmerkung von Prof. CARATHÉODORY führte mich bei einer 
erneuten Lektüre diescr schon mai 1940 nbgefassten und zur Aufnahme 
in Comp. math. angenommenen Arbeit zu folgenden Ergänzungen. 

Untcr Zuhilfenahme von Satz 17 beweist man leicht (vgl. den Beweis 
von Satz 59): 

Satz A. In einer den Axiomen 1°,2°,3°,4°, 5°, 6~, 7~ oder den Axiomen 

1°, 2°, JO, 4°, 5°, 6t 7~ 60) genügenden Struktur hat jede abzähbar unend~ 
liche Klasse von Som en ein Produkt: 

und: 

Satz B. In einer den Axiomen 1°,2°,3°,4°, 5°, 6~, 7~ oder den Axiomen 

1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6~, 7~ 60) genügenden Struktur hat jede Klasse von Somen 
ein Produkt. 

Aus Satz A folgt: 

Satz C. In einer den Axiomen 1°,2°,3°,4°, 5°, 6~, 7~ oderden Axiomen 

1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6~, 7~ 60) genügenden Struktur gilt auch 6t und somit 
-0 

(nach § 21) ebenfalls 6a • 

Be wei s. Es sei I an I eine abzählbar unendliche Klasse von Som en 
und b cin weiteres Soma mit 

an b = 0 für jedes n = I, 2, .... 

Nach Satz 17 ist dann 

be a~, 

also wegen Satz A und der Definition des Produktes 
co co 

ben a~ = 1 - 2 an. 
n=l n=l 

S9) Sind, wie in Axiom VI angenommen, a und b einander fremd, so kann man, da jedes 
Soma sowohl offen wie abgeschlossen ist, als Trennungssoma w immer a selbst nehmen: denn 

aCa und ab=ab = O. 
60) Beide Systeme sind einander gleichwertig. 
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Daraus und aus 

( 1 - Ë an) . i an = Û 
n=1 n=1 

folgt mit Satz 14 

( ~ an ). b=û. 
n=1 

In derselben Weise leitet man aus Satz B ab: 

Satz D. In einer den Axiomen 1°,2°,3°,40, 50, 6~, 7~ oderden Axiomen 

1°, 20, 30, 40, 50, 6~, ~ 60) genägenden Struktur gilt auch~, und dadurch 

ebenfalls 6~. 61) 

Die beiden letzten Sätze führen zu einigen leicht ersichtlichen Verein
fachungen unserer Axiomensysteme für die ti ~ und die -,;i ~Strukturen (§ § 25 
u. 26) und für die pi~ und die ~,J.V~Räume (§§ 31 u. 32). Jeder ~i~Raum 
fällt mit dem zugehörigen pi~Raum zusammen: die Unterscheidung von 
~J ~ Räumen ist somit überflüssig. 

61) Zur Ableitung von ~ aus ~ vergleiche man loc. cito 3). S. 138. 139. 
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