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VaieUl' apPl'oximalive d'une intégmle définie. 

b 

§ 1. La plupart du temps la valeur d'une intégrale Ia cp (.zo) d.zo 

ne pent pas, par intégrntion, être déterminée d'une façon simpIe; 
souvent même la fonction placéc sous Ie signe intégml a une fOl'me 
si compliquée, qu'il est extrêmement difficile et même parfois tout 
à fait impossible de l'intégrer. Généralement on ne peut non plus, 
sans des calculs embarrassants, exécuter Ie calcul approximatif de 
l'intégrale en développant sa fonctioll dans une série. Par contre, 
on peut toujours aisémcnt, et d'haLitude assez vite, et ceJa avec 
toute l'exactitude désirnhlc, tronver, au moyen de formules dites 
d'approximation, nne valeur approximative de presque tontes les 
intégrales. 

La valenr <le l'intégrale f cp (.zo) dx, entl'e les Jimites a et IJ, 

peut, dans Ie sens géométrique, êtl'e représentée par l'aire de la 
surface plane A' A B JJ' 1) limitée par l'axe X, les ordonnées qui 
appartiennent aux abscisses 0' A' = a et 0' B' = IJ et la courbe 
dont l'équation est 

!/ = cp (.zo) •••••••••••••••••••• (1) 

Si maintenant la fOllction sub (1) peut être représentée par une 
série continue, infinie ou non, de là. forme 

!/ = f(.zo) = Ko + Kl .zo + K2 .zo2 + etc ....•... (2) 

alors on peut toujours, comme 110US Ie verrons ci-dessous, déve­
lopper <les formules par lesquellcs il est donné de calculer des 
valeura appro.zoi11lativca de l'intégrnle définie, sans qu'il soit néces­
saire d'intégrer ou de connaître la série elle-même, et, dans ce 
dernier CRS, malgré que les formules d'approximation en question 
se basent sur cette série. 

1) Voir la figure à la fin de eet exposé; les axes des eoordonnées sont eonsidérés 
eomme perpendieulaires l'un sur l'autre. 
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Si la série est convergente, eUe peut être représentée, avec tIn 

(legré illimité d'exactitnde, par la série jinie: 

y = I(x) = Ko + Kl X + K2 x
2 + KSX3 + ,., + Kz_1Xz-1. , ., (3) 

qui représente I'éqnation d'nne courbe pnrabolique passant par z 
points de In ligne sub (l). 

Dans (3), on pent attrilmer à z une valeur aussi grande que 
l' on vOlldra. 

Nous attribuerons, dans cet exposé, à z une grandeur telle que 
les denx lignes sub (3) et (1) coïncident à extrêmement peu de 
chose près, de sorte que l'nit'e de la figure limitée par la ligne 
sub (3) a assez bien la llIême gmndeur, que celle limitée par In 
ligne sub (1), Dans ce cas, la Pl'emière aire peut prendre la place 
de la seconde, 

~ 2. Les séries, dont il est question snb (3), peuvcnt être divi­
sées en deux classes. 

Dans la première classe se ramènent les séries dans lesquelles les 
coetficients K représentent unifjuement des valeurs connues et dans 
lesqueUes dans les n premiers, . éventuellement dans les 2n premiers 
termes, aucun K n'est égal à zéro, c'est-à-dire qu'aucun des termes 
avec Ko jusque Kn_1 inclusivement, éventuellement jusque K2n - 1 

inclllsivement, ne mnnque 1). 
'routes les antres séries, nous les considél'ons comme appartenant 

à la seconde classe. 

~ 3. Alors que, en rapport avec la convergence, il suffit, an 
point de vue théorique, qne la série sub (3) converge, afin d'en 
pouvoir calculer des valeurs approximatives d'une intégrale définie, 
la pratifjue exige que la série converge aS8ez jort pour fju'un 
nombre borné de termes (n) puissent donner une approximation 
suffisante, 

L'approximation doit donc, lorsque Ie nombre des termes de la 
série augmente ou du moins lorsque cette augmentation est quelque 
peu considérable, s'améliorer d'une façon constante. 

Par exemple, dans la série 

x x2 xS x4 

a+ 1 + (a + 2)2+ (a+ 3?+ (a+4)4 + ... 

I) Ce n'est que dans Ie § 7 qu'i1 apparaitra que par n on eutend ici Ie nombre de 
term es d'une série dont les coefficients, chacun en particulier, sont, pour la déduction 
d'une formule d'approximatiou, &8similés à zéro. 



(SPECIALEM1!lNl.' DE GAUSS) ETC. 5 

après substitution des valeurs de r.c = 1 et a = 10.1 et calcul des 
termes, les 8ir.c premiers termes semblent être assez convergents; 
eependant ce qu'ils fournissent ne ressemble aucunement au résultat 
qu'on doit obtenir, lequel n'apparaît que lorsqu'on prend au moins 
douze termes. 

Des séries dont il faudra prendre plus d'une douzaiue de termes 
ufin d'en pOllvoir ealculer une valeur suffisammellt approximative 
eonviennellt moins à la déduction de formules d'approximation, paree 
(lu'elles exigeraient des ealculs trop étendus. 

Dans eet exposé, nous admettrolls toujours que les séries SUl' 

. lesquelles se basent les formules d'approximation en question, con­
vergent suffisaruruent nprès un llombre relativement petit de termes. 

SECTION I. 
Formules d'approximalion lorsqu'on peut subsliluer à la 

lonclion sous Ie signe 
inlégral une série de la première classe. 

Aire er.cacte d' une ft{Jure plane limitée par une courbe parabolique. 
dmtl I' équation peut être repré8entée par une 8érie de la première cla88e. 

~ 4. Sans nnire à In généralité du problème que nous traitons 
dans cette section, nous pouvons admettre qlle I'origine des ab­
seisses coïncide avec la première ordonnée de In figure. 

A ce titre, l'axe 0' Y" (voÏl' la figUl'e à la fin de cet exposé) 
est déplacé du point 0' nu point A'; par là, à I'égard de la ligne 
A' Y', considérée comme l'axe des 'Ij, l'équatioll de In vruie ligne 
limite de la figure sub (1) devient 

.!I=f(r.c) ................... (4) 

ct celle de la courbe parabolique sub (3) 

!J=Lo+ Ltr.c+ L~r.c2+ ... +Ln_tr.c"-t +L"r.c"+ ... + 
+L2 .. _2r.c2 .. -2+L:.! .. _tr.c'!n-t+L~nr.c2n+ ... +L%_tr.c%-t ., (5) 

Notls I'eprésellterolls l'aire de la figure limitée par la courbe, 
dont il est question sub (5), par 1 et nous l' appellerons l' aire er.cacte 
de la figllre, parce que z, ayant une valeur aussi grande qU'OIl Ie 
veut, la différellce elltre I et l' aire vraie, c'est-à-dire l'aire parfaite 
de la figure limitée par la ligne sub (4) est inférieure, en valeur 
absolue, à toute grandeur donnée si petite qu'on veut. 
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Si l'on ndmet A' B' eOlllme unité de longuenr, alors I est repl'é­
senté par 

I = f)Lo+Ll cZ'+L2cZ'2 + ... +L,,_1X,,-I+ L,.,'V"+ ... +L:_1Xt-1l tk 

done 

Aire apP1'oxi11lative de la ji!Jltre et eneltr de l'app1·OcZ'illlatioJl. 

,5. Etunt donllé, que de la vraic ligne limite !/ = f(x) , sub 
(4), on ne eonnaÎt les eoordounées que de 1t points, soit 1t < z, 
distribués nrbitrairemellt SUl' cette ligne lillJite, il est possible, quel­
que grossière quc puisse être l'appl'oximation, de désigllcr lUlC sire 
approximative de la figure A' A B B' par 

I1 = R1!/1 + R'l!h + Ra!la + ... + R,,!/n . . . . . .. (7) 

ou !l1' !l2' !Ia, . . '!I" repl'ésentent les ordonnées des n points eOl1llUS 
de la vraie ligue limitc de la figure et R., R-J.' Ra, . .. Ril des 
nomhres al'bitrnires. 

Lorsque l'erreur de l'approximntion de I 1 sub (7), c'est-à-dire 
la différenee ent.re l'aire exacte I et l'aire approxilllutive I 1 est 
repl'ésel1téc pal' B alors 

ct 

,6. Si les valeurs des ordolluées des 1l points eonl1US, ealeu­
lées de !I = .I (,'V), sub (4), sont trnnspOl·técs dans (7), alors 110US 

pouvons, en vel'tu de (5), étahlir: 

I1 =R11Lo + L. cZ'1 + L~3}i + ... + L" .,1,'1. - 1 + LII3}t' + ... + L:!u_l,'Vi"-1 + L:!II,'Vi" + ... + L:_1a:~ -11 + 
+R lL + T + T 2+ + l n-1+L 11+ + T '!1I - 1+L 211+ +L :-1)+ 'l 0 .u1''V:! .u;l.cZ't. ... -",,-1<Vt. n''V2 '" .IJ:!1I _1cZ':! 2"cZ'2'" :--13}t. \ 
+ RalLu + L1<Va + L2cZ'~+ ... + LII_1cZ'~-1 + L"cZ'a + ... + L:!u_1X~" -i + L211cZ'5"+ ... + L:_1X~ -i! + 

.................................................................. 
. +R"ILu+L1cZ'1I+ L 2rC;.+ ... + L,,_1cZ'u_1 + L"cZ'~+ .. . +L2u_1.r,:'-1 +.L:!/I,'V;:I+ ... + L=_1''V~ -I! = 

=1:1cZ'f Ri +cZ'~Jl:!+cZ'~ Ra+ ... +cZ':;RlI ! Lp' 

Cette éql1ution étant soustl'8ite de eelle sub (6), donne, en vertil 
de (8), 

E = 1: IIJ:1 - (cZ'f R1 + cZ'~ R2 + cZ'K Ra + .. . + cZ'f. Ril I Lp.. (9) 

et 
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1 = 1t + 15= It +1: 11,:t -(a:f Rt +tl'fR2 + tl'~}la +. " + 
+ ... +tl'~Rnl Lp .. ............. (l0) 

ou P doit être remplacé successivement par 0, I, 2, 3, ... (z-I). 

§ 7. DRUS (9) se présentent, outre les grandeurs tout à fait 
inconnues L, deux groupes ehaeun de n grandeurs, à savoir: un 
groupe de n grandeurs ,vet un groupe de n grandeurs R, donc 
en tout 21l grandeurs. Aux grandeurs tl' et R que I'on veut sup­
pose I' connues, peuvellt s'attribuer des valeurs arbitraires, alo1"8 que 
les grandeurs inconnues peuvent se ealculer, au moyen des équations 
que 1'0n obtient en égalant dans (9) autant de coefficients de L 
à 0, qlle contient Ie nomhre des grandeurs inconnues de tl' ,et R. 
Ainsi dans (9) nons pon VOllS, indépendmmJlent de8 valeu1'8 i1lCOnnUe8 
de L, élilllincr à notre gré 0, 1, 2, etc. j nsq u' au plu8 2n tel'mes 
de B. 1) 

§ 8. L'expression dans Ie dernier membre de (l0) don ne l'aire 
etl'acte de toutcfigure, qui est limitée par une conrbe parabolique, 
<lont l'équatioll se tl'Ollve sub (5); elleest valable pour toutes les 
valeurs attl'ibuées à n, tl' et R. Cependant, quoique une formule 
dans laquelle aJ et R sont arbitraires, soit mathématiquement exacte, 
eIle ne convient pourtant pas pour en obtenir une valeur utilisable 
de ft. Notamment, 110US ne connaissons aueune des gl'andeul's L 
et nous sommes donc obligés de négliger tous les tcrmes de B, 
suh (9), pour autant qu'ils ne sont pas égalés à 0, <tui pris 
ensemble peuvent constituer une valeur considérable. 

Pur cOlIséquent on doit tacher de développer pour I des formules, 
dans lesquelles les termes de B, sub (9), aussi bien quant à leur 
Homhl'e que quant à leur grandeur, sont réduits à Uil mInImUm; 
car apparemment dans (l0) Ij diftêl'era moins de I à mesure que 
E, sub (9), devicnt plus petit. 

Qlloiqne HOUS pllissions éliminer chaque tcrme de chaque grol1pe 
de 1l termes nrbitraires de R qui se suivent ou non, il convient 
que nons prenions à cet etfet de préférence les termes dont les 
gmndcurs L sont atfectés du plus petit indice, parce que, la série 
sub (5) étant convergente, les termes atfectés de I'indice Ie plus 
petit ont ol'dinairement une valeur considérablement plus grande 
qne ceux atfectés d'un indice plus grand. A ce titre, pour la déter-

') Dans chacun de ces cas, il B6 forme on groupe spécial de formules d'approxima­
tion dont qnelques.unes, qui Bont connues sous Ie Dom de lenn autenrs, seroDtindiquéel 
dans Ie § 10. 
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mination des valeurs de x et R, nous égalerons toujours, dans cet 
exposé, à zéro les coefficicnts des tcrmes affectés de l'indice Je plus 
petit dans (9). 

Si par conséqucnt dans (9) les 21/ coefficients de Lo jusque L2n-t 

inclusivement sont chacun en particulier égnlés à zéro, si des 2n 
éqllations qui en résultent on déduit les 11 valeurs de x et les n 
valeurs de R, et si on tmnsporte ces valeurs dans (7) et (l 0), 
alors on obtient pOUl" (l0) une expression pour I dans laquelle les 
terrnes de E avec Lo jusque L21l-t ne se présentent plus et on 
obtient donc pour (7) une expression pour It qui est la plus exacte 
qui puisse être déduite de (9). 

Si I'on suppose, par exemple, Ie cas ou 1'0n veut, de n ordon­
nées, déteJ"llIiner une valeur approximative d'une illtégmle, alors on 
trouve les 1/ valeurs de R, suh (7), qui pour 11, ordonnées, con­
duisent à la formule la plus exacte, au moyen des 2n équations 
qu'on ohtient eH égalant à () chacull en particulier les coefficicnt." 
de .Lo jusqlle L1.II_t illclusivClIlellt. On a de la sOI·te (pOUl' p = 0, 
1 J 2, 3, ... 21t - 1) : 

Rt+ R~+ Ra+·· .+ JlII=l , 

ft'tRI + ,v"!.R2+ x;j1l.J+ ... + Jl 1 tc" ,,=:r' 
,v.:! llt+ X~R2+ a::; ll.a+ ... + x! 1(=! ' .. (11) 

'" :lil-tIl + '" :!1l-t R + '" 211-tl'~ + +.., 211-t ll _~ ..,t 1"'2 2"'a la· •• «'11 n-211 . 

Avant de pOUfsuivre, nous faisons remarquer qu'à chaque ,VI" 

qui satisfait aux équations sub (11), s'uttache en mêmc temps une 
valem' (l - tv

1
,) 1). 

Pour Ie démontrer on pre11<1 des éq uatiolls sub (11) les (k + 1) 
pl'elllières, 011 Jes multiplie en numél'o d'ol'dl'c par les coefficients 
binomiaux du k ëme degré aft'ectés de signes alternativement + et 

et additionne Ie tout. A lors on ohticnt 

I> I k +k(k-l)., + k k + 
"11] -I,vl ----r-2 - xi-... (-1) a,'1 'I 

+R 11 k +k(k-l) "1. + 1 k , "I + 2' -1 ,V:! -r.-2- ti::! -... (-) ,r.~ 

+ ................................... + 
1) Il en résulte immédiatement que les ordonnées doivent se placer deux á deux à. 

égale distance des deux cötés de la Iigne qui, au milieu de la base de la figure , est 
perpendiculaire à cette basE'. Le nombre des ordonnées doit dODC toujours être paÏl, il 
est vrai deux d'entre elles, notamment les deux du milieu, peuvent coïncider et, dans 
ce cas, Ie nombre des ordonnées à ca/cuiel" est impair. Voye? I'alinéa final du § 26. 



(SPÉCIALEMENT DE GAUSS) ETC. 

+R 11 le + le(le-I) 2 + 1 'c "I_ 
n' - fXn -C"2- x" -. . . (-) X n -

_ le 1 le(le-I) 1 I; 1 
-I- f ·2+-1.2·3-·· .+(-1) le+i' 

9 

Dans Ie Pl'emier membre de cette é(lun.tion, les fOl'mes avec les­
quelles Ri> l~, Ra, . .. Rrt ont été multipliés sont. égales aux leièmes 

puissances de (I-x.), (I-X'l), (I-xa)' .. (I-xn); Ie second mem-

bre est égal à le~ l' notamment égal au terme initial de la sél'ie 

des le
ièmcs diffél'ences de la série harmoniq ue 1, t, -h. . . 1) 

Par conséquent on obtient 

1 
Rl (I-Xl)" + R2 (1-x2)" +. , . + R,,(I-xn)" = k+l . 

Cette équation est valnble po UI' le = (), 1, 2, ... (2n-1). On 
ohtient de nouvean, après substitution de ces valeUl"s pour le, les 

') Si 1'0n forme d'nne série de nombres arbitraires 

Al , ..t 2 , A3," .An 

les séries des Ie, 20 , •• • kc ditrérenees, alors on obtient pour Ie ter me initial des ke ditré· 
renees, la formule 

Si )'on y suppose Al = 1, ,.12 =~, A3 =~" .. Alo = î alor~, en renver~8nt l'ordre, on a 

,.- _ I; k 1 k(/;'-1) 1 kil 
~ .1 1 -(-1) I1-T·~+ -I : Ï!- ·3- .. ·+(-I) k+l ...... (12) 

Par une soustl"action etreetive, on obtient dans Ie cas de la série barmollique: 

série donnée 
1 1 1 1 1 
T 2" 3 4" , [) , ...... ... . 

Ic ditrérenees 1 1 1 1 
-[2 , -2.ä -3.4 , - 4.5 , ••••••• o. o ••••••••• 

20 d itrérences 1. 2. 1.2 1.2 
1.2.3 

, 
2,3:4 

, 
3.4 Ó 

, .............................. 
............................................................................. 

Par induction, on décide q ue la série des ko différenees peut être reprfsentée par 

jo k' I' k' 
(-1)' (k +'1)1'(-1)' (k +'2)! , .............. .. 

La justes8e de cette induction apparaît, qnand on déduit de ces ko ditrérences suppo· 
sées les (k + 1)0, On obtient alors immédiatement la même chose qne quand on snb­
stitue (k + 1) à. k, 

En simplifiant, on obtieut 
,.- _ (-1)" 

4 Al-k+T 

En égalant cette eXJlression à eelle sub (12) et en divi~ant par (-1)1; on a 
1 _ kik (k -1) 1 k 1 

k + 1-1-1" 2" +-T.2- ' 3-'" + (-1) k+ l' 
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équations sub (ll), seulement chaque 31p est rernplacé paJ,' (1-311,), 

ce qu'il faUait délllontrer. 
Apparernrnent cette déduction, ou il est supposé que la fonction 

sous Ie signe intégral peut être rèmplacée par une série de la pre­
mière classe, ne peut être poursuivie lorsque cette fonction ne 
peut être représentée par une série complète. Voir, 23, 38 phrase. 

IJévcloppcment dea forillulea d' approa:i11lation loraque r a31e dca 
ordonnéea eat placé alt milieu de la figure. 

,9, L'équution de la courbe limite de la fignre étant genc­
ralement donnée par rapport à la ligne qui, comrne axe des !I, est 
élevée perpelldiculuirement au milieu 0 de la figure, nous snpposerons 
désormuis dans ecttc section, que l'axe A' Y' est placé au point 0 
au lien du point A', de sorte que l'équation sub. (4) de la vraie 
ligne limite de la figure, par rapport à la ligne 0 Y comme axe 
des !I, devient 

!I = 'f (31) . .................. (13) 

et l'équation sub (5) de la courhe parabolique devient 

!I = Ao + At cT + A2 .r + Aa31!l + ... + A=_t 31=-t. •• (14) . 

Si HOUS représelltolls les coordonnées d'un point, à gauche de 
I'axe y, par (-311" 1J-p) et celles d'un point qui, à droite, se 
trouve à la même distunce de l'axe Y que Ie point précédellt, par 
(31p,!I +/1)' alors il faut, puisq ne z est ici toujours pRir, rem placer z 

par 2 z, de sorte que nous avons 

!I_p= Ao_AJ31/I+A'!.31p2·_Asil!pS+ .... +A2:_231p2:-2_.A2:_t.31p2:- t 

et 

!I+/,= Ao+ Atalp+- A231p
2+ A a31p3 + .... + A2:_2311~:-2+A2: __ ti7.I~:-1 

done 

et I est représcnté par 

l 
I 

/
2 +., " + 6 + + "--2 .1_ = _llAo .A231-+Ata [C A6 3J •••• A2:_2,V" IUiG; 

2 

par conséquent 

I = Ao+ t(~f A:!. + !(!)" A4 + + (t)S .As + -11 (t)8 As + .... + 
+ 2Lt (tfz

-
2 A2:-2+· •••.......... (16) 
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On peut désigner une valeur approximafive de I, c'est-u.-dire 11> par 

T-R lJ.-1+Y+1+R Y-2+Y+2 I 7}Y-3+Y+3+ + 
.11 - l' 2 2' 2 ;- -'''3 2 .... 

+ Rtn o/-m t .0/+", ..•..•......•.. (17) 

ou (Y-1 + Y+1), (Y-2 + Y+2)' etc. représentent des couples d'ordon­
nées des 21Jl points connus de la vraie ligne limite de la figurc 
suh (13) et Ri' R2 , •.• Ril, des nombres arhitl'aires. 

Si 1'on représente l'elTeur de l'approxirnation, c'est-à-dire la 
différence entre l'aire exacte I sub (16) et 1'aire approximative 11 

sub (17) par B, alors on a 

/ - 11 = E et / = 11 + E .......... , (18) 

En transportant dans (17) les demi-som mes calculées de (15) des 
2m. ordonnées connues, on ohtient 

/1 = Ri 1.4.0 + A2 a'12 + All iV1
4 + . . . + A2Z- 2 a'1

2
:-

21 + 
+ R21Ao + A2a'/ + Alla'./It + ... + A2Z_2a'22:-21 + 
+ .................................... . 
+R,,JAo+ A2a'",2+ A4a'","+ ... +A2z_2a'".2:-21 = 

= 1: (a'12/J Ri + a'22P R"/. + {Ca
2P Ra + ... + a',}p Rtn) A2p' . 

Cette équatioll soustraite de (W) donne, en vertn de (18) 

E-1:I~_ (.l)2P_( 2PR + 2/'}'J + 2/'7}+ + 2/'T'J)1 Á (1(\) - 121'+1:! a'1 1 {C"/. ,,~ {C3.L"3 • • • a'1I. .n", n,!/, iJ 

ou il fant remplacer successivement p par' 0, 1, 2, 3, ... z-l. 

A ft sujet des formules d' fll'proa'illlatl,on les plu.~ connues, 
spécialemellt celles de GAUSS. 

~ 10. Des expressions pour 11 et B, développécs dans Ie ~ 
précédent on peut déduire les prillcipales fOI'mules d'approximation 
COllnues, ainsi que les fautes qui y appartiennent COlllllle, par exernpIe, 
les formules d'approximatiou selou N JI,W'rON-CO'fRS, S·l'IlU.ING, EUI.ER, 
MACLAURlN, GAUSS, CHRISTOnJU., LOBA'lvro ct HERMI1'E-'l'CHEBICHIWF. 

'l'outes les formules melltionnées ci·dessus excepté celle selon GAUSS 
pour un nombre pair d'ordonnées et celles selon HERl\II'rE-'l'cHl':­
BICHEFF, s'obtiennent en attribuant certaines valeurs fixées d'avance 
respectivement U. toutes les abeisses a'1, a'2' a'a, ••• a'". ou à une partje 
seulemeut d'entre eUes et en calculallt les valeurs correspondantes de 
Ri> R~, ... R", de (19) en y assimilant à zéro autant de coeffi­
cients de A que E comporte d'inconnues a' et R. 

Dans Ie développement des formules d'approximation selon HER-
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MITE-TcHEBICHEFF, les eoeffieients des premiers 1/t term es de E (1 U) 
sont égalés à 0, dans ces eoeffieients les R sont eonsidél'és eomme 
égaux entre eux, e'est-à-dire qu'on prend R1=R-}. = Ra = ... = Rm = ~ 
et au moyen des 11t équations qui se sont formées de la sorte, on 
détermine les valeurs de {c 1). 

Des formules mentionnt~es ei-dessus, nOlls ne diseutel'Ons que 
ce lies de GAUt!S. 

Le8 jormule8 d'appro:cilllation de GAUSS. 

~ 11. GAUSS traite deux cas 2). 
1 e Dans Ie premier CaB, aucune des 21/t gnUldeurs 31 et II ne 

sont eonsidérées comme COllnues, de sorte que Ie nombre de coeffi­
cients de A, c' est-à-dire Ie nombre de ter lil es de E qui duns (1 U) 

peuvent être égnlés u zél'o, est de 211l; Ie nom bre des ordonnées u 
caleulel' est, dalls ce ens, pair. 

On lt alo1'8 pOlll' détermiller 31 et 1l les 21# équations SuivHlItes 

R2+ 
312

2 
R2+ 

31241l2+ (20) 

Si I'on résoud de (20) 31? et R, on obtient les carrés des abscis­
ses 311> 312'" .{C"', pour lesquelles les ol'donnéesl/±t, !Ju' !J±a,. .. !J±/Il 
doivent être ealeulées de (13) et ponr R les valeurs qui doivent, 
être substituées dans (17)pour obtenir la formule poUl' 11, exprimées 

dans !J±!, !J±2,' . '!J±m' 
A eet effet on suppose dans les ~~ 26 et 27 (ou la solutioll de 

ar et R d'équations eomme eelles sub (20) est donnée en général) 

d=O, lc=2, c=o, V=1/t et up = _1-I(t)2!' etdalls~28: 
2p+ 

r = 211l + 1, ~ = 2, B" = 1, B1 = 22~, B2 = 2' 8-}., ... B". = 
= 221/18" .. alo1'8 on trouve que les eal'l'és 311\ 3122, • • • 31m

2 de (20) 
sont les raeines de I'équntion (voir (71» 

(31'1.)'" -- 81 (31'1.)',,-1 + . .. + (- 1)'" 8m = 0 

ou, en vertu de (74) 

1) Toutes le~ formules citées dans ce § ~nt déveloJlpées dans notre ouvrage : Valeu/' 
apP"ozinmlit'e d'une inléY"ale déflnie. PAIlIS . GAuTIIJt:n·VILI.ARS. 190;;. 

") Voyez eARL FRlIWRICII GAUSS lVerke. Driller Band. p. 165 et suiv. He,·au.­
gegeben von der Königl. GeBe1l8chaft der Wi83enschaften zu Göttingen. 1866. 
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211l-1 , 1 

...... (21) 

2 3 
8,"-1 = (i)'!. --1 . -2 +3 

1]1- 111 

., 1 I 8 - (J)~ 
m- ~l 

2111 +1 
Les valeurs de RI' s'obticnneut de (68) après substitution de ti = 0, 

etc. (voir plus haut); on obticnt 

1 I · · I 
-2 -I (!)2m-2_St."-2 --3(i)2m-4+ S2."-2 --5(!?m-Il_-... +(-I)'''-18m_ 1•p 

R = 1Jl- 1Jl- m- (22) 
I' tIJ 2",-2_8 tIJ 2111-"+8. tIJ 2111-6_ + -(-1)"'-18 

I' 1./. P 2./. P •• , m-1./' 

L'erreur oe I 1 sub (17) est représentéc, cn vertu de (19), ou 
tous les termes avec Ao (p = 0), jusque A4m- 2 (p = 2m-l) inclu­
sivement sont égaux U. 0, par 

1~'= 14,,:+1 (!)4m __ (tIJ1
4m Rt +tIJ2

4mR '1. + tIJ;j4m Rs+ ... +tIJ".4m Rm)1 A4". + 

+1 _1 _ (~)4111+2_«(C4m+'1.R+tIJ4"'+2R+tIJ4"'+'!.R+ +tIJ 4m+2R )IA + 
14/1/+3 2 • t I 2 2 J .!... 11' '" 4111+2 

+ et ainsi de suite. 
De (21) on peut facilemeni déduire, VOll' (56), 

8 t .

" 

= 8 t -tIJ/, 
82./' = 82 - 8 t .

"
tIJp

2, 

83.1, = 8..1 - 82.p tIJ/ ' 

8m -2.I' = 8m_ 2 - 8,,,- 3."tIJp
2

, 

8",-t.p ~= 8111_ t - 8m_2.
"

tIJl ,2 • . 

........... (23) 

2e • Dans Ie aecond cas, une grandeur tIJ'!. est préalablement con­
sidérée comme connue, c-u.-d. tIJt = 0, de sorte que les deux ordon­
nées médinnes !I-t et !!+1, coïncidant dans I'axe des!!, ne forment qu'une 
ae",le ordonnée à calcu/er et qne, par conséquent, Ie nombre d'or­
données à caletder est i1Jlpair. Les au tres (m-l) grandeurs tIJ/ 

et les 11l grandeUl'S Rp forment Ie nombre d'inconnnes U. déterminer, 
c'est ponr cette raison que dans (19) il n'y n que (211l-1) coeffi­
cients de A qui peuvent être égalés U. 7.éro. 

On a 

http://-2.fi
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Ri + R2+ R;j+'" + R",= 1 , 
re.} R2 + re} Ra + ... + re",2R,.. = t(t)2 , 
re2~ R2 + re34 Ra + . . . + t(J",'\ R", =! (1)4, 

re 4111-4 R + re "m-4 R + + re o\m--4 R = _~1 _ (J)4m-4 
2 2 ;j 3' • • '" '" 4111-3 2 • 

Les valeurs de :r? de ces équat.ions s'obtiennent de I'équation 

(re2)"'- 1_ & (re2)",-~+ 8 (::v2)"'-3_8 (:r?)"'-4+ ... +(_I)m, 18 ~ =0 
1., l., .t. JU-i .• 

ou 

8 = (J)2
m

-
1 

1., 2 1 
211/-] 
4'111-3 

8, =U)2~1-2. ~~l-~s. 
-" 2 2 41//,-5 1" 

,,111-3 2m-ö 
83 . , = (:})- --3-- - . -4 -·'- 7 8'J." 

' 1/1-

'S - 1 2 2 
k 11,- 2" - (-2) 111--2 

8 - 12 1 
111-1., - (~) --]-

1/l-

. . .... . (24) 

tandis que les valclII'S de R s'obtienllent des denx fommies Slll­

vantes, not.alllmeut la valeur de Ri de la formule 

111 
- - ( 1 )2"'-2_& - -(-1 )2111-"+8. - -_ (J)211, .. 6_ .. . +( -I )'" 8 J (1.)2+(_1 )'''-18 
2m-1 "2 l.'2m-3 2 2"21Jl-5 2 111-2.,.~ 2 m-1., 

(-1)111 18 m-t . , 

et les autres valeurs de R de la formule 

(25) 

~_(1.)21l1-2 __ & _I _..1l)2/11-"+8 _1_(1.)2»1-6_ +(-I)IItS J(1.)'! -2' 1 2 1./"'2 30\2 'J. ·/·'2:; 2 ••• ".-2./'.,:1 2 
R -~ _ _ ~ __ _ _11l-:- _ _ _, . 1~1-_v__ 26) 

1'- ::v 'J.1II-'J._8 re 2111-4+8. re 2/11-(;- ••• +(-1)"'8 re 2 ( 
P 1.1'" P 2 ·1'., P 111-2 ./, . , P 

L'erreur de l'expression pont' It de (17) est, en vertu de (19) 
représentée par 

E - I~- (1.)4111-2 _ (re 4m-2 R + re 4/l1- 2 1) '+ + - 4/11-1 2 'J. 2 3 oL,,:! •••• 

+ re",4m-'1. Rm)1 A4m- 2 + ~411:+1 (t)4m - (a::},m R'I. + re;.,''''' Ra + .... + 

+ rem
4m R,,'>I A4'" + et ainsi de suite. 

Ensuite on trouve facilement (voir ; 22) 
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8. -8. t.,./' - 1., 

82 =82 .,.p '., 
8, = 8.3 "·,·1' ., •....... (27) 
... " .. " . . " ... " " " ... " "" 

8. 3 =8 n -8 . .x 2
, 

»1- OJ'P "t-~'l 1)1--"' J .p P 

8"'_2.,.p = 8m- 2., - 8"'-3., ./). x/. 
GAUSS donne les valeurs numériques de x et R, do nt i1 est question 

sub (17), po lil' 1 à 7 ordonnées inclusivement, en 16 décimales 
exactes (voyez note 2, p. 12), M. R. RADA~I a . encore calculé ces 
valeurs pour 8, 9 et 10 ordonnées en 10 décimales (Voyez R. 
RADAU, Etude sur les formules d' appro:ci1llation qui servent à eal­
euler la valeur 'Jl1t1l1érique d'une intégrale définie, dans Ie Journal 
de MatMmatiqltes pl/res et appliqllées. 38 série. r!'ome sixième, 1880). 
Dans la l'able A à la fin de ce travail-ci, on les tl'ouve pour 2 
j llsque 10 ordonnécs en 16 décimales. 

§ 12. De toutes les formules d'approximation, celles de GAUSS 

donnent les I'ésultats les plus exacts, pOUl'VU qn'oll puisse substituer 
une sél'ie de la pre11lière c1asse ti. Ia fonction sous Ie signe de 
l'intégrale en question; elles exigent cependant, même lorsqu'on 
applique un petit nombre d'ordonnées, des calClIls extr8mement 
longs, ou peuvent aisément se glisser des fautes de calculI). 

GAUSS suppose qu'en appliquant ses formules, les longueurs des 
abscisses seront toujours cxprimées en 16 décimales, puisqUe ce 
n'est que lorsque x compte un nombre suffisant de décimales, que 
l'on peut être assuré qu'en appliquant sa méthode les premiers 2m, 
eventuellement les premiers (2111-1) termes de l'erreur E dispa­
raissent de (19). Si on applique les formules de GA.USS et si, dans 
les calculs des 11 de lJ!(x), f(x) ou 'I'(x) sub (1), (4) ou (13), les 
longueurs des ahscisses sont exprimées en moins de 16 décimales 
et si pourR on ndmet cependant la même valeur, que celle qui 
s'offre dans les formules de GAUSS (TabIe A), alors il se peut aisé­
ment que les coefficients de quelques-uns des term es avec A2 jus­
que A4m- 2 inclusivement ne soient pas assez proches de zéro, auquel 
cas l'inexactitude de It serait sensiblement plus grande qu'on ne 
Ie déduirait de la formule. 

') LOBATTO (Calml intégral, p. 442) dit à. ce sujet: "La métbode d'approximation 
d'apres GAUSS présente, quant au degré d'exactitude, des avantageB évidentB et eBt pré­
férable à. celle de NEWTON et de Con:s. Il est seulement regrettable que cette métbode 
plus correcte comporte des calculs aBBez compliquéB, qui rendent aSBez difficile son appli-
cation." , 
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S'il Y a neuf ordonnées ou plus, il sera pl'obablement nécessaire, 
en nppliquant la méthode de GAUSS, d'employer parfois pour :;c plus 
de aeize décimales, auquel cas Ie calcul de ces formules exige un 
temps extrêmement long. 

~ 13. Si I'on ealcule les valeurs des coefficients de A de (l!» pour 
aix ordonnées p.e., on obtient lorsqll'()n Pi'end daw~ la 1.'able A 
les abscisses seulement en 2 décimales exactes, c'est-à-dil'e lorsqu'on 
établit 

xt =0.12, x l =0.33 et x3 =0.47: 

/ = /1 + E= 0.2339 56!)6 7286 3455 ($I-t + $1+1) + 
+0.18038078 652406930_2 +$1+2)+ 0.08566224 (H89 5852 ($1-3+$1+3)­

--0.0005 3714 A"/, -0.0002 3546 Alt -0.0000 8191 A6 -

- 0.0000 2468 As - 0.0000 0686 Ato- 0.0000 0173 A12 -

-0.0000 0039 AfII- 0.0000 0008 At6 -O.OOOO 00015 A1S - etc. (28) 

Si I'on Pi'end x en 5 décimales exactes, 010)'8 on 0 

Xt = 0.11931 iC"}. = 0.33060 et iCa = 0.46623 
et 

1= 11 + B= 0.2339 56H6 7280 3455 ($1-1 + Y+I) + 
+0.1803807865240693 ($I_2+Y+2)+0.OS56 6224 61S!) 5852($I_3+Y+3)+ 

+ 0.0000 0183 4039 A'}. + 0.0000 0057 3819 Alt + 
+ 0.0000 0014 7821 AG + 0.0000 (J003 706S) As + 
+ o.oono 0000 U386 AIO + 0.0000 OOOS) 2415 ·A1? + 
+ 0.0000 0007 3335 Atlt + 0.0000 0003 6299 A16 + 
+ 0.0000 0001 4553 At!! + etc. i) .... . ..... . .. . . (29) 

Pour x en 10 décimales, on trouve 

Xl = 0.1193 0959 30, X;! = 0.3306 0469 32 et X3 = 0.4662 3475 71 

et 

1= It + E= 0.2339 5696 7286 3455 ($I-t + Y+t) + 
+0.1803 8078 65240693 (Y-2+$I+J+ 0.08566224 6189 5852 (Y-3+$I+3) + 

+0.0000 0000 0012 7996 A"J. + 0.0000 oono 0001 9603 Alt + 
+ 0.0000 0000 0000 3218 AG .+ 0.0000 0000 0000 0511 As + 
+ 0.0000 0000 0000 0122 Ato + 0.0000 0009 0097 4940 A12 + 
+0.0000 0007 2760 5382AH +0.0000 0003 6157 2569A15 + 
+ 0.0000 0001 4316 9388 Ats + etc....................... (30) 

') Le coefficient de Au (qui en comparaison du coefficitlllt du terme immédiatement 
autérieur est remarquablement grand) est à pen près égal au coefficient de Au dans la 
formule pour aix ordonnées de la Table A. Voyez aussi les formules sub (30), (31), 
(32) et (33). 
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Pour /C en 16 décimales, on tl'ouve 
/Ct = 0.119309593041 5985 /C2 = 0.3306 0469 32331323 

et /Ca = 0.4662 3475 7101 5760 
et 1= lt + I!}- 0.2339 5696 7286 3455 (!I-t + !I-l) + 

+ 0.1803 S078 6524 06U3 (!I-2 + !I+2) + 0.0856 6224 6189 
5852 (!I-3 + !I+3) + 0.0000 0009 tl097 4U27 At2 + 0.0000 

0007 2760 5509 At4 + 0.0000 0003 6157 2582 At6 + 
+ 0.0000 0001 4316 U388 Ats + etc ........ (31) 

}io'-'1l1dea d' approa:i:mation dana leaquelles les IOll!Jueura des abscisses 
selon Galts.a SOllt ea:primées en moins de seize décilllales. 

~ 14. Voici comment on obtient des formules d'approximation 
qui, avee un nomlwe égal d'ordonnées et Uil Ilombre égal de déci­
males pour /C, sont plus eXllctes que celles qui ont été développées 
dans Ie ~ préeédent. 

On prend de la 'j1able A, pour choque formule en particulier, 
a: en nombre égal, inférieur à seize décimales exactes, et on cal­
eule, suivant ces longueurs arrondies, les valeurs de R de (22), 
éventuellement de (25) et (26), l'expression pour lt de (17) et 
enfin l'expression pour E de (19). 

De cette manière on trouve, pour un nombre égal d'ordonnées 
et poUl' les mêmes longueurs des abseisses que celles dont on s'est 
servi respectivement dans (28), (29) et (30) les formules suivantes: 

Pour /Ct = 0.12 , /Ct. = 0.33 et ,'Vs = 0.47: 

1=1.. + E = 0.23246285 833S 5646 (!I-l + !I+l) + 
+ 0.1855 3350 97001764 (!I-2 + !I+2) 0.0820 0363 1961 2591 (!I-s + !I+s)­

- 0.0000 16336188 A6 - 0.0000 0870 1796 As -
- 0.00000317 1460 Ato - 0.0000 0089 5102 A 12 -

- 0.0000 0020 7914 Ag - 0.0000 0003 9648 A16 -

- 0.0000 0000 6437 AlS - ete. . . . . . . . . . . . . . .. .. (32) 

Pour /C1 = 0.11 931 , /C2 = 0.33060 et /Ca = 0.46623 

1=1.. + E = 0.2339 5631 2171 0420 (!I-t + !lH) + 
+ 0.1803 7353 27734742 (!I-2 + !I+2) + 0.0856 7015 5055 4838 (!I-a + !I +3) + 

-t 0.0000 0000 4306 A6 - 0.0000 0000 3825 As + 
+ 0.0000 0000 1833 AIO + 0.0000 0009 0771 Att.-· 

- 0.0000 0007 2975 AH + 0.0000 0003 6220 Ai6 + 
+ 0.00000001 4335 Ats + etc .................. (33) 

Pour /Ci = 0.1 H)3 095n 30, /C2 = 0.3306 0469 32 et <Va = 
0.46623475 71: 

"ca'h. Kon. Aknd. v. Wetcnseh. t o Sectio DI. XI No. 6. F2 
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1=-11 + E = 0.2339 5696 7227 0741 Co/-1 + J+t + 
+ 0.1803 8078 6572 5009 (J-2 -1- Y+2) + 0.0856 6224 6198 4250 (J-3 + Y+3) + 

+ · 0.0000000000000140 Atj - 0.0000 0000 0000 0016 As -
- 0.0000 0000 0000 0016 A10 + 0.0000000.90097 4921 A12 + 
+ 0.00000007 2760 5508 A tll + · 0.00000003 ö157 2582 AtG + 
+ 0.00000001 4316 9388 Ats +. ete . . . ........ . ...... (34) 

En comparant les formules sub (28), (29) et (30) avec ce lIes 
sub (32), (33) et (34), on voit immédiatement que, dans les tI'ois 
premières, 11 ditfère plus de I que dans les trois dernières. 

~ 15. Pour montrer, llumériquement, la plus grande exactitude 
des formules du ~ préeédent, lorsque Jes calculs pour It ont Ja même 
étendue, en eomparaison de celles du ~ 13, nous inserivons ei­
dessous, pour ehaeulle de ces sept formules, Ie résultat du ealeul 

d ' I .. dl" , I J9
da:

t 
, 'd' d I une va eur appl'OXlmatIve c mtegra e -1' C est-a- Ife u oga-

. sX 
l'ithme ntPerien de 9/8, valeur qui, en 24 déeimales, est exacte­
ment équivalente à 

O. 1177 8303 5656 3834 5453 8794. 

Attendu que I'axe des Y est placé au milieu de la fip; 11 re , nous 
substituOIlS, pom' la eommodité, dans l'intégrale ei-dessus 8.5 + x 
à xi, de sorte qu'on obtient 

JH daJ 

_~ 8.5 + x 
et 

I 
Y = ~t-'~- , 

\).0 - x 

e' est-à-dire pour BW ordonnées, ou 11l = 3: 

1 I 
pourx=-xt :Yl !/-1= - -;;---- etpourx=xl :J-J+l= 8-; -5+- - , 

8.0-Xl . Xl 

1 1 
" X=-X2: Y2-Y-2= -8 - 5~-- " "X=Xz :Y=Y+2= 8"- 5- + " , 

. -X2 . X2 

1 1 
" X=-Xa :Ys !/-s=-85 -" "x=xs:Y 3'+s= 85+ - . . -Xs . Xs 

On obtient, lorsque les abseisses !lont données en deux déeimales, 
notammcnt lorsque x=0.12, x2 =0.33 et xa =0.47, de la for­
mule 

sub (28) 
" (32) 

11 = O. 1177 8392 .. . 
I. = O. 1177 8303 5688 ..... .... ...... (35) 

Lorsque les abseisses sont données en 5 déeimales, on obtient 
de la formule 



sub (29) 
" (33) 
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It = O. 1177 8303 27 ..... . ........... (36) 
It = O. 1177 8303 5656 3820 .......... (37) 

Si les abscisses sont prises en 10 décilllales, alors on obtient 
de la formule 

suh (30) 
" (34) 

It = O. 1177 8303 5656 363 ... . .. . . .. . (38) 
It = O. 1177 8303 5656 38/J4 5445 91.. (39) 

Si les abscisses sont exprimées en 16 décimal~s, on obtient de 
la formule 

sub (31) It = 0.1177 8303 56/56 3834 5446 29 .. (40) 

Il apparaît, chaque fois, pour six ordonnées: . 
en comparant (35) avec (36), que Ic résultat ponr {l} en 2 déci­

males, suivant la formule (32), sera plus exact que celui pour {l} 

en 5 décimales, suivant la formule de la 'lluble B; 
en comparant (37) avec (38), que Ie résultat pour {l} en 5 déci­

males, suivant la formule (33), sera plus exact que celui pour {l} 

en 10 décimales, suivant la formule de la Table susdite. 
Etc .. 

8ur Ie nO'lllb1'e de déci1llalea, dana leaquellea il convienl 
d' ea;primer {l} et R. 

~ 16. Dans la 'fabie A nous avons, à la suite de GAUSS, aussi 
pour l'application d'un petit nombre d'ordonnées, exprimé les abs­
cisses en aeize décimales. Ce llombre est pris arbitrairement; il doit 
toujours être relativement grand. Mais, dans les deux ~~ précédents, 
il est apparu que, même lorsque la série sub (14) converge assez 
fortement, on peut, en appliquant aia: ordonnées, se contenter de 
moins de seize décimales pour {l}, parce que, dans Ie cas ou la 
convergence n'est pas trop forte, )'erreur de l'approximation reste 
assez constante, soit qu'on prenne pour {l} dix ou seize et plus de 
décimales 1). 

Si, par exemple, on compare la formule (31) ou {l} a seize déci­
males, avec celle suh (34), Oll {l} n'est donllé qu'en dix décilllales, 
il appnrnît que, dans les deux formules - qui chacune sont desti­
nées pour six ordonnées - les coefficients des A homonymes, de 
At2 jusque Ats inclusivement, sont semblables jusqu'à. la 158 déci­
male ou plus. Dans (34), les term es avec A6' As et Ato se préscn-

1) En cas de faible convergence, on pourra probablement ponr lIix ordonnées se con­
tenter d'encore moins de dix décimales. 

2* 
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tent aussi il est vrai, tandis que dans (31) ils ne paraissent plus; 
mais ces term es ont dans (34) des coefficients numél"iques si petits, 
que leur valeur totale n'a pas d'impol"tnnce en comparaison de la 
vnleur totale des termes avec AI'].' At4 et At6' dont les coefficients 
numériques sont respectivement plus de û, 45 et 22 millions de 
fois plus grnnds que ceux des termes avec AG, As et Ato et ce 
n'est que dans les séries qui coilve.·gent extrêmement fort que Jes 

I · A6 As Ato re atlOns -A ' - et - peuvent se rapprocher de ceBes dont il 
12 At4 At6 

est question ici. On obtient alors aussi, comme il résulte de (39) 
et (40), pou.. l'intégrale donnée, selon les deux fOl"mules (31) et 
(34) une même approximation, concordante jllsque dans ving! Mci­
males. Par conséquent, pour des séries qui ne sont pas tt'ès forte­
ment convergelltes et, à plus forte raison, pour des séries faihlement 
convergentes, I'exactitude maximum, pour nutnnt que celle-ci puisse 
être atteinte avec siaJ ordonnées, s'obtiendm déjà, et cela à une 
minime différence près, si aJ est donné en dix décimnles au maxi­
mum, 10l"sque la formule pour I 1 est établie conformément au ~ 14·. 
Le surplus d'alt 11loius siaJ déci11lales, flue GAUSS propose d'em­
ployel" toujOll?'S, est donc souvent sans utilité, puree que, malgré 
In grande augmentation des calculs, l'exactitude du résultat n'en 
est pas appréciablement RCCnle. 

La chose devient cependant tout autre, quand il s'agit de séries 
très fortement convergentes. Alors en effet la valeur totale des 
termes affectés des plus petits indices, peut avoir une influence 
appréciable SUl" la dernière décimale daus laquelle It doit être 
exprimé. Dans ce cas, en appliquant la méthode de GAUSS, on doit, 
lorsque Ie nombre des abscisses est assez considérable, ex primer les 
nbscisses en plus de dix, peut-être en seize ou plus de décimales. 

Si l'on veut donc appliquer dans tous les cas les formules de la 'l\tble 
A, pour chaque fonction dont on ne sait pas d'avance si elle peut être 
exprimée par une série faiblement ou fortement convergente, il faut, 
pour toute sûreté, que pour chaque fonction, chaque aJ soit exprimé 
dans un grand nombre de décimales, mais alors encore il y a lieu 
de se demander si seize décimales pour 3} sont bien toujours suffi­
santes si on met en compte, par exemple plus de neuf ordonnées. 

Le fait, qu'on ne peut pas d'avance juger définitivement com­
bien de décimales il faut prendre pour aJ pour réduire les terrnes 
avec A2 jusqu'à A4m - 2 inc1usivement, de telle façon que leur valeur 
totale ne puisse plus avoir d'influence appréciable sur la valeur de 
It> ce fait n'est pas un des .moindres inconvénients de la méthode 
de GAllSS et on est par conséquent, pour toute sûreté, obligé en 
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appliquant cette méthode, de prendre pour {IJ un nombre plus 
grand de décimales que peut-être il n'est nécessaire. 

D'ailleurs dix décimales pour {IJ donnent déjà lieu à des calculs 
très longs et très ennuyeux. 

C'est pour ces différentes raisons, que dans la Table B, placée 
à la suite de eet exposé, on n'a pris pour {IJ que deux décimales, 
par là aucun chiffre n'est de trop et cependant les term es dans 
(19) avec Ao jusque A-}.I11_2 inclusivement sont absolument sans 
illfluence, tandis que les term es homonymes avec Am etc. sont plus 
petits que ceux qui appartienllent, entre autre, aux formules selon 
NEW'roN-CO'l'ES et MACLAURIN pour un même nombre d'ordonnées. 
On ne cherche pas alors l'exactitude dans un grand nombre de déci­
mules pour {IJ, mais dans un grand nombre d'ordonnées, qui sont 
fuciles à calculer. 

Les nombreuses applications de formules des 'fables A et B 
m'ont prouvé d'une façon évidcnte, que Ie ealcul des formules pour 
1It ordoll/lécs de la rfable A prellait beaucoup plus de temps que Ie 
calcul de formules pour (2m-l) ordonnées de la 'rabie B, alors 
que, en comparant l'exactitude rclative des deux 1'ables, il appa­
raît encore que les formules pour (2m-l) ordonnées de la Table 
A sont notablement Inoins exactes que celles pour Ic double d'or­
données moins une, c'est-à-rlire pour (4m--3) ordonnées de la 
Table B. 

~ 17. Les valeUl"S de R sub (22), (25) et (26) consistent égale­
ment de groupes, formés de suites infinies de décimales, qui ne peuvent 
donc être inscrites qu'en 1I0mbre restreint dans les formules pour 4. 

Le fait de ne mettre en compte qu'un llomhre restreint de déci­
males pour Jl, ne produit d'ailleurs aucune erreut', si Rest ex­
primé dans un nombre tellement grand de décimales que même 
si on en prenait davantagc encore cela ne pourrait avoir aucnne 
influence appréciable sur Ie calcnl dn résultat. C'est pourquoi, dans 
la rfable B, les valeurs pour R sont indiquées par un nombre de 
décimales plus grand qu'il ne sera jamais nécessaire; cependant ce 
plus g..and nombre de décimales ne complique pas les caleuls, parce 
qne la pcrsonne qni fait ursage des formules de la table Best 
clle-même jnge du nombre de décimales qu'il lui convient, pour 
toute sû,·eté, de prendre dans chaque cas particulier, en rapport 
avec Ie deg,·é d'exactitude qu'elle vent atteindre. 

Du llombre d'ordonnéea à appliquer. 

~ 18. La formule (19) indique - conformément à ce qUl se 
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trouve dans la 2" phrase du ~ 14 - que si toutes les m gran­
lleurs fIJ, donc aussi Icurs carrés, sont admises d'avance comme 
connues, Ie premier terme de B, dont Ie coefficient numérique 
n' est pus égal à 0, sera 

121;1-+'1 (~fl/' -(tv/1ll1lt + a:/ III ll:z + fIJ,,2111 Ra + ... + fIJ",21/l R",)I A:z", 

iJldifféremment si fIJt est égal ou plus grand que zéro. 
11 en résulte que, soit que les deux ordonnées médinnes coïncident 

dans l'axe desy, soit qu'elles soient à quelque distance de cet axe, dans 
les deux cns I'expression algébrique pour Ie prclllierterme de l'errem B, 
sub (l U), donc Ie ?'alt!! de l'erreur de I'approximation, est la même; 
seule la grandcur, c'est-a-clire la valeur du coefficieut numérique 
de cc terme diffèrera, étallt une fonction des valeurs de fIJ. 

J'ai fait expressément dans ce but un grand nombre de calculs 
de formules pour deux jusque dix Ol'dOllnées inclusivement et pour 
2 et plus de décimales pour fIJ et j'ai constaté que la différence 
dans la grandeur de la faute eutre I'approximation pour (2m-1) 
ct celle pour 2m orclollllées est généralement tout à fait insigni­
fiante. 1) 

Si les longueurs d'abscisses sont données en deux décimules cor­
rigées, comme il est indiqué dans Ie ~ suivant, alOl'S I'erreur en 
<)uestion ponr (211t-1) ordonnées est même quelquefois uu peu plus 
petite que celle pour Ie nombre pair suivallt; jamais cependant il 
ne me pamt que Ie calcul plus long pour 2m orllonnées au lieu de 
(2'JJt-l) présentttt des avantages sllffisants. C'est pourquoi j'ai cal­
culé pour la 'l'n.ble IJ seulemellt des formules pour (2/11-1) ordon­
nées, comme S'I'IllJ.ING l'a fait aussi (LOBA'lvl'O,. Ca/cul InM!!ml, 
p. 411). 

CorrecliOJl dca lOlt!!Ueu1'a d'alJ8(:isaea de GAUSS, lorafju'ellea aOltt 
ea:priméea en dellflJ décimalea aeule11lent. 

~ I U. Lo1'8qu'on applique les abscisses de GAUSS (pourvu 'lu'elles 
soient exprimées dans un nombre suffisant de décimales) pour Ie 
calcul de In. valeur de li' alors les premiers 2m terrnes de l' erreur 
JiJ, sub (19), sont ehacull en particulier égaux à O. Ceei n'a plus 
lieu lorsqu'on a posé eomme condition , que toutes les abscisses 

') A cet égard, il convient de faire remarquer, que IOfsqu'il s'agit de mesurer un 
nombre impair d'ordonnées, les deux ordonnées métliane~, qni dans ce cas coïncident, 
sont toujours placées exactement, ce qui, lorsqu'j] y a nn nombre pair d'ordonnées n'est 
Ie cas ponr aucnne d'entre elles. 
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seront iudiquées dans seulement deux décimalcs, comme il est ques­
tiOIl daus § 16, alol'S les grandcms x de (19) ne sont pas déduites 
des équations égalées à. 0, mais elIes sont déterminées d'avance et 
les 1Jt grandeurs R SOilt alors les seules inconnues qui restent à 
déterminer. 

Suivullt (19), Dil tl"Ouve <llors pom Ie premier terme de l'erreur 
I-) <lui appartient à ce gl'oupe d'abscisses réduites à 2 décimales 
(que uous 1l0mmOilS Ie premier groupe d'ahscisses) 

!i,;\1 ({_)2"'_(X/1I/ llt+x/,"'ll2.+:v/"'R3+ .. ·+x".2"'ll",)1 A21i, ={3. A2.III'" 

La valeur de {3, notammcnt 

0. = _1 _ (l)2'" _ (x 21/1 R + fl' 2", R + X 2", R + + X 'llll R ,.., 21/1+1 2 1 1 2 2 :J 3 ... m 111 

peut Ie plus souvent être réduitc, en allongeant ou en rnccourcis­
saut d'lI11 ou de deux centièmes de l'unité de longueur, unc ou 
plusieurs des longueurs du premier gl'oupe de longueurs d'ahscisses, 
de telle muuière qu'il en résulte un llouvean groupe d'abscisses (Ie 
dcuxième groupe) dans lequelle coefficient du terme avec A2.". devient 
Uil peu plus petit que celui du premier groupe. 

Il ne faut pas perdre dc vue ici, que cet allollgement ou ce 
racconrcissement ne peut pas comporter plus de deux centièmes de 
l'unité de longueul', alo l'S que, en cas d'alIollgemcnt ou de rac­
courcisscmellt plus considérable, quelques abscisses pourraient s'écar­
ter trop des abscisses de GAUSS ct que pal' là les coefficients avec 
A2"'+2 etc. pOllrraiellt sensihlelllellt augmentcr en valeur. 

Si nous représcntolls les longucurs des abscisses Rl'rondies et non 
c01'l'igées (ainsi cclles du premier groupc) respectivement pas Zi' 

Z2.' ~, .. . Z"" celles du deuxièllle groupe pal' Xi' x2.' xa>" .x". et 
si nous rcmplaçolls ,cp par zp + «IJJ et si d = 0.01 et "I' = 1 ou 
2, alors on peut écrire, suivRnt (19) 

111+ Jlz+ Ra+ ... + 
(Zt+ "tJ)21lt+ (Z2+«2J)21l2.+ (za+«;jJ)211;I+",+(zlII-f­
(Zt+ «tJ)411 t + (Z2+cX.l J)\1l2.+ (za+«aJ)411a+ ... +(z",+ 

Si nous intl'Oduisons les notations suivantes 

R",= 1 
t)21l l . ., (l,,, )2 

"",(1 11/= " '" 
N t)41l = 1 (l,,,)4 , _11/(1 m v '" 

81 =la somme des 1It carrés (Zt+«td)2, (Z2+"2J?, ... (z",+«,})2, 
82 = la somme des produit..'l deux à deux de ces 1# carrés, 
8a = la somme des produits trois à trois de ces ?Il carrés, 

et ainsi de suite, 
8,,,= Ie pl'oduit (continu) de ces 1Il carrés; 

(41) 
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alOl'S ces carrés (z. + ~.J)2 etc. sont les l'acines de l'équation du 
2mièmc degré 

Si nous additionnons les équations sub (41) après les avoir mul­
tipliées successivement, en commençant par la dernière, par 1, -SI' 
+ 82, - 8a, ... (_1)'" 8"" no us obtenolls I'égalité suivante: 

1 (J )'!nt 8. 1 (~)2111-2+8. 1 (l)2m-" + ( 1)'" 8 - a (42) 2/11+1 2- - l' 2111-1 ·lr 22111-3 2 -... _. ".-tJ 

Pour pouvoir détel1niner mo.illtenant les valeurs de ~t, ~l' ~J" •• 

~II" qui rendent {3 Ie plus petit possible, nous remplaçons dans 
(42) 81 par la somme de tous les carrés (zp + ~pJ)2, 82 par la. 
somme des produits deux à deux de tous ces carrés, et ainsi de 
suite, 8,.. par Ie produit (continu) de ces carrés, nous développons 
les puissances et les pI'oduits et négligeons tous les termes dans 
lesqucls se présentent des puissances du 2ième et plus haut degré 
de ~p et de J; o.lors s'établit une équation dans laquelle les gran­
deurs ~P' élevées seulemellt au premier degré, sont les seules 
mconnues. 

Après l'introduction encore des notations suivantes: 

S •. " - la somme des carrés z/, Z2
2

, ••• zm2
, sauf de Zp2, 

Sl." - la somme des produits deux à deux de ces mêmes (m--I) 
carrés, 

8a.'J - la somme des pI'oduits trois à troisde ces mêmes (1Jt- 1) 
carrés, et ainsi de suite, 

8,"_1." = Ie produit (continu) de ces mêmes (m-I) carrés; et 
81 - Jn somme de tous les cnrrés Z12, Z22, Za2, ••• Z",2, 

8t. 
83 

8". 

-
-
-

la somme de leurs produits deux à deux, 
la. somme de leurs produits trois à trois, et ainsi de suite 
leur produit (continu), (42) devient 

I 1 (~)2", 
2 ... +12 -

8. 1 (~)2m-2 + 
12 ... --1 2 8. 1 (~)2",-~ + ( I)'" 8 1-22m-3 ~- -,.. - '" 

_ 2z J 1~ __ (~)'.!/II-2_ 
I 2m-1 ~ 

_ 2 Z J 1_1_ (~)2",-2_ 
2 2m-1 î! . 

8 1 (l)'!"'-4 + 
1.,2111-:1 2 

8 1 (~)211l-4 -t 
1·1"!ul-S ~ -

8:l,,2 .. : __ á(~?"'~-'" + (-I)JlI- 18111 __ I " I~t-
8. 1 (~)2111:""6 + ( 1)"'-18 I 2.,2111-5 2 - ... - 111-1 .. ~2-

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . 
2 ti 1 (~)211l-2 8 I (~)'.!111-4+8. I (1)2111-6 +( 1)"'-18. l~ - . (43) 

- ZfII(I 2nt-1 2 - l''''2nt-:I ~ 2.1I'2m-á "2 -... - m-l./II nt-mln 

Valable ponr 2m, c'est-à-dire pour uu nombre pair d'ordounées. 
Pour (2m-I), c'est-à-dire pour uu nombre impair d'ordonuées, 

lorsque Z. = 0, on trouve la formule 
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1-~ ~ (.1.)2111 8 1 (J )2/11-2 + () 1 (J )2,11-4 + 
211,+1 2 - J.,- 2;11- 1 '2 0"1. •• 2", =-3 ~- -- ..• 

+(-1)"11-18 J_(.1.)21_2 JI~ _ (J)~"'-2_ S _. ~~ (.1.)2",-4+ 
- 1/1-1.,' a -z- Z'l. 2/11- 1 2 L,', :!//I-3 2 

+ S. 1 _(.1.)2//1- 6 + ( 1 )"1 8 .1. (.1.)21 a 
2.011.,"-5 ~ -... - lu-2 .• 0,· a 2 2-

................................................... 
- 2z J I· _1 (.1.)21/1 - 2 8. 1 (.1.)2m-4+ 8. 1 (I )2111-6_ + 

114 2"..- 1 2 - 'f"ou""211l ·- :.J -~ 2'.01"211' il 1f ••• 

+ (- I)''' 8//1-'-.:l.,.111 '~(-2fl a", = min ....... , (44) 

~ 20. Comme application des formules du ~ précédent, no us 
posons Ie cns de 1JZ = 3, c'est-à-dirc qu'il fnut cnlcnler 211t = 6 
ordonnées. De la Table A nons obteuons alors pour Ie premier !/roupe 
de longueurs d'abscisses 

z" = 0.12 , z"}. = 0.33 et Za = 0.47 

et de (l:}) pour Ie premier tm'me de l'erreur E, t"aisnnt partie de 
ce groupe 

1+(~-)6_(z16Jli+Z:l6Jll+~61lJ)IA6=-0.0000 1633 6188..16 , 

tandis que, d'après (43), on trouve pour Ie premier tel'me de 
l'erreur, appartenant au second groupe de longueurs d'abscisscs 

[1+(-!)6_8i • t(~)\ + 82 , t(t)2-8al­
- 2 ZiJ Ik (t)"- s .. , . t (t)2 + 82.,1 ~-
- 2 Z:ld 1* ({)4 - 8 .. , . t (})2 + 8 l . .! a l -

- 2 zad 1* (t)' - S1., . ~- (t)2 + Sl.,! «a ] ..16 = 

= [- 0.0000 1633 6188-
- 0.0000 2177 4424 ai -+­
+ 0.0000 25S)2 0664 a2 -

- 0.0000 3565 5604 a;} ] Aij; 

expressioll, qlli dcvieut la plus petite pour al = 1, a;.! = 0 ct 
a;} = - 1, de SOl·te que les abscisscs du secolld gl'Oupe SOllt 

Xi = 0.13 , [V:l = 0.33 et Xa = OAn .... ' (45) 

En cftet, on tl"Ollve pour ces longlleurs de X 

I = 11 + H= 0.246() 1426 3400 (!I~ i +- J+l) + 
+(1.15n!) 3803 5364 <.o/-~+J+~) + 0.09G4 47701146 (JI- -3+J+3)­

- 0.0000 0314 7065 A6 + 0.0000 0313 4520 As + 
+ 0.00000214 27U8 AIO + 0.00000094 1791 Ai"! + 
+ 0.000000348202 AH + etc ................... (46) 

Si on comparc cette formule u celle sub (32) on con state , que 
daus (46) non seulemellt Ie premier, ma is aussi quelques-uns des 
tennes de l'erreur E qui suivent immédiatement Ie premier terme 
sont plus petits que les termes homouymes daus (32). 
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De (46) on trouve pour uue valc'ur upproxilllutive de l'intégrale 

f
~ d;c 

_l8.5+cV 

It = 0.1177 8303 5657 4 ... 
contI·e 

11 = 0.1177 8303 5688 .... de (32), voir (35). 

Comme scconde npplicntion, HOUS posous quc Ie nombrc des 
ordol1nées ti. calculer sera de (2m-1) = 5, tandis qu'ici cV sera 
aussi exprimé en deux décimales, et que mainteuunt aussi J = 0.0 I; 
dans ce cns, la 'l'ahlc A don ne pour Ie jJ1·(]'Iuier groupe de lon­
gueurs d'abscisses 

Zt = 0 Z"l = 0.27 et. za:::t 0.45, 

et. 011 obtient, d'après (44), pour Ie premier tel·me de I'errcllr, qui 
fait part ie du 8ec01zd groupe 

[/ 1 (1)6 1 (1..)" ( 2 + 2) + 1 (1..)2 2 21 "'("2 - [,' l! Z2 Za :\ l! Z2 Za I -

- 0.02 Z~ l-l-(~l-* (~_)2 za21"~ - 0.02 Z3 H <I)4 - ~ (t)2 z/I ";I] Aij = 
= [0.0000 1983 -t-
+ 0.0000 23625 ""l -
- 0.0000 57825 "a ] A(j ; 

expression ql1i devient la plus petite pour "t = - 1 et "3 = 0 ; 
par conséquellt il faut prendre {]]2 = 0.26 et {]];I = 0.45. 

Abstraction fuite du sigue, on trouve ici pour Ie premier tcnue 
de l'crreur B de la formulc pour cinq Ol·données, 0.0000 0336 A(j 
contI·c 0.0000 1988 A(j pour cclui qui npparticnt ti. Ia formule pour 
les longuclll"s d'abscisscs en deux décimnles cmpruntées à In Table A. 

IJa formulc pour 1 pour les longueurs d'ahscisses corrigées est 

1=11 + B= 0.26887768 76813't + 
+0.239877445928 (9-2+9+2)+0.125(; 83710232 (9--3+3'+3)­
-0.00000336 A6 +0.00000133As +(L00000251Ato+ 
+0.00000140 At2 +O.OOOO 0056 AH+ 0.00000019 A16+ctC. (47) 

De (47) on trouve pour unc valcUl· nppl"Oximative de l'intégraie 

f_:s.-~jj 
lt = o. 1177 830/J 56.57 4 

pOlU cÏ1zq ordonnées, tout comme plus haut pour 8itl: ordonnées. 1) 
Les formules pour It de la 'fabie B Ollt été dédllites de la 

façon exposée dans cc ~-ci et dans Ie ~ p.·écédeut. 

1) Voir la remarque dans la dernière phrase du § 18. 
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.Déter1Jlillation de I' ereactitude d' une valeter approxilllative. 

~ 21. Duns Ie calcul de la valeur npproximutive d'une intégrale 
définie, il est généralement nécessait'e de savoir jusqu'à quelle figure 
(chiffre ou zéro) cette valeur est exacte. 

A cet effet, on peut recourir à deux formules, qui dans la 
'[1able A (ou dans la rrahle B) se suivent immédiatemellt. Nous 
représentons ces formules, pour les distinguer !'une de I'autre, pur 
It et I 2 ; la del'l1ière étant arrangée pour plus d'ordonllées que la 
première, est par conséquent plus exacte quo l'autre, de sorte que, 
à la série illiilterrompue de figures égales, comptées à partir du 
premier chiffre, que les résultats calculés d'après les deux formules 
pour It et I 2 ont en commun, 011 peut conclure à une valeur pour 
It qui est cxacte jusqu'à la dernière de ces figures égales. Cette 
détermination de l'exactitude exige il est vrai Ie cl\leul de deux 
formules avee des ordonnées toutes difierentes: C'est d'ailleurs là 
la voie <)u'on doit suivrc, lorsqu'on fait usage des formules de 
GAUSS; pour les formules de la 'rahle B, on peut exécuter un cal­
cul plus commode. 

Notammellt il est plus simpJe de calculer pour It une des for­
mules de la 'rubie B et de relldre plus faciles les culculs pour 12 

en employant pour I 2 les mlllIles ordonIlées que pour It en y 
adjoignant deux nouvelles. 

Si nous admettons que, dans In formule à développer pour I2' 
ou attrihue UI1X (m-l) abscisses Xt, re'}., Xs,' • • XII._t, les mêmes 
valeurs que dans la formule pour It, il faut alors encOl'O détermi­
ner les valeurs des 11t grandeUJ's 1l et J'ahscisse iucollJlue XII" done 
en tout (1Jt +- 1) ineollnues, A eet effet nous pOli VOIIS dans (19) 
éguler à zéro les eoefficients des prerniel's (m + 1) termes de B, 
ehaeun en particulier, et, des équations ainsi formées, résolldre les 
(ut + 1) ineonnues qui en même temps satisfont à ces ('lil + 1) 
équations. Nous avons 

(48) 

2mR + 2mR + 2mR + + 2m}l _ t (l)2/11 Xt 1 re'!. 2 X3 3 • . , XIII 111 - 2,;.+t 2 ' 

Si, dans (66) et (69), no US posons d= 0, k = 2, c = 0, v = 1Jt 

et up = 2P~1 (ilP, on trouve de (66) Ie mêlDe groupe d'équations, 
que celui sub (48) et par conséquent pour ces équatiolls vaut, d'après 
(68) I'égalité 
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1 (~)2 ... -2 8. 1 (~)2 ... -4 + 8. 1 (l)2/11-6 + ( I )"'-1/:i 
Jl = 2111-1 Y - t.l)·21/1~ 2 2.1,.~,,-5 2 =._ .. _.~ __ ~1~ •••• (49) 

JJ aJ 2"'-2_8 aJ 2111-4+8. ... 2m-6_ +(_1)m-18 
p LV p 2.1""'1' ••• 111-1.1' 

ct d'après la première équation sub (72) l'égalité 

2":+1 (!)21l1-81·2l/1~1(t)2"'-2+82'211:-3(!?"'-4_ .... +( --1 )",-18111~vl<~)2+(-1)'" 8",=0 

La dernière égalité devient (voir (56», après substitution de 
.81 = 81.m + aJm

2, 82 = 82.", + 8t.m. aJ",2, etc. 

2,,:+1 (!)21l1-(8t.IlI+aJ",2). 2,Lt (!)2m-2+(82.",+ 81 .m.aJ",2)2 m~3(!)2m-4_ ... 
... +-(-1 )111-1(8", -1.m +8m_2. IIt .tv ... 2)+(-1 )"'S,n_1:'n"/lJ1II2=0 

d'ou 

1 (J)2m 8 ~l)2m-2+8. ~l)2m-4 +( 1)m-18 
2_ 2m+1 ~- - 1""2",-=1\2 2. tU*2",-3\ 2 -... - m-t.n& aJ - _. - . -- - - -

'" _1 _ (l)2111-2 8. 1 (l)2111-4-+ 8. 1 (l)2'''-I; +( 1 )"'8 + ( 1 )'''-18 2'1&-1 2 - t.w2Iu-3 2 - 2 " ";lIu~ 2 -... -- ",-2. '" - lu-t .'U 

En appliquant cette formule au cas, par exemple, de III = 4, lorsqu' 
auparnvant on posc (voir (45») 

aJ1 =0.13 aJ2=0.33 et /lJ3=0.46, 
I 

on trouve 
I 

rp",2=-t· 

Cette \"Sleur négative pour aJ,,2 montre, que s'il faut attrilmer à 
aJt, aJ'!. et aJ;j les valeurs que nous venons de mentionner, il est 
impossible d'y joindre une quatrième qui puisse, avec les trois 
précédentes, satisfaire allx (m + 1) = 5 équations sub (48). 

Pour rester mailltenant aussi près que possible de la valeur cal­
culée de aJ",2, on peut poser aJ", = O. Cette valeur de aJ4 jointe aux 
longueurs prescrites des autres abscisses, par conséquent 

aJ;j = 0.46 et aJ", = 0, 

conduite à la formule auxiliaire suivante, 

I 2= 0.2414 1627 5088 (!I-1 + !I+1) + 
+0.1584 (j732 4625 (Y-2+!I+2) + 0.096075803242 (!I-s+!I+3) + 

+ 0.0080 ~ 119 4089 !I"" 

tandis que, sub (46) on a trouvé pour 11 

I 1 = 0.2466 14263490 (!I-1 + !I+1) + 
+ '0.156938035364 (!I-2+!I+2) + 0.0964 47701146 (!I-3+!I+3) 

Si nous entendons, comme STIltLING 1) par "correction" ou "corr." 

') STJRLJNO. ,l(el/'I)du. DiOerentia,(iB. Londres 1730. 
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la différence entre la valeur approximative de l'intégrale calculée 
pour Ie cas de 211l ou de (211l-1) ordonnées et la valeur plus 
exactement approximative, que l'on obtient en adjoignant au nombre 
des ordonnées deux ordonnées nouvelles, alors corr. = I 2 - I 1 et 
dOllC, dans Ie cas envisagé plus huut, 

corr.: = - 0.0051 97!)S 8402 <.0/-1 + Y+t) + 
+0.0015 2928 ~)261 (Y-2+Y+2)-0. 0003 7189 7SW4(Y_a+Y+3)+ 

0.0080 8119 408H Y.\. . . . . . . . . . . . .. (50) 

De (46) on a tl'Ouvé pour une valeur approximntive de f' 0- 5
rk+ -: 

_&0. x 
11 = O. 1177 8303 5657 4 

De (50) on trouve corr.: = - n.oono 0000 0000 53, <1'0" I'on 
pent conclure quc In valeur trouvée pour It est exacte jusqu'à la 
onûème décimalc inclusivement, ce qlli est fl'accord nvec I'énoncé 
<Ie la valeur appl'oximntive de ladite intégrale dans Ie ~ 15. 

Les corrections qui ont été admises dans la Table Bont Ie sens 
donné ci-dessus à "corr.": et ont été développées d'ulle façon iden­
tiqlle à celle (Iue nous venons d'indiqller. 

P.·enons encore la formule pour 5 ordonnées de cette 'rabie. A 
la fin du ~ 20, on a trouvé de cette formule pour une valeur 

. . dl" , 1 fi dx approxlmntlve e mtegra e _18.5+x 

I 1 = O. 1177 8303 5657 4 

tandis que l'on trouve de la formule pom "corr." 

corr.: = - o. 0000 0000 0001 3 

d'ou il résulte que la valeur calculée de 1t est exacte jusqu'à la 
onzième décimalc inclusivement et est plus exactement représentée par 

It = O. 1177 8308 5656. 

Ca/cu/ de8 valeur8 de Sp, Sp.q, etc. 

~ 22. Les longueurs d'abscisses corrigées, exprimées seulement 
en deux décimales et dont nous représentons les carrés par 

Zt 2 , zl , zl,. . . Zm 2 
• • • • • • • . • • • • ., (51) 

étant connues, il est facile, pour de · petites valeurs de m, de cal­
culer assez rapidement les valeurs correspondantes des grandeurs 
S/" Sp.q etc., au moyen des sommes des produits deux à deux, 
trois à trois, etc. desdits carrés; mais lorsque til est grand, ces 
calculs deviennent extrêmcment compliqués à cause du grand nombre 
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de produits, qui alors doivent être déterminés. Cependant, on pent 
donner aux expressiolls pour S,,, etc. une autre forme, qui est quel­
quefois plns commode. 

1 e. N ous représentons en général la somme des pl;,mes puissanses 
des carrés sub (51), à l'exception des r..arrés {Cq2 et {Cr2, par EPq.r , 

ct la somme des prodllits p à p de ces mêmes (m-2) carrés par 
Sp.q.r' alors les carrés sub (51), snnf les carrés Zq2 et z/, sont les 
rncines de I' éq uation 

j(r) = (r-zt
2) (Z2_ Z22) .. . (r-z",2) . •..•.. (52) 

Dans (52), les facteUl'S (Z2_Zq2) et (Z2_Z/) ne se présentent 
pas; pour (52) on peut écrire aussi 

f(z2)=(z?)'1I-2-81 ''I.r(z2)m-3+S2''I.r(z2r-4- ... +(-1)m-2Sm-2.q.r=O 

la dérivée de cette dernière équation est 

f' (Z2) = (m - 2) (z2r-3 - (m-3) S1.q.r (Z2)"'-fl +- ... + 
+ ( 1)"'-1('. - 0 

- AJm-3.q.r - .•.. ... ...•.. (53) 

Le rapport entre r(z~ et f(z?) s'exprime par 1) 

.r (z2) 1 1 1 1 
f(z'!.) = ?-~Z12 + Z2_Z-:} + Z2_Z'/ + ... + z'1._.z~n2 ; 

donc 

f(r) f(z2) 
dans Ja dernière équation les termes ---- et - -- ne sc pré-Z2_Z 2 Z'l_Z 2 

iJ r 

sentent pas. 
Si I'on divise f(z?) par (Z2_Zt2) on obtient 

j'(z!l = (Z2)JII-3 - 8 
Z2_ Z12 t .q.r 

+Zt
2 

Si dans cette dcrnière équation on remplace Zt2 successivement 
par chacune des (m-3) autres rncines, on aura en additionnant 
tous les résultats, I'é(luation suivante, qui est identique à celle sub (53) 

f'(z'l) = (m- 2) (r)m-3 -1(1IZ- 2) s" .q.r - E\.rl (r)'u-4 + 
+ I(m - 2) 8 2.q.r - Etq.r . S1.q.r + E2 q.rl (r)"'-5 + ...... . 

') J . A. SERRET. Cours d'Algèb"e Supèriew'e I. p. 111 et 877-379. 

http://L_._L_i__L.4_


(SPÉCIALEMENT DE GAUSS) ETC. 81 

La comparaison de cette expression pour .f(z~ avec celle sub 
(53), fournit les relations que 110US dOllnons ICl: 

(m- 3) S1.q .r = (1Il- 2) S1.q.r -1:\.r 

(m - 4) 82 ''1. r = (m - 2) S2 .'1. r -1:\.r.S;.q.r-t-1:2 q.r 

(11l- 5) S3.q .r = (m- 2) Sa''1 .r-1:\ .r &.q.r +1:
2
q.r . S-t.q.r-1:

3
q.r 

et ainsi de suite. 
Après quelques réductions on obtient les équations suivantes, qui 

ont été données, ponr In première fois, pur NEWTON: 

S1.q .r = 1:\.r , 
2 S. - 1:1 S 1:2 

2·'I.r - '1.,. . I.q .• ' - 'I ." , 

383.'1 ." = 1:\.r . S"l.''1 .,. -1:
2
q.r . S1.q.r + 1:

3
'1 '" 

4 S - 1:1 S. 1:2 S. + ~3 S 1:~ 4.q .• · - q.r· 3 .'1." - 'I .•.• 2,fI .r .. q.r· l.q.r- q.r' 
... (54) 

.............. .. ..... . ........... . ...... . ... 
(111-2)8 _'~1 8 _~2 8 + +(_I)III-1~ tn-2 111-2.q.,·-" 'l.I" 111-3.'1." .. q.r· III-~.q . r ... ~q .r 

2e• Les carrés sub (51) sont les racines de I'équatioll 

Si 1'011 isolc des carrés sub (51) Je carré :.cp
2 et qu'on mette 

S1.p=Ia somme dcs carrés sub (51), exccpté Ie carré :.cp
2

, 

82./. = la somme des IU'oduits deux à deux de ces mêmes (m-I) 
carrés, et ainsi de suite, alors Jes tm-I) carrés restants sont les 
racines de I' éqnatioll 

(r)"l-t - S-t.p (z2)"'-2 + ete. 

En multipliant cctte rlernière équation avec (ar - :.cp
2

) , alors, 
puisque ce produit est identiqne ft. I'équation I(r) sub (55), Ie 
(f} + 1yèmc terme dn produit sera égal au (f} + I)iome terme de (55), 
par cOllséquent on a en général 

Sm = 8m.7' + Sm_t.p' :.cp2 
• ••••••• • •••• (56) 
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SECTION II. 

Formules d'app,ooximation lorsque la fonclion 
sous Ie signe intég,oal ne peul pas êlre remplacé par 

une série de la première classe. 

§ 23. Les formules des 'rables A et Bont été établies dans 
la suppositioll que la fonction sous Ie signe intégml peut être repré­
senté pnr Ilnc série de la jJ 1" P.1Il i è 1"f! dasse. Si ces formules sont 
nppliquées à llIlC intégmlc do nt la fonctioll ne peut pas être rem­
placée pnt· nne série de puissances complète, les calcllis n'attein­
(hont pn.<; à In plus grande exnctitllde necessibIe. 

Si aupat'avant on découvre IIne laeulle dans la sél'ie, 011 peut 
en tenir compte dans Ic cas 011 I' on vcnt cOllllaÎtre les nbscisses les 
plus avantngeuses pOllr l'intégmle, dont on veilt calculel' une valeur 
approxi mntive. 

Pour la question qui nons occllpera dans cette Section, no us 
introduirons (voir l'nlinéa flnal dn § B) de nouveau les lignes At X 
et At yt comme nxes des coordollnées ct nous considérerons les inté-

grales de af F(x) daJ et a 1 f:rï,· dm entre les limites 0 et 1. Les 

lettres d et Ic représentent des nombres entiers plus grands que 1. 
Dans ces deux fonctions, on voit immédiatement: 
Dans la première, quc In ligne repI'ésentée par l'équation !/=xd F(x) 

passe pUl' Ie point d'intersection AI des axes AtX et A' yt ct que 
par conséquent dans (5) L = (), et, dans la dcuxième, que, dans 

la sé1'Îe, qui peut rem placer a ; h:r'" il manque plusiems tel'mes, 

et qu'ainsi ces deux séries n'appartiennent pas à celles de la 
première cla88e. 

§ 24. 1°. Lorsque dans xd F(x), la fonction F(x) elle-même peut 
être représentée par la série de In première classe 

F(x) = ao + at x + ~x? + aa ar + etc., 

alors la valeur de l'intégrale de X'I F(x)dm, entre les limites 0 et 1, est 

t 

.l = /0 x-l F(x)tk = ,T~t ao + tI~2al + d~3a2 + I.f.haa + etc ... (57) 

Si 1'0n représente les coordonnées des n points conIlus de In 
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Vl"llle ligne limite de la figure par (aJ1, .0/1)' (x2 , .'112), (aJ3' !a) ... (aJn , .0/,,) 
a]ors une aire approximative de la figure est 

I 1 = R I !1 + R2!-J. + lla."!:1 + ... + Ril! .. ' • . . .. (58) 

ct l=Il+E. 
Si ron sllbstitue dans (5S) les n ordonnécs calculées, alol's on ohtient 

+ D ( d+ ,1~1+ '1+2+ ,d+3+.t) .1"" (Jo aJ" . al ,11.. fl 2 aJ" a;j <l.. C C. = 
- ~ I '" d+l'l~ + '" <1+/, R +,., '/+1' R +. + '" d+l' l'~ ) - \'''1 "1 "'-J. "2 "'3 J • . • ' '',. "n . 

La dernière équation soustraite de (57) procnrc l'éqllation 

dans ]aquelle il faut poser successivement p = 0, 1, 2, etc. 
Si dans la del'nièl'e expression on égalc à zéro chncun des 2n 

premiers termes , alors les valeurs de aJ de 

a:1
d 

Rl +x2" 112 +aJ3"lla + .. . -t·aJ,.'1 R" = "~I I 

'11/+llll +aJtHR-J. +(1):1"+1 Ra + ... +aJ,,"+1 R,. = ,/:21 
'" "+21~ +'" "+21~ -1_'" ,I+:! n -t. + ... <1+2 J> - .1 (59) "' 1 "1 "'l "2 " ' 3 1':\ • • • "'.. '/"" - ,/+3 ; . .. . 

. ;/~2~~~1~ '+' . : ,;+~,; -'1 ',; +' . ' . :/~!:l: ·;R· '+' .. -t' .. '<I~~"'-; ~'.' .. '1'- \ 
aJl "I [};2 ":l aJ.1 :I'" aJ,. .1".. ,/+1n 

donnent les longueurs d'abcisses pom' les forllluies d'appl'Oximatioll 
les plus exactcs pom n ordonnécs. Si dans ((i() et (6!J) nous pOSOJlS 

c = 0, Ic = 1, v = n ct u" = d+:'+1' on tl'OlIVC facilement que dUlls 
(5!J) les gmndeurs aJ sont les racines de l'élJlIation 

aJn - 8 t aJ,,-1 + 82.2"'-2 - 8;ln - 3 + ... + (-1)" 8n = ij 

mudis <ju'en posnnt dans (72) et (78) r=d+n+ 1, v=n, d= I, 
Bo = I, BI = 81 , ..• Bu = 8n , on obtient 

11. d+ll 
= i' d+ 21l' 

8 1 

11 -1 d + n ... . I _ . -~-_· · s 
2 d+21l-1 1. 

11-2 d+·n-· 2 
-. A"" - 3 d+ 2n-2 2· 

Verhand. Kon. Aknd. v. WelenlWh. l' &-elie. DI. XI. No. Il. Jo' 3 
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8"_1 = n ~-l . rI ~ ~ ~-2 8" - 2 , 

.\'.. = 1 . _, d +°+1 
. 8,,_ 1 • 

1ll+1I I 

On trouv(!, par exemple, pOllr rI= I et 71 = 4 les gmndelln; .1.' 

de l'éqllation suivante 

ou 

done 

d'Ol' 

::rl- Si .::ri' + S2 ::r? - Sam + Slo = 0 

,S~-A- ,._211 
• 1 - 1 • 11 - 11 ' 
1..' _ 3 ol 20 _ á 
"2 - "2 • X' îi - 11 ' 
Ct _ 2 a á _ lOet 
..,:\ - 11 '7" . 11 - "in 
o -.1 .2" JJl - _ iL 0" - 4 • fl • 2 1 - , 2 ti 

mlo 20 ",:1 + á -2 l. 0 '" + r. - 0 ". - TI ", 11 re- - 2 -.- ", Tï! I; -

/1]1 = 0.1397 
:.c2=0.4104 
'Va = 0.7231 
,17.= 0.9428 

~~~~ f ... . ..... . .. . 
5099 I 
9580 , 

(00) 

Reml\1'quons iei Ilue lil série pour }l(:.c) a été suppollée de la 
première classe, ce qui n'est pilS toujOUl'S Cllcile à constatcr, il s'en 
Caut, et si, panni les premiers termes de cettc série. il en manquait 
un ou plusiems, alors les valeurs sub (00) ne désignent non plus 
les longueurs d'abscisses les plus Cavorahles. 

Ponr d = 1 et 7l = 3, on trouve 

Xi = 0.2123 4054/ 
312 = 0.5905 3

1
3
2
" (1)4

4
! " . " " " "" (Ol) 

et 31;1 = 0.9114 

Po 11 I' d = I et n = 2 : 

311 = 0.3550 5103 
et 31'}, = 0.8448 4H97 

et pour d = 1 et n = 1 : 
I \"" ........ (62) 

2°. Ilemplnçons l'expression !I = rt ~ b:.c Ic, dllns laquelle on suppose 

IJ < I, par I'équation suivante 
rt 



(~WÉClALJ!:MJ!:N'l' m; UAU::i8) Jt..vrc. 

_ I _ b ." + ll· 2k _ ba al> + ' , «'.J) !J - - + ". a; a . x + ~. x etc ...... '. )~ a a- a a 

dans laqucllc, des signes doubles, les signes supérieurs vont ensemble, 
ninsi que les sigues inférienrs. 

N I -. b b? _ b3
:1 \' , 

ons pOSOlIS -=ao, + .)=ai; a=a2 , + --4=a, etc., (OU 
a a- a a 

(63) devicllt 

!J = ao + lli ,v" + a2 • x
2

J. + as . Xli" + etc. 

Si les abscisses dcs 11 points COllllllS de lu vraic liglle limite de 
la figUl'e S01lt Xi' X 2 , X;j" .. X,p alors 

[i = Ri (ao + ai x/"+ a"l.Xi'!J· + aaXi3" + etc.) + 
+ Jl2 (aO + lli'V/ + a2 {v.r + aax/k + etc.) + 
+ Jla(ao + ai x3" + (f2X/" + a;Jx}" + etc.) + 

+ et ninsi de suite. 
, f1 1 La deruièl'e égalité ayant été soustraite de 1 = _ . -- , clx, 

II + bx" o _ 

1l0tnnnnent 

I I ] 
I = lllJ + Ic +-1 al + 21- + 1 a:l. + 3-k 4- T aJ + etc. 

<1onlle, pom Ic ealeul des 1t longueurs d'abscisses, les élluatiolls 
suivalltcs 

R2+ 

x 2" Jl:l. + 
Ra+··· + 

,,."R + + "'3 :I ••• 

,,,2"]' + + "'a j,a ... 

llu = J 

1'1-' I 
xn' j,n= k+l 

:c}"ll" = 21c ~ 1 

'" (:I. .. - 1)"1'-' + '" (2n-1)"1l + "', (:l.II · - t)k 1'-'. + -I- '" (:1.'.-1)',: 1l = __-.!:... ____ . 
"'I I-t , " ' 2 2 "':I ·I-a· •• I "'" .. (2n-I)Ic+ I 

Pour Ic = 2 et n = 3, par exemple, on tl'ouve les longueurs 
d'abscisscs de l'éqnation 

(al}- 8i (ar)2 + 82 (a?) - 8:1 = 0 
ou 

F a* 
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X t = 0.2386 1920 
X'l=O.60 12 0943 

et ,t':i = 0.9324 0953 

Conclusioll. 

I. .. ....... .. . 
\ 

(64) 

~ 25. Les distanccs des }lieds des trois ordounées pour (21/t -1) = 3 
de la Table .iJ, calculées à pal'til' du point At, comportent 

Xt = 0.5 - 0.3872 9833 = 0.1127 0167 
x"!. = 0.5. .. (65) 

et Xa = 0.5 + 0.3S72 9833 = 0.8872 9833 

Si l'ou eompal'c ces distnnccs avcc les longueul's des ahscisses 
sub (61) et (04) ct ces longucurs-ci entl'e elles, 011 constatc, que 
toutc lacune dans Ie COll11lleUCClllent de la série, qui peut rempla­
cel' la fonctioll sous Ie sigue intégral, peut avoir une tl'ès grande 
inAuence SUl' les longueurs des ubscisses les plus favorables. C'est 
ainsi que, pal' exemple, pour n = 3, l'ahscisse Xt dans (64) est 
plus de deux fois aussi gl'ande (Iue celle dans (05). 

Si 1'011 compal'e ensuite les 21/t = 4 longueurs · d'abscisses sub 
(00) avec celles corl'espollduntes de la 'l'able A, celles-ci étunt 
comptées à pal'tir du point A1, notRlllment 

Xt = O.OHH4 3184, 
X'l = 0.3300 0948, 
iCa = <UW99 !)052, 

et X4 = 0.9305 6816, 

ou voit, (Iue 101'sqn'oll nppliqne les longueul's d'ulnès GAUSS à des 
fonctions dont les sél'ies ne sout pas de la 'P1'cmièrc classe, lCII 14 
Oit 15 dCt'lli(Jrc8 dca 1 () déci1llalc8, dans lesquelles x est eXpl'imé 
duns la 'l'ahlc A U'01lt ab801ulIlc1ltaucunc valeut·. 

La compamison des 10llgueurs d'abscisses sub (li2) avec cellcs 
eorl'eSpOndnlltes de la Tahle A donne lieu ti. UlW remarque nnalogue. 

De ces difli~rents faits on peut déduil'e, que les formules de la 
Table A ne penvent êtt'e employées avec avant.age, que pOU!' UD 

llomlne restreint de fonctiolls, notamment pour celles dont on sait 
avec certitude qu'elles peuvent être remplacées par des séries de 
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la première classe; pour toutes les autres il faudra parvenir à 
l'exactitude dans Ie caicul de la valeur de l'intégrale en prenant 
un nornbre considérable d'ordonnées. 

Il en résulte, en rapport avec les observations dans les ~~ 12, 
16 et 21, qu'en général, pour Ie calcul de la valeur approxirnative 
d'une intégrale définie, les formules de la Table B méritent d'être 
préfél'ées à celles de la 'rabie A. 

SECTION 111. 

Développement de formules SUl' lesquelles reposent 
celles destinées au calcul d'une iutégrale définie. 

~ 26. Des (c + v) 

,V/Ri + 
,V/,+d R1+ 
tt,1

2k+d Ri + 
,Vt3k+clR1+ 

équations 1) 

,v/.Ra+·· .+ 
k+clR+ I 'Va 3' .. :-

2k+<lD + + X3 .1"3 ••• 

3k+clR + + ,V3 J' •• 

'" (c+v-1)"+(!R -1-'" (c+v-1)k+cI D +'" (c+v-1)k+clR + +'" (c+v-1)k+dR =" I 
,~t t I ~2 .11-2 '~a 3' •• ~c+" c+v "c+v-t> 

ou c, v, d et Ic représentent des nombres positifs al'bitraires et les 
(c + v) grandeurs u, de mêrne les nombres x sont connus et les 
nombres R sont inconnus, déterminer la valeur d'un R arbitraire 2). 

8olution. Remarquons que toutes les (c+v) grandeurs x se 
présentent tout à fait de la même façon dans les équations sub 
(66). C'est pourquoi il ne faut pas résoudre immédiatement chaque 
R séparément, mais il faut tout d'abord tacher de dét.erminer les 
coefficients de l'équation dont les (c + v) grandeurs .vk sont les 
racines. C'est à cet effet que nous introduisons les notations suivantes: 
St.p= la somme des puissances x/""xc+/, à l'exceptiondexp

k
, 

82•P = la somme des produits deux à deux de ces mêmes (c+v-1) 
pUIssances, 

S3./J = la somme des produits trois à trois de ces mêmes (c+v-l) 
puissances. et sinsi de suite. 

Sc+v_t.p=le pl'oduit (continu) de ces mêmes (c+v-1) puissances~ 

') 'Ici la somme (c + v) pourrait être remplaeée par one seule lettre; cependant il est 
préférable, à cause de la clarté et en rapport avec la solotion des équations sob (69) 
et avee les formules qui doivent en être déduite@, de garder la somme (c + v). 

I) Voir .lJémoÏl·e, de I'Académie de Be r I i n. Recherches par M. DE LA GRANGE. 

lï75, pag. 183 et 1792, pag. 247. 

(66) 
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Les puissances IC/, ... XC+flk, à l'exception de IC//", sont alors les 
racines de l'équation 

..,(c+v-t)k_ '" :>,1C+"-2)k+ '" ",IC+"-S)k'_ +(_I)c+L'-tS -0 
"' lJ1.p' '" 1J2.p·'~ • •• c+v-1.p- . 

Nous représentons aussi Ie premier membre de cette équation par 

( k) (j. k) ( k k) (k k) 0 (67) IJ!p {IJ = IC' - ICt ' {IJ -IC2 ... IC -ICC+ I" = .... 

dans ce produit , il est elltendu que Ie facteur (ttl-IC/) ne se pré­
sente pas. 

Pour résoudre les équations sub (66), nous les additionnons, 
après les a\'oir multipliées, la dernière pal' + 1, l'avant-dernière 
par - 81.p' la précédente par + 82./., et ainsi de suite, et enfin 
la première pal' (-1 r+v

-
t 8c+v-1./J' 

Si l'oll l'éunit les termes avec Ie même R, on obtient 

!IC
1 
(c+v-1)k+d 

!IC
2
(c+v-t)k+rl 

!ICS(C+V-1)k+cI 

- .•• +(-I)c+v-t S C+v_1./J ICt
d 1+ 

- ... +(-I)c+v-18c+t._1.px/ 1+ 

- ... +(-Ir+v- 18c+v_1. px/ 1+ 

Le premier memhre de cette équation peut être également repré­
senté par 

Rt . Q/J(x/)x1 d + R2 • Cfp (,t,/)x/ + R3' Cfl'(,v;/'')a.'a d + ... + R c+," CJ!p(xc+/)xc+v
d 

ou, en vertu de la supposition au sujet de CJ!p (xk) sub (67), les 
coefficients de toutes les grandeurs R, excepté Ie coefficient de la 
grandeur RI" sont égaux à zél'o, pal' conséqllent on obtient, après 
avoir divisé par Ie coefficient de RI': 

R - uc+v_1-81.P' uv+c_2+82.P· u,'+c-s-" • + (_I)c+v-t 8 c+v-1.puO 68 
p-x (c+v-1)k+d_& x (c+u-2)k+"+& x (c+u-:J)k+d_ +(_I)c+v-18 IC d" • ( ) 

/> 1.p· P 2.p· P • • • c+v-1./J' 1> 

Dans les applicatiuns, que dans eet exposé, nous faisons du groupe 
d'équations sub (66) on a toujonrs X1 < IC2 < ICs < ... < Xc+v et 
donc, en vertu de (67), Ie dénominateur dans (68), abstraction 
faite du signe, est plus grand que zéro; par conséquent R/> reçoit 
dans (68) toujours nue valeur unique et déterminée. On ne peut 
pas admettre pour x deux valeurs identiques, par exemple ICq = xq+1' 

parce que, dans ce cas, Ie dénominateur de (68) serait égal à zéro 
et que par conséquent la valeur de Rp deviendrait infiniment grande, 
Il est clair q u'î} est bien permis de prelldre une des valeurs de x 
notamment X1 = 0 (voir la note à la p. 8) 
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~ 27. Des (c + v) + v = (c + 2v) équations 

X 1
d R1+ 

x/'+d R1+ 
X1

2k+d R1+ 

39 

.. . .... . .. . ....... . . . ...... . .......... .. ........... . .... . .. . .. 
X (o+2u-1)k+d R +", (c+2v-1)k+tl R + +", (C+2v-1)k+cl R + +", (c+2v-1)k+d R =u 

1 1 "'2 2 ... "'v v ... "'c+u c+u c+2u-i' 

dans lesquelles les (c + 2v) grandeurs u, de même que les c gran­
deurs Xi> X2' Xa, •• • Xc sont connues et dans lesquelles les autres v 
grandeurs x, ainsi que toutes les (c + v) grandeurs R sont incon­
nues, résoudre les (c + 2v) inconnues. 

8olution. Du ~ précédent est npparu comment on peut trouver 
les valeurs de R au moyen des premières (c + v) équations de (69), 
quand toutes les f1;l'andeurs Xi' X2, X3" •• X C+t , sont connues. Pour 
pouvoir expl'imer ici Rp dans les données, il nous impOl'te dOllC 
d'abord de définir les v grandeurs inconnues x. 

A cet effet, nous introduisons les notations suivantes: 

81 = la somllle de toutes les (c + v) grandeul's x./, X2","'XC+U". l 
82 = la s~m~e de ~eurs produits deux à deux, L(70) 

et aInSl de smte, \ 
8c+v = leurs produit (continu) I 

Les (c + v) gl'andeurs (x") sont alors les racines de l'équation 

a!-c+V)k_8ix(c+II-1)k+8#(c+V-2)k_ ... +(_I)c+v8c+v=O . .. (71) 

Le premier membre de cette égalité peut être également représenté par 

j(a/') ou (Xk' -X/) (Xk'-X2") (x"-X3k) ... (Xk- x c+vk) 1) 

Qu'on prenne maintenant, des (c+2v) équations, sub (69), (c+v+ 1) 
qui se suivent immédiatement (ce qui peut se faire de v manières) 
et qu'on les additionlle, après les avoir multipliées, la dernière par 
+ 1, l'avant-dernière par - 81, celle qui pl'écède par + 82, et 
ainsi de suite, et enfin la première par (-I)C+"8c+v' Réunissant 
les term es avec Ie même R, on .. obtient 

R1Xi :k+d lXi (c+v)k -81x1 (c+I'-i)k' +8#1 (c+,'-2)k - ... +(_ 1 )C+v 8 c+vl + 

+R#2:k+dlx2(c+u 'k -81X2(c+t'-i)k -+8#2(c+U-2)k - .. . +(-I)c+v8c+vl-f-

+R"x3zk+d lx }c+t')k -8iX3(c+V-i)k +8#}C+t'-2)k - .. ,+(-I)c+v8c+vl+ 

+R ,')' %k+dlx (c+ v)k_S,X IC+u-1)k+&m (c+v-2)k_ +(_l)c+uS 1-C+II""C+V c+v 1 c+v ~C+V ... c+v -

= Uc+v+: - 81 • Uc+v+=-1 + 82 • Uc+v+:-2 - .. . + (- 1 y+v 8c+tl • UZ' 

') Le rapport d,- eette expression avee eeIle pour q>p ex ) sub (67) est désigné par 
k _ I; k k rex) - (x - xp ) • q>p (x ). 

... (69) 
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Le prellller membre de cette égalité peut être également repré­
senté par 

R 1x1%k+</ . f(X1
k)+Rz.1]2:k+d .f(x/)+R~1]a:k+d .f(x;/")+ ... +Rc+vxc+v=k+d .f(xc+v

k). 

Puisque, dans cette expression, à cause de la supposition qui a été 
faite au sujet de ft,1]k), tOllS les term es sont égaux à zéro, nous avons 

Uc+v+;- $1.1tc+v+;_1 + S2.ltc+v+=_2-"'+ (_l)c+v Sc+".u: = O. 

Pour z on peut poser sllccessivement les valeurs 0, 1, 2, ... 
(v-I) de SOl·te qu'on obtient les v équations suivantes: 

uc+v -S1·'UC+V_1 +S2.UC+V_2 -Sa·1tc+v_s + ... +(-lr+
v
Sc+v·uo =0 I" 

Itc+v+1 -S1'Uc+v +S2.ltC+v_1 -S,s,Uc+u-2 + ... +(-I)c+vSc+v.u1 =0 
ltc+v+2 -S1.UHVH +S2'Uc+v -Sa.ltc+v-1 + ... +(-1)c+vSc+v,u2 =0 .. (72) 
....... . .............. . .................. . ......... . . \ 
ltC+2v-1-S1.ltC+2V-2+S2.ltc+2u-S-SS.Uc+2v_4 + ... +( -1 )c+v Sc+v,Uu-1 =0 ' 

et 

Etablissons encore 
Si = la somme des c grandeurs connues x/, ,1]/, xl, ... xc\ 

S2 = la somme de leurs produits deux à denx; etc. 

Si = la somme des v grandem's inconnues Xc+1\ xc+/, ... ,1]c+v\ 
S2 = la somme de leurs produits deux à deux; 

et ninsi de suite. 
Si nous suhstituons ensuite, dans (72) à Si' S2, 8.1' etc. ses 

expressions dans SI' ~, Ss, ... 8c, Sh S2' s.,J>'" Su, alors nous obtellons, 
après quelque réduction 

Iltc+t. -SI·ttc+u_1 +S2,Uc+v_2 -Ss.ttc+t'_s + ... +(_l)c. Uv 1-
- :U~+V-1 -SI·ltc+L~2 +~.uc+v-s -SS·Uc+t'-4 + ... +(_1)t.. Uu-1 IS1 + 

+ :UC+v- 2 -Sl·ltc+v_ a +~,Uc+v-4 -Sa· ltc+v-5 + ... +(-ly.uv- 2 IS2-

+ (-l)Vl uc -S1·Uc-,1 +S2 Uc- 2 -Sa.uc_s + .. . +(_l)C Uo ISv = o. 
IUc+U+1 -St.ltc+u +S2 Uc+u- 1 -Ss,Uc+L'-2 + ... +(-1)". uuH I -

- lltcH -St· ltc+v-1 +~ uC+L~2 --Ss·ltc+v-a + ... +(-I)c. uu IS1 + 

+ :Uc+u-1 -S1·Uc+v-2 +~ uc+v-s -S3·uc+v_4 + ... +(-lr. uv-1 182-
......... .. .. . .......... . ... . . . ................... . .. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
• • • • • • • 10 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• • • •••• 

:UC+2V-1-St,UC+2V-2+S2.Uc+2v-a-8s.ltc+2V_4+ ... +(-1)c.U2U_1 I -
- IUC+2u-2-S1,UC+2U-3+~.UC+2v-4-SS,Uc+2L--s+ •.. +(-1)c.U2U_2181 + 
+ IUe+2U-S-S1,UC+2.~+S2,UC+2U_5-SS uc+2L'_6+ .. ·+(-I)C U2u- sIS2 -

......... . ........... . ......... . ............ ............ . .. 
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De ce gl'oupe de v équations linéaires, on peut résoudre les v 
gl"andeurs St> 8 2 , ••• SIJ' qui en sont les seules inconnues. Les v 
inconnues x" sont nlors les racines de I'équation 

(x"y - S1 (x")"-1 + S2(Xk)V-2 - Sa(xk)V-s + ... + ( __ l)V S" = O. 

Dans les éql1ations sub (69), toutes Jes lettrcs u représentent des 
nombJ'es arbitraires. Cependant dans chaculle des fOl'mules d'appJ"oxi­
mation, qui seront développées dalls ce travail, il existc un certaiil 
rapport entre ces nomhres. Si l'on ticnt compte de ce rnpport, 
alol's, comme il apparaîtra duns Ie prochain ~, la relation des grull­
deurs S deviellt beaucoup plus simpIe. 

~ 28. Des l' équations 

!Bo--~-JJ1+ _ 1~ . 8"}.-... +(-1)'-1 1 B'_1+(-1)'. _ 1_ .B,+ 
t' 1'-/1 1'-2~ 1'-(t-1)/1 1'-ttl. 

+ ... -H-1)IJ_1
-Bt,=o, 

1'-va 

1 JJ 1B + 1 1 + '1 1 l 1 B+ ;.+~' o-~ 1 1''''::'::''~ '12 -", (-1)-. ;--(t -2)B,-1+(-1) ,.-(t-1)~ , 
1 . t (73) + ... +(-1)"--1 BIJ=()~ 

r-(v- )A 
. , . . 

1 BIB 1 + 1-1 1 B + 1-'+~(V-- 1)/1' o-~+(v-2)a 1 + ;+(V~3)~JJ2-' " (-1) 1"-(t-v)~ 1-1 

+ I' 1 B +' + 1" 1 B -0· (- ) 1'-lt-(v-l)l~ t ••• (-) ;:~Ä IJ- , 

dans lesquelles 1', a et v sont COllllllS et dans lesquelles on peut 
uttribller à Bo unc valeur arbitmil'e, résoudl'e Jes v gn\lldcurs incon­
Jlues Bi' B"}., Ba, . . . Bv. 

80 lit ti 0 1l. 011 pose (-1)' Bt = f3t et ontl"llnsfère les tennes 
avec Bo du premier au sccond membl'c, alol's on a: 

http://l_._k-.__I
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1 {31+ 1 {32+ 1 {3a + 1 {31-1 + 
;'+(v-2)a' {3u r+(v-3)a' (3u ;;+(v-4)a'"I3o +'" 1'~(t=-V)~' {3--:; 

1 {31 1 {3IJ 1 
+ r-It-(v-l)f~' {3o +"'+,'-a' {jo= - r+(v-l)a 

Les fmctions ~: sont proportiolll.telles aux détcrmiuants ohtenus 

de la llIatricc des cocfficients cu remplaçant la JflDe colollne par la 
colOJllJe des vllleut's COlli lUes et les sigues uégatifs par +, 

Alors à ~: corrcspolld 

1 ] 1 I ] ] 1 
1'-a ,,_0. 2a' , '~(t-- lj~ -;: 1'=(t+i)~ r=-(t+,')a' , ' r-va 
11 1 1 LIl 
1: ;'-~ , "1'---(t-· 2)a ~,+~ ~-- ta ;:= (t+ l)~' , 'r-(v=l)a 

1 1 1 1 1 
;'+(v~2)a l' + (v""::':'-:f).l . , ','=--(t=-~)~ 1'+(v-· 1)~ ;:-~lt-=(v-=-2)la 

Avcc ~/'±!: 
(3o 

I 

I 1 
;:--lt-(v'-3)la . , . 1'-a 

] 1 1 1 1 
1'-t:. ;'-2 a , , . ;''''::''''O=I)A ,'-ta ;. 1'-tt+ 2)~' , ' r~ova 

11 ] ] 1 1 1 
-;:1'--a .. . ~-(t-':'2)~ 1'-(t-l)a 1'+A 1'-(t+ 1)A' . . 1'--(v-l)a 

1 1 1 1 1 
1'+(v-2)a 1'-(v-3)a' .. ;'~(t-v)a ;·_~i-(v"'::""l)la 1'-F(v--':T)a 

1 1 1 
1'-lt-(v--3)\a ï·=-·lt-(v....:..:.4)IA· .. 1'-=-a 

Qu'on soustmic, dans Ie premiet· détennimmt, la (t+ ])ième eo­
Lonne ct, dans Ie deuxième déterrninant, la (t_I)lèlDe colonne, de 
toutes les autl'cs colonnes; les élérnents deviennent alors des fmc­
tions, celles qui se trouvent dans la rnêmc colonne ont toutes les 
numérateul's égnux, celles qui se trouvent dans la même ligue 
horizontale out toutes lUl facteur cOll1mun dalls Ie dénominateul'. 
Ou peut ainsi, du premier déterminant, isolel' Ie facteur 

_(_1)1. (t+ 1)! (v- t-· I)! av- 1 

[1'=-(t-:-+ l)a],[1'-t~j~1'-(t-v+ 2)a] 
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et, d n dcuxième déterminant, Ie facteur 

(-lY, t! (v - t)! 

[1'- tA]. [r-(l-l)A]. , .[r-(t- v + I)A] 

))an!o'\ cc!o'\ dellx CIl!o'\, Ie déte ... ninRllt restant est Ie même, Le 
rappol't (Ics gl'andcnrs 111 et BI+1 est pal' conséqllent égal à celui 
des facteurs isolés, AI)J'ès simplification, il rcste 

BI+1 " - t r-(t + I)A 
BI - t+ I 'r-(t-v + l)A 

Si dans eette expression on l'cmplaee sllccessivement t par 0, I, 
2, 3" . ,(v -1), alors on obtient 

r-A v - - ~-- ~- ,Rn 1'+ (v-l)A 1 
1'-2A v-I R

2 
- - -- .----- . - - B 
- r+(v-2)A' 2 ' 1 

1'-3A v-' 2 
Ba - - -~ ~.- --- B 

- 1'+(v-3)A' ;3 . ~ 

r-(v-l)A 2 
B,~1 = - - ~ . -_ .- , .BV_2' 

1'-[' v-I 
r-vA ] 

RI' = ,11"_1 . 
l' v 

" . , , . (74) 
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