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Das regelmassige Sechshundertzell und seine

selbsdeckenden Bewegungen

VON

S. L. VAN OSS.

Wesentliche Grundlage dieser Arbeit sind die hierbei vorgelegten
Projectionen der Tafeln III bis VIII. Die Projectionen der Tafeln
I und IT wurden schon in meiner Inaugural-Dissertation 1) publicirt
und untersucht. Ich reproducire sie hier in der Meinung, dass
ein Uberblick iiber die simtlichen regelmiissigen Gebilde von vier
Dimensionen wohl erwiinscht sei, zumehr weil die Punktgruppen
der regelmissigen Z% und Z'20 diejenigen der einfacheren Zelle
enthalten. Das zu vergleichende Material liegt also simtlich vor.
Auch die beiden Tafeln IX und X, welche Projectionen des Z'%0
enthalten, lasse ich ausser Betracht. Sie sind nur der Vollstindig-
keit wegen hinzugefiigt worden. Ihre Leistungsfihigkeit bei irgend
welcher geometrischen Untersuchung, dieses Gebilde betreffend, ist
wohl nicht fraglich. Ohne Weiteres liefern sie die von Herrn P. H.
Schoute ) behandelten rdumlichen Projectionen nach den Richtun-
gen der ersten, zweiten und dritten Querlinien, wihrend sie mittels
sehr einfacher Constructionen die riumlichen Schnitte senkrecht zu
diesen Querlinien zu bestimmen gestatten. Sie sind aus den Z8%00
Projectionen der Tafeln IV und V abgeleitet worden. Ich habe es
unterlassen alle den Tafeln IIT bis VIII entsprechenden Z'%-Pro-

") Die Bewegungsgruppen der reg. Gebilde von vier Dimensionen 1894.

*) Reg. Schnitte und Projectionen des Z'*° und Z°**° Verhandelingen I N°. 7.1894.
A 1%
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jectionen zu construiren, weil die beiden an dieser Stelle vorgeleg-
ten allerdings hinreichend sind, eine klare Vorstellung des Z'20 zu
vermitteln.

Die Projectionen des Z%%° wurden mit ausschliesslicher Riicksicht
auf die Bestimmung der selbstdeckenden Bewegungen dieses Ge-
bildes angefertigt. Idem sie aber, so zu sagen ungefragt, sich dar-
boten zu Bemerkungen allerlei Art, so habe ich im ersten Abschnitte
dieser arbeit eenige Ergebnisse, welche ohne jede Construction aus
denselben hervorgehen, zusammengestellt.

1. Die Lage eines Gebildes im Raume von vier Dimensionen
ist bestimmt durch seine Projectionen auf die Ebenen eines recht-
winkeligen Coordinatensystems. Von diesen Projectionen sind irgend
zwel auf ein Paar normaler Ebenen schon geniigend, die Lage anzu-
geben.

Es seien nun die Ebenen X, 0X,, X,0X;, X;0X,, X,0X,,
mit den positiven Halbachsen auf dic Ebene des Papiers umge-
klappt : \OXI nach unten, OX, nach rechts, OX; nach oben, OX,
nach links, es seien weiter A,, A4,, die Projectionen eines Punktes
4 auf X,0X, und X ;0X,, so lassen sich die Projectionen A,g
und 4,, sofort angeben.

Beachtet man nun, dass je zwei nebeneinanderliegende der um-
geklappten Ebenen einen Coordinatenraum von drei Dimensionen
bestimmen, und dass die Projection eines Punktes auf diesen Raum,
durch die Projectionen auf die beiden Ebenen bestimmt wird, so
lasst sich das obige System von vier Projectionen nach Belieben
auch als die Projectionen auf die vier Coordinatenriume betrachten.

Nach diesem Prinzip habe ich nach den Angaben Puchta’s 1) die
Projectionen der Tafel III gezeichnet, und durch Drehung und
Doppeldrehung um X,0X, und X,0X, die iibrigen Z%%0-Projec-
tionen hergeleitet. (Ich bin der Puchta’schen Bezeichnung nicht
gefolgt, weil es mir zweckmissiger erschien, je zwei diametral
gegeniibereinanderliegende Ecken durch gleiche positive und negative
Zahlen zu bezeichnen).

) Wiener Sitzungsberichte. Bd. 95. 18817.
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2. Aus irgend welchem dieser Projectionensysteme ldsst sich
die die folgende Ubersicht iiber das Z800 herleiten.

Die Ecken des Zelles liegen, regelmissige Punktgruppen um
irgend eine Hauptdiagonale bildend, in sieben zu dieser Diagonale
normalen Réumen. So liegen z. B. um die Diagonale 1-1 herum:

2 — 13 in einer Ikosaedergruppe ./
14 — 33 ,, ,, Dodekaeder ,, D
34 — 45 ,, ,, Tkosaeder , 1,
46 — —46 ,, , Ik. Dod. , (ID)

-45 — -84 ,, ,, Tkosaeder , I,
-833 — =14 ,, ,, Dodekaeder ,, D'
-13 — -2 ,, ,, Ikosaeder , 1 '

Diese Punktgruppen liegen alle &hnlich, bezw. reciprok zu
einander.
Diese Ecken sind auf folgende Weise durch Kanten verbunden:

\ Die Kanten des 7,, D, (ID), I, 1,' sind Kanten
| des Zelles.

Von 1 aus gehen 12 Kanten nach den Ecken des
I, ; die dhnlich liegenden Ecken von 7, I, 1), 1,
sind nach der Reihe mit einander verbunden, und die

\ Ecken des /," mit —1.

180

- Die Ecken je einer Seitenfliche des D (D') sind
2 X 120 | verbunden mit den zu dieser Fliche reciprok liegen-
den Ecken des 7, und Z,. (/;' und .Zy).
Die Ecken je einer /-Fliche des (/D) sind verbun-
2 X 60 {den mit der zu dieser Fliche reciproken Ecke des D
und des 0.
Die Ecken je einer D-Fliche des (/D) sind ver-
2 X 60 {bunden mit der zu dieser Fldche reciproken Ecke des
1, und des 7.
Die 600 Seitentetraeder liegen wie folgt:
2 X 20 Tetraeder von 1 und — 1 nach den Seitcnflichen des I, und des I,".
2 X 20 » , den Ecken des D und des D’ nach den Sfl. des I, und des I,".
2 X 20 ”n n n n n D n n U " n LFl. ” (ID)-
2 X 30 ” . o Kanten , D , , D , , Kanten des 7, und des 1, .
5 X 12 ” n n Verbindungen IX II n n n n D'
5 >< 12 n n n n ]I Il, n n ” n (ID)'
5 X 12 ” ” n n ]:' Il’ n n n n 2
2 X 120 i s » BEcken des I, und des I,” ,, , Flichen welche (ID) mit D

und mit D' verbinden.
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3. Betrachten wir die vorliegenden Projectionensysteme aus
dem Gesichtspunkte, dass je zwei nebeneinanderliegende Projectio-
nen die Projection auf einen Coordinatenraum bestimmen, so fallt
es auf, dass die Tafeln III, IV und V gerade die von Prof. Schoute
behandelten regelmissigen Projectionen liefern:

Die linke, wie die untere Hilfte der Tafel IV und der Tafel V
liefern die Projection des Z%% in der Richtung einer Hauptdia-
gonale D.

Die rechte, wie die obere Halfte der Tafel V liefern die Projec-
tion in der Richtung einer ersten Querlinie

Die rechte, wie die obere Hilfte der Tafel IV liefern die Pro-
jection in der Richtung einer zweiten Querlinie Q,.

Irgend welche Hélfte der Tafel III liefert die Projection in der
Richtung einer dritten Querlinie Q.

Bezeichnen wir mit 4, ¢,, g, die Hauptdiagonalen und Querlinien
des Gebildes 7/, und mit s den Schnitt zweier Seitenflichen des-
selben, die in einer Ecke, doch nicht in einer Kante zusammen-
stossen, so ist leicht zu sehen, dass:

D + 56 parallel ist zu ¢, (4 12)(7 9)

Q, + (84 —45) w o ow d 218

Q, + (58 59 -51) s w o w gy (B 6 8) (310 11).
Q, + (84 48 49 -45) ,,  , ,, ¢ (37 10) (3 4 11).

Die Projection des Z%0 in den Richtungen der D bzw. der
Q,, Q,, Q; gehen also aus dem Zelle hervor, wenn man die um
eine Diagonale herumliegenden Gebilde 7,, D, I,, (UD), 1,’, D', I’
ersetzt durch ihre Projectionen in den Richtungen der ¢,, bzw.
der d,, ¢,, s.

4. Ein anderes Problem, das zu den Projectionen der Tafel I1I
in naher Beziehung steht, ist die Construction eines Schlegelschen
Modelles.

Bekanntlich beansprucht das Modell des Brill’schen Verlags nicht,
ein treues Abbild eines regelmassigen Z°° zu sein. Schon aus der
Projection in der Richtung einer €, welche als ein besonderer
Fall des Schlegelschen Modelles betracht werden kann, geht hervor,
dass die inneren ,,Drahtkérper”, wie das #ussere, eine tetraedrische
Symmetrie zeigen sollten. Um dies deutlich zu machen, habe ich,
aus der Tafel III die den inneren Drahtkorpern entsprechenden
Gebilde herausgenommen und in der Tafel III* besonders gezeich-
net. Wenn auch diese nicht den Drahtkérpern einer centralen Pro-
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jection #hnlich sind, so kommen sie doch, was ihre Symmetrie
betrift mit denselben uberein, und setzen geniigend in ’s Licht, wie
sehr das jetzige Modell von einer centralen Projection eines regel-
massigen 750 abweicht.

Es wire eine geringe Miihe aus den Projectionen der Tafel III
eine centrale Projection abzuleiten. Es wiirde sich dann empfehlen
das Projectionscentrum in der umgeschriebenen Hypersphir zu
nehmen. Es werden dann die Projectionen aller in Kreisen lie-
genden Ecken wieder in Kreise fallen. Normale Kreispaare werden
in einer solchen Projection zu conjugirten Kreispaaren !) u.s. w.
Das Modell wiirde ein Geriiste von 36 conjugirten Paaren von
Zehnecken zeigen, welche sich zu je sechs in den 120 Ecken schnei-
den. (Man vergleiche II 4).

Vielleicht wire es am zweckmassigsten das Projectionscentrum in
einer Ecke zu wihlen. Das Modell wiirde alsdann eine ikosae-
drische Symmetrie erhalten. Die Ecken der oben erwéhnten Gebilde
1,, D 1,,(ID), 1), D', I,' wiirden sich in concentrische Schichten
Lagern, und zugleich mit dem Erlangen der Vortheile einer stere-
ographischen Projection, wiirde der Ubelstand des jetzigen Modelles,
dass die Drahtkorper Abbildungen von in gebrochenen Raumen
liegenden Gebilden sind, vermieden.

') Zwei Kreise welche beziiglich einander so liegen, dass jeder Kugel durch einen
derselben von den andern normal geschnitten wird, heissen conjugirt. Uber die Bedeu-
tung solcher Kreispaare fiir die Abbildung der Bewegungen im vierdimensionalen Riume
auf den dreidimensionalen, sieh E. Goursat: Sur les substitutions orthogonales et les
divisions réguliéres de l'espace. Annales de 1'cole normale superieure ¢.6 1889, In
dieser Arbeit werden alle endlichen Gruppen der orthogonalen Substitutionen von vier
Variabeln aufgezihlt. :

Uber Drehungen und Doppeldrehungen um ein Paar conjugirter Kreise sieh des Ver-
fassers Aufsatz in Nieuw Archief IV 1898.
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I1.

1. Zu der Bestimmung der selbstdeckenden Bewegungen des
7500 schicken wir die folgenden Prinzipien voraus:

Eine einfache Drehung um eine Ebene lisst die Projection auf
diese Ebene ungeéindert, wihrend sie in der Projection auf die
normale Ebene eine Drehung hervorbringt.

Eine Doppeldrehung um ein Paar normaler Ebenen erzeugt in
den beiden Projectionen auf dieselben eine Drehung um den ge-
meinsamen Punkt.

Wenn die Substitution der Ecken, welche einer selbstdeckenden
Drehung der einen Projection entspricht, die andere, zu dieser
normale, ginzlich ungeindert ldsst, so entspricht dieser Substitution
eine selbstdeckende einfache Rotation des projicirten Gebildes.

Bringt die erwidhnte Substitution auch eine Drehung in der
normalen Projection hervor, so ist die erzeugende Bewegung eine
selbstdeckende Doppeldrehung.

Ist aber die Substitution, welche einer selbstdeckenden Drehung
in der einen Projection entspricht, in der andern weder identisch
noch einer Drehung aequivalent, so entspricht derselben keine selbst-
deckende Bewegung des projicirten Gebildes.

Zu jeder selbstdeckenden Bewegung eines Gebildes gehért eine
oder gehoren ein Paar regelmissiger Projectionen. Umgekehrt wird
die Kenntnis aller regelméssigen Projectionen zu der Bestimmung
der selbstdeckenden Bewegungen fiihren.

Es ist hierbei zu bemerken, dass eine Doppeldrehung, deren
beide Componente einander gleich sind, oder, wie diese von Herrn
W. A. Wythoff 1) genannt wurde, eine gleickschenklicke Doppel-
drehung, zu einer unendlichen Anzahl normaler Ebenenpaare, und
desshalb auch zu einer unendlichen Anzahl regelmissiger Projec-
tionen gehort. Wir werden aber im Folgenden sehen, dass die
vorliegenden Projectionen gerade diejenige sind, welche zu der
Bestimmung der selbstdeckenden Bewegungen des Z®° und des
Z120 notig sind.

) W. A. Wythoff. De Biquatonion als Bewerking in de ruimte van vier afmetin-
gen. Diss. Amsterdam 1898.
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2. Tafel III.

Die Projectionsebenen !) enthalten, je nach dem Schema
DQ,Q Q Q Q DQ, Q Q Q @, zwei Hauptdiagonalen, vier
erste, vier zweite, und zwel dritte Querlinien, zu normalen Paaren
angeordnet. Sie schneiden acht Seitenflichen und vier Seitente-
traeder.

Die Ebene X,0X,, zum Beispiel, geht durch die Ecke 1, durch
den Mittelpunkt der Seitenfliche 1412, durch die Mitte der
Kante 4 12, durch den Mittelpunkt des Tetraeders 4 12 23 25,
u. s. w.

Indem also jede Ebene, zu welcher eine Projection wie die vor-
liegende gehort, zugleich 8 Seitenflichen normal in zwei symme-
trische Teile zerlegt, oder vier Tetraeder normal in einer ersten
Querlinie desselben schneidet, ergibt sich fiir die Anzahl solcher
Ebenen 22X % 3 oder ¥ % 8 = 450. Diese Ebenen sind zu
225 normalen Paaren angeordnet.

Wenn man das System dieser Projectionen mit den quadratischen
Projectionen - des Z** (Tafel 1I) vergleicht, so sieht man unmittel-
bar, dass die Z%°-Ecken 4+ (1 56 46 51 15 17 21 33 18 22 26
30) eine Z*-Punktgruppe bilden. Indem es nun 9 Ebenenpaare
gibt, auf welche das Z* sich so projicirt, so ergibt sich fiir die
Anzahl solcher Punktgruppen im Z%: 22 == 25. Selbstredend gibt
es dann 75 Z®- und Z'®-Punktgruppen (vgl. Tafel I).

Die Projectionen der Ecken sind in neun Kreisen quadratisch
angeordnet, der nte Kreis, von aussen ab gezihlt, irgend einer
Projection, entspricht dem nten von innen ab gezihlten der zu
dieser normalen Projeétion. Die Projectionen der Ikosaeder, in deren
Ecken die von den Zellecken ausgehenden Kanten enden, zeigen
sich daher in neun verschiedenen Formen.

Die Ecken, deren Projectionen auf eine Ebene zu zweien zusam-
menfallen, haben ihre Projectionen auf der normalen Ebene in
beziiglich dem Mittelpunkt gegeniibereinanderliegenden Punkten.
Die Ecken, deren Projectionen auf eine Ebene zu vieren zusammen-
fallen, haben ihre Projectionen auf die normale Ebene in den
Ecken eines Quadrats.

Eine Substitution der Ecken, die einer Drehung !/, irgend einer
der vier Projectionen entspricht, lisst entweder die normale Pro-

‘) Hier wie in der Folge wird der Coordinatenursprung im Zellmittelpunkt gedacht.
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jection ungeiéindert, oder sie bringt auch in letzterer die Drehung
!/, hervor. Hieraus folgt dass die einfache Drehung !/, und die
Doppeldrehung 1/, 1/, zu der Bewegungsgruppe des Z° gehéren.

Eine Substitution der Ecken, welche einer Drehung !/, irgend
einer Projection entspricht, kann nur dann eine Operation der
2™ Gruppe sein, wenn sie auch eine Drehung !/, in der normalen
Projection erzeugt:

Erteilen wir z. B. der Projection auf X; OX, die Drehung (!/,)s,-
Dieser Drehung entsprechen sehr viele Substitionen der Ecken;
aber nur zwei derselben sind selbstdeckenden Bewegungen aequi-
valent, nimlich: (1 56 —1 —56) (51 46 —51 —46) (2 60 -2 —60)...
und (1 56 —1 -56) (51 —46 —51 46) (2 -57 -2 57).. . Die erste
entspricht der Doppeldrehung (1/)s, (1/,)y;, die zweite der Doppel-
drehung (Y/,)3y (Y4)e

Zu jedem der 225 Ebenenpaare gehoren also die folgenden
Operationen der Z*® Gruppe:

2 einfache Drehungen 1/,

4 Doppeldrehungen 1/, 1/,
1 Doppeldrehung Yo g
1 identische Operation.

Zu der Aufzihlung der sédmtlichen zu diesen Ebenenpaaren ge-
horigen Operationen ist zu bemerken, dass die Doppeldrehungen
1/,1/, und 1/, 1/, solche sind, zu welchen eine unendliche Anzahl von
Trigern gehort. Es erhebt sich also die Frage, ob diese wohl alle
von einander verschieden seicn, und, wenn nicht, wie viele der
225 FEbenenpaare. zugleich als Triger einer einzigen Doppeldre-
hung auftreten? Nun leuchtet ein, dass eine Substitution der Ecken,
welche einer Droppeldrehung 1/, !/, aequivalent ist, aus 30 Cykeln,
je von vier Elementen, besteht. Jeder Cykel entspricht einer Dre-
hung 1/, einer der 450 Ebenen in sich selbst; es bewegen sich also
Jedesmal 15 Paare in sichselbst, und es gibt, also nur 22 > 4 = 60
unter einander verschiedene Doppeldrehungen !/, 1/,.

Die Doppeldrehung !/, 1/, vertauscht je zwei diametral-gegeniiber-
liegende Ecken; es ist also ganz gleichgiiltig, welches Ebenenpaar
man als Triager betrachtet. Diese Operation kommt, wie die iden-
tische, nur einmal in der Gruppe vor.

Die zu den simtlichen 225 Ebenenpaaren gehorigen Operationen
der Z%® Gruppe sind also:
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450 einfache Drehungen 1/,

60 Doppeldr. Y Y,
1 » o Ul
1 identische Operation.

3. Tafel IV.

Durch geeignete Doppeldrehung um X, O X, und X; O X lésst
sich das Z°° der vorigen Tafel in eine solche Lage bringen, dass
die Seitenfliche 84 46 —54 zu der Ebene X, O X, parallel wird;
zugleich werden dann auch die Seitenflichen 39 52 —44,41 -36 —55,
u. s. w. parelle], und 568, 31011, 51 58 59 u. s. w. normal zu
dieser Ebene. Die Projectionen auf X, O X, und X, O X; werden
dann, wie es die Figur zeigt, regelmissig-sechseckig.

Die letstgenannten Projectionsebenen enthalten je abwechselnd
3 Hauptdiagonalen und 8 zweite Querlinien; sie sind zu sechs Seiten-
flachen parallel und schneiden eine gleiche Anzahl derselben nor-
mal in ihren Mittelpunkten. Es gibt also 2?2 — 200 Ebenen, zu
100 normalen Paaren auf welche das Z*° sich regelmassig-sechs-
eckig projicirt.

Die Ecken, deren Projectionen auf die eine Ebene zu dreien zu-
sammenfallen, haben ihre Projectionen auf die normale Ebene in
den Ecken eines regelmissigen Dreiecks. Die Ecken, deren Projec-
tionen auf die eine Ebene zu sechsen zusammenfallen, haben ihre
Projectionen auf die normale Ebene in den Ecken eines- regel-
missigen Sechsecks.

Es gibt eine Substitution der Ecken, welche eine Drehung !/
in der einen sechseckigen Projection erzeugt, wihrend sie in der
zu dieser normalen Projection keine Anderung hervorruft. Hieraus
folgt, dass die entsprechende einfache’ Drehung !/, eine selbst-
deckende Zellbewegung ist. Weil die Bewegungen um zwei nor-
male Ebenen von einander unabhiingig sind, so ist auch die Dop-
peldrehung !/, !/, eine Operation der Z*° Gruppe. Stellt man diese
Bewegungen mit der Operation !/, !/, zusammen, so erfolgen noch
die Doppeldrehungen 1/, /. und 1/, ;.

Die zu einem Paare 6-eckiger Projectionen gehorige Untergruppe
der Z*®-Gruppe besteht also aus den folgenden Operationen :

aus 4 einfachen Drehungen 1!/,
4. Doppeldrehungen L Yy

4 : s s
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4 Doppeldrehungen L Hy

Lo
1 identischer Operation.

Die Doppeldrehungen !/, 1/, und /s !/, sind aber nur zum Teil
unter einander verschieden. Bei jeder dieser Bewegungen bewegen
sich 10 der 100 Ebenenpaare in sich selbst; es ist desshalb nur der
zehnte Teil untereinander verschieden.

Die séimtlichen zu den 100 Ebenenpaaren gehorigen Operationen
der Z%° Gruppe sind also:

400 einfache Drehungen 1/,

400 Doppeldrehungen /¢ 1/,
40 : 15 s
40 : s s

ausser der schon oben bestimmten Operation 1/2 1/2 und der iden-
tischen Operation.

4. Tafel V.

Aus der vorigen Lage wird das Z* durch eine einfache Dre-
hung um X; O X, mit der Kante 12 in die Ebene X, O X; ge-
bracht. Die Projectionen auf diese Ebene und auf X, O X, gestal-
ten sich dann, wie es die Figur zeigt, regelmissig-zehneckig.

Man sicht unmittelbar, dass diese Projectionsebenen je zehn
Kanten enthalten, welche ein regelmissiges Zehneck bilden. Zugleich
ergibt sich fiir, die Kantenlinge ag, der Wert L B \/10—2v 5.

Die Anzahl solcher Projectionsebenen ist %: 72, zu 36 nor-
malen Paaren.

Hieraus folgt, das eine Hypersphéir regelmissig umsponnen wird
von 72 Kreisen zu 46 normalen Paaren, welche sich zu je sechs
in den Ecken regelmissiger Zehnecke schneiden.

Die Ecken, deren Projectionen auf die eine Ebene zu je fiinf
zusammentfallen, haben ihre Projectionen auf die normale Ebene
in den Ecken regelmissiger Funfecke, wihrend die zehn #usseren
Ecken der einen Projection den im Mittelpunkte der anderen zu-
sammenliegenden entsprechen.

Die Drehung der Periode 5 irgend einer der zehneckigen Pro-

jectionen ergibt sich als einer selbstdeckenden einfachen Drehung
des Z%° entsprechend.
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Die Combination dieser einfachen Drehungen untereinander und
mit der Operation !/, 1/, erzeugt die zu jedem der 36 Ebenenpaare
gehorige Untergruppe, welche aus den folgenden Operationen besteht:

4 einf. Drehungen /s

4 ” 2‘/5

4 Doppeldrehungen !/, Y/,
4‘ 3 1/10 2
8 » /5 245
8 ” /10 /10
45 3 1/10 ' 10
4 » 1/5 . 5
4! ” 2/10 23/10
4! 9 /5 /5

1 ”» 1/2 1/2

1 identischer Operation.

Es lasst sich nun aus der Figur leicht nachweisen, dass bei
jeder der gleichschenklichen Doppeldrehungen der Perioden 5 und
10 sechs gleichberechtigte normale Ebenenpaare sich in sich selbst
bewegen. Bei der Aufzihlung der simtlichen zu den 36 Ebenen-
paaren gehorigen Operationen sind diese also nur mit dem sechsten

Teil in Rechnung zu bringen.

Man erhilt also:

144 einf. Drehungen 1/,
2

144 » b2} 5

144 Doppeldrehungen 1/,, 1/,
144 . 310 9
288 " s s

288 ”» Yio o
24 » Y10 Y10
24 . 5 15

24 » 3/.10 %10
924 2 2

Ausser der Operation 1/2 1/2 und der identischen.

5. Es ist leicht zu sehen, dass wir zu der Construction der
bisher betrachteten regelmissigen Projectionen des Z*° gefiihrt wur-
den durch die Erkenntnis, dass in der Gruppe des Z°® Ikosaeder-
gruppen enthalten sind. Dass es noch mehr regelmissige ebene
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Projectionen geben muss, zeigt sich schon daraus, dass die durch
jene hbestimmten Operationen die Gruppe, welche offenbar von der
Ordnung 7200 ist, noch nicht erschopfen.

Die Anwendung der folgenden Satze, deren Beweis ich unter-
driicke, wird uns die Construction der iibrigen regelmissigen Pro-
jectionen ermoglichen.

I. Es gibt zwei Systeme, je von oo® Ebenen, deren beide Win-
kel, welche sie mit jeder einzelnen der Ebenen eines normalen
Paares « bilden, gleich sind.

II.  Eine gleichschenkliche Doppeldrehung um « herum erzeugt
in allen Ebenen eines dieser Systeme eine Bewegung in sich selbst.
Wenn man den Drehungssin eizer der Componenten umkehrt, so
bewegen sich die Ebenen des andern Systems in sich selbst.

III. Wenn die Ebenen eines normalen Paares « mit den Ebenen
eines normalen Paares 8 wngleicke Winkel bilden, so gibt es zwei
normale Ebenenpaare o und J, deren Ebenen mit denen der erst-
genannten Paare zwei gleicke Winkel bilden.

Es seien @, a,, B, B,, 71 2 91 J, die Ebenen der Paare « 8 7y J.
Der Doppelwinkel (2, B,) sei ¢, ¢; so ist:

<w1n/,>=(xm>=%f Y B =) =2 2

("‘2 j 2 :p;\b ; (6131)=(6332)= ¢j¢‘ 2 ¢_2-tlb ’
(um)—(am)— +f+” SHIFT (Biy)=(Bayy) =20t T, e ¥t
(@,3) =(a,3,) = 4 Em o—dbm (g5 (g,)=0F¥tm oFd ¥

IV. Wenn zu den obigen Ebenenpaaren « und @ die beiden
(rechts- und links-) gleichschenkligen Doppeldrehungen der Periode
P, bzw. der Periode ¢ gehoren, so ist jedes der Paare ¢ und J Tri-
ger einer wngleichschenklige Doppeldrehung, deren Periode das
kleinste Multiplum von p und ¢ ist.

Aus diesen Sitzen folgt unmittelbar, dass es noch regelmissige
12—, 20— und 30- seitige Projectionen geben muss; und zwar:

2 X 15 X 10 normale Paare 12-seitiger,
2 X 156 X 6 » o R0,
2 >< 10 >< 6 b3l ”»” 30 »
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Denn beziiglich der Doppeldrehungen !/, 1/, sind von den 225
Ebenenpaaren, zu welchen sie gehoren, nur 15 als untereinander
nicht identisch zu rechnen; ebenso reducirt sich die Anzahl der
regelmissig-sechsseitigen Projectionen beziiglich der Doppeldrehungen
/s 1/s auf 10, und die regelmissig-zehnseitigen beziiglich der Dop-
peldrehungen 1/, 1/;, auf 6.

6. Nach diesen Prinzipien habe ich die Tafeln VI, VII und VIII
so construirt, dass alle von diesen abzulesenden gleichschenklichen
Doppeldrehungen gerade diejenigen sind, welche die Tafeln I1I, IV
und V schon zeigten.

Der Complicirtheit der neuen Projectionen wegen, sind in diesen
Tafeln nur die Ecken des Z%° angegeben worden; von den Kan-
ten sind nur solche gezeichnet, welche nétig waren zur Angabe der
verschiedenen Projectionsformen der Ikosaeder, auf welche die in
einer Ecke zusammenstossenden Seitentetraeder sich stiitzen. Die
Tafeln VI* VII* und VIII® zeigen die meuen Projectionen in pleno.

7. Tafel VL

Die Ecken der 12-seitigen Projectionen sind in sieben Kreisen
angeordnet. Der Mittlere und die zweiten Punktkreise, von innen
wie von aussen her gerechnet, sind doppelt. Die 48 Ecken welche
sich auf diesen zweiten Punktkreis projiciren, bilden zwei Z*-
Punktgruppen. (Man vergleiche die 7-12-seitigen Z*-Projectionen
der Tafel II). Indem nun die Z*° Ecken 25 solcher Punktgrup-
pen enthalten, und ein Z* sich auf 24 normale Ebenenpaare regel-
miissig-12-seitig projicirt *), so folgt auch hieraus, dass es 2X% — 300
normale Ebenenpaare gibt, zu welchen regelmissig-12-seitige Z%-
Projectionen gehoren.

Diese 300 Ebenenpaare bestimmen ausser den schon frither auf-
gezihlten gleichschenklichen Doppeldrehungen der Perioden 2, 3, 4
und 6:

300 X 4 = 1200 Doppeldrehungen !/;, %/;,.

8. Tafel VII.

Die 180 Paare r-20-seitiger Projectionen bestimmen ausser den
schon aufgezihlten gleichschenklichen Doppeldrehungen der Perioden
2, 4, 5 und 10:

') 8. des Verfassers. Dissertation.
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180 X 4
180 X 4

9. Tafel VIII.
Die 120 Paare 7-30-seitiger Projectionen bestimmen ausser den
schon aufgezihlten gleichschenklichen Doppeldrehungen der Perioden
2, 3,5 6 und 10:

bR

120 X 4 Doppeldrehungen
120 X 4

120 X 4

120 X 4

»

»

»

720 Doppeldrehungen /5, %/5
720 s

/20 7/20

1/30 11/30
1 4

15 /15
K

3/15 1315
/30 /30

Hiermit sind die 7200 Operationen der Z°/**-Gruppe alle auf-

gezihlt.

10. Recapitulation.

Es gibt 225 normale Paare reg —4-seitiger Projectionen 2P,

» w 100
w s OO
» 5 3800
» 5 180
s g 150

”

2

bRl

bR

6
10
12
20
30

»

»

»

»

»

s Py

. Py
» P12
- Py
”» P30'

Diese bestimmen die 7200 Operationen der Z%°/,,. Gruppe

wie folgt:

450

400
400

144
144
144
144
288
288

P,

Operationen

IT

1
1 " 1
/6 /2

/s

2/s

1/ 1
/10 Y2
3 1/
RALINE,
s ¥
/10 /10
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P1‘2
1200 Operationen Ao %ip
Py,
720 35 1/20 9/20
720 5 3/20 7/20
Py,
4:80 ” 1/30 11/30
480 i) 1/15 4/15
480 7 2/15 7/15
480 7] 7/30 13./30
P, Py, Py
60 % 1/4 1/4
Py Py, Py,
40 5 1/s 1/6
40 2 l/3 1/3
P10 P20 PSO
24 53 1/10 1/10
24 ” : 5 ! 5
24 53 3/10 3/10
24‘ 39 2/5 2/5
Pz.Pe P10P12—P20P30
1 ” 1/2 1/2
1 identische ,, 1.

11.  Erzeugung der Gruppe.

Wir bezeichnen mit / die Ikosaedergruppe, welche den Punkt 1,
mit /’ die welche den Punkt 56 in sich sellbst iiberfiihrt, und
behaupten: Die Z®®-Gruppe wird durch die Combination der
Gruppen Iund 7’ erzeugt. Denn man kaun immer die Operationen
1; I'y I, derart wihlen dass ihre Combination Z; /°, I, einer
beliebigen Operation der Z*°-Gruppe acquivalent ist. (Sieh Tafel III).

Bezeichnen wir weiter mit 7~ eine der beiden Doppeldrehungen,
welche 1 in 56 iiberfithren, so ist /' == /' 1 7; und es sei
I'y= V=1, V. Die Operationen der Z*®-Gruppe sind also
enthalten in der Formel Z; V' 1, V' I,

Vsrhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (2¢ Sectie). D1. VII. A 2
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Bemerken wir schliesslich, dass die Tkosaederoperationen enthalten
sind in der Formel: (Sieh Klein’s Vorlesungen i. d. Ikosaeder)

8T8 8 U'  4,9=20,1,2,84 B, 3=0,1
85 = 12 = (81} = U2 = |, U= S2T§%1827,

so finden wir, dass die Formel
S8 Sy U2 V- 8 T8 §v U V S T8 8v" U¥

die 7200 Operationen der Z*®-Gruppe enthalt.

Zualt-Bommel, Januar 1899.

(4 December 1899).
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