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A nwendung der Cyklogl'aphie anf die Lelu"e von den 
ebenen Curven. 

VON 

H. DE VRIES. 

ERS'fER 'fEIL. 

Die cy klo gra ph is che Fläche. 

~ 1. Es sei gegeben elne ebene Curve C, von der Ordnung {J-, 

der Klasse 11, mit J Doppelpunkten, Y., Rückkehl'punkten ' . T Dop­
peltangenten, t Wendetangenten , welehe überdies e-mal durch jeden 
der beiden absoluten Kreispunkte Il' I 2 im Unencllichen hindureh­
gcht, und (f' mal die unendlich feme Gerade ihl'er Ebene berülut. 
Legt man durch einen beliebigen Pnnkt P dieser Curve die Nol'­
malebene (senkrecht zur 'fangente t), und zieht in derselben die 
beiden Geraden e, e* durch P nnd unter 45° gegen die Ebene 
der Curve, so bilden die cyklographischen Bildkreise 1) sämtIicher 
Punkte diesel' beiden Geraden das Systp,m der die Curve in P 
berührenden Kreise. Lässt man den Punkt P die ganze Curve 
durchiaufen, so erzeugen die Geraden e, é eine zur Ebene der 
Curve orthogonalsymmetrische developpable Fläche, developpabel, 
weil zwei unmittelbal' auf einander folgende Kreisbüsehel ein Exem­
plal', nämlich den Krümmungskreis au der betreffend en Stelle der 
Curve, gemein haben, und also je zwei unmittelbal' auf eillandel' 
folgende Erzeugenden e, (sowie orthogonalsymmetrisch auch die 
beiden e*) sieh schneiden. Sämtliche Punkte diesel' so entstehenden 

1) WILH. FumLER: "Cyklographie.". Seite 15. 



6 ANWENDUNG DER CYKLOGRAPHIE AUF DIE 

"cyklographischen Fläche" der Curve haben die Eigenschaft dass 
ihre Bildkreise die Curve berühren; den hesonderen Punkten der 
]!'läche, wie etwa denen der Rückkehr- und Doppelcurve • ent­
sprechen besondere Kreise der Ebene, nämlich die Krümmungs­
und dop pelt berührenden Kreise, und überhaupt wird man, ein­
mal im Besitz der cyklogmphischen Fläche, im Stande sein die 
Antwort zu geben auf alle Fragen welche gestellt werden kÖllnen 
in Bezug auf die Kreise welche die Curve unter vorgeschriebenen 
Bedingungen berühren. Man kann aber weitergehen und zwei oder 
drei Curven mit ihren zugehörigen Flächen zugleich betrachten; 
dann gibt das Studium der diesen Flächen gemeinsamen Punkte 
Aufschluss über die Kreise welche die Curven zugleich berühren, 
Ilnd eventuell noch anderen gegebenenBedingungen genügen. 

Die Beantwortung der hier angeregten Fragen in der angege­
benen Weise bildet den Zweck der vorliegenden Abhandlung. 
Freilich müssen die se Probleme, wie sich das wohl von selbst ver­
steht, auch auf andere Weise erledigt werden kÖllnen; die Tat­
sache aber dass bei den hier folgenden stereometrischen Betrach­
tungen sämtliche Resultate aus einer einzigen QueUe fliessen, und 
sozusagen von der cyklographischen Fläche unmittelbar abgelesen 
werden können, sichert dellselben vielleicht, wie der Verfasser zu 
hoffen wagt, ihre Existenzberechtigung. 

~ 2. Wir geben von der cyklographischen Fläche eine etwas 
alldere Auffassung, welche das Studium derselben wesentlich er­
leichtert. Es schliessen ja sämtliche Erzeugenden der Fläche mit 
der Ebene der Curve, die wir als Bildehene B be;>;eichnen wollen, 
Winkel von 45° ein; folglich ist der Richtungskegel der Fläche 
ein gerader Kreiskegel mit verticaler Axe CB horizontal gedacht), 
uncl einem Winkel von 90" an der Spitze; dieser Rotationskegel 
schneidet die ebene Eoo in einem gewissen, den imaginären Kugel­
kreis in den beiden absoluten Punkten Il' I 2 von B berührenden, 
Kegelschnitte K'fJ, und es müssen also sämtliche Erzeugenden der 
Fläche die gegebene Curve und den Kegelschnitt Koo schneiden. 
Abel' je zwei auf einancler folgende Erzeugenden liegen in einer 
Ebene, welche also sowohl die Curve C wie Koo bel'ührt; die cy­
klographische Fläche ist also einfach die durch diese beiden Curven 
als Leitcurven bestimmte Developpable. 

Es ist diese developpable FJäche, und eine solche der näm­
lichen Art, wo nämlich unsel' reellel' Kegelschnitt Koo clurch den 
imaginären Kugelkreis selbst ersetzt worden ist, und also die 
ganze Fläche imaginär wird bis auf ihre Doppelcuf\Te, bereits un-
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tersueht worden von Herrn W. A. VERSLUYS 1), nur hat sieh der 
Verfasser dort auf den Fall beschränkt wo die gegebene Curve 
keine spezielIe Lage einnimmt, und also die im ~ 1 genannten 
Zahlell e und ~ beide gleich null sind; diei;le Zahlen beeinflussen 
abel' unsere sämtliehen Resultate in sehr hohem Grade, wir sind 
also genötigt in aller Kürze die charakteristischen Zahlen Ullserer 
Pläche unter Berücksichtigung der Zahlen e und rr herzuleiten. 

~ 3. Nehmen wir für einen Augenbliek an es seien E uud ~ 
gleich null, so ist sofort einzusehen dass die Curve C eine Dop­
pel curve , K", aber eine v-fache Curve der Fläche ist. Denn irgend 
eine 'l'angente von C schneidet !l~ , in einem Punkte P, aus wel­
chem an K", zwei 'rangenten gehen; die Verbindungslinien der 
Berührungspunkte derselben mit demjenigen der ~merst genal1ntell 
sind Erzeugenden der Fläche, und es gehen deren somit durch 
jeden PUllkt von C zwei. Ist abel' P der Schnittpunkt von !/'" 
mit einer Tange.nte von K"" so gehen durch denselhen an C v Tan­
genten, und es ist also jeder Punkt von K", der Schllittpunkt von 
vErzeugenden. Hieraus ergibt sich dann weiter dass die Ordnungs­
zahl der Fläche, also die Rangzabl r ihrer Rückkehrkante, gleich 
2 fJ.. + 2 vist; denn der vollständige Quersehnitt mit der Ebene 
B besteht aus der Doppelcurve C und den zweimal v Tangenten 
welche aus den Schnittpunkten von K", mit B, also in unserm 
Falle aus den beiden Kreispunkten I1' I2' an dieselbe gehen, jede 
diesel' 'rangenten nur einmul gezählt, weil die Schmiegungsebenen 
durcb dieselben ent weder die Tangente in I1' oder in I 2 an K", 
enthalten , und also in keinem Falle mit B zusammenfallen. 

Oder, indem man die Ebene E~ zu Hülfe nimmt, der Quer­
scbnitt der Fläche mit diesel' setzt' sich zusammen aus der v-fachen 
Curve K"" und den fJ.. mal zwei 'rangenten welche aus den Schnitt­
punkten von!l'" mit C an jenen Kegelschnitt gel egt werden können, 
jede derselhen , aus dem nämlichen Grunde wie ob en , einmal ge­
zäblt. 

Wenn abel' die Curve C die Gerade !l'" in einem Punkte R 
berührt, so trennt sich die Ehene E"" dop pelt gel egt , von der 
Fläche ab; delll1 unter den Tangenten aus jedem Punk te P von 
!l'" an C findet sich immer die Gerade !looselbst, und es tritt also 
jeder Strahl des Strahlenbüschels in Eoc> und am Scheitel R zwei­
mal als Erzeugende der Fläche auf, nämlich fiir die beiden Lagen 

1) "Focales des courbes planes et gaucbes", Verb. Kon . .Akad. Tome VIII, N°, 5. 
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von P auf den Tangenten in den beiden Schnittpunkten des be­
treffenden Strahles mit Koo. 

Wenn also die Curve C die Gerade !loo rr mal berührt, so wird 
die Zahl r urn 2 rr Einheiten kleiner. 

Es soH die Curve durch I1 hindurchgehen. Legen wir dann 
in diesem Punk te die Tangenten an a und Koo, so wird die Ver­
bindungslinie der Berührungspunkte derselben innel'halb der durch 
die beiden Tangenten bestimmten Ebene völlig UIl bestimmt, weil 
man eben den Punkt I1 mit sieh selbst verbinden nlUSS, und es 
trennt sich also diese Ebene von der Fläche ab; und wenn man 
beobachtet dass sich die Zahl del' von I1 an C gehenden 'l'angenten 
urn zwei verringert hat, und also der Schnittpunkt irgend einer 
in B liegenden Gerade mit der Tangente in I1 selbst für zwei in 
WegfaU kom men de Punkte zählt, so erkennt man dass die sich ab­
trennende Ebene doppelt in Rechnung zu bringen ist. Geht· also 
unsere Curve E mal durch jeden der beiden Kreispunkte hindurch, 
so wird dadurch die Ordnungszahl der ·Fläche urn 4 E Einheiten 
verringert. Wir finden desshalb: 

Wir prüfen dieses Resultat an den beiden einfachen Beispielen 
des Kreises und der Parabel. Fiir den Kreis (IJ- = 11 = 2, E = 1, 
rr = 0) finden wir?' = 4, was offen bar richtig ist, weil in diesem 
:Falle die Fläche aus zwei ZUl' Ebene B orthogonalsymmetrischen 
Rotationskegeln besteht; und für die Parabel ~fJ. = 11 = 2, E = 0, 
rr = 1) finden wir r = 6, was ebenfallsmit den 'fatsachen im 
Einklange ist. · 1) 

Für die nach WegfaU der sich abtrennenden Ebenen übrig 
bleibende "eigentliche" cyklogl'aphische Fläche ist die Curve C 
immer noch ei ne Doppelcurve , und der vollständige Qnerschnitt mit 
B setzt sich zusammen aus dieser Doppelcurve nnd den zweimal 
11 - 2 E - rr 'l'angenten welehe aus den Pnnkten Il' Iz noch an 
sie gehen; Koo hingegen ist eine (11 - rr)-fache ,Curve, denn aus 
dem Schnittpnnkte irgend einer Tangente von Koo mit!loo gehen 
an Causser!loo noch 11 - rr 'fangenten , durch den Berührungs­
punkt auf Koo gehen also 11 - rr Erzeugenden, und der Quer­
schnitt der Fläche mit Eoo besteht aus diesem (11 - rr)-fachen Kegel­
SChllitt, den zweimal fJ. - 2 E - 2 rr 'rangenten an denselben aus 

') Man vergleiche z. B. FIEDLER "Darstellende Geometrie", lI, Seite 379, N°. 2. 
(3e Aufiage), 
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den einfachen 8chnittpunkten von!/rrJ mit C, und den 4 q' je zwei 
und zwei unendlich benachbarten Tangenten aus den q' Berührun!/s­
punk ten von!/rrJ mit C. Aus diesem letzten Resultate ergiebt sich 
zugleich dass BrrJ für jede der 2 q' Tangenten all KrrJ aus diesen q' 
Berührungspunkten Schmiegungsebene ist, und dass sich in jedem 
dieser Berührungspunkte zwei mal zwei nicht benachbarte Erzeu­
genden der Fläche schneiden, sodass die Restdoppelcurve dieser 
letzteren einfach dnrch dieselben hindurchgeht ; und schliesslich 
bemerken wir noch duss die Punkte I}, I2' trotzdem sie nicht 
bloss auf KrrJ liegen sondern zugleich E-fache Punk te von C sind, 
dennoeh, wie alle andern Punkte von Koo, Cv - q')-fache Punkte 
der Fläche sind. Denn irgend eine Gerade durch Il in B hat 
mit der Fläche ausser I} IJ. - E auf 0 gelegene, und also doppelt 
zählende, und v - 2 E - q' auf den Tangenten aus I 2 an C lie­
gende, und also einfach zählende, Punkte gemein, das heisst im 
ganzen 2 IJ. + 11 - 4 E - q'; die Differenz ab er diesel' letzterell 
Zahl und r = 2 IJ. + 2 v - 4 E - 2 q' ist v - û . Es müssen also 
auch durch Il unel I2' wie dnrch jeden andern Punkt von Koo, 
v - q' Erzeugenden gehen, und diese sind in der Tat leicht auf­
zufinden. Erstens haben wir die v - 2 E -- (J' 'rangenten aus Il 
an C, deren Berührungspunkte ausserhalb!/rrJ liegen; sodanü abel' 
ist folgendes zu bemerken. N eh men wir auf!/oo einen Pnnkt P 
ganz in der Nähe von I} an, und betrachten von den E durch Il 
gehenden Zweigen VOII C nur einen, so gehen aus P an diesen 
und an Koo je 2 Tangenten, deren Berührungspunkte, verbunden , 
4 nahe zusammenliegende Erzel1gender. der Fläche liefern. Nähert 
sich P dem Puukte Il immer mehr urn schliesslîch mit ihm zu­
sammenzufallen, so nähern sich die 4 Erzeugenden zwei in der 
durch die 'rangen ten an K rrJ ul1d den Curvel1zweig bestimmten 
Ebene liegenden , durch I} hindurchgehendcn Grenzlagen, und welt 
C E mal durch ~ hindurchgeht, so erhalten wir im ganzen 2 E 

solcher Erzeugenden, welche mit den v - 2 E - (J' in B liegenden 
vereinigt in der rrat die Zahl v - (J' wieder hervorbringen. Zu­
gleich ist ersichtlich dass die genaIll1ten Ebenen Schmiegungsebel1el1, 
und zwar Hl 1!'olge der Symmetrie Doppelschmiegungsebenen sind. 

§ 4. ZUl' Bestimmung der Klassenzahl der Fläche betrachten 
wir entweder einen beliebigen PUl1kt in B oder in Boo. lm er­
stereu Falle gehen durch denselben v Tangenten au C und also 2 /I 

Berührungsebellen der Fläche; im letzterel1 gehen durch den Punkt 
2 'rangellten an K oo , dm'ch deren jede v - q' Schmiegungsebenen 
gehen; 1'-"00 selbst abel' ist (§ 3) eine 2 (J'-fache Schmiegungsebene, 



10 ANWENDUNG DER CYKLOGRAPHIE AUF DIE 

also finden wir in beiden Fällen, wenn wir die Klassenzahl, WIe 
üblich, mit n bezeichnen, 

n=2v. 

Weitere Grössen, welche einer directen Bestimmung leicht zu­
gänglieh sind, sind die Orclnung ?Il der Rückkehrkante, die Anzahl 
Cl., ihrer stationären Schmiegungsebenen, und die Anzahl 6 ihrer 
statiollären Erzeugenden. 

Die Zahl 11t wird bestimmt indem wir die Schnittpunkte der 
Rückkehrkante mit einer der beiden Ebenen B oder h~ aufsueheIi. 
Die Bildkreise der Punkte diesel' Curve sind die Krümmungskreise 
der Curve C, ein Schnittpunkt mit B bedingt also einen Krüm­
mungskreis vom Radius null, und diesen findet man nur in einer 
Spitze. Die Rückkehl'kante geht also durch die x. Spitzen von C, 
und aus der Entstehungsweise der :Fläche ist ohne weiteres klar, 
dass diese Punkte für die Rückkehrkante Doppelpnnkte sind, 
während die Tangenten in denselben in der Ebene durch die Spitze 
senkrecht ZUl' Spitzent.:'l.ngente liegen UJul unter 45° gegen B ge­
neigt sind. 

Es hat abel' die Rückkehreurve noch andere Punkte mit B ge­
mein. Wir sahen oben bereits dass sich aus jedem der beiden 
Punkte Il' I 2 v - 2 e - rr nicht auf!Joo berührende rrangenten 
an C legen lassen, deren jede der cyklographischen Fläche all ge­
hört. Die beiden einer solchen Tangente unendlich benachbarten 
Erzeugendell der Fläche schneiden sich in Folge der Symmetrie im 
Berührungspunkte, sodass diesel' letztel'e als Schnittpnnkt dreier 
unendlich naher Erzeugenden erscheint; d. h. jeder solcbe Berüh­
rungspunkt ist eine Spitze del' Rückkehrcurve, und die 'l'angente 
derselben liegt in B und geht durch Iloder I 2 . Auf '<liese Weise 
entstehen also 6 (v - 2 e - rr) ne ne Schnittpunkte; fügen wir die 
x. Doppelpunkte hinzu so fin den wir: 

1Il = 2 Y., + 6 (v - 2 e - rr). 

Es ist abel', wenn wir bedenken dass wir unter J nur die wirk­
lichen Doppelpunkte von everstehen , und also die beiden e­
fnehen Punkte Il' I 2 für sich betrachten müssen: 

I = 8 /J, (p.. - 2) - 6 J - 6 e (e - 1) - 8 Y., 

8 v = 8 p.. (p.. - 1) - 6 J - 6 e (e - 1) - 9 Y." 

1-8v=-8p..+x., 
x. = j + 3 (p.. - v) ; 

und folglich: 
oder 
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substituiren Wll' diesen Wert von Y. in die obige Formel, so fin den 
WIr 

1Jl = 2 (I + 3 f./.. - 6 E - 3 rr). 

Die Schnittpunkte der Rückkebrkante mit BYJ sind dreierlei 
N atur; zieht man erstens aus dem Schnittpunkt einer Wendetan­
gen te von C mit!loo die beiden 'rangen ten an K'LJ' 80 erkenllt man 
leicht dass deren Berührungspunkte einfache Punkte der Rückkehr­
kante sind; die Anzahl del'selben ist also 2 I. Legt man · zweitens 
die beiden Tallgenten an Koo aus einem der IJ.. - 2 E - 2 rr ein­
facben Scbnittpunkte von!loo mit C, so sincl dieselben Erzèugenden 
der Fläche, und es lehrt die Anschauung dàss sich auch hier wie­
der die ummittelbar vorhergehende und folgende Erzeugende im 
Berührungspunkte der betreffenclen 'fangente begegnen; diese Be­
rührnngspunkte sind also wiederum Spitzen mit in Boo ~eIegener 

'fangente, d. h. auf diese Weise erbaiten wil' 6 (IJ.. - 2 E - 2 rr) 
neue Schnittpunkte mit Boo. 

Drittens endlicb ist 15'00 seibst eine 2 rr-fache Schmiegungsebene 
in den Berührllngspunkten der rfangenten an Koo aus den Berüh­
rllngspllnkten von C mit fJoo; wir erhaiten also noch weitere 6 rr 
Schnittpunkte hinzu, und finden in Übereinstimmullg mit dem 
Vorig en 

1Il = 2 I + 6 (f./.. - 2 E - 2 rr) + 6 rr = 2 (I + 3 f./.. - 6 E - 3 rr). 

Betrachten wir noch einmal die soeben gefllndenen 2 I einfachen 
Schnittpunkte der Rückkehrkante mit Boo. Diese Pllnkte elltstanden 
aus den Wendetallgenten der C, ihre Schmiegungsebenen enthalten 
also drei auf einander folgendeErzeugenden der Fläche und sind 
somit stationär; umgekehrt muss jede stationäre Scbmiegungsebene 
die Ebeue B schneiden in einer Wendetangente von C; es ist also 

ct = 2 I. 

Endlich ergibt sich die Zahl eder stationären Erzeugenden der 
Fläcbe gleich null. Denn eine stationäre Erzeugende bedingt in 
jedem ebenen Querschnitt der Fläche eine Spitze; 11 un hat aller­
dings die C Spitzen, allein diesen entsprechen, wie wir gesehen 
haben, Doppelpunkte der Rückkehrkante; es ist also in der 'fat 

e = O. 
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Die bis jetzt bestimmten Zahlen r, n, ?Jt, ct. , e, sind mit em­
ander verbunden durch die Beziehung 

a - m - 0 = 3 (n - r) 1); 

dnrch Sllbstitution der oben gefundenenW er te wird dieselbe be­
friedigt. Zugleich aber sind wil' jetzt in den Stand gesetzt zur 
Berechnung der übrigen charakteristischen Zahlen die CAYLEY­
PJ,ÜCKER'schen Formeln anzuwenden, 2) mit deren Hülfe die nach­
stehenden Resultate erhalten werden. Man hat in der SALMON­
FIEDLEu'schen Bezeichnung 3) die Formel 

n + 0 - f3 = 3 (r - IJl) ; 

setzt man hier die bereits bestimmten Werte em, so erhält man 
für die Zahl der Spitzen der Rückkehrcurve: 

f3 = 12 p. -- 4 v + 6 I - 24 e - 12 U". 

lNil' benutzen ferner die Formel: 

1Il = 1· (r - 1) - 2 (y + d) - 3 (n + 0) , 

wo y die Klassenzahl der der Rückkehrkante doppelt umschriebenen 
Developpabeln, d die Auzahl der Doppeltangenten dieser Curve 
bedeutet. Dureh Einsetzung der Werte findet man: 

y + d = 2 (IJ- + V - 2 e - U")2 - 4 (IJ- + v) + 8 e + 4 U" - I. 

Weiter nehmen wir: 

n = r (1· - 1) - 2 ( x + d) - 3 (m + 0) , 

wo x die Ordnung der vollständigen Doppeleurve der cyklographi­
sehen Pläche angibt ; wir finden : 

x + d = 2 (p. + v - 2 e - U")2 -- 10 p. - 2 v - 3 I + 20 e + 10 U". 

') SALMON-FIF.DLER "Ana.1. Geom. d. Ra.umes", 30 Aufi. 2er Teil. S. 108. 
' ) SALMON-FIEDLEIt. I. c. 
') Vergleiche für dieselbe SALMON-FIEDLER 1. c. S. 105 fr. und die tabellarische Ueber­

sicht in PASCAL'S "Repertorium", Ir. S. 228. 
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Betrachten wir femel' die Formel: 

r = n (n - 1) - 2 (09 + d) - 3 Cl, , 

wo 09 die Anzahl der Geraden in einer Ebene angibt durch welche 
zwei nicht benachbarte Schmiegungsebenen hindurchgehen, und Ll 
die Zahl der doppelten Schmiegungsebenen bedeutet. Für die 
Summe diesel' beiden Grössen finden wir: 

!J + Ll = 2 v (v - 1) - Ik - 3 I + 2 E + (j . 

Endlich bedienen wir uns der Forrnel: 

l' =-= m (m -1)- 2 (h + J)) - 3 (3 , 

wo h die Zahl der schein baren, J) diejenige der wirklichell Dop­
pelpunkte der Rückkehrcurve bezeichnet. Wir finden : 

h + J) = 2 (I + 3 {J. - 6 E - 3 (j)2 - 22 {J. + 5 v - 10 I 

+44E + 22 (j. 

Und ZUl' Bestimmung des Geschlechtes p können WIl' un8 der 
Formel: 

p = (m - i. (~ - 2) -- (h + D) - {3, 

oder elller damit gleichwertigen bedienen, und fin den leicht: 

p = fJ- - v + 1-2 ~ - (j -+ 1. 

§ 5. Es sind im Ietzten § die Summen {)] + d, !I + d, !J + D. 
und !t + D ausgerechnet worden; wollen wir also die in denselben 
auftretenden Grössen einzeln kennen lernen, so muss jetzt nach­
träglich noch eine directe Bestimmung von d, ~, J) gegeben wer­
den. Was nun zunächst die Zahl d der Doppelerzeugenden der 
}i'Iäche anbetrifft, so ist schon aus cyklographischen Gründen kla!' 
dass dieselbe gleich null sein muss. 

Delln die Bildkreise der beiden Berührungspunkte einer solchen 
Doppellinie mit der· Rückkehrkante wären 7.wei Krümmungskreise 
der Curve G im nämlichen Punkte und an der nämlichen 'fan gen te , 
was offenbar nul' möglich ist wenn zwei Doppelpunkte von G zu­
sammenrückel1 in einen Berührungsknoten, d. h. wenn zwei Cur-
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venäste sich berühren, was gegen die V oraussetzung geht. Es wäre 
allerdings denkbar dass sich unter den besondereu Erzeugenden der 
FIäche, wie etwa denjenigen durch die cykIischen Punkte u. s. w. 
solche befinden würden die zweimai in Rechnung zu bringen wären; 
allein in den vorhergehenden ~~ haben wir ja dieselben alle unter­
sucht, ohne dass sieh die Erscheinung um die es sich hier handelt 
gezeigt hätte. 

Was die Zahl D der wirklichell Doppeipunkte anbetrifft, so 
fan den wir bereits (~ 4) dass jede Spitze von C ein Doppelpunkt 
der Rückkehrkante ist, während umgekehrt einIeuehtet dass ein 
Doppelpunkt der letzteren in B einen Punkt vom Krümmungsradius 
null in C bedingt. Liegt ein Doppelpunkt ausserhalb B, so muss 
sein Bildkreis die Curve C an zwei verschiedenen Stellen osculieren, 
was abel' im allgemeinen nicht möglich ist. Denn das System der 
Krümmungskreise bildet ei ne einfach unendliche Mannigfaitigkeit; 
es wird . also irn allgemeinen eine endliche Anzahl solcher Kreise 
geben, welche die Curve noch anderwärtig berühren, aber keinen 
der sie zweilllal osculiert. Es ist aIso: 

D = Y., = 1+ 3 (fJ- -11). (~4). 

Insbesondere mag hervorgehoben werden dass die Rüekkehrkante 
nicht durch die Pllnkte Il' Iz hindurchgeht. 

Endlich die Zahl ~ der Doppelschmiegungsebenen. Jede Dop­
peltangente von C gibt zu zwei solchen ' Ebenen Veranlassung, 
welche symmetrisch in Bezug auf B liegen, und weil wir die 
Anzahl der Doppeltangenten, !loo nicht mitgerechnet, gleich 7' vor­
allsgesetzt haben, so ist die Anzahl del' Ebenen 27'. Überdies ist 
EYJ (~ 3) eine 20"-fache Schmiegungsebene, oder also die Ver­
einigllng von 0" (2 0" - 1) Doppelschmiegungsebenen, und endlieh 
haben wir noch die 2 E Ebenen zu berücksichtigen durch die 'ran­
genten in I 1 und Iz au Koo und C (~ 3, am Schluss); es ist also: 

Ll = 2 7' + 0" (2 0" - 1) + 2 E 

oder, wenn WH den Wert von 7' aus der PLÜCKER'schen Formel: 

fJ- = 11 (11 - 1) - 2 7' - 0" (0" - 1) - 3 I 

einsetzen: 
Ll = 11 (11 - 1) - fJ- - 3 I + 2 E + (7"2. 



LEHRE VON DEN EBENEN CURVEN. 15 

~ 6. Aus den in den vorhergehenden N ummern verwendeten 
}'ormeln ergeben sich drei Singularitäten nicht, deren Kenntniss 
dennoch für uns von Wichtigkeit ist; es ist dies erstens die Zahl 
derjenigen Erzeugenden der cyklographischen mäche welche die 
Rückkehrkante, wie natürlich, an einer Stelle berühren, und über­
dies noch anderswo schneiden. Es ist klar dass die Bildkreise dies er 
Schnittpunkte die Curve Cosculieren und zugleich an einer andern 
Stelle berühren ..Für die Zahl 'Y dieser Punkte haben wir die 
FOl'mel: 

'Y = r 1il + 12 r -14m - 6 n - 8 e - 4 d- 4 D 1); 

dm'ch Einsetzung der Werte rechts findet man: 

'Y = 4) (f.c. + v - 2 E - CT)(I + 3 fJ- - 6 E - 3 CT + 6) - 8 1 -

24 fJ- + 42 E -\-- 21 CT !. 
Für einen beliebigen Kegelschnitt CfJ- = v = 2, 1 = E = CT = 0), 

und für die Parabel CfJ- = v = 2, 1 = E = 0, CT = 1) findet man 
'Y = 0, was offenbar richtig ist, weil ein Kreis einen Kegelschnitt 
nicht dreipunktig und überdies noch zweipunktig herühren kann; 
für den Kreis aber (fJ- = v = 2, E = 1, 1 = CT = 0) findet man 
'Y = 24, was natürlich falsch ist; allein wenn man die FOl'mel 
nicht in obiger Gestalt, sondern in der von PASCAL gegebenen 
schreiht 1), so tritt die Grösse {3 darin auf, also die Zahl der Spitzen 
der Rückkehrkante, nnd diese ergibt sich beim Kreise gleich - 8 ; 
es ist also die Formel auf den Kreis überhaupt nicht anwendbar, 

Zweitens haben wir zu betrachten die Zahl t der dreifachen 
Punkte der Doppelcurve , also die Anzahl der Pun kte deren Bild­
kreise die Curve C an dl'ei vel'schiedenen Stellen zweipunktig be­
rühren; wir finden diesel be aus der Formel: 

t = ~ I rB -- 3 r2 - 58 r - 3 l' (n + 3?Jl) + 42 n + 78 m : 1), 

wo wir der Einfachheit halbel' , denn die Formel wird in den 
griechisen Buchstaben sehr complicirt, die lateiuischen stehen lassen. 
Wir finden hier nicht nur für einen beliebigen Kegelschnitt oder 

1) SAUION-FIEDLER 1. C. S. 662, oder in etwas andrer Form PASCAL-SCHEPP "Reper­
torium", 1I, S. 227, oder CREMONA CURTZE, "Grundzüge einer allg. Th. d. Oberfiächen". S. 87. 
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eine Parabel, sondern auch für den Kreis, t = 0; in Bezug auf 
den Kreis gilt abel' die gleiche Bemerkung wie oben. 

Elldlich fügen wir 110ch hinzu die Ordnung R del' developpabeln 
:Fläche, deren Rückkebrkante die Doppelcurve der cyklographischen 
:Fläche ist, und für welche die 1!'ormel gilt: 

R = r n + 6 r - 3 m - 9 n - 3 0 - 2 Á , oder 
R = 4 (li + 3) (/J.. + II -- 2 Ei - 0-) -16 (fi. + lI) - 2 lI

2 + 36 Ei + 
180- - 2 0- 2. 

Hiel' finden wir für einen beliebigen Kegelschnitt 8, flir die 
Parabel 4 ', und für den Kreis 4; abel' wenn die Curve, Gein be­
liebiger Kegelschnitt ist, so setzt sicb die Doppelcurve zusammen 
aus G, Kt:., und zwei Kegelscbnitten in den Ebenen durcb die 
Axen des Kegelscbnittes senkrecht ZUl' Ebene desselben, und es 
wird also in der Tat eine ' beliebige Gerade von 8 ~'angenten del' 
Doppelcurve getroffen . Bei del' Parabel ist Kr! eine (li - o-)-fache, 
also nul' eine einfache Curve, und die ganze Doppelcurve bestebt 
aus der gegebenen Parabel und einer zweiten in der Ebene durch 
die Axe der ersten; est ist also richtig R = 4. Und beim Kreise 
endlich besteht die Doppelcurve aus C, K t> , und den beiden Spitzen 
der Kegel in welche die cyklogmphische :Fläche zerfällt ;also ebeu­
faIls R = 4. 

Wir stellen jetzt sämtliche bis jetzt erhaltenen Resultate in fol­
gen der rl'abelle übersichtlich zusammen , wobei wir die Summen 
(JJ + d, 11 + d, IJ + Á , h +]) in ihre einzelilen Bestandteile 
zerlegen. .Es ist also : 

der Rang der Rückkehrkante, oder die Ordnung der cyklogra-
phischen :Fläche, r = 2 (fI.. + II - 2 Ei - 0-) 

die Klasse der l!'läche, n = 2 II 

die Ordnung der Rückkehrkante, 
1Jl = 2 (I + 3 ,u - 6 Ei - 3 0-) 

die Anzahl der Spitzen der Rückkehrkante, 
(3 = 12 fI.. -- 4 II + 6 I - 24 Ei -120-; 

die Anzahl der sta.tionären Erzeugenden der Rückkehrkante, 
8 = 0 

die Anzahl der Doppelel'zeugenden der Rückkehrkante, 
d=O 

die Anzahl der stationären Schmiegungsebenenen derselben , 
(1,=21 
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die Anzahl der Doppelschmiegnngsebenen derselben, 
~ = v (v - 1) - fJ. - 3 I + 0'"2 + 2 e 
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die Anzahlder Doppelpunkte derselben , 
IJ . I + 3 (p. - v) 

. die Oidnung der volIständigen Doppelcurve , 
(J} = 2 (p. + v- 2 e _. 0'")2 -10 p. - 2 v ~ 3 1+ 20 E + 100'" 

der Rang der vollständigen Doppelcurve , 
R = 4 (v + 3) (fJ. + v - 2 e - 0'") -16 (fJ. + v) - 2 v2 + 36 e + 

180'"-20'"2 

die Anzahl der dreifachen Punkte derselben , 

t = ~) 1.
3 

- 3 1.2 - .58 l' - 3 r (n + 3 m) + 42 1Z + 78 1Jl ~ 

die Klasse der der Rückkehrkante doppelt umschriebenen Deve­
loppabeln, 
!I = 2 (fJ. + v - 2 e - 0'")2 - 4 (fL + v) - I + 8 t + 4 0'" 

die Zahl der Geraden einer Ebene durch welche zwei nicht be­
nachbarte Schmiegungsebenen hindurchgehen, also die Anzahl der 
Doppeltangel1ten irgend eines ebenen Schnittes der. cyklographischen 
Fläche, abgesehen von den ~ aus den Doppe1schmiegungsebenen 
hervorgehenden, 
!! = V (v -1) + 0'"(1 - a-) 

die Zahl der schein baren Doppelpul1kte der Rückkehrkante, 
h = 2 (I + 3 fJ. -- 6 e - 3 0'")2 - 25 fJ. + 8v -111 + 44 e + 220'"; 

die Zahl der die Rüekkehrkante berührel1den und zugleich an­
derswo schneidenden Geraden, 

'Y = 4 1 (fJ. + v - - 2 e - a-) (I -+ 3 fJ. - 6 e - 3 a- + 6) - 24 fJ. 

- 8 I + 42 e + 21 a- l 
endlich das Geschlecht der Rückkehrkante, 

p=p.-v+I-2e -- 0'"+1. 

~ 7. Wir unterwerfen jetzt die Rückkehrkante der cyklogra­
phischen Fläche einer etwas genaueren Prüfuug. Die Bildkreise 
ihrer Punkte sind die Krümmungskreise del' Curve C, ihre ortho­
gonale Projektion auf die Ebene B dieser Curve fäl1t also zusammen 
mit der Evolute derselben. Es begegnen si eh hier, und auch in 
der nächsten Nummer, UIlsere Untersuchungen mit denen des Herrn 

Verhand. Kon. Akad. v. Wetenseh. (ie Sectie). Dl. VIII. G 2 
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VERSLUYS 1), immerhin, den verschiedenen Zwecken entsprechend, 
nur flüchtig, und mit dem bereits betonten Unterschiede (~ 2). 
dass hier auch die Singu1aritäten E und q- berücksichtigt worden 
sind. 

Info1ge der Symmetrie in Bezug auf die Ebene B fallen die 
Projektionen je zweier Punkte der Raumcurve zusammen; es ist 
a1so die Ordnung der Evolute =t ril, d. h. nach der TabelIe 
der vorhergehenden Nummer ist 

die Ordnung der Èvolute = t + 3 {J.. -- (J E - ;] q-. 

Die Klasse erhalten wir indem wir die Anzahl der Ebenen . be­
stimmen welche durch irgend eine vertikale Gerade gehen und die 
Rückkehrkante berühren, denn die Spuren diesel' Ebenen sind die 
sämtlichen Tangenten an die Projektion der Curve durch einen 
Punkt. Es ist diese Zahl im allgemeinen = r, infolge der Sym­
metrie abel' in unserm Falle nul' =i r, d. h. es ist 

die Klasse der Evolute = fJ- + 11 - 2 E - q- . 

Betrachten wir eine Spitze der Rückkehrkante. Es schneiden sich 
in derselben drei aufeillander folgende El'zeugenden der .Fläche, 
folglich berührt ihl' Bildkreis die Curve C 4-punktig, und es muss 
sich also aus der Za hl der Spitzen der Rückkehrkante die Zah1 der 
"Scheitel" der Curve Cergeben. Allerdings mit einiger Vorsicht. 
Wil' fanden nämlich (~ 4) dass die Beriihrungspunkte der zweimal 
11 - 2 E - q- rrangenten an eaus den beiàen Pllnkten I1' I 2 
Spitzen der Rückkehrcurve sind; die Schmiegungsebenen derselben 
gehen durch die rrangenten in ~ und I 2 an Koo, und enthaIten 
somit den Schnittpunkt derselben , oder den Pol VOll goo in Rezug 
auf Koo, oder, weil K7J und der imaginäre Kugelkreis sich gerade 
auf goo doppelt berühren, den Pol von g7J in Bezug auf diesen 
letzteren, d. h. die der Gerade goo senkrecht zugeordnete Richtung 
Zoo, also das Projektionscentrum für die orthogoilale Projektion auf 
B. Es verlieren a1so die Spitzen durch die Projektion ihren Cha­
rakter , indem sie übergehen in einfache Punkte der Evolute, aller­
dings in solche wo die Evolute und die Curvè C sich berühren, 
und wir erhalten also zwar den bekalll1ten Satz: "die Curve C und 
ihre Evolute óeriihren sich in allen denjenigen Pun1cten, deren Tan-

') 1. c. S. 74. ff. 
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gente durch einen der beiden Kreispun1cte geht", abel' diese Punkte 
sind für die Curve C keine Scheitel. 

Wir fanden weiter (§ 4) dass jeder einfache Schnittpunkt der 
Curve C mit goo in den Berührungspunkten der beiden von ihm 
an Koo gehenden 'rangenten Spitzen der Rückkehrcurve bedingt, 
deren Schmiegungsebenen sich in der Tangente in ihm an C schnei­
den, und erkennen nun überdies dass die Verbindungslinie diesel' 
beiden Spitzen als die Polare des betrachteten Punktes in Bezug 
auf Koo durch das Projektionscentrum Zoo geht. Es fallen also die 
Projektionen der beiden Spitzen Zllsammell in einen Punkt von 
900, der dern betrachte ten Punkte harmonisch zugeordnet ist in 
Bezug auf die beiden Kreispunkte, und diesel' Punkt ist zwar eine 
Spitze der Evolute (mit auf goo liegender Rückkehrtangente), führt 
abel', wie die jetzige Untersuchnng gelehrt hat, nicht zu einem 
Schei tel von C. 

lmrnerhin betonen wir im Vorübergehen den Satz: ,,,jedem ein­
jachen unendlz'ch jernen P un1cte der Curve U entspricht als K-,.üm-
1Jtungsmittelpun1ct eine unendlich jerne 8pitze .der Evolute mit ganz 
in unendlicher Ferne gelegener Riic1c1cehrtangente, und die beiden 
einander auj diese Wez'se zugeordneten Pun1cte beider Curven liegen 
in zu ein'lnder sen1crechten Richtungen." 

Wir wollen nun die Zahl {3 = 12"" - 4 v + 61--- 24 E -12 (J' 

der Spitzen der Rückkehrkante vermindern urn die Zahl 2 Cv -
2 E - (J') derjenigen welche in B liegen und also nach dem Obigen 
beim Projiciren verloren gehen; es bleiben dann noch 12 "" - 6 v 
+ 6 1 - 20 E - 10 (J' übrig, und die se fallen beim Projiciren paar­
weise zusamnien; wir finden also: 

die Anzahl der Rüe1c1cehrpun1cte der ij/volute = 6 "" - 3 v + 3 1 

- 10 E - 5 (J' ; von diesen liegen {L - 2 E .-- 2 (J' im Unendlichen, 
den übrigen 5 "" - 3 v + 31 - 8 E - 3 (J' aber entsjJ1'echen ebenso­
viele Scheitel der Curve C. 

Ffu einen beliebigen Kegelschnitt erhaIten wir hieraus 4 Spitzen 
irn Endlichen und 2 irn Unendlichen, für die Parabel resp. 1 und 
0, was offenbar richtig ist, 

Was nun die übrigen Schnittpunkte der Evolute mit goo anbe­
trifft , so ist folgendes zu ben'lerken: die Berilhrungspunkte der 
beiden rrangenten an Koo aus dem unendlich fernen Punkte einer 
Wendetangente der C sind nach § 4 einfache Punkte der Rück­
kehrkante, deren Verbindungslinie, wie wir jetzt wieder hinzufügen 
wollen, durch Zoo geht; jedem der 1 Wendepun1cte der C entspricht 
also ein eittfacher unendlich ferne1" Pun1ct der Evolute, natürlichin 
eine1" Richtung senkrecht zur Wende tangen te. Endlich ist h"oo selbst 

G 2* 
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Schmiegungsebene in den Berührungspunkten sämtlicher 'rangenten 
an Koo aus den rr Berührungspullkten von C mit goo , welche Punkte 
auch wieder, und immer aus dem närrtlichen Gnmde, paarweise 
in Geraden durch Zoo liegen, und also durch die Projektion über­
gehen in rr Wendepunkte der Evolute mit unendlich ferner Wende­
tangente; "jedem B eriihrulzg8punkte von C mit goo ent8pricht al80 in 
der Bv olute eine unendlich feme Injlexion mit unendlich ferner 
rn t" .Hlngen e. 

Addiren wir sämtliche unendlich fernen Punkte so erhaIten WH': 

3 ({L - 2 E - - 2 rr) + 1 + 3 rr = 1 + 3 fJ- - 6 E -- 3 rr , 

also wieder die Ordnungszahl der Evolute. 
Nachdem jetzt Ordnung, Klasse und Anzahl der Rückkehrpunkte 

der Evolute bekanut sind kann nunmehr die Anzahl der · Doppel­
prtnkte aus der bekannten PLÜcKER'sehen FOl'mel ermittelt werden . 
Jeder derselben ist die Spur einer durch Zoo gehenden vierfachen 
Sekante der Rückkehrkante, und also der gemeinschaftliche Mittel­
punkt zweier verschiedener Krümmnngskreise; nach Ausführung der 
Rechnung erhält man folgendesResultat: 

d~e Anzahl der Doppelpunkte der Evolute i8t gleich 

~ I (I + 3 (L - 6 E - 3 rr) (I + 3 fJ- - 6 E - 3 rr - 1) -19 fJ- + 
8 v - 9 1 + 32 E + 16 rr~. 

Jeder die8el' P unkte i8t der jWitlelpunkt zweier Kriimmung8krei8e. 
SoU die Evolute eine Inflexion aufweisen, so muss ent weder die 

Rückkehrkante eine stationäre Erzeugende besitzen, oder aber es 
muss eine Schmiegungsebene durch Zoo gehen; das crstere ist nach 
der Tabelle des ~ 6, S. 16 nicht der Fall, denn es ist e = 0, 
und was das letztere anbetrifft, so sind die Schmiegungsebenen 
dnrch Zoo die 2 (v - 2 E - rr) Schmiegungsebenen durch die beiden 
Tangenten in ~ uild I 2 an Kx> (sieh oben) , die zweimal E Dop­
pelschmiegungsebenen . durch die närulichen rrangenten ulld welche 
C in den Kreispunkten selbst berühren, nnd endlich die 2 rr-fache 
Schmiegungsebene Ex> selbst. Die Ebenen der erstell Gruppe 
ergaben, wie wir sahen, die Berührungspunkte der Evolute mit 
der Curve C, gewöhnliche Puukte der Evolute; die der zweiten 
ergebeu je einen Wendepunkt auf den 'l'angenten in Il und I 2 an 
C, und 1300 fügt Zll denselben noch rr auf goo gelegene hinzu. Es 
ist also: 
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die Anzahl del' Wendepunkte der ~volute = 2 E + ~, und von 
d~'e8en liegen ~ im Unendlichen und die übrigen einzeln au! den 
Tangenten an G in den imaginären Kreispunkten. 

Aus der Ordnung, der Klasse und der Zahl der Wendepunkte 
erhalten wir in bekatmter Weise diejenige der Doppeltangenten. 
Man findet: e8 i8t 

die Anzahl der Doppeltangenten der Evolute gleich 

~ (p.. + l! - 2 E -~) (fJ.. + l!- 2 E - ~ -1) - (I + 3 p..) I· 
~'ür den allgemeinen Kegelschnitt erhält man 3, nämlich die 

beiden Axen und gZJ, für die Parabel 0, wie erforderlich. In 
complicirteren Fällen zählt g~ für mehrere Doppeltangenten; es 
liegen ja auf ibr ~ Inflexionen nnd p.. - 2 E - 2 ~ Spitzen, für 
welche die Tangente alle mal mit gx zusammenfällt. Löst man die 
vielfache Tangente in Doppeltangenten auf, und subtrahiert die 
erbaltene Zahl von der obigen , so gibt der Rest die Anzabl der 
Doppelnormalen der Curve G an. 1) 

Wir discutieren endlich noch die Zahl 'Y der Punkte der Rück­
kehrkante durch welche je eine nicht benachbarte Erzeugende del' 
Fläche hindurchgeht; nach Abzug einer gewissen Gruppe von im 
Unendlichen liegenden Punkten diesel' Art und nachheriger Division 
durch zwei erhalten wir diejenigen Krümmungskreise welche G 
noch anderswo zweipunktig berühren. Diese abzuzjehenden Punkte 
sind die folgenden. Es schneidet erstens die Rückkehrkante die 
Curve Ka> einfach in 2 I Punkten, herrührend von den I Wende­
punkten von G; durch jeden diesel' Punkte gehen, ausser den beiden 
unendlich bellachbarten Erzeugenden die sich in ihm schneiden, 
l! - ~ - 2 andre, und es zählen also alle diese Punkte zusammen 
für 2 I (l! - ~ - 2); dieselben sind abzuziehen weil sie offenbar nicht 
zu den von uns verlnngten Kreisen führen. 

In zweiter Linie haben wir die 2 ~ auf Koo gelegenen Punkte 
der Rückkehrkante zu betrachten welche herrühren von den ~ Be­
rührungsstellen von G mit ger>, die Pimkte also für welche .Eer> selbst 
Schmiegungsebene ist (~ 3). Es schneiden sich in K~ l! - ~ Blät­
ter der Fläche, an jeder der von uns betrachteten Stellen abel', 

1) Die vorstehenden Resultate sind im Einklang mit den in SALMON-FIEDLER'S "Ebene 
Curven", 2e Aufl. S. 122 gegebenen, sobald man bemerkt dass dort vorausgesetzt worden 
ist, es gehe die Curve C .-mal durch einen Kreispunkt , während wir, urn uns auf 
reelIe Curven beschränken zu könnell·, vorausgesetzt haben sie gehe .-mal durch beide 
Kreispunkte. Es ist also in den citirten Formeln jedes • durch 2. zu ersetzen. 
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ausser den beiden dm'ch die Rückkehrkante gehenden, nur 11 - (1' -1, 
weil aus einem Berührungspunkte von Omitga> nur noch 11- (1'-1 
andre Tangenten an dieselbe gehen; an jeder dieser Stellen hat die 
Rückkehrkante mit jedem diesel' Blätter eine zweipunktige Berüh­
rung, denn es wird sich aus späterell Betrachtungen ergeben 
(~ 12), dass von den drei hier unendlich nahe zusammenliegenden 
unendlich fernen Punkten der Rückkehrkante nur zwei als auf 
K.., liegend betl'acbtet werden dürfen; es ist also Zll subtrahieren 
die Zahl 4 (1' (11 - (1' - 1). 

Endlich ist noch auf die 2 (p. - 2 E - 2 rr) auf Koo · liegenden 
Spitzen der Rückkehl'kante zu achten, welche von den gewöhn­
lichen Schnittpunkten von 0 mit ga> herrühren, und durch deren 
jede 11 - (1' - 2 Blätter der Fläche gehen ausser den drei durch 
die Rückkehrkante, elltspl'echend den Tangenten aus einem ·gewöbn­
lichen Curvenpunkte an dieselbe. Weil die Rückkehrtangente zu­
gleich eine Tangente von Ka> ist, so bat die Spitze mit jedem 
Blatt 3 zusammenfallende Pnnkte gemein, es ist also schliesslich 
noch die Zahl 6 (IJ. - 2 E - 2 (1') (v - (1' - 2) zn subtl'ahieren. 

Fül'ht man nun die Rechnung wirklich dur'Ch, so el'hält man 
folgendes ResuItat: 

e8 be8itzt die OU1've 0 

i = (2 p. + v - 4 E - a) (I + 3 IJ. - 6 E -- 3 (1' - 12) 
+ (1' (v - (1' -1) - -- 6 p. + 2411 - 14 1+ 9 (1' 

Kriámnttng8krei8e, welche 8ie noch in einem andern Punkte zwei­
punktig beriihren. 

Als Beispiel , und teilweise zur Kontrolle, fügen wir die Zahl 
diesel' Kreise hinzu für die vcrschiedenen Gattungen von Curven 
dl'ittel' Ordnung. Man erbält: 

für die og (also die allgemeine 03
) 72; 

" " 
O~ (also mit Doppelpunkt) 36; 

" " 
O~ (also mit Rückkehrpunkt) 22; 

" " 
(J3 16 ((1' = 1, welcbe also ga> berübrt) 46; 

" 
O~ ((1' = 1) 20; 

" 
05 ((1' = 1) 10; 

" " 
circulare og (E = 1) O· , 

" " " 
O~ (E = 1) O· , 

" " " O~ (E = 1) O. 

Die letzten drei Resultate zieben wir zur Kontrolle heran. Es 
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hat nämlich ein Kreis mit einer 0 3 6 Punk te gemein; ist Hun 
die Curve circular, so hat ein Krümmungskreis mit derselben 
3 +. 2 = 5 Punkte gemein, und folglich kann er die Curve nicht 
überclies noch berühren. Das nämliche gilt auch von einer 04 

welche bicircular ist, also die imaginären Kreispunkte zu Doppel­
punkten hat; in der Tat gibt auoh in diesem Falle unsere Formel 
die Zahl 0 ,ganz gleichgültig ob die Curve noch einen drittell 
Doppelpunkt besitzt oder nicht. Weiter kann man in diesel' Rich­
tnng natürlich nicht gehen, weil eine 0 5 mit zwei dreifachen 
Punkten nicht möglich ist. 

§ 8. Dus System der die Curve 0 cloppelt berührenclen Kreise 
ergibt sich aus der Betrachtung der Doppelcurve der cyklogra­
phischen Fläche; die Bildkreise der Punkte dieser Curve sind im 
allgemeinen Kreise der verlangten Art. N un setzt sich abel' clie 
vollständige Doppelcurve , deren Ordnung [IJ wir der 'rabelle auf 
Seite 17 entnehmen, aus der Curve 0, dem (v - a-)-fachen 
Kegelschnitt K"", und einer Restcurve zusammen, (§ 3), uud es 
ist klar class nur diese letztere hier in Betracht kommt; ihre Ord­
nung 2 [IJ' erhaltell wir indem wir von der Zahl [IJ die Ordnung fJ. der 0 

cl "b d' d' Z hl2 (v - a-) (v - a- - 1) 1 un u er les Ie a = (v - a-) Cv - a- - ) 
1.2 

subtrahieren; man findet: 

2 {r./ = 2 (fJ. + v - 2 E - a-)2 -11 fJ. - y2 + 2 va- - v - 3 t + 
20 E - a-2 + 9a-. 

Diese Restcurve nun ist symmetrisch in Bezug auf die Ebene 
B; e8 i8t al8a del' Ort der Oentm del' die GttJ've 0 dappelt beriih­
l'enden Krei8e eine ebene OW've van der Ordnun!J [IJ'. 1) 

Die Schnittpunkte der Restcloppeleurve mit der Ebene B sind 
die folgenclen: 

a) Die Y" Spitzen der C. Naeh § 4 sind diese Punkte Doppel­
punkte der Rüekkehreürve der eyklographisehen Fläche, und die 
beiden Schmiegungsebenen in einem solehen Punkte schneiden si eh 
in der 'rangente der Spitze. Es gehen also durch den Punkt 4 
je zwei und zwei unendlich benachbarte Erzeugenden der Fläche, 

1) Man erkennt leicht dass es, urn darzutun dass die Zahl x ' immer durch 2 teilbar 
ist, genügt zu zeigen dass IJ. + y' + y + , + 0"' - 0" immer gerade ist. Nun ist 
(J. = y (y -1) - 2 'T - 0" (0" -1) - 3" a180 IJ. + y' + y + , + 0" (0" -1) = 2 y' - 2 'T - 2" 
a180 gerade. 
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d. h. es schneiden sich in demselben 4 Paare nicht benachbarter 
Erzeugenden, ader es gehen 4 Äste der Doppelcurve durch ihn 
hindurch, welche aber alle van der nämlichen rfangente, nämlich 
der Rückkehrtangente van G, berühl't werden; zwei diesel' Äste 
bilden die Spitze van G, die beiden andern eine Spitze der Rest­
curve; in jedem der K, Rückkehrpunkte hat also die Ebene B mit 
der Restcurve einen dreipunktigen Contact ,do h. es geIten diese 
Punkte für 3 y. ader 3 t + 9 (I''' - l!) einfache Schnittpunkte. 

ó). Die J Doppelpunkte der G. Jeder dieser Punkte ist der 
Schnittpunkt van 4 nicht benachbarten Erzeugenden der Fläche, 
al80 ein sechsfacher PUllkt der vollständigen ader ein vierfacher der 
Restdoppelcurve, während leicht einzusehen ist dass die Tangenten 
an die 4 verschiedenen Äste nicht in B liegen. Es geiten also 
diese Punkte für 4 J' einfache Schnittpunkte. N un ist 

l! = IJ.. Ct./., - 1) - 2 J - 2 E (~ - 1) - 3 K, 

y. = t + 3 (f./., - v) 
4 J = 2 f./.,2 - 20 1'- + 16 l! - 4 E (E -1) - 6 t. 

, und 
, folglich 

c). Die einfachen Schnittpunkte mit G der zweimal JI - 2 ~ - (J" 

'llangenten an G aus den beiden imaginären Kreispunkten. Jede 
solche 'fangente hat mit G im Berührungspunkte 2, und im be­
treffenden Kreispullkte E Punkte gemein, abel' weder die einen 
noch die andern gehören der Restdoppelcurve an. Denn was den 
Berührungspunkt anbetrifft, so ist derselbe nach ~ 4 eine Spitze 
der Rückkehrcurve, während die zugehörige Schmiegungsebene die 
Tangente selbst und den Punkt Zx> enthält und alsosenkrecht ist 
zur Ebene B; nun .ist eine Spitze der Rückkehrcurve ein gewöhn­
licher Punkt der Doppelcurve , während beide von der nämlichen 
Gerade berührt werden 1); es geht also nur die Doppelcurve G 
durch diesen Punkt, nicht ab er die Restcurve. Und was die ima­
ginären Kreispunkte anbetrifft, so wissen wir bereits (~ 3) dass 
diesel ben , wie alle anderen ' Punkte von Xx>, (l! - o-)-fache Punkte 
der Fläche sind; es geht also die Restdoppelcurve ebensowellig 
durch die Kreispunkte wie durch irgend einell beliehigen andern 
Punkt von Koo. 

Es hat aber die von uns betrachtete 'llangente noch f./., - E - 2 
einfache Schnittpunkte mit G gemein und diese sind für die Rest­
curve Doppelpunkte. W eil nämlich die 'rangente selbst auf der 

') CRE~IONA-CURTZE "Oberfiächen" S. 90. 
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Fläche liegt, so gehen durch jeden solchell Schnittpunkt 3 Erzeu­
gen den der Ji'läche; der Punkt ist also ein dreifacher für die voll­
ständige, und somit ein zweifacher Punkt für die Restdoppelcurve, 
und die beiden Tangenten an die letztere liegen in der soeben 
genannten vertikalen Schmiegungsebene, abel' nicht in B; wir erhaIten 
also zwei Schnittpunkte. Und weil es im ganzen 2 (v - 2 E - 0-) 

Tangenten, und auf jeder derselben 2 (p. -- E - 2) Schnittpnnkte 
gibt, so erhaIten wir, alles zusammen gen ommen , 

4 (v --- 2 E - 0-) (p. - E - 2). 

d) Die Schnittpunkte der zwei Gruppen von v - 2 E - 0- Tangen­
ten aus den imaginären Kreispunkten unter sich; jeder solche Punkt 
ist der Schnittpunkt zweier Erûmgenden der .Fläche und somit ein 
einfacher Punkt der Doppelcurve , und weil er weder auf C noch 
aufKYJ liegt so gehört er der Restcurve an. Es sind diese Punkte 
die sogenannten Bl'ennpunkte der Curve 0; wir finden also im 
Vorübergehen den Satz: 

es besitzt die CU1've C (v - 2 E - :1")2 BrennpU1zkte. 
e) Endlich sind noch die 0- Berührungspunkte von C mit!Ja:; zu 

berücksichtigen. Dllrch je zwei unendlich benachbarte Schnittpunkte 
von C mit!J~ gehen 4 paarweise unendlich benachbarte rrangenten 
an K a:; , welche (~ 3) Erzeugenden der Ji'läche sind. Dieselben bil­
den ein umgeschriebenes Vierseit dessen eine Diagonale die Gerade 
07:) ist; die beiden andern geben also durcb den Pol von !Ja:; in 
Bezug auf Ka:;, d. h. dUl'cb Za:;. Eine derselben ist die Verbindungs­
linie der Berührungspunkte der Tangenten lUit Ka:;, die andre ver­
bindet die beiden letzten Ecken, welche den beiden auf !Ja:; liegen den 
unendlich benachbart Silld; diese gehören der Curve C an, jene 
also der Restcurve , d. h. es geht die Restcurve durch die 0- Be­
rührungspnnkte hindurch und hat dort durch Za:; gehende Tangenten; 
wir erhalten somit zu den schon vorhandenen Schnittpunktender 
Restèurve mit B noch 0- einfache hinzu, und wenn wir jetzt alle 
in den Gruppen a .... e entbaltenen Punkte addiren, so erhalten 
wir genan die Zahl 2 te', womit diesel be cOlltrolirt ist. 

Die Anzabl der die Curve C in einem gegebenen Punkte P 
und überdies noch an einer andern Stelle berübrenden Kreise er­
halten wir indem wir eine der beiden durch P gebenden Erzen­
genden der Fläche mit der Doppelcurve schneiden. N un wird eine 
Erzeugende von r - 4 nicht benachbarten ge schnitten 1), unter 

1) CREMONA-CURTZ"; "Obórflächen" S. 12. 



26 ANWENDUNG DER CYKLOGRAPHIE AUF DIE 

diesen befindell sich aber 11 - fT - 1 welche die gegehene auf Xr>, 
und eine welche sie anf C schneidet, sodass für die Restcnrve nur 
r - (11 - fT) - 4 übrig bleiben. Indem wir den Wert von r auf 
Seite 16 einsetzen erhalten wir: 

unter den doppelt beriihrenden Krei8en fJiM e8 jeweil8 

welche die Ol/doVe an einer vorfJe8chriebenen Stelle berühren. Oder 
anders ausgedrückt: 

unler den x' Schnittpunkten einer beliebifJen Normale der Curve 
C (ode?" l'an!/ente der Evolute) mit dem Ort der Centra der doppelt 
beTiihrellden Krei8e fJibt e8 2 tJ" + 11 - 4 E - fT - 4, deren zUfJe­
hörifJe Krei8e die Curve im FU88punkte der Normale beriihren. 

Jst P eil1 Doppelpunkt von C so wird jeder der beiden Zweige 
von 2/J.. + 11 - 4 E - fT - 6 doppelt berüllrenden Kreisen berührt, 
denn irgend eine der 4 durch P gehenden Erzeugendender Fläche 
wird jetzt in P nicht von einer, sondern von drei andern Erzen­
gen den geschnitten, und wenn endlich P in eine Spitze fá11t, so 
fallen die beiden beim Doppelpunkte getrennt liegen den Systeme 
zusammen während die Anzahl der Kreise um eine Einheit wächst. 
Eine Spitze von C ist nämlich ein Doppelpunkt der Rückkehr­
curve der Fläche (§ 4), und die .Erzeugenden der Fläche in diesem 
Pnnkte sind die Doppelpunktstangenten selbst. Jede derselben wird, 
alt88er von der andern, noch von r - 6 wt'iteren Erzeugenden ge­
schnitten 1); im U nendlichen abel' ändert sich nichts, also ist die 
Anzahl der in der Spitze berührenden doppelt berührenden Kreise 
r - 6 -- (11 -- fT - 1) = 2 tJ.. + 11 - 4 E - fT - 5. 

§ 9. Für unsere weiteren Zwecke ist auch eine genane Kennt­
nis des Verhaltens der Doppelcurve in unendlicher Ferne noh,ven­
dig; wir zählen also die Schnittpnnkte mit Boo wieder der Reihe 
nach auf. Hier finden wir in erster Linie die fT Berührungspunkte 
von C mit fJoo wieder, von denen im vorhergehellden § sub e) gezeigt 
worden ist . dass in ihnen die Restdoppelcurve die Ebene A"'oo be­
rii.hrt; wir finden also: 

a) 2 fT Schnittpunkte ill den Berührungspunkten von C mit fJoo. 
b) Die Schnittpunkte der 'rangenten an Koo aus den /J.. - 2 E - 2 fT 

einfachen Schnittpunkten von C mit fJoo unter sich, wobei aber 

1) CRE~IONA-CURTZE "Oberflächen" S. 88. 
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die auf C selbst liegenden Schnittpunkte ausser Acht bleiben , eben 
weil sie auf C nnd also nicht auf der Restcurve liegen. Jede Tan­
gellte muss also rnit 2 (IJ, - 2 E - 2 U") - 2 andern geschnitten 
werden, sodass wir eine Anzahl Schnittpun kte erhalten gleich 

2 (IJ.. - 2 E - 2 U") (p.. - 2 E - 2 U" - 1). 

c) Die Schnittpunkte der Tangenten an Koo aus den U" Berüh­
rungspunkten von C mit goo unter sich, die auf goo selbst liegenden 
abgerechnet, denn diese sind bereits sub a) berücksichtigt. Bedenkt 
man dass jede diesel' Tangenten für zwei unendlich benachbarte 
gilt, weil die Schmiegungsebene der Rückkehrkante längs derselben 
mit 1500 zusammenfällt (~ 4), so sieht man unmittelbar ein dass 
jeder Schnittpunkt zweier solcher Tangenten für 4 Punkte der 
Doppelcurve gilt, d. h. dass die Doppelcurve in jedem solchen 
Punkte einen Doppelpunkt hat llnd in demselben die Ebene Boo 

b ··h t W· fi d 1 4.2 U" (2 U" - 2) d 8 1 · eru r . Ir n en a so 2 0 er U" (U" - ) weltere 

Punkte. 
d) Die Schnittpunkte der sub b) und c) genannten Geraden 

unter einander. Weil jede Gerade der Gruppe c) doppelt zählt so 
wird in eillem Schnittpunkte einer solchen mit einer Gerade der 
Gruppe b) die Doppelcurve die Ebene E~ berühren längs der letzteren ; 
folglich erhalten wir 2.2 (IJ.. - 2 E - 2 U") 2 U" neue Schnittpunkte. 

e) Betrachten wir noch einmal eine Gerade der Gruppe b). Ist 
8~ der zugehörige Schnittpunkt der Curve C mit goo, too eine der 
beiden Tangenten aus 800 an Koo, und Too der Berührungspunkt, 
so gehen durch diesen an Erzeugenden der }'läche erstens die Ge­
rade too selbst, zweitens die beiden dies er Gerade zu beiden Seiten 
unendlich bellachbarten (Too ist eine Spit ze del' Rückkehrkante, ~ 4), 
drittens die v - U" - -2 andern welche Too verbinden mit den Be­
rührungspunkten del' aus 800 noch an C gehenden Tangenten, im 
ganzen also v - U" + 1. Durch einen beliebigen Punkt von Koo 
gehen aber nur v -- U", al80 begegnen wir in Too einem 8chn,ittpunkte 
van Koo mit det· Re8tdoppelcurve, und zwar werden durch Too 
v - U" - 2 Zweige de1· Re8tcurve gehen, ent8jJ?·echend den 8chnittpunkten 
det· einen übe1·zähligen Et·zeugende too mit den v - U" - 2 nicht 
benachbarten, und alle die8e Zweige werden ?Jon der Gerade too be­
rührt, weil die 8chmiegung8ebene läng8 jeder der v - U" - 2 Arzeu­
genden durch too 8elb8t hindurchgeht und al80 van der 8chmiegung8-
ebene läng8 too in die8er Gerade 8elb8t ge8chni tlen wit·d. Wir erhalten 
somit 2.2 (p.. .- 2 E - 2 U") (v - U" - 2) weitere Punkte. 



28 ANWENDUNG DER CYKLOGRAPHIE AU!? DIE 

f) Betrachten wir auch noch einmal eine Gerade der Gruppe c). 

s'x>, S' a:! seien die beiden unendlich benachbarten Schnittpunkte von 
C mit ga:!, ta:! , t' a:! die unendlich benachbarten Tangenten aus ihnen 
an Ka:!, so ist der Schnittpunkt Ta:! der Berührungspunkt. Nun gehen 
aus Sa:! noch 11 - ~ - 1 rrangenten an C, durch Ta:! also ausser 
ta:! , t' a:! noch 11 - ~ - 1 Erzeugenden, nnd also im ganzen wieder 
11 - ~ + 1. Die eine übcrzählige schneidet abel' jetzt 11 -- ~ - 1 
nicht benachbarte, es gehen also jetzt durch Ta:! 11 - ~ - 1 Zweige 
der Restcurve , welche, aus dem nämlichen Grunde wie sub e), alle 
van ta:! berükrt werden. Allein, was van ta:! gilt, gilt ebenfal/s valt 
t'a:!. d. h. es hat in diesem Falle jeder der 11 - ~ - 1 Zwei ge der 
Restcurve in Ta:! mit Ex> einen dreipunktigen Contact. Und die auf 
diese Weise neu hinzukommende Schnittpunkteanzahl ist also 
3. 2 ~ (11 - ~ - 1). 

g). Wir hahen endlich noch die Doppeltangenten der Curve C 
zu betrachten. Es habe eine solche mit C gemein die benachbarten 
Punkte R, R' und Rl' R'l' während sie ga:! in 8a:! schneide, und 
eine 'rangen te aus 8a:! an Ka:! niit diesel' Curve die Nachbarpunkte 
Ta:!, T'a:! gemein habe.' Es gehen aus 800 an C noch 11 - 7 - 2 
Tangenten, und es gehen also durch Too die En~eugenden 1'= R, 
Ta:! Rl ul1d noch 11 - ~ - 2 andre, und ebenso dUl'ch T'a:! die Er­
zeugen den T'a:! Jl', l'a:! Jl'l und noch 11 - ~ - 2 andre. Durch 
jeden diesel' beiden PUl1kte gehel1 also, wie dul'ch irgel1d einel1 
andern Punkt von Koo,. nur 11 - ~ Erzeugenden, abel' während im 
allg~meinen die zu zwei Nachbarpunkten gehöl'igen Erzeugenden 
windschief sind haben hier Ta:! Rund T'oo R'l' und ebenso Ta:! Rl 
und T'a:! R' einen Punkt gemein; und es schlleidet also die Rest­
curve die Ebene Ea:! in Ta:!, währelld leicht einzusehe?t ist dass die 
Tallgente der vier te harmonische StraM zu Ta:! 800 1'n Bezug auf 
Ta:! R, Ta:! Rl üJt, d. h. also die 8treclce zwischen den Beriihrung8-
punk ten der IJoppeltailgente senkrecht halbid. 

Die Anzahl diesel' letzten Gruppe von Schnittpunkten ist 2 T , 

oder, indem wir eine der PJ,ÛCKER'schen }'onneln benutzen , 
11 (11 - 1) - fJ.. - 3 I - <n(~ -1). Und die Addition aller in den 
Gruppen a) ...... g) enthaltenen Anzahlen führt in gehöriger Weise 
wieder zu der Zahl 2 al. 

~ 10. Die Resultate des vorhergehendel1 Paragraphen sollen 
jetzt benutzt werden ZUl' Bestimmung der Anzahl und der Natur 
der vielfachen Punkte unsel'es Ortes der Centra del' doppelt berüh­
renden Kreise. Es kann die Restdoppelcurve keine Doppelpunkte 
zeigen , ausser etwa in gewissen Punkten welche sie mit C oder 
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Kro gemein hat; denn sobald mehr als zwei Erzengenden der Fläehe 
sich im nämliehen Punkte begegnen erhält die Doppelcurve minde­
stens einen dreifachen Punkt; diese sind- aber für nns von grosser 
Wiehtigkeit, denn ihre Projektionen auf B sind die Mittelpunkte 
von Kreisen welehe die Curve C in drei versehiedenen Punkten 
berühren; es gilt also deren Anzahl Zit bestimmen. 

Besitzt die Projektion der Restdoppeleurve Doppelpunkte, so 
werden diese also herrühren von Geradell senkreeht ·zur Ebene B 
welehe die Raumcurye in mehr als einem Punkte schneiden, nnd 
ZW8r wird die Anzahl dieser Punkte 4 sein müsssen, infolge der 
Symmetrie der Curve in Bezug auf B; hieraus ergibt sieh dass 
die Doppelpunkte unsres Ortes Mittelpunkte sind von zwei ver­
sehiedenen die Curve C doppelt berührenden Kreisen, nnd aueh 
die Anzahl dieser Punkte ist also für uns von Wichtigkeit. 

ZUl' Bestimmung diesel' Anzahlen bereehnen wir nun · in erster 
Linie die Klasse des Ortes der Centra der doppelt berühl'enden 
Kreise. Denken wir irgend eine Gerade IJ senkreeht zu B. Die­
selbe wird naeh ~ 6, S. 17 von R 'llangenten der yollständigen 
Doppeleurye gesehllitten, nnd unter diesen R rrallgenten befinden 
sieh v, welehe an C gehen, und 2 an Koo; alle in Koo ist eine 
(v - O"')-fache Curve der Fläche, und kann also aufgefasst werden 
als die :::luperposition von t (v - 0"') (v - a- - 1) Doppelkegelschnit­
ten; jede der beiden 'fangenten gilt daher als eine Tangente an 
jeden dieser Kegelsehnitte, beide. zusammen geIten also für (v - 0"') 
(v - a- - 1). Subtrahieren wir diese letztere ZahI, vermehrt urn v, 
von R, so erhalten wir die Anzahl der PUlikte von IJ dureh welehe 
nummehr rrangenten der Restdoppelcurve gehen, und diese Tan­
genten werden infolge der Symmetrie im allgemeinen paarweise mit 
IJ in einer Ebene liegen, nnd die Spur einer solehen Ebene wird 
eine Tangente sein unseres ebenen Ortes aus dem Fusspunkte der 
Gerade IJ in B. Allein aueh hier gibt es wieder Ausnahmen; denn 
die Gerade IJ enthäIt den Punkt Zoo, und dureh diesen gehen er­
stens die Tangenten in den (v - 2 E - 0"')2 einfaehen Sehnittpunkt.en 
der Restdoppeleurve mit B (den Brennpunkten von C, ~ 8, S. 25), 
und zweitens die Tangenten in den a- unendlich fernen Punkten , 
welehe hel'rühren von, und zusammenfallen mit, den Berührungs­
punkten von C mit IJoo (~ 8, S. 25), und es ist klar dass diese 
beiden Gruppen von Tangenten hier auszllsehliessen sind, weil die 
Ebenen dureh diesel ben und IJ die Raumeurve berühren obne dass 
ihre Spuren Tangenten der Projektion derselben sind. Also erst 
naehdem aueh noch die urn a- vermehrte Zahl . (v - 2 E - . 0"')2 ab­
gezogen ist erhalten wir einen Rest, der, dureh 2 geteiJt, die Klasse 
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unseres Ortes ergibt. Nennen wir das Resultat der Division R', so 
erhalten wir: die Klasse des O?·tes de?' Centra d~r die Curve C 
doppelt be?'ükrenden K?'eise ist gleich 

R' = 2 (v + 3) (fJ- + v - 2 E - rr) -- 8 (fJ- + v) - 2 V (v - E - rr) 
- 2 E (E + rr - 9) - 2 rr (rr - 4). 

Nachdem jetzt die Klasse unsrer Curve bestill1mt worden ist 
brauchen wir nur noch die Anzahl ihrer Rückkehrpunkte zu kennen 
um ll1ittelst einer der PLÜCKER'schen Formeln auch die Anzahl der 
Doppelpunkte zu erfahren. In Bezug auf die Rückkehrpunkte nun 
ist folgendes Zll bemerken. Es besitzt erstens die Restdoppelcurve 
J(, Rückkehrpunkte in den Y. Spitzen der Curve C (§ 8, S. 23), 
allein diese verschwinden in der Projektion , weil die Tangential­
ebenen in dellselben senkrecht sind zur Ebene B; in der Projek­
tion erhalten wir hier einfach Übergänge von parasitisch en in nicht 
parasitische 'reiie. Daml abel' zeigt die Restdoppelcllrve eine _ Spitze 
in jedem Punkte wo die Rückkehrkante von einer diese letztere 
Curve allderswo berührenden Gerade geschnitten wird; denn in 
einem ,solchen Punkte werden zwei längs der Rückkehrkante zu­
sammenstossende Blätter der Fiäche von einem einfachen Blatte 
geschnitten, was, wie die directe Allschauung lehrt, zur Folge hat 
dass auch die Doppelcurve diesen Punkt enthält, und zwar als 
Spitze. Die Anzahl diesel' Pnnkte beträgt nach § 7, S. 22 2 y' ; 
dieselben liegen abel' paarweise symmetrisch in Bezug auf B, 80dass 
die Anzahl de?' lliickkehrpunkte de8 Ortes der Centra der doppelt 
be?"iihrenden Kreise y' beträgt. 

Nennen wir jetzt die Allzahl der Doppelpunkte J', so ergibt die 
PI,ÜCKER'sche FOl'mei : 

R' = a/ (al -1) - 2 J' - 3 y', oder 

J' = ~ I x' (a/-1) - R:- 3y' I· 

Allein die se Punkte sind bei weitem nicht alle wirkliche Dop­
pelpullkte, sondern es müssen infoige des complicirten Verhaltens 
der Restdoppelcurve in uneudlicher Ferne mehrere der im vorher­
gehenden Paragraphen erhaltenen Anzahlen jetzt wieder subtrahiert 
werden. Vorher abel' sei noch bemerkt dass die J vierfachen Punkte 
der Restdoppelcurve, welche ruit den Doppelpunkten der C zusall1-
ruenfallen (§ 8, S. 24), durch die Projektion übergehen in Dop­
pelpunkte, und zwar, wie unmittelbar einzusehen, in solche deren 
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beide 'rangen ten die Winkel der Tangenten im nämlichen Punkte 
an C halbieren ; und zweitens dass die ~ 8, · S. 24 sub c) genann­
ten Punkte, welche Doppelpunkte für die Restdoppelcurve sind, 
diesen Charakter dUl·ch die Projektion verlieren , wiederum infolge 
der Symmetrie. 

Es kommen jetzt in Wegfall : 
1°. die Punkte sub c) ~ 9, S. 27, deren Anzahl 2 (j C(j -1) 

beträgt , und in deren jedem die Restdoppelcurve einen Doppel­
punkt besitzt mit mit Eoo zusammenfallender 'rangeJltialebene. Es 
liegen die se Punkte zu je zwei und zwei anf Geraden durch Zoo, 
sie projicieren sich also in (j ((j -1) Punkte anf floo, und diese 
Projektionen sind offenbar Berührungsknoten für unsern Ort der 
Centra, so dass jeder derselben zwei Doppelpunkte absorbirt, im 
ganzen also 2 (j C(j - 1); 

2°. die Punkte Too sub e) ~ 9, S. 27, dm·ch deren jeden die 
Restdoppelcurve v - (j - 2 Zweige hindurchschickt, alle mit der 
nämlichen Tangente t"". Auch diese Punkte liegen paarweise auf 
Geraden durch Z"", sie projicieren sich also in {J- - 2 E - 2 (j Punkte 
von !I"", und es wird in denselben die Gerade fI"" von v - (j - 2 
Zweigen des ebenen Ortes der Centra berührt, sodass wir es hier 
zu tun haben mit einer Vereinigung von zwei Cv - (j - 2)-fachen 
Punkten , oder von Cv - (j - 2)(v - (j - 3) Doppelpnnkten. Weil 
die Anzahl der hier in Betracht kommenden Punkte {J- - 2 E - 2 (j 

ist, so kommen also im ganzen in Wegfall ({J- - 2 E - 2 (j) Cv - (j - 2) 
Cv - (j - 3) Doppelpunkte; 

3°. die Punkte T"" sub f) ~ 9, S. 28. Durch jeden derselben 
gehen v -- (j - 1 Zweige der Restcurve , und jeder diesel' Zweige 
hat in T"" mit Eoo einen dreipunktigen Contact. Es gibt 2 (j solcher 
Punkte, allein auch diese liegen wiederum paarweise in Geraden 
durch ZIJ, und projicieren sich also in (j Punkte von !I"". Durch 
jeden derselben gehen v - (j - 1 Zweige des Ortes der Centra, 
nnd jeder derselben hat im betreffenden Punkte einen Wendepunkt 
mit mit!lX! zusammenfallender 'l'nngente. Es liegen also jetzt drei 
Cv - (j - l)-fache Punkte unendlich nahe zusammen, d. h. jeder 

soiche Punkt absorbirt ~ Cv - (j - 1) Cv -- (j - 2) Doppelpunkte; 

es sind also im ganzen zu subtrahieren ~ cr Cv - cr - ·1) Cv - cr - 2) 

Doppelpunkte. 

N ennen wir das Resultat der Subtraktion J*, so erhalten WIr : 
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. ( 

cP = ~ ) x' (x ' -1) -jl' - 3 y' ( -- 2 a (a --1) -- 1 (f-G - 2 E - 2 a) 

3 I 

(v - a - 3) + :2 a (v --- a - 1) ! (v - a - 2). 

Allein jetzt haben wir immer noch nicht die wirklichen Doppel­
punkte, denn unter den J* Doppelplmkten befinden sich auch noch 
die dreifachen, d. h. die Centra der die Curve C dreimal berüh­
renden Kreise. Wir geben die Bestimmung diesel' letztereü in der 
nächsten Nummer, wollen aber vorher zum Sehlusse des jetzigen ~ 
die versehiedenen unendlich fernen Punkte des Ortes der Centra 
der . doppelt berührenden Kreise tabellarisch zusammenstellen. hs 
besitzt diesel' Ort auf goo: 

a). cr einfache Punkte in den Berührunfj8jJunkten von C mit goo ; 
(Gruppe a des ~ 9); 

ó) . (f-G - 2 E- 2 a) (f-G --- 2 E -- 2 '1-1) weitere einfache Punkte 
(Gruppe ó des ~ ~)), in Richtungen welche die Winkel der AS!J1Il­
ptoten der Curve C halbieren ; 

c) . cr ('1 ~- 1) Berührungsknoten mit mit gx> zusalJl1Jlenfallender 
Tangente (Gruppe c des ~ 9), in Ricldu1lfje1l welche die Winkel der 
Geraden nach den Berührungspunkten von C mit goo halbieren ; 

d). 2 a (f-G -- 2 E - 2 cr) einfache Punkte, in denen aóer die Curve 
die Gerade goo berührt (Gruppe d des ~ 9), in Richtungen welclle 
die Winkel zwischen je einer AS!JlilJltote und einer Gerade nach einelJl 
Berührungspunkt von C mit goo halbieren; 

e). (f-G -- 2 E --- 2 a) Punkte in Richtungen welche denen. der 
f-G - 2 E - 2 '1 einfachen Sc'ltnittpunkte Don C mit goo senkrecht zu­
ogeordnet sind, und in del'en jedem v - '1 - 2 Zweige der Curve dz:e 
Gerade 0900 beriihren (Gruppe e des ~ 9),' 

f), '1 Punkte in Rz'chtungen welche denen der a Beriihrungspunkte 
von C mit g <ro senkrecht zugeordnet sind, und in derenjedem v - '1 - 1 
Zweige der Czt1"ve die Gerade g", osculieren (Gruppe f des ~ ~»; 

g). T einfache Schnittpunkte, ent8prechend den T IJoppeltangenten. 
der C,' die zugehörigen ;1s!Jmptoten sind die Geraden, welche dz'e 
Strecken zwischen den beiden Beriihruno9spunkten jeder IJoppeltangente 
senkrecht halóierelt (Gruppe g des ~ 9). 

~ 11. In der 'J.1abelle des ~ 6, S. 17, findet sich der Voll­
ständigkeit halber aueh eine Formel für die Al1zahl det' dreifachen 
Punkte der Doppeleurve unserer cyklographischen Fläche, allein es 
muss bemerkt werden dass diese Formel uns hier nicht nützen kann. 
Denn es bezieht sieh diesel be auf die vollständige IJoppelcurve, und 
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diese hat, sobald v - a > 2 ist, lmendlich viele dreifachen Punkte, 
weil ja der Kegelschnitt Koo eine Cv - - a)-fache Curve ist. Wir 
brauchen alsoeine Formel für die Anzahl der dreifachen Punkte 
der Restdoppelcurve, und erhalten dieselbe indem wir der Methode 
folgen nach welcher CRl'~MONA 1) im allgemeinen :Falle die entspre­
chende Formel für die nicht degenerirte vollständige Doppelcurve 
gefunden hat, und welche einfach hierin besteht dass man die 
sämtlichen Schnittpunkte der Curve mit der zweiten Polartläche 
irgend eines Poles 0 in Bezug auf die cyklographische Fläche 
bestimmt, und bemerkt class sich unter diesen auch die gesuchten 
Punkte vorfinden müssen, weil · die dreifachen Punkte der Doppel­
curve zugleich dreifache Pnnkte der Fläche, und deshalb auf der 
zweiten Polarfläche irgend eines beliebigen Poles gelegen sein müs­
sen. Überdies zählt jeder solche Punkt für 3 einfache Schnitt­
punkte, eb en als dreifacher Punkt der Curve. Wir haben also 
folgendes: es ist dieOrdnung del' Restdoppeleurve 2 a/ (§ 8, S. 23), 
diejenige irgencl ei nel' zweiten Polal'fläche r - 2, und somit die 
Anzahl der Schnittpunkte beider 2 (1/ (1' - 2), und diese Schnitt­
punkte setzen sich nun in unserm FalIe aus den folgenden zehn 
Gruppen zusammen : 

1°. den Punkten , in denen die Erzeugenden del' Fläche, längs 
welcher die n = 2 v Tangentialebenen aus 0 an diesel he sie be­
rühren, von anderen Erzeugenden geschnitten werden. Denn diese 
Punkte sind für den vollständigen Qucrschnitt einer solchen Tan­
gentialebene mit der Fläche selbst dreifach (diesel' Querschnitt be­
steht nämlich aus einer Curve von der Ordnung r - 2 und der 
Berührungserzeugende doppelt gezählt), also mit del' ersten Polar­
fläche von 0 zweifach, und also mit der zweiten einfach. Nun 
wird jede solche Berührungserzeugende von r - 4 anderen ge­
schnitten; einer diesel' Schüittpunkte liegt abel' auf C, v - cr - 1 
andere liegen vereinigt auf K 'LJ , auf der Restcurve liegen also nicht 
mehr als r - v + a - 4, und es besteht also die se erste Gruppe 
aus n (1' - V + a - 4) Punk teIl. 

2°. Rin Doppelpunkt der Rückkehrcurve ist für die Doppelcurve 
vierfach, und gilt für zwölf Durchschnittpullkte der letzteren Curve 
mit der zweiten Polarfläche irgend eines Pol es O. 2) N un besitzt 
unsere Rückkehrcurve in der Tat Doppelpunkte, und zwar in den 
Spitzen der Curve C, deren Anzahl )(, = I + 3 Cp. - v) ist; in jedem 

1) "Oberflächen" S. 87, fl'. 
2) CREMONA- CURTZE "Oberflächen", S. 89. 

Verband. Kon. Akad. v. Wetenseh. (i e Sectie) . DI. \ïlI. G 3 
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dieser Punkte besitzt nicht nur die Curve C, sondern auch die 
Restcurve eine Spitze (~ 8, S. 24), beide mit del' nämlichen rfan­
gente, d. h. es verhalten sich die Curve C und die Restcurve in 
diesen Punkten ganz gleieh, und wenn also ein solcher Punkt in 
Bezug auf die vollständige Doppelcurve 12 Schnittpunkte absor­
birt, so repräsentirt er für die Restcurve deren sechs. Und es 
besteht also diese zweite Gruppe aus . 

6 D = 6 y. = 6 ,+ 18 (p. -v) Punkten. 

3°. Ein Rückkehrpunkt der Ruckkehrcurve ist für die Fläche, 
als Schnittpunkt dreier Erzeugenden, eill dreifachel' Pnnkt, abel' 
von der besonderen Eigenschaft dass der kubische Berührungskegel 
aus drei mit der Tangentialehene zusammenfallenden Ebenen be­
steht. Irgend eine erste Polarfläche hat also in ihm einen unipla- . 
naren Doppelpunkt, und jede zweite Polarfläche geht einfach durch 
ihn hindurch, und berührt in ihm die 'rangentialebene der Fläche, 
und damit auch die Doppelcurve , denn die Doppelcurve und die 
Rückkehrkante baben in einer Spitze der letzteren die nämliche 
Tangente. 1) Wir erhalten · also als dritte Gruppe von Schnittpunkten 
die Anzahl der Rückkehrpunkte der Rückkehrkante, multipliziert 
mit zwei. Allein vorher sind abzuziehen die 2 (11 - 2 e - cr) in den 
Berührungspunkten der 'fan genten aus den beiden Kreispunkten an 
C liegen den (~ 4, S. 10), weil diese von der Doppelcurve C, nicht 
abel' von der Restcurve berührt werden, und überdies wollen wir 
auch noch die 2 (tj. - 2 E -- 2 cr) . auf Xx> liegenden Spitzen sub­
trahieren (~4, S. ll), denn diese zeigen ein weit complicirteres 
Verhalten , und sollen also weiter unten (sub 7) für sich untersucht 
werden. 

Es ist nun die Anzahl der Spitzen überhaupt (~ 6, S. 16): 

subtrahiel't müssen werden: 2 p. + 2 ~ - 8 E - 6 cr, sodass übrig 
bleiben 

10 p. --- 611+ 6 I -16 E - 6 cr; 

und diese Anzahl, l1lultipliziel't mit zwei, ergibt als Beitmg diesel' 
dritten Gruppe 

4 (5 p. - 3 11 + 3 I - 8 E ._ - 3 cr). 

1) CREMONA-CUI1TZE "Oberflächen" S. 90. 
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4 c. Die zweite Polarfläche eines beliebigen Poles hat mit der 
Doppelcnrve einen dreipunktigen Contact in jedem Punkte der 
Rüekkehrkante wo diese letztere von einer anderswo berührenden 
Erzeugende der Fläche gesehnitten wird 1); jeder solche Punkt ist 
nämlich ein Rüekkehrpunkt für die Doppelcurve , während sieh 
zeigt dass irgend eine zweite Polarfläehe die Rückkehrtangente be­
rührt. Die Anzahl der auf der Restdoppeleurve liegen den Punkte 
dieser Art ist 2,,/ (§ 7, S. 22), der zu unserer Schnittpunkte-anzahl 
beigesteuerte Betrag also 6 ,,/'. 

5°. Ein Doppelpunkt der Curve C iRt der Sehnittpunkt von 4 
Erzeugenden der J<'läche, · und also für die se ein vierfacher Punkt; 
jede zweite Polariläehe geht also zweimal dureh ihn hindureh, und 
weil er auch ein vierfacher Punkt für die Restdoppelcurve ist 
(§ 8, S. 24) so zählt er für 8 einfache Sehnittpunkte beider; wir 
erhalten also eine weitere Anzahl von 

6°. Aus jedem der beiden Kreispunkte gehen an CII - 2 € -- cr 
Tangenten, deren jede die Curve in p.. - € - 2 einfachen Punkten 
sehneidet ; diese Punkte sind dreifaehe Puukte für die eyklogra­
phise Fläche und Doppelpunkte für die Restdoppelcurve (§ 8, S. 24), 
dureh jeden geht also die zweite Polarfläehe einfach hindureh, 
während er für zwei der gesuehten Schnittpunkte gilt; der jetzige 
Beitrag ist also 

4 (11 - 2 € - 7)(p.. - € - 2). 

7°. Jetzt müssen endlieh noch einige Gruppen von unendlich 
fernen Pllnkten der Restdoppeleurve in Betracht gezogen werden. 
N ehmen wir zuerst die 2 (p.. - 2 € - 2 cr) Berührungspunkte .auf 
K oo der rrangenten aus den eillfachen Sehnittpunkten 'Von C mit 
fJoo an jenen gezogen (§ 9, S. 27, e). Dureh einen solchen Punkt 
gehen 11 ·- cr + 1 Blätter der Fläehe, alle die Tangente an KYJ 
berührend, und 11 - '1 - 2 Zweige der Restdoppeleurve, ebenfalls 
diese Gerade berührend, er absorbirt also 2 (11 - 7 -- 1)(11 - cr - - 2) 
Sehnittpunkte der Resteurve mit irgend einer zweiten Polarfläche, 
denn von dieser letzteren gehen offenbar 11 - '1 -- 1 Blätter, aueh 
wieder die nämliehe Gerade berührend, durch ihn hindurch. Zu­
sammenfassend erhalten wir also 2.2 (p.. - 2 € - 2 cr) (11 - cr - - 1) 
(11 - cr - 2) neue Punkte. 

1) CREHONA-CURTZE "Oberflächen" S. 90. 
G 3* 
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8°. Jetzt nehrnen wir einen Punkt T~ der Gruppe j, § 9, S. 28. 
Dllrch diesen gehen 11 --- cr + 1 B1ätter der Fläche selbst, also 

11 - cr - 1 irgend einer zweiten Polarfläche, und 11 - cr - 1 Zweige 
der Restcurve , alle die ' Tangente an K~ im betreffenden Punkte, 
und die unendlich benachbarte, berührend; zusarnrnengenornrnen er-
halten wir also 3. 2 cr (11 - cr - 1)2. 

9°. Auch müssen wir noch die Punkte der Gruppe.9' § 9, S. 28 
ins Auge fas~en, welche herrühren von den Doppeltangenten der 
Curvè C. Es schneidet in diesen Punkten die Restdoppelcurve 
K~ einfach, und durch Koo gehen an diesel' Stelle 11 - cr Blätter 
der Fläche selbst, und also 11 - cr - 2 jeder zweiten Polarfläche; 
die Gesamtzahl der Schnittpunkte ist also 

2 7' (11 - cr - 2) = (11 - cr - 2)! 11 (11 -1) -/J., - 3 i - cr (cr -1) I. 
10°. Und schliesslich müssen wir der Punkte gedenken urn die 

es ja eigentlich geht, nämlich der dreifachen Punkte der Restdop­
pelcurve , deren Anzahl wir gleich 2 ti setzen wollen, weil sie paar­
weise symmetrisch liegen in Bezug auf B und es uns urn ihre 
Projektionen zu tun ist. Wir erhalten also als letzten Beitrag 6 ti, 
denn durch jeden der 2 ti Punkte, welche sowohl für die Doppel­
curve wie für die Fläche dreifach sind, geht eine zweite Polarfläche 
einfach hindurch . 

Eine Gleichung zur Bestimmung der Zahl t' erhalten wir nun 
indem wir die Summe der in den vorhergehenden zehn Gruppen 
enthaltenen Anzahlen gleichsetzen der eingangs dies es § gefundenen 
volIständigen Anzahl 2 al (r - 2). Führt man die Rechnung wirk­
lich dureh, so erhält man eine aus 39 Gliedern bestehende Formel, 
welche allen Versuchen, diese Glieder in einfachere Klamrneraus­
driicke zusammenzufassen, widerstanden hat, sodass wir genötigt 
sind dieselben in extenso hinzuschreiben. So erhalten wir denn 
folgenden Satz: 

EI:J giM : 

t' = ~ j'4 p..3 + 12 p..2 11 -- 24 p..2 E - 12 p..2 cr + 6 p.. 112 + 48 p.. E2 

+ 6 p.. cr2 - 48 p.. 11 E - 12 p.. 11 cr + 48 p.. E cr + 113 -12 112 E - 3 ';12 cr 
+ 48 1lE2 + 311 a2 + 24 IIE cr - 32 :3 - 48 E2 cr - 12 E cr 2 --- a3 

- 66 p..2 - 45 p.. 11 - 18 p.. i + 252 p.. E + 93 p.. cr - 3 112 -- 911 i 

+ 84 11 E -t- 24 11 cr - 240 E2 +- 36 E i - 180 E a - 21 cr 2 +-9 cr t 

+ 194 p.. - 58 11 + 78,- 304 E -122 cr ( 

Kreise, welche die Curve C in 3 verschiedenen Punk ten berühren. 
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Wir besitzen für diese Formel mehrere Kontrollemittel. Erstens 
muss die rechte Seite immer durch 6 teilbar sein. Nun sind eine 
ganze Anzahl von Coefficienten an und für sich schon durch 6 teil­
bar; fassen wir die anderen Glieder zusammen, so lassen sich die­
selben in folgende Klammerausdrücke einordnen: 

3 (v + cr) (fL + v2 + v + I + cr2 - cr) + 21 p. (2 {J..2 + 1) -v (v 2 -1) 
- e (e 2 + 2) + cr (cr2 -1) I. 

Und nun ist {J.. + v2 + v + 1+'cr2 - cr nach der Bemerkung 
§ 8, S. 23 unten immer eirie gerade Zahl, während, wie leicht zu 
sehen, die Ausdrü6ke {J.. (2 p.2 + 1), v (v 2 -1), e (e 2 + 2), IT (cr2 - 1) 
einzeln immer den Factor 3 enthalten. Also; u. s. w. 

Dann gibt es eine ziemliche Anzahl von Fällen wo dreifach be­
rührende Kreise unmöglich sind, wie z. B. beim allgemeinen Kegel­
schnitt 'md bei der Parabel, und ebenfalls, was wichtiger ist, bei 
der circularen ot O~ und O~, und den verschiedenen Varietäten 
von bicircularen 0 11

• In allen diesen Fällen gibt die FOl'llIel die 
richtige Antwort. 1) 

Nachdem jetzt die Anzahl der dreifachen Punkte des Ortes der 
Centra der doppelt berührenden Kreise aufgefunden ist, kann nun­
mehr auch die Anzahl der wirklichen Doppelpunkte dieser Curve 
bestimmt werden, denn , dieselbe ist einfach gleich J* - 3 t', wo J* 
der Formel des § 10, S. 32 zu entnehmen ist. Vermindern wir 
diese Zahl nun au eh noch um die Zahl J, also die Anzahl der 
Doppelpunkte der gegebenen Curve 0, welche ebellfalls Doppel­
punkte unserer neuen Curve sind, 80 erhalten wir die Anzahl der­
jenigen Punkte der Ebene B welche Mittelpunkte silld von 2 ver­
schiedenen die Curve 0 doppelt berührenden Kreisen. AIso: 

E8 giM in der Ebene der Ourve 0 J*' - J - 3 t / Punk te , welche 
31ittelpunkte 8ind van zwei ver8chiedenen die Ourve 0 dappelt be­
riih7'enden ](rei8en. 

Die in diesel' Formel auftretenden Grössen y', x', J, R', t' finden 
sich der Reihe nach VOl' in § 7, S. 22, § 8, S. 23, 24; ,§ 10, 
S. 30, § 11, S. 36. 

') Wir werden weiterhin, § 15, noch eine weit schärfere Kontrolle finden. 
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Z WEI l' ER'!, E I L. 

Anwendungen. 

~ 12. Wir wollen nun die im crsten Teile dieser Arbeit stu­
dierte cyklographische .Fläche dazu benutzen weitere Anzahlen her­
zuleiten welche in Beziehung stehen . zu den Kreisen welche die 
Curve C unter vorgeschriebenen Bedingungen berühren, und fan gen 
an mit der Frage nach denjenigen unter ihnen welche durch einen 
willkürlich gegebenen Punkt P gehen. Sämtliche Kreise durch P 
sind die Bildkreise der Pnnkte eines gleichseitigen Rotatiollskegels, 
dessen Spitze in P liegt und dessen Achse in diesem Puilkte senk­
recht steht auf der Ebene B, eines Kegels also, für welchen die 
Ebene B eine Symmetriebene ist; und die verlangten Kreise sind 
somit die Bildkreise der Durchdringungscurve dieses Kegels mit der 
cyklographischen Fläche. Diese Durchdringungscurve ist eine Raum-. 
curve von der Ordnung 

2 r = 4 (p.. + 11 - - 2 E - (j) , ~ 6, S. 16, 

allein diesel be zerfällt in eine Curve von der Ordnung 2 (v - (j) , 
nämlich den Kegelschnitt Kx, (11 - (j)-mal gezählt, weil dieser auf 
beiden Flächenzugleich liegt, und einen Rest von der Ordnung 

4 p.. + 211- 8 E - 2 (j. 

Dieser Rest ist symmetrisch in Bezug auf B, nnd somit erhalten 
wir das Resultat: der Ort der Mittelpunkte der dt'e Curve C óe-
1'ührenden und üóerdiea durelt einen óelieóigen Pun/ct der Ebene 
geltenden Kreiae iat eine Ozwve von der Ordnung 2 p.. + 11 - 4 E - (j, 

Einem . unendlich fernen Punkte diesel' Curve entspricht eine 
'rangente der Curve C durch P, allein anstatt die Zahl 11 zu erhal­
ten erhalten wir 2 p.. + 11 - 4 E - (j. Diesel' scheinbare Widerspruch 
ist abel' sehr leicht zu heben. Denn es besteht der Bildkreis eines 
durch eine bestimmte Gerade unter 45° Neigung ZUl' Ebene B 
gegebenen unendlich fernen Punktes aus der Spur derjenigen Ebene 
durch diese Gerade, für welche diese letztere eiue Falllinie ist; 
allein dann gibt eine ZUl' ersteren paralIele Gerade im allgemeinen 
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eine andere SpUl', obgleich sie durch den nämlichen unendlich fernen 
Punkt hindurchgeht; der Bildkreis eines solchen unendlich fernen 
Punktes ist also bis zu einem gewissen Grade unbestimmt, indem die 
denselben vertretende Gerade parallel sich selbst verschoben werden 
darf, und hieraus erklärt sich die 'ratsache dass man unter Um­
ställden unter den Lösungen einer cyklographischen Aufgahe gerade 
Linien erhalten kann welche der Aufgabe nicht in allen Stücken 
gellügen. lm Übrigen sind im vorliegenden Falle die sämtlichen 
unendlich fernen Punkte nnscrer Curve leicht aufzufinden; es liegen 

. deren 11 in Richtungen senkrecht zu den Tangenten aus P an C, 
die übrigen 2 p.. - 4 E - a erhalten wir in 2 Gruppen von resp. 
2 (fJ. - 2 E - 2 a) und 3 a. Betrachten wir nämlich einen Punkt 
1'00 der Gruppe e) ~ 9, S. 27 . Dm'ch diesen gehen nicht, wie 
durch irgend einen andern Punkt von Kx>, 11 - cr, sondern 11 - a + 1 
Blätter · der Fläche, und es gibt also das eine überzählige Blatt 
durch seinen Querschnitt mit dem Kegel einem durch 1'"" gehenden 
Zweige der Restdurchdringung den Ursprung, und diesel' Zweig 
wird überdies die 'rangen te tr:! berühren, weil sowohl das Blatt 
der Fläche wie der Kegel dies tun, woraus dann weiter hervorgeht 
dass unsere ebene Curve, welche die Projektion der Restdurchdrin­
gung ist, im entsprechenden Punkte die Gerade goo berühren wird; 
und die Anzahl dieser Berührungspunkte ist IJ. - 2 e -- 2 a, näm­
lich die Hälfte der Anzahl der Punkte Tw. Und die Betra.chtung 
der Punk te Too der Gruppe f ~ 9, S. 28 führt in analoger Weise 
zu a weiteren unendlich fernen Punkten , welche aber "'-endepunkte 
der Curve sind, mit ruit floo zusammenfallender lnflexionstangente . 

. Es schneidet also unsere Curve die Gerade g:r:J in 11 einfachen P unk­
ten, welche in llichtungen liegen senk1'echt zu den Tangenten aus 
P an C,' sie beriihrl goo in IJ. -- 2 E - 2' a Punkten , in llichtungen 
senkrecld zu den Asyrnptoten der C,' und sie osculiert goo in a Punk­
ten, in Ricldungen senkrecld zu denjenigen der Beriihrungspunkte 
V(Jn C mit g%: . 

Die Rückkehrkante der cyklographischen Fläche ist von der 
ûrdnung 

(~ 6, S. 16), 

folglich ist die Anzahl der Schnittpunkte derselben mit dem qua­
dratischen Kegel gleich 2 m. Von den unendlich fernen Punkten 
der Rückkehrkante liegen ?Jl - 2 a auf K'f:> 1), folglich ist die · An­
zahl der nicht in unendlicher }'erne liegen den Schnittpunkte gleich 

1) Vergleiche die Note im diesem nämlichen §, S. 41. 
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1Il + 2 a. Diese Punkte sind offenbal'Spitzen der Durchdringung; 
ihre Projektionen anf die Ebene B fallen paarweise zusammen, und 
sind ebenfalls Spitzen der Projektion , und zugleich Mittelpunkte 
von Krümmungskreisen welche durch P ge hen , während sich an­
derel'seits aus dem Dmstande dass die Durchdringung auf dem qua­
dratischen Kegel liegt leicht ergibt dass weitel'e Spitzen nicht exis­
tieren. Wir erhalten somit folgende Sätze: 

Delf Ort der JJlittelpunkte aller Kreise welclte durclt P geiten und 
1 

C berültren entltält:2 m + a = t + 3 /J., -- 6 e - 2 a Riickkehrpunkte. 

Dnd: Von den Kriimnlungskrewen der Curve egelten jeweils 
t + 3 fk - 6 E - 2 a durclt '(!1'nen beliebigen Punkt, oder es bilden diese 
Kreise eine Kreisreihe vom Punktindex t + ti fk - 6 E - 2 a. 1) 

Für den allgemeinen Kegelschnitt, die Parabel, und den Kreis, 
erhält man resp. 6, 4, O. 

Die Restdoppelcurve der cyklogl'aphischen Fläche ist ~ 8, S. 23 
zufolge von der Ordnung 2 Xl, sodass dieselbe von unserm Kegel 
in 4 x' Punkten geschnitten wird, von welchen im Unendlichen 
lieg~n die 4 (fk - 2 e - 2 a) (v -- a - 2) Punkte der Gruppe e) 
~ 9, S. 27, die 6 a (v - a-i) der Gruppe f) ebendaselbst, und 
die 27'= V (v -1) - fk - 3 t - a (a -1) der darauf folgenden 
Gruppe g). Werden diese drei Anzahlen subtrahiert so bleiben die 
im Endlichen befindlichen Schnittpnnkte übrig, und die se liegen 
paarweise symmetrisch in Bezug auf B und stellen die Doppelpunkte 
der Durchdringung dar, während ihre Pwjektionen die Doppel­
punkte nnserel' ebenen Curve und zugleich die Mittelpunkte der­
jenigen doppelt berührenden Kl'eise sind welche durch P gehell. 
Die RechllUng nun ergibt folgendes: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise welclte durclt P geiten und 
C beriiltren en tltält 

~ I (2 I' + ' - 4 E - a)2 - 1 ti fk - v - 3 , + 24 ,+ 7 a I 
Doppelp1tnkte. Und: 

Von den die Curve C doppelt berültrenden K1'eisen geiten jeweils 

1 
:2 (2fk + v - 4 e - a)2 - 13 fk - v - 3 t + 24 e + 7 a durclt 

einen beliebigen Punkt, ode?' es bilden diese JG'eise eine Kreisreilte 
mit der genannten Zaltl als Punktindex. 

1) CREMONA-C URTZE "Einleitullg etc." S. 48. 
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Beiläufig sei bemerkt dass man, wenn màn beweisen will dass 
der Klammerausdruek gerade ist, wieder auf den Ausdruek 
/.J., + l/2 + l/ +- I + 0'2 - 0' und damit auf die Belllerkung des 
~ 8, S. 23 geführt wird, womit der Beweis geleistet ist. Für 
allgellleimin Kegelsehnitt, Parabel und Kreis gibt die Formel bez. 
die Anzahlen 4, 2, O. 

Aus der Ordnung, der Anzahl der Doppelpunkte und derjenigen 
der Rüekkehrpunkte lassen sieh nun in bekanriter Weise die übrigen 
Singularitäten herleiten ; insbesondere findet man für die Klasse 
das merkwürdig einfaehe Resultat 2 f.I., - 2 E, welehes aueh des­
wegen auffállig ist weil weder l/ noch I noch 0' darin auftreten. 

Wird P auf der Curve a selbst gewählt so berühren Kegel und 
Fläehe si eh längs der beiden Erzeugenden in den 'J.1angential­
ebenen welehe die 'l'angel1te in P an a euthalten; hieral1s folgt 
dass sieh von l1nserer ebenen Curve die Normale in P zu a, zwei­
mal gezählt, abtl'ennt, so dass ein !test übrigbleibt dessen Ordnung 
um zwei Einheiten niedriger ist als im alIgemeinen li'alle. Das 
Büsehel der die a in P berührenden Kreise enthält naeh früherem 
einen Krümlllungskreis und (~ S, S. 26) 2 f.I., + l/ - 4 E - 0' - 4 
Kreise welche in P selbst und noch an einer andern Stelle be­
rühren; subtrahieren wir die se beide Allzahlen, die erste mit drei, 
die andre mit zwei multipliziert 1), vom Punktindex der Kreisreihe 
der Krümmungskreise Hnd der doppelt berührenden Kreise, so 

1) Die beiden Erzeugenden welche die Fläche und der Kegel gemein baben entbalten 
je 2 unendlich benacb barte Punk te der Rückkebrkante; die Schmiegungsebenen dieser 
Punkte sind aber zugleich Tangentialebenen des Kegels, daher die Rückkebrkante an 
beiden Stellen mit dem Kegel eine dreipunktige Berübrung eingebt, oder also 6 Punkte 
mit demselben gemein bat. Dieselben liegen aber _ paarweise symmetriscb in Bezug auf 
B, in der Projektion sind also 3 Einbeiten zu snbtrabieren. übrigens ist dies aucb wobl 
aus planimetrischen Gründen evident, denn durcb jeden Punkt einer Curve geben 3 
unendlicb benacbbarle Krümmungskreise. An den Stellen aber wo die nämIicben Erzeu­
ge uden der Doppelcurve begegnen findet eine einfacbe Berübrnng statt; diese Pnnkte 
zählen also nur doppelt. Zugleicb erbalten wir jetzt bier ein Mittel um zu zeigen 
(verg!. § 7, S. 22) dass von den drei in einem Punkte der Gruppe f, § 9, S. 28 ver­
einigt liegenden Punkten der Rückkebrkante nur zwei als auf Ka> liegend angeseben 
werden dürfen. Lägen sie nämlicb alle drei auf Ka>, so würden sämtlicbe ril unendlicb 
fernen Punkte der Rückkebrkante auf Ka> liegen, und es würde also die letztere den 
qnadratiscben Kegel in ril endlicben Punkten scbneiden, d. b. durcb einen beliebigen 
Punkt P würden tril = , + 3 IJ. - 6 E - 3 fT, und durcb einen Punkt der Curve selbst 
, + 3 IJ. - 6 E - 3 fT - 3 Krümmungskreise geben. Diese Formel gibt für die Parabel 
die Anzabl 0, was offenbar falscb .ist, denn der Krümmungskreis in einem Punkte A scbnei­
det die Parabel nocb in einem andern Punkte B; durcb B gebt also wenigstens eill 

Krümmungskreis, und nicht kein einziger; anstatt - 3 fT muss die Formel also das Glied 
- .2 fT entbalten , dann aber liegen von den drei unendlicb benacbbarten Punkten nur 
zwei auf Ka> . 
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erhalten wir: durclt einen beliebigen Punkt der Curve C geiten 
I + 3 /.l. - 6 E - 2 a - 3 Kriimmungskreise welche die Ourve nicht 
in diesem Punkte selbst osculieren. Und: 

durclt einen beliebigen Punkt der Curve egelten 

~)(2 ~ + 11 - 4 E - a)2- 21 ~ - 511 - 3 1+ 40 E + 11 a + 16! 

doppelt beriihrende K reise, deren Beriihrungspunkte nicht mit diesem 
Pun1cte zusammenfallen. 

Es gibt die letztere Formel für allgemeinen Kegelschnitt nnd 
Parabel ilUll, was offenbar riehtig ist, für den Kreis aber 4; allein 
mr den Kreis ist 2/.l. + 11- 4 E - a - 4 = - 2, also negativ; 
die Formel hat somit für den Kreis keinen Sinn. 

Man könnte nun weiter den PUllkt P in einem Doppelpunkte 
der C wählen, ader in einer Spitze, n. s. f., ader, ihn wieder van 
der Curre entfernelld, in eillem Brennpunkte, etc., allein ZUl' Ver­
meidullg van Weitsehweifigkeit gehen wir an allen diesen Problemen 
mit Stillschweigen vorüber, prinzipiell dürfen sie aber als gelöst 
betI'achtet werden. NUl' folgendesfügen wir zum Schlusse noch 
hinzu; wäblt man ausser P noch einen zweiten Punkt Q, sa dureh­
dringen sich die beiden zu P nnd Q gehörigen Kcgel in einer 
zur Ebene B symmetrischen gleiehseitigen Hyperbel , welehe zwei 
Punkte van KcrJ enthält, und deshalb die cyklographische Fläche 
sehneidet in 

2 r == 4 (~ + 11 - 2 E - a) Punkten , 

von denen aber 2( 11 - a) im Unendlichen liegen; subtrahierell wir 
diese nnd dividieren den Rest durch zwei, sa erha.lten wir: ea giM 
2 /.l. + 11 - 4 E - a Kreise we/cue die CU1've C berühren und überdiea 
durclt zwei beliebige Punk te geiten. 

Es ist diese Zahl genau gleich der Ordnungszahl der in diesem 
~ untersnchten ebenen Curve, was aus der Entstehungsweise beider 
wohl auch cvident ist. 

Man kann nun wieder einem der beiden Pnnkte, oder auch 
beiden, spezielle Lagen er teilen , und sa eine ganze Reihe van 
Spezialfällen bilden, auf die wir aber hier nicht eingehen wollen. 

§ 13. Wenn in der Ebene B eine Gerade g gegeben is sa kann 
man fragen naeh allen Kreisen welche C berübren und gunter 
einem Winkel van vorgeschriebenem Cosinus schneiden, bez. eben­
faUs berühren. Wenn wir nns auf den F all des Berührens, als den 
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interessanteren , beschränken, so haben wil' zu bemerken dass sämt­
liche Kreise welche g berühren die cyklographischell Bildkreise 
aller Punkte derjenigen beiden Ebenen sind welche dnrcb g gehen 
und unter 45° gegen B geneigt sind. Fassen wir eine diesel' Ebenen 
ins Auge und scbneiden dieselbe mit der cyklographischen Fläche, 
so erhalten wir unmittelbar den nacbstehenden Satz: 

der Ort der Centra der die Curve C und die Gerade g berühr­
enden Krei8e i8t eine ebene Curve von der Ordnun1J 

r = 2 (p. + v - 2 E - 0"), von der Kla88e n = 2 v, mit 
m = 2 (I + 3 (.1. - 6 E - 3 0") Rückkeh1"jJunkten 1), und 2 a/ + p. 
Doppelpunkten. 

Nämlich, was die Doppelpunkte anbetrifft, so sind dieselben die 
Projektionen der Schnittpunkte uIIserer Ebene mit der Restdoppel­
curve (~ 8, S. 23) und mit der Curve C selbst. Die p. mit den 
Schnittpunkten von g und C zusammenfallenden Doppelpunkte sind, 
cyklographisch gesprochen, von geringer Bedentnng, die 2 aI übrigcn 
abel' sind die Mittelpunkte derjenigen doppelt berührenden Kreise 
welche auch g berübren, d. h,: 

unter den die Curve C doppelt berührenden Krei8en gibt e8 jeweils 
2 aI welche überdt'es noch eine beliebige Gerade berühren, oder e8 
bilden die8e Krei8e eine Krei8reihe vom Tangentialindex 2 x'. 

Dnd entsprechend für die Krümmungskreise: 
unter den Krümmung8krei8en der Curve C giM e8 jeweil8 

2 (I + 3p. - 6 E - 3 0"), welde eine beliebige Gerade berühren, 
oder e8 bilden die8e Kreise eine Kreisreihe vom Tangentialindex 
2 (I + 3 P. - 6 E - 3 0"). 

Dnter den singulären Punkten unseres ebenen Ortes gibt es einen 
der noch nicht hervorgetreten ist. Es schneidet nämlich die durch 
g gehende Ebene die Ebene Boo in einer Gerade tor; welche in 
einem gewissen Punkte Too den Kegelschnitt Koo berührt, und es 
enthält also der Querschnitt der Ebene mit del' cyklographischen 
Fläche v - 0" Zweige welche alle in Too die Tangente t~ beruhren. 
Die iibrigen unendlich fernen Punkte des Querschnittes sind die 
2 Cp. - 2 E - 2 0") Schnittpunkte von t~ mit den Tangenten an Kor; 
aus den einfachen 8chnittpunkten von C mit goo, und die 2 0" 
Schnittpunkte mit den 'rangen ten aus den 0" Berührungspunkten von 
C mit //00, jeder der letzteren doppelt gezäblt, weil die Tangenten 
selhst für zwei zählen (~ 3, S. 7). {Tber das Verhalten unseres 
eh enen Ortes in unendlicher Ferne lässt sich also folgelldes sagen: 

der Ort der Centra der die Curve C und die Gerade g berühren-

I) Man vergleiche für diese Zahlen die Tabelle § 6, S. 16. 
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den Kreise enthält im Unendlichen einen Punkt, in einer Richtung 
senkJ'echt zu g, wo JI - rr Zweige dt'e unendlich ferne Gemde be­
rühren, weiter 2 (fJ- - - 2 E - 2 rr) einfache Punkte, und schliesslich 
2 rr Berührungspltnkte mit goo. 

Man kann nun wieder der Gerade IJ ei ne ganze Reibe von spe­
ziellen Lagen erteilen, sie etwa zusammenfallen lassen mit einer 
beliebigen 'rangen te , einer Wendetangente, Doppeltangente, Asymp­
tote, einer Gerade welche dllrch einen der Berühningspunkte von 
C mit goo geht, u. s. w.; den wichtigsten Spezialfall erhält man 
aber wenn man 9 ins U nendliche rückt, und diesen wollen wir 
daher noch kurz erörtern. Man kann daun für die durch 9 gehende 
Ebene jede zu B paralIele Ebeue nehmen, und erhält daher durch 
Projektion der Querschnitte auf die Ebene B die zur Curve C ge­
hörigen Parallelcurveu. Ordnung, Klasse und Anzahl der Rück­
kehrpunkte derselbeu sind einfacb gleich Ordnung, Klasse und O1'd­
nungszahl der Rückkehrkante der cyklographiscben Fläche, für die 
Doppelpunkte abel' ist die genane Betracbtung der unendlich fernen 
Punkte erforderlicb. Da erinnern wir uns nlln zllnäcbst (~ 8, 
S. 25, sub e) dass die rr Berührungspuukte von C mit goo zugleich 
Punkte der Restdoppelcurve sind; ausser diesen enthält die Qner­
schnittebene oeren noch 2 x' - rr, nnd dies ist also die Anzahl der 
nicht in unendlicher Ferne liegen den Doppelpullkte der Parallelcurve. 

N ennen wir irgend einen der IJ · hier in Betracbt kommen den 
Punkte P 00 . Es gehen von ihm aus zwei 'l\tllgenten an Kx>, welche 
der cyklographischen Fläche angehören; die Schmiegungsebenen längs 
derselben fallen beide auf h~. P 00 ist . also anfzufassen als der 
Schnitt der beiden Berührungserzeugenden einer Doppelschmiegungs­
ebene, el. h. es berührell sich inP X> zwei Blätter der Fläche, oeler 
scbneiden sich in einer Curve mit einem Doppelpunkt in Poo (die 
beiden Zweige sind C und die Restdoppelcurve). 

lrgend ein ebener Schnitt ourch P 00 würde nun die beiden Blätter 
der Fläche schneiden in zwei Curvenästen die sich in P 00 berühren 
würden, in unserm Falle aber enthält die Querschnittebene die 
Tangente an einen der beiden Äste der Doppelcurve (nämlich an 
C), folglicb geht die Berührung über in eine Osculation. 

Weim wir nun, fortfahrend, bemerken dass die fJ- - 2 E - 2 rr 
einfachen Sclmittpunkte von C mit gx> gewöhnliche Doppelpunkte 
der Parallel curve sind, so bleiben nur noch die imaginären Kreis­
punkte zu untersuchen übrig. Durch jeden derselben , sagen wir 
Il' gehen JI - 2 E - IJ Tangenten an C, welche zur }'läche gebören, 
lIud deren zugehörige Schmiegungsebenen sämtlich die 'l'angente in 
Il au K%J enthalten (~ 3, S. 9), und E Doppelschmiegungsebenen, 
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welche durch die nämliche Tangente an Koo und die E 'fan genten 
an C gehen. .Ein ebener Querschnitt durch gr; geht also mit 
v - 2 E- a einzelnen Zweigen dureh I1' wähl'end 2 E andere sieh 
dort paarweise berühren. Vnd dasselbe gilt von I 2 . Zusammen­
fassend können wir also sagen: 

die Parallelcurven der Ourve C 8ind von der Urdnung 
r = 2 (jJ., + V - - 2 E - a), und von der Kla88e n = 2 v,' die Anzahl 
der Rüclclcehrpunlcte ist gleich m = 2 Cl + 3 p., - 6 ~ - 3 a), die 
Anzahl de?' nicht in unendlicher Ferne lief/enden Doppelpunlcte 
2 al' - a, während die unendlich Jernen Punlcte 8ich, Zlt8ammen8etzen 
aU8 /J., - 2 E - 2 fj getoöhnlichen Doppelpunlcten, a P unlcten wo zwei 
Curvenäste 8ich gegen8eitig in drei und goo in zwei Punlcten berühren, 
und den beiden imaginären Krèispunlcten. Durch jeden die8e?' letz­
teren gehen v - 2 E - a einzelne, und 2 E 8Ïch paarwei8e berührende 
Ä8te hindurch. 1) 

Die PJ,ÜCKER'schen Formeln gestatten diese Ergebnisse zu kon­
troliren, ulld die Anzahl der Wende- und Doppeltangenten hinzu­
zufügen; aber aus der planimetrischen Entstehungsweise der Paral­
leleurven ist ja schon klal' dass die Anzahl der Wendepnnkte einfach 
gleich 2 list, nIld daun ergibt sieh die Anzahl der Doppeltangenten 
gleich 2 v (v -1) - p., + 2 E - 2 a (a -1)- 3 I. 

Es sei ausser der beliebig angenommenen Gerade g noch eine 
zweite Gerade h gegeben . Schneiden wir eine der zu h gehörigen 
45° Ebellen mit den beiden Ebenen durch g so erhalten wir zwei 
Geraden untel' beliebiger Neigung zur Ebene B, deren jede also 
die eyklographische Fläche in r = 2 Cp., + v - 2 E - a) im allge­
meinen im Endlichen liegenden Punkten schneidet; also: 

e8 giM zweimal 2 Cp., + v - 2 E - cr) Kreise welche die Curve C 
und zwei beliebige Geraden berühren. 

Ist C ein Kreis, so erhalten wir die 8 Lösungen eines der Apol­
lonischen Probierne, und wenn C ebenfalls eine Gerade ist die 4 
ein- und angeschriebenen Kreise des Dreiecks. 

Es seien ein Punkt P und eine Gerade g gegeben. Eine der 
zn g gehörigen 45 0 Ebenen schneidet den zu P gehörigen Kegel 
in einer Parabel, nnd diese die eyklographische Fläche in 
2 r = 4 Cp., + v -- 2 E - a) Punkten , von welehen aber 2 Cv - a) 
im U nendlichen liegen, weil die Parabel Koo berührt; also: 

e8 gibt 2 (2 p., + v - 4 E -- a) Krei8e welche durch einen Punlct 
gehen und überdie8 eine Gerade und die Curve C berühren J' ihre Millel-

1) Für einen Teil dieser Ergebnisse vergleiche man SALMON-FIEDLER "Ebene Curven" 
S. 129, und VlJrsluys 1. c. S. 76. 
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punkte liegen auf der Projektion der Parabel im Raume, also ebell­
falls auf einer Parabel, und für diese letztere is! oifenbar der Punkt 
der Brennpunkt, die Gerade die Leitlinie. 

Ist auch hier wieder 0 ein Kreis oder eine Gerade, so erhält 
man wiederum bekannte elementare Ergebnisse. 

Auf die zahlreichen sich hier darbietenden Spezialfälle gehen wir 
wieder nicht ein. 

~ 14. Es sei gegeben ein beliebiger Kreis K. Sämtliche Kreise 
welche denselben berühren sind die Bildkreise von zwei zur Ebene 
B symmetrischen gleichseitigen Rotationskegeln, welche sich im 
Endlichen nur in diesem Kreise durchdringen. :Fassen wir einen 
dieser Kegel ins Auge und schneiden ihn mit der cyklographischen 
FJäche, so giht UIIS die Pl'Ojektioll der Durchdringung auf B den 
Ort der Mittelpunkte aller Kreise welche zugleich 0 und K be­
rühren. Nun haben wir bereits im~ 12 einen solchen Kegel mit 
der Fläche geschnitten; allerdings war derselbe dam als symmetrisch 
zur Ebene B, allein dies hat keinen wesentlichen Einfluss auf die 
Durchdringung selbst, sondern nur auf ihre Projektion; wir werden 
also hier der Hauptsache nach die doppelten Anzahlen von dort 
finden müssen. 

Wir können das Ergebnis wie folgt in 'Y orte fassen: 
der Ort der Centra der die Ourve 0 und einen beliebigen Kreis 

K berültrenden Kreise ist eine Curve von der Ordnuiig 2 (2 I.J. + 11 

- 4 E - cr), und welehe im Endliehen2 (I + 3 f.J. - 6 E - 2 cr) 

Spitzen und (2 f.J. + 11 -- 4 E - 0')2 - 11 f.J. - 11 - 3 I + 24 E + 7 cr 
JJoppelpunkte enthält. Die unendlich ferrten Punkte bestehen aus 211 

einfaehen Punkten , in Riehtungen senkreeht zu den gemeinschaft­
liehen Tangenten von 0 und K, f.J. - 2 E - 2 cr Punkten , in Ricn­
tungen sen/crec1d zu den Asymptoten de?' 0, wo je 2 Ourvenäste 
einander und g:rJ berünren, und cr Punkten , in Rientungen senkreeht 
Zit denjenigen der Berünrunqspunkte von 0 mit !/""' wo je zwei Äste 
einander und g"" oseulieren. 

Denn was die unendlich fernen Punkte anbetrifft, so sind diesel ben 
im Raume genau die nämlichen wie im ~ 12, und aus dem näm­
lichen Grunde wie dort fallen also auch hier die Projektionen der­
selben paarweise zusammen; abel' die durch diese Punkte hindurch. 
gehenden Curvenäste fallen nun in der Projektion nicht mehr paarweise 
Zllsammen, daher die Verdoppelung der resp. Anzahlen derselben . 

Weitel' ist zu bemerken dass wir bei der Anzahl der endlichen 
Doppelpunkte anstatt - 13 f.J. wie auf S. 40 - 11 f.J. geschrieben 
haben; dies rührt daher weil der Kreis K die Curve 0 in 2 f.J. 
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Punkten schneidet welche sowohl für die Durchdringung selbst wie 
für die Projektion Doppelpunkte sind; die Anzahl der Doppelpunkte 
im jetzigen Falle ist also gleich zweimal der Anzahl im früheren 
:Falle, vermehl't um 2 fJ-. 

Will man die Klasse der Cm've bestimmen, so hat man zu be­
denken dass · in jedem der IJ. - - 2 E - 2 cr obengellannten unendlich 
fernen Punkte zwei, und in jedem der cr Punkte sogar drei Dop­
pelpunkte unmittelbar neben einander liegen ; mit Berücksichtigung 
derselben findet man fiir die Klasse die Zahl 

Wenn man im obigen allgemeinen Satze bei der Anzahl der 
Doppelpunkte die Zahl - 11 fJ- wieder ersetzt durch - 13 fJ-, so 
lässt sich aus demselben unmittelbar ab.lesen wieviel Krümnlungs­
kreise oder doppelt berührende Kreise der Curve C einen beliebi­
gen Kreis K berühren; die Anzahlen sind einfach zweimal 80 gross 
wie die entsprechenden des ~ 12. Und menn man von diesen beiden 
Zahlen 4 und resp. 2 h'inheiten subtrahiert so hat man die Anzahl 
der Krümmungslcreise melche einen beliebigen KrülJl1llungslcreis, und 
die Anzahl der doppelt berührenden KreÏ/Je melche einen beliebigen 
doppelt berührenden Kreis berühren. Denn wenn K ein Krümmungs­
kreis wird so fällt die Spitze des zugehörigen Kegels auf die Rück­
kehrkante der cyklographischen Fläche, und die beiden durch die 
Kegelspitze gehenden Erzeugenden der Fläche liegen zugleich auf 
dem Kegel; die Rückkehrkante schl1eidet also den Kegel in der 
Spitze und in zwei N achbarpul1kten, . abel' diese Punkte zählen für 
4, weil die Kegelspitze als Doppelpul1kt des Kegels doppelt zählt. 
Vnd wenn K ein doppelt berührender Kreis ist so fällt die Kegel­
spitze auf die Doppelcurve der Fläche, absorbirt ab er jetzt, WIe 

leicht zu sehel1, nur zwei Schnittpunkte. 
Es sei zur · Bestimmung von Punkt·· und Tallgentialindex der 

hier betrachteten Kreisreihe ausser dem Kreise K ein Punkt P ge­
geben. Der zu P gehörige Kegel schneidet die beiden zu K ge­
hörigen je in einem Kegelschnitt, dessen unendlich ferne Punkte 
auf K-r; liegen und also zusammen 2 Cl! - cr) Schnittpunkte mit der 
:Fläche absorbiren, sodass 2 r - 2 Cl! - cr) = 2 C2 fJ- + l! - 4 E - cr) 
übrigbleiben. Weil die beiden Kegelschnitte in Bezug auf B sym­
metrisch liegen, so hat man folgenden Satz: 
es gibt 2 (2 fJ- + l! - 4 E - cr) Kreise welche die Curve C und einen 
beliebigen Kreis K berühre'it, und überdies durch einen vorgeschriebenen 
Punlct gehen; die Mittelpunlcte derselben liegen au! einem KefJelschnitt. 
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Ist an Stelle des Punktes P eine Gerade g gegeben , so schneidet 
eine der beiden 45° Ebenen durch g die beiden zu K gehörigen 
Kegel in 2 verschiedenen Parabeln, also: 

es gibt zwei SpstrJ?ne von je 2 (2 fJ. + 11 - 4 E - a) Kreisen welche 
0, einen beliebigen Kreis und eine beliebige Gerade berühren ,und 
die Mittelpunkte aller dieser Kreise sind über zwei Pambeln verteilt. 

U nd wenn endlich zwei Kreise Kl ' K2 gewählt werden, so schnei­
det einer der beiden zu ~ gehörigen Kegel die beiden zu K2 ge­
hörigen in zwei verschiedenen Kegelschnitten ; 

es gibt also ebenfalls zwei Systeme von je 2 (2 IJ., + 11 - 4 ê - a) 
KJ'eisen welche 0 und zwei beliebige Kreise berühren, und die Mit­
telpunkte alleJ" dieser Kreise sind üóer zwei Kegelschnitte verteilt. 

~ 15 . Wir gehen jetzt über zur Bctrachtung von zwei Funda­
menta:lcurven 0 nnd 01 zugleich und wollen die beiden zn ihnen 
gehörigen cyklographischen Flächen mit P und F;. bezeichnen, und 
überhaupt alle mit der zweiten Curve oder Ji'läche in Verbindung 
stehenden Grössen dm'ch den lndex 1 auszeichnen. Die Durch­
dringlmg der beiden cyklographischen Flächen muss nns über die 
Kreise belehren welche die beiden gegebenen Curven zu gleicher 
Zeit beriihren, denn die Projektion der Durchdringung auf die 
Ebene Bist der Ort der Mittelpnnkte diesel' Kreise. Es setzt sich 
(hese Durchdt'ingung aus zwei Teilen zusammen, nämlich aus einer 
gewissen Raumcurve und dem Kegelschnitt Koo; denn letzterer liegt 
auf beiden Flächen zugleich, nnd zwar als (v - a)-fache Curve auf 
Fund als (111 - a1)-fache Curve anf P;, woraus sich ergibt dass 
er bei der Durchdringllng als (11 - a) (111 - al )-fachen Kegelschnitt 
in Rechnung zu bringen ist, und weil die Ordnungszahl der voll­
ständigen Durchdringung = rr1 ist (~ 6, S. 16), so ist die Raum­
curve von der Ordnung rr1 - 2 (v -- a) (VI - al)' und weil die se 
letztere symmetrisch ist in Bezug auf die Ebene B so erhalten wir: 

der Ort der Centra der die beiden Ourven 0 und 01 berührenden 
Kreise ist eine Ourve von der Ordnung 

Fragen wir zunächst na eh dem Verhalten unserer Curve in un­
endlicher Ferne.Wenn durch einen Punkt von Koo genau (v - a) 

Blätter der einen J!'läche und (111 - 0'1) der andern gehen, so gilt 
diesel' Punkt als (11 - 0') (111 - O'l)-facher Punkt der Durchdringung, 
und gehört als solcher, mit einer einzigen Ausnahme von del' gleich 
nachher die Rede sein soU, zu Koo abel' nicht ZUl' Raumcul've; die 
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unendlichen Äste der RaumcUl've werden also dort zu suchen sein 
wo mehr als (11 - - a) und resp. (11] - al) Blätter der einen oder 
andern Fläche in einem Punkte . von K-r; zusammenstossen, das heisst 
also in den Punkten der Gruppen e) und j) des ~ 9, S. 27. Be­
trachten wir einen Punkt Too der Gruppe e). Gehört er zu F so 
schneidet das eine ü berzählige Blatt (111 - a;) Blättel' von F1' und 
es gehen also (111 - al) Zweige der Raumcurve durch ihn hindurch, 
alle die · Tangente teL) in ihm an K -r; berührend. Dnd das entspre­
chende gilt wenn der Punkt zu ~ gehört. 

Die Anzahlen diesel' Punkte sind 2 (IJ- - 2 E - 2 a) und resp. 
2 (P-l - 2 El ~ 2 al)' und die Punk te und die durch dieselben 
hindurchgehenden Curvenäste fallen in der Projektion paarweise 
zusammen. 

Ist Too einer der 2 a, resp. 2 al' Punkte der Gruppe j), so 
gehen durch ihn wiederum (111 - al) und resp. (11 - a) Zweige der 
Durchdringung; jetzt abel' haben dieselben, entsprechend den frü­
heren Erörterungen, mit Koo, und also auch unter sich, eine drei­
punktige Rerührung, und ihre Projektionen fallen wieder paarweise 
zusammen. 

Die Ausnahme, von der oben die Rede war, bezieht sich anf 
die 11 11, - a al im Endlichen liegenden gemeinschaftlichen 'fan genten 
von C und q; wü' haben hiel' genad den uämlichen Fall VOl' uns 
wie in der Gruppe g) des ~ 9, S. 28, und können also unmittelbar 
hinschreiben dass unsere RaumcUl've K-r; in den 2 (11 111 - a al) zn 
den genannten rfangenten gehörigen Punkten Tooeinfach sehneidet. 
Dnd die Pl'ojektionen diesel' Punkte fallen natürlich wieder paar­
welse zusammen. 

Wir können nun weiter die 2 (IJ- - 2 E - 2 a) Tangenten von 
Koo der · Gruppe e) und welche liegen auf del' Fläche F mit den 
entsprechenden Geraden der andern l~läche schneiden; dies gibt 
4 (IJ- - 2 E - 2 a) (P-l - 2 El - 2 al) einfache Punkte der Durch­
dringung, in Paaren auf Geraden durch ZCX!. Wir können abel' 
auch die Geraden der Gruppe e) auf der Fläche F schneiden mit 
den 2 al Geraden der Gruppe f) auf Fl und umgekehrt; in diesen 
Punkten wird die Durchdringung die Ebene Eoo berühren, und zwar 
sind die Geraden der Gruppe e) die 'fangenten ; die Anzahl diesel' 
Punkte beträgt 4 (IJ- - - 2 E . -- 2 a) al und resp. 4 (P-] - 2 El - 2 al) a, 
sie liegen abel' paarweise auf Geraden durch Zoo. 

Endlich sind die 2 a Geraden der Gruppe j) auf F zu schneiden 
mit den 2a1 mltsprechenden auf Fl ; diese Punkte sind Doppelpunkte 
der Durchdringung, und die Berührungsebene ist BeL); sie liegen 
paarweise auf Geraden durch Zoo, und in ihren Projektionen 

Verband. Kon . Akad. v. Wetenseh. (1' Sectie) DI. VIlI. G 4 
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werden zwei Äste der ebenen Curve einander nnd goo berühren. 
Hierrnit sind sämtliche unendlich feruen Punkte unserer ebenen 

Curve bekannt; fassen wir dieselben zusarnmen so können wir fol­
gen den Satz aussprechen: 

der Ort der Centra de?' die Durven C und q óerührenden Krei8e 
enthält im Unendlichen: 

1°. (fJ- - - 2 E - 2 (1) Punlcte, in Richtungen senlcrecht zu den 
Asymptoten der Curve C, wo (lil - (11) Zweige, und (fJ-l - 2 El - 2 (11) 

Punlcte, in Richtungen senlcrecht zu den A8ymptoten der Curve q, 
wo . (v - '1) Zweige einander und goo óerühren)' 

2°. 11 Punlcte, in Richtungen senlcrecht zu denjenigen der Be­
rührungspunlcte von C mit goo, wo (VI -(11) Zweige, und 111 Punlcte 
in Richtungen senlcrecht zu denjenigen der Berührungspunlcte von Cl 
mit g <Yê , wo (v - (1) Zweige einander und goo osculieren)' 

3°. (v VI - 11 (11) einfache Punlcte, in Richtungen senlcrecht zu 
den gemeinsamen Tangenten von C und Cl )' die Asymptoten in diesen 
Punlcten halóieren die Streclcen zwischen den Berührung8jJunlcten 
senlcrech.t)· 

4°. 2 (fJ- - 2 E - 2 (1) (fJ-l - 2 El - 2 (11) weitere einfache Punlcte, 
in Richtungen welche die Winlcel zwischen je einer A8!Jmptote der 
()urve C und einer solden der q halóieren)' 

5°. 2111 (fJ- - 2 E -- 2 (1) Berührungspunlcte mit goo, in Richtungen 
'welche die Winlcel zwi8chen den Asymptoten der C und den Geraden 
nach den Berührungspunlcten von goo mit Cl halóieren, und die 
2 11 (/),,1 - 2 El -- 2 al) entsprechenden; 

öo. 211111 Punlcte, in Richtungen welde die lYinlcel der Gemden 
nach je einem Berührungs'{Junlcte von goo mit C und mit Cl halbieren ; 
in diesen Punlcten óerühren zwei Curvenä,ste einander und goo. 

Vergleicht man diese Resultate mit denen am Schlusse des ~ 10, 
(S. 32), so springt die Analogie sofort in die Augen, und die 
Notwendigkeit diesel' Analogie ergibt sich unmittelbar aus folgender 
Überlegung. Fassen wir die beiden Curven C und q zusammen 
als ein System C + q auf, von der Ordnung fJ- + fJ-I' der Klasse 
li + VI' U. S. w. , so setzt sich die zugehörige cyklographische Fläche 
aus unseren beiden Flächen Fund F I zusammen; die Rückkehr­
kante diesel' Gesamtfläche besteht einfach aus den beiden Rück­
kehrkanten von Fund F1' die Doppelcurve aber ausser aus den 
beiden Doppelcurven von F und P~, aus der Durchdl'ingungscurve 
der beiden Flächen, urn welche es sich ja gerade in diesem ~ han­
delt; diese letztel'e spielt also die RoUe einer Doppelcurve und 
zeigt deshalb auch ein analoges Verhalten im Unendlichen. 

Es kann diese neue Auffassung der Durchdringung dazll benutzt 
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werden weitere Resultate zu kontroliren oder geradezu zu finden. 
Zur KontrolIe wollen wir sie benutzen bei der Bestimmung 'der 
Anzahl der im Endliehen liegen den Rüekkehrpunkte der ' Durch­
dringung. Diese Punkte finden sieh offenbarunter den Sehnitt­
punkten der Rückkehrkanten jeder der beiden Flächen mit der 
jeweiligen andern; nun ist die Rü~kkehrkante von F von der Ord­
nung nz (~ 6, S. 16), sodass sie die FIäehe F1 in 1Jlr1 Punkten 
schneidet, von welchen abel' (nz - 2 0') (111 - 0'1) im Unelldliehen 
liegen. Es bleiben also nz 1'1 - (m - 2 0') (111 - al) endliche Sehllitt­
pUllkte übrig, und diese liegen paarweise symmetrisch in Bezug 
auf B, und aus dem Schnitt der Rüekkehrkante von F1 mit F 
entstehen m1 ?' -- (mI - 2 Q"'1) (11 - 0') neue Punkte der nämliehen 
Art. Wir finden aIso, indem wir für die 1Jl und l' die Werteaus 
der Tabelle substituiren, für den zu untersuehellden ebenen Ort 
(I + 3 p. - 6 E - - 3 0')(2 P-l + lil - ' 4 El - 0'1) + (/1 + 3 P-l - 6 El 

- 30'1) (2 p- + 11 - 4 E - 0') + 0' (111 - - 0'1) + 0'1 (11 --- 0') Spitzen, 
und können nun diese Zahl sûfort mittelst unserer neuen Auffas­
sung der Durchdringung als Bestandteil der Doppelcurve der Gesamt­
fläehe kontl'oliren. Dann nämlieh sind die obigen Punkte von der 
Natur der Punkte 7, also Pllnkte wo die Rüekkehrkante der 
FIäehe diese FIäehe von neuem schneidet; nehmen wir also die 
FOl'meI fül' ,,/, ~ 7, S. 22, ersetzen in derselben p- durch IJ. + /~ 1 ' 

11 durch 11 + 111' U. S. w. und subtrahieren dann die Anzahlen 7' 
und "/1' welche zu C und 61 gehören, so muss der Rest genau 
glei eh der obigen Zabl der Spitzen sein; man sieht fast ohne Reeh­
nung dass dies in der Tat der Fall ist 1). 

Schreiben wir das Resultat noch ausdrüeklich bin: der Ort der 
Centra de?' die Ourven 0 und q berührenden Krei8e enthält 
7" = (I + 3 p- - 6 E - 30') (2 P-l + 111 - 4 El - al) + (11 + 3 P-1 
--- 6 El - 30'1) (2 ij. + 11 - - 4 E - 0') + 0' (11] - 0'1) + 0'1 (11 - 0') 
Rüekkehrpunkte. Und : 
e8 fJibt70t = (I + 3 p- - 6 E-3 0')(2 (J-l + 111 - 4 El - 0'1) + 0'(:11 - 0'1) 
K1'1lm11lU1lfJ8krei8e der OU1'ven 0 'Welehe 01 bm'ühren , und eine ent8pre­
ehende Anzahl 710 für Ol und O. 

Unsere Durchdringungseurve erhält einen Doppelpunkt sobald 
die Doppelcurve von F die Fläehe 11~ sehneidet oder umgekehrt, 
oder wenn die beiden Flächen sieh berühren. Das letztere ist im 
Endlichen nicht möglich weil, wenn die FIächen in irgend einem 
Punkte ihrer Durchelringung die nämliehe Tangentialebene hätten, 

l) In derselben Weise ergibt sich die Ordnung unserer Curve aus der Zahl x ' des 
§ 8, S. 23; deshalb baben wir dieselbe ebenfalls ruit dem Buchstaben x bezeichnet. 

G 4* 
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die Spur derselben von den beiden Curven 0 und 01 im nämlichen 
Punkte herührt werden müsste, nämlich im Fusspunkte des Per­
pendikels aus dem Berührungspunkte im Raume auf dieselbe ge­
fällt; dies abel' würde eine spezielle Lage der-beiden Curven fordern 
die wir nicht voraussetzen wollen. Im Unendlichen werden sich die 
Flächen allerdings berühren, und zwar in den Punkten welche her­
rühren von den -(v V1 - 0" 0"1) gemeinsamen Tangenten der beiden 
Curven; allein die unendlich fernen Punkte betrachten wir immer 
für sich. Wir erhaIten somit die nicht in unendlicher Ferne liegen den 
Doppelpunkte der Durchdringung indem wir 1°) die Restdoppel­
curve von F schneiden mit Fi und die unendlich fernen Schnitt­
punkte subtrahieren ; 2°) das nämliche tun für die Restdoppelcurve 
von Rt und die Fläche F; 3°) die Curven 0 und 01 mit einander 
schneiden; denn die fI- fl-1 Punkte diesel' letzten Gruppe sind vier­
fache Punkte der Durchdringung, und gehen in Doppelpunkte über 
beim Projiciren, cyklographisch abel' sind sie offenbar ohne Interesse. 

Die Restdoppelcurve von F schneidet F1 in 2 al. 1"1 Pnukten 
(~ 8, S. 23), von welchell die folgenden lm Unendlichen liegen: 

1 0. die Punkte der Gruppe e) ~ 9, S. 27. Durch jeden der­
selben gehen (v -- a - 2) Zweige der Restcurve von F, und (VI - al) 

Blätter von Fl' alles mit der nämlichen 'rangente; jeder solche 
Punkt absorbirt also 2 (v - ti - 2) (VI - al) Schnittpunkte, und die 
Anzahl diesel' singulären Punkte ist 2 (/J. - 2 E - 2 a). 

2°. die 2 a Punkte der Gruppe f) ~ 9, S. 28. Durch jeden 
derselben gehen (v - a - 1) Zweige der Restcurve und (VI - al) 

Blätter von Fl' abel' sowohl die einen wie die anderen haben jetzt 
mit Boo einen dreipnnktigen Contact in den nämlichen drei unend­
lich benachbarten Punkten von J(x; jeder Punkt der jetzigen Gruppe 
absorbirt also 3 (v - a - 1) (VI - al) Schnittpunkte. 

3°. die 2 T = 11 (v -1) - fI- - 3 I -- rr (a -- 1) einfachen Schnitt­
punkte der Restcurve von F mit Koo; jeder derselben absorbirt 
offenbar (VI - 0"1) Schnittpunkte. 

Indem wir nun die in diesen drei Gruppen enthaltenen Anzahlen 
von 2 a/. 1"1 subtrahieren , dann das nämliche machen für die Rest­
curve von F1 und die Fläche F, nnd die Resultate addiren, er­
halten wir die im Endlichen , abel' nicht in B liegenden Doppel­
punkte der Durchdril1gung. Bedenken wir dann endlich dass je 
zwei diesel' Punkte symmetrisch liegen in Bezug auf B, so erhalten 
WIr folgendes Ergebnis: e8 fJibt 

JOl = al 1"1 - 2 (p. - 2 E - 20")(v - 0" - 2) (Vl - 0"1) -

30" (l! - 0" - 1) (V1 - 0"1) - - T (V1 - 0"1) 
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Krei8e welche 0 doppelt und . Ol einfach óerühren J. und eine ent­
spl'echende Anzahl d10 gilt für Ot und O. 

Dieses neue Resultat liefert uns jetzt eine sehr schar fe KontrolIe 
für die bereits ~ 11, S. 36 gefundene Anzahl t I der Kreise welche 
die Curve 0 in drei verschiedenen Punkten berühren. Denn wenn 
wir unsere Durchdringungscurve als Bestandteil der Doppelcurve des 
Systems F + Ft auffassen, so sind die von uns soeben aufgefun­
denen Doppelpunkte der Durchdringung offenbar dreifache Punkte 
del' Gesamtdoppelcurve, und ihre Projektionen auf B Centra von 
Kreisen welche die Curve 0 + 01 dreimal berühren ; wenn wir 
also in der Formel für t I auf S. 36 fl- ersetzen dureh. fl- + fJ-l' 
11 durch 11 + 111' u. s. w., und dann die zu 0 und 01 gehörigen 
Zahlen t' und (1 subtrahieren, so muss genau die Summe der im 
obigen Satze enthaltenen Anzahlen JOt und J10 übrigbleiben; die 
allerdings etwas umständliche Rechnung bestätigt dies. 

Die JOl + d10 im obigen Satze aufgefundenen Doppelpunkte stellen 
nicht sämtliche Doppelpunkte unserer zu untersuchenden Curve dar, 
au eh nicht wenn man noch die fJ- ÎLt Sclmittpunkte von 0 und ~ 
hinzufügt, denn die Durchdringungscurve wird yon einer gewissen 
Anzahl senkrecht auf der Ebene B stehender Geraden in zwei. 
Paaren von in Bezug auf B symmetrisch liegenden Punk ten ge­
schnitten werden, und die Durehstosspunkte dieser Geraden werden 
also Doppelpunkte der ·Projektion der Durchdringung sein; cyklo­
graphisch unterscheidell sich dieselben von den JOl + dtQ bereits 
gefundenen dadurch dass · sie nicht die Mittelpunkte sind je eine8 
Kreises der die eine Curve zweimal , die andere einmal berührt, 
sondern im Gegenteilvon je zwei verschiedenen Kreisen welche 
beide Curven nur einmal berühren; und auch rein äusserlich sind 
diese scheinbaren Doppelpunkte von. den wirklichen leicht zu nnter­
scheiden, denn von diesen letzteren · liegen die JOl auf dem Ort 
der Centra der die Curve 0, und die J10 auf dem Ort der Centra 
der die Curve 01 dop pelt berührenden Kreise. 

Die Bestimmung der Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte ge­
lingt nun indern wir, die Durchdringungscurve als 'l1eil der Gesamt­
doppelcurve des Systems F + Rt auffassend, zunächst die Klasse 
ihrer Projektion bestimmen. Dazu brauchen wir einfach in der 
}'ormel für R', ~ 10, S, 30, die nun schon mehrfach benutzten 
Substitutionen fJ- + fJ-1 anstatt fJ-, u. s. w., zu machen und dann 
die Zahlen R' und R1 ' zu subtrahieren ; man findet dann folgendes 
Resultat: 

die Klas8e de8 Orte8 der Centra der die Ourven 0 und Ot óe­
rührenden Krez8e i8t !Jleich: 
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R" = 2 11 (fLl + lil - 2 EI - 0"1) + 2 111 (fL + 11 - 2 E - 0") 

211 (llt- E1- 0",,) --2 :11(11 -E - 0")-2 E(EI +- 0"1)-2 Et(E + 0")-40"0"1 ' 

U nd nun gibt die Plückersche Formel: 

sofort: 

R" = a:/' (a/' - 1) - 2 J" - 3 7" 

J" = ~ jat (x"-i) - R" - 37t 
Diese Anzahl d" enthält nun erstens die dOl + dw wirklichen 

Doppelpunkte, zweitens die fJ. fLl Schnittpunkte von C und ~, 
drittens die vielfachen Punkte im Unendlichen ,und endlich viertens 
die gesuchten scheinbaren Doppelpunkte; es sind also noch die 
Punkte der dritten Gruppe in einfache Doppelpunkte aufzulösen. 
Diese Punkte sind die folgenden: 

1°) diejenigen der Gruppe 1 S. 50. In jedem derselben liegen 
zwei (111 - O"1)-fache, resp. (11 - O")-fache Punkte unmittelbar neb en 
einander, jerler zählt also für (VI - 0"1) (VI - 0"1 - 1), resp. (v - 0") 

(v - 0" - 1) Doppelpllnkte; im ganzen erhalten wir also 

(fL - 2 E - 2 0") (vt - 0"1) (vI - 0"1 - 1) + (fLt - 2 EI - 2 0"1) 

(v - 0") (11- 0" - 1). 

2°) die Punkte der Gruppe 2 S. 50. Hier liegen je drei viel­
fache Punkte unendlich nahe zusammen, sodass wir erhalten 

3°) die Pllnkte der Gruppe 6 S. 50. Jeder derselben zählt für 
zwei Doppelpunkte, und die Anzahl der Punkte ist 2 rr 0"1'- also 
erhalten wir einen letzten Beitrag von 4 0" 0"1' 

Bezeichnen wir die Summe der in diesen drei Gruppen ent­
haltenen Anzahlen mit Joo, die Anzahl der scheinbaren Doppel­
punkte aber mit J*, so ist nun 

AIso: 

es gibt J* = ~ jx" (x" - 1) - R" - 3 7"1- fL fLt - dOt - dio - Joo 

Doppelpunlcte inunserer ebenen Curve· welche MiUelpunlcte Bind 
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von zwei veraehiedenen die Durven 0 und Dt je einmal berührenden 
Kreiaen. 

Die in dieser Formel auftretenden Grössen al', ,,/", dOf, J10 , R", 
Joo finden sich resp. auf SS. 48,51, 52, 54. 

Wir bestimmen zum Schlusse noch die b'eiden Indices der Reihe 
der Kreise welche die Curven 0 und C1 zugleich berühren. Es sei 
ein beliebiger Punkt P gegeben und del' zugehörige cyklographische 
Kegel konstruirt worden; derselbe schneidet die Durchdringungs-

curve der Flär.hen Fund FI in 2 ) r r1 - 2 (v - 0") (v1 - 0"1) ( = 

8 (fL + v - 2 E - 0") (fL-l + 1i1 - 2 EI - 0"1) - 4 (v - 0") (v1 - 0"1) 

Punkten, nnd von diesen liegen im Unendlichen: 
1°) die Punkte der Gruppe e) ~ 9, S. 27 (Vergleiche auch S. 50). 

Durch jeden derselben geht der Kegel einfach und die Durch­
dringungscurve (v - 0")- und resp. (v1 - 0"1)-fach, und die Tangenten 
fallen alle mit der Tangente an Koo zusammen; wir erhalten also 
im ga.nzen 4 (fL - 2 E - 2 0") (v1 - 0"1) + 4 (fLt -- Z E1 - 0'1) (v - 0') 
Schnittpunkte , 

2°) die Punkte der Gruppe f) ~ 9, S. 28 resp. 50. In jedem 
derselben liegen 3 (lit - 0"1) und resp. 3 (v - 0') Schnittpunkte vcr­
ei~igt, und die Anzahlen der Punkte sind 2 0' und 2 0'1' Diese 
Gruppe gibt also einen Beitrag von 6 0' (vt - 0'1) + 6 0'1 (11 - -- 0") 
neuen Schnittpunkten. 

3°) die 2 (11 V1 - a at) einfachen Schnittpunkte der Durchdringung 
mit Koo, herrührend von den gemeinschaftlichen Tangenten von 
o und Ot. 

Subtrahiert man die Summe diesel' drei Anzahlen von der oben 
.angegebenen vollständigen Anzahl, so erhält man die Anzahl der 
endlichen Schnittpunkte des Kegels mit der Durchdringung, und 
wenn man beachtet dass diese paarweise symmetrisch liegen in 
Bezug auf B, so ergibt sich: 
der Punktindem der Reihe der die Ourven 0 und Dt berührenden 
Kreiae iat gleieh (2 fL + 11 - 4 E - 0') (2 fLt + VI '- 4 EI - 0'1)' 

Und die se Formel lässt sich mittelst der nun schon mehrere Male 
vorgenommenen Manipulation auch herleiten aus der entsprechenden 
Formel des ~ 12, S. 40. 

ZUl' Bestimmung des Tangentialindex brauchen wir eine beliebige 
Herade g. Die eine der durch diesel be hilldurchgehenden 45° 
Ebenen schneidet die Durchdringung in 2 m" Punkten (~ 15, S. 48), 
und diese liegen, wenn g . bel ie big ist, alle im Endlichen; also: 

der Tangentialindem der Reihe der die Ourven 0 und 01 berüh­
renden Areiae iat gleieh 2 m". 
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Wir haben bereits bemerkt dass die Za hl 2 a/' sieh in bekalmter 
Weise herleiten lässt aus 2 rl. 

~ 16. In diesem letzten ~ betrachten wir noch kurz die ge­
meinschaftlichen Punkte von drei cyklographischen Flächen F, F1' 
F2' und lösen damit das Apolloni'sche Problem für drei beliebige 
Curven 0, C1 , 02' Zu diesem Zwecke schneiden wir die Durch-' 
dringungscurve der beiden ersten Flächen, welche ~ 15, S. 48 
zufolge von der Ordnung 2 a/' ist, mit der dritten, und ziehen die 
unendlich fernen Punkte áb. Die vollständige Anzahl der Schnitt­
punkte ist gleich 

2m". r~= 8 (IJ.. + 11- 2 E - rr) (,U,1 + 111-2EI-1T1J(ïJ..2+112-2E2-1T2) 

- 4 (fJ..2 + 112 - 2 E2 - 0"2) (11- 0') (111 -0'1)' 

und von diesen liegen im Unendlichen: 
1°. die 2 (fJ.. - 2 E - 20') Punkte der Gruppe e) ~ 9, S. 27, 

resp. ~ 15, S. 50. Jeder derselben absorbirt 2 (111 -0'1) (112 -0'2) 
Schnittpunkte; wir erhalten also, indem wir auch die entspl'echenden 
Punkte der Fläche ~ berücksichtigen: 

4 (fJ..-2 E-2 0')(111 - CTl)(vz-1T2)+4(fJ..1-2 EI-2IT1)(II-IT)(1I2-1T2) 
Punkte. 

2°. Die Punkte der Gruppe f) ~ 9, S. 28, resp. ~ 15, S. 50. 
Jeder derselben absorbirt 3 (111 - 0'1) (112 - 0'2) resp. 3 (11 - 0') (112 - 0'2) 

Punkte, zusammell also 60' (111 - 1T'I)h -0'2) + 6 ' 0'1 (11 - CT) (112 - '1'2)' 

3°. Die 2 (11 lI1 - 0' 0'1) einfachen Punkte welche herrühren von 
den gemeinschaftlichen Tangenten der Curven ° und C1• 

Weil die Fläche F 2 (112 - CT2)-mal durch K'fJ bindurchgeht so 
repräsentieren diese Punkte 2 (11 lil - 0' CT1) (112 - 0'2) einfache Schnitt­
punkte der drei Flächen. 

Nach Subtraktion der in diesen drei Gruppen enthaltenen unend­
lich fernen Punkte von der Gesamtzahl 2 a/'. r2 und nachheriger 
Division durch 2 erhält man die Anzahl der Kreise welche die drei 
vorgelegten Curven 0, Cl' O2 gleichzeitig berühren. Fübrt man die 
Rechnung durch so erhält man zunächst einen Ausdruck welcher 
in Bezug auf die Charakteristiken der drei Curven nicht symme­
trisch ist, ab er durch Umrechnung auf eine einfache symmetrische 
Form gebracht werden kanil. So entsteht der folgellde Satz: 

e8 gt'bt: 

(2 fJ.. + 1I - 4 E - CT) (2 fJ..I + 111 - 4 Ei - 0'1) (2 /J..2 + 112 - 4 E2 -0'2) 
- 4 (fJ.. - 2 E) (fJ..1 - 2 E1) (fJ..2 - 2 Ez) 

Krei8e welche die d?'ei Curven 0, Cl" O2 gleichzeitig berühren. 
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Die Fornlel gibt für drei gerade Linien 4, für drei Kreise 8, 
für 3 Kegelschnitte 184, für 2 Kegelschnitte und einen Kreis 72, 
für einell Kegelschnitt und zwei Kreise 2'4, für 2 beliebige Kegel­
schnitte und eine Parabel 148, einen Kegelschnitt und zwei Para­
beln 118, 3 Parabeln 93, für 3 beliebige q 1620,3 circulare 
q 508, u. s. w. 

8chlu88bemerkulZ!l. Den Ausgangspunkt der vorhergehenden Be­
tracbtungen bilde ten die Büschel der Kreise welche in den Punkten 
der gegebenen Curve die zugehörigen Tangenten berühren. Lässt 
mall alle die se Büschel urn 90° drehen so erbält man sämtliche 
Kreise welëhe die gegebelle Curve rechtwiuklig schneiden, und die 
durch die8e8 Kreissystem abgebildete cyklographische Fläcbe, deren 
einfachste Gestalt, abgesehen von der Ebene, durch das gleichseitige 
Rotationshyperboloid dargestellt wird (nämlich wenn die gegebene 
Curve ein Kreis ist) , und welche also nicht mebr developpabel ist, 
muss uns belehren über die Kl'eise welche die gegebene Curve ein 
oder mehrere Male rechtwinklig schneiden, über den Ort der Punkte 
von wo aus an die Curve zwei gleich lange 'rangen ten gel egt 
werden können, u. s. f. Es fragt sich in wie fem hierbei Resultate 
zu rrage tI·eten welche die Mühe del' Untersuchung lohnen. 

Delft, 1111 December 1903. 

(10 Mei 1904.) 
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