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Auwendung der Cyklographic auf die Lehre von den
ebenen Curven.

VON

H. DE VRIES.

ERSTER TEIL.

Die cyklographische Fliche.

§ 1. Es sei gegeben eine ebene Curve C, von der Ordnung w,
der Klasse v, mit d Doppelpunkten, » Riickkehrpunkten, 7 Dop-
peltangenten, + Wendetangenten, welche iiberdies e-mal durch jeden
der beiden absoluten Kreispunkte /;, 7, im Unendlichen hindurch-
geht, und ¢ mal die unendlich ferne Gerade ihrer Ebene beriihrt.
Legt man durch einen beliebigen Punkt P dieser Curve die Nor-
malebene (senkrecht zur Tangente 7), und zieht in derselben die
beiden Geraden e, ¢* durch P und unter 45° gegen die Ebene
der Curve, so bilden die cyklographischen Bildkreise 1) samtlicher
Punkte dieser beiden Geraden das System der die Curve in P
beriihrenden Kreise. Lésst man den Punkt 7 die ganze Curve
durchlaufen, so erzeugen die Geraden e, ¢* eine zur Ebene der
Curve orthogonalsymmetrische developpable Fliche, developpabel,
weil zwei unmittelbar auf einander folgende Kreisbiischel ein Exem-
plar, ndmlich den Kriimmungskreis an der betreffenden Stelle der
Curve, gemein haben, und also je zwei unmittelbar auf einander
folgende Erzeugenden e, (sowie orthogonalsymmetrisch auch die
beiden e*) sich schneiden. Simtliche Punkte dieser so entstehenden

1) Wuwn. Fieouer: ,Cyklographie.”, Seite 15.
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,,cyklographischen Fliche” der Curve haben die Eigenschaft dass
ihre Bildkreise die Curve berithren; den besonderen Punkten der
Fliche, wie etwa denen der Riickkehr- und Doppelcurve, ent-
sprechen besondere Kreise der Ebene, nidmlich die Kriimmungs-
und doppelt beriihrenden Kreise, und iiberhaupt wird man, ein-
mal im Besitz der cyklographischen Fliche, im Stande sein die
Antwort zu geben auf alle Fragen welche gestellt werden kénnen
in Bezug auf die Kreise welche die Curve unter vorgeschriebenen
Bedingungen beriihren. Man kann aber weitergehen und zwei oder
drei Curven mit ihren zugehorigen Flichen zugleich betrachten ;
dann gibt das Studium der diesen Flichen gemeinsamen Punkte
Aufschluss iiber die Kreise welche die Curven zugleich beriihren,
und eventuell noch anderen gegebenen Bedingungen geniigen.

Die Beantwortung der hier angeregten Fragen in der angege-
benen Weise bildet den Zweck der vorliegenden Abhandlung.
Freilich miissen diese Probleme, wie sich das wohl von selbst ver-
steht, auch auf andere Weise erledigt werden konnen; die Tat-
sache aber dass bei den hier folgenden stereometrischen Betrach-
tungen simtliche Resultate aus einer einzigen Quelle fliessen, und
sozusagen von der cyklographischen Fliche unmittelbar abgelesen
werden konnen, sichert demnselben vielleicht, wie der Verfasser zu
hoffen wagt, ihre Existenzberechtigung.

§ 2. Wir geben von der cyklographischen Flache eine etwas
andere Auffassung, welche das Studium derselben wesentlich er-
leichtert. Es schliessen ja simtliche Erzeugenden der Fliche mit
der Ebene der Curve, die wir als Bildebene B bezeichnen wollen,
Winkel von 45° ein; folglich ist der Richtungskegel der Fliche
ein gerader Kreiskegel mit verticaler Axe (B horizontal gedacht),
und einem Winkel von 90° an der Spitze; dieser Rotationskegel
schneidet die ebene %, in einem gewissen, den imaginiren Kugel-
kreis in den beiden absoluten Punkten 7, 7/, von B beriihrenden,
Kegelschnitte K., und es miissen also simtliche Erzeugenden der
Flache die gegebene Curve und den Kegelschnitt K. schneiden.
Aber je zwei auf einander folgende Erzeugenden liegen in einer
Ebene, welche also sowohl die Curve C wie K, beriihrt; die cy-
klographische Fliche ist also einfach die durch diese beiden Curven
als Leitcurven bestimmte Developpable.

Es ist diese developpable Fliche, und eine solche der nam-
lichen Art, wo namlich unser reeller Kegelschnitt K. durch den
imagindren Kugelkreis selbst ersetzt worden ist, und also die
ganze Fliche imagindr wird bis auf ihre Doppelcurve, bereits un-
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tersucht worden von Herrn W. A. Versruys 1), nur hat sich der
Verfasser dort auf den Fall beschrinkt wo die gegebene Curve
keine spezielle Lage einnimmt, und also die im § 1 genannten
Zahlen ¢ und o beide gleich null sind; diese Zahlen beeinflussen
aber unsere simtlichen Resultate in sehr hohem Grade, wir sind
also gendtigt in aller Kiirze die charakteristischen Zahlen unserer
Fliche unter Beriicksichtigung der Zahlen ¢ und « herzuleiten.

§ 3. Nehmen wir fiir einen Augenblick an es seien ¢ und &
gleich null, so ist sofort einzusehen dass die Curve C eine Dop-
pelcurve, K, aber eine v-fache Curve der Fliche ist. Denn irgend
eine Tangente von C schneidet g» in einem Punkte P, aus wel-
chem an K, zwei Tangenten gehen; die Verbindungslinien der
Berithrungspunkte derselben mit demjenigen der zuerst genannten
sind Erzeugenden der Fliche, und es gehen deren somit durch
jeden Punkt von C zwei. Ist aber P der Schnittpunkt von g.
mit einer Tangente von K., so gehen durch denselben an C'v Tan-
genten, und es ist also jeder Punkt von K. der Schnittpunkt von
v Brzeungenden. IHieraus ergibt sich dann weiter dass die Ordnungs-
zahl der Fliche, also die Rangzahl r ihrer Riickkehrkante, gleich
2m -+ 2v ist; denn der vollstindige Querschnitt mit der Ebene
B besteht aus der Doppelcurve € und den zweimal » Tangenten
welche aus den Schnittpunkten von A, mit B, also in unserm
Falle aus den beiden Kreispunkten 7;, I,, an dieselbe gehen, jede
dieser Tangenten nur einmal gezihlt, weil die Schmiegungsebenen
durch dieselben entweder die Tangente in 7;, oder in 7, an K.
enthalten, und also in keinem Falle mit B zusammenfallen.

Oder, indem man die Ebene F, zu Hiilfe nimmt, der Quer-
schnitt der Fliche mit dieser setzt sich zusammen aus der v-fachen
Curve K., und den w mal zwei Tangenten welche aus den Schnitt-
punkten von g mit C an jenen Kegelschnitt gelegt werden konnen,
jede derselben, aus dem namlichen Grunde wie oben, einmal ge-
zahlt.

Wenn aber die Curve C die Gerade g» in einem Punkte 2
beriihrt, so trennt sich die Ebene Z., doppelt gelegt, von der
Fliche ab; denn unter den Tangenten aus jedem Punkte P von
g» an C findet sich immer die Gerade g. selbst, und es tritt also
jeder Strahl des Strahlenbiischels in Z» und am Scheitel & zwei-
mal als Erzeugende der Fliche auf, nédmlich fiir die beiden Lagen

1) ,Focales des courbes planes et gauches”, Verh. Kon. Akad. Tome VIII, N° 5.
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von P auf den Tangenten in den beiden Schnittpunkten des be-
treffenden Strahles mit K.

Wenn also die Curve C die Gerade go ¢ mal beriihrt, so wird
die Zahl » um 2 ¢ Einheiten kleiner.

Es soll die Curve durch 7, hindurchgehen. Legen wir dann
in diesem Punkte die Tangenten an € und K., so wird die Ver-
bindungslinie der Beriihrungspunkte derselben innerhalb der durch
die beiden Tangenten bestimmten Ebene vollig unbestimmt, weil
man eben den Punkt 7, mit sich selbst verbinden muss, und es
trennt sich also diese Ebene von der Fliche ab; und wenn man
beobachtet dass sich die Zahl der von Z; an C gehenden Tangenten
um zwel verringert hat, und also der Schnittpunkt irgend einer
in B liegenden Gerade mit der Tangente in 7, selbst fiir zwei in
Wegfall kommende Punkte zihlt, so erkennt man dass die sich ab-
trennende Ebene doppelt in Rechnung zu bringen ist. Geht also
unsere Curve ¢mal durch jeden der beiden Kreispunkte hindurch,
so wird dadurch die Ordnungszahl der Fliche um 4 ¢ Einheiten
verringert. Wir finden desshalb:

r=2pm+4+2v—4e¢—2c.

Wir priifen dieses Resultat an den beiden einfachen Beispielen
des Kreises und der Parabel. Fiir den Kreis (pn =v =2, ¢ =1,
¢ = 0) finden wir » = 4, was offenbar richtig ist, weil in diesem
Falle die Fliche aus zwei zur Ebene B orthogonalsymmetrischen
Rotationskegeln besteht; und fiir die Parabel (u=v=2,¢=0,
¢ = 1) finden wir r = 6, was ebenfalls mit den Tatsachen im
Einklange ist. 1)

Fiir die nach Wegfall der sich abtrennenden Ebenen iibrig
bleibende , eigentliche” cyklographische Flache ist die Curve C
immer noch eine Doppelcurve, und der vollstindige Querschnitt mit
B setzt sich zusammen aus dieser Doppelcurve und den zweimal
v — 2 ¢e—c Tangenten welche aus den Punkten 7;, 7, noch an
sie gehen; K. hingegen ist eine (v — o)-fache Curve, denn aus
dem Schnittpunkte irgend einer Tangente von K, mit g» gehen
an C ausser g noch v — ¢ Tangenten, durch den Beriithrungs-
punkt auf K, gehen also v — ¢ Erzeugenden, und der Quer-
schnitt der Fliche mit #. besteht aus diesem (v — o)-fachen Kegel-
schnitt, den zweimal © — 2 ¢ — 2 ¢ Tangenten an denselben aus

') Man vergleiche z. B. FieoLer ,Darstellende Geometrie”, II, Seite 379, N° 2.
(8¢ Auflage).
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den einfachen Schnitfpunkien von g. mit C, und den 4 ¢ je zwel
und zwei unendlich benachbarten Tangenten aus den o Beriilrungs-
punkten von go mit C. Aus diesem letzten Resultate ergiebt sich
zugleich dass Z, fiir jede der 2 ¢ Tangenten an KA. aus diesen o
Beriithrungspunkten Schmiegungsebene ist, und dass sich in jedem
dieser Beriihrungspunkte zweimal zwei nicht benachbarte Erzeu-
genden der Fliche schneiden, sodass die Restdoppelcurve dieser
letzteren einfach durch dieselben hindurchgeht; und schliesslich
bemerken wir noch dass die Punkte 7;, 7,, trotzdem sie nicht
bloss auf K. liegen sondern zugleich e-fache Punkte von C sind,
dennoch, wie alle andern Punkte von K, (v — o)-fache Punkte
der Fliche sind. Denn irgend eine Gerade durch 7, in B hat
mit der Flache ausser I, x — ¢ auf C gelegene, und also doppelt
zihlende, und » — 2 e — ¢ auf den Tangenten aus /, an C lie-
gende, und also einfach zihlende, Punkte gemein, das heisst im
ganzen 2 m -+ y — 4 ¢ — o; die Differenz aber dieser letzteren
Zahl und r =2 p +2v—4¢—2¢ ist v— . Es miissen also
auch durch 7; und 7,, wie durch jeden andern Punkt von K.,
y — ¢ Erzeugenden gehen, und diese sind in der Tat leicht auf-
zufinden.  Erstens haben wir die v — 2 ¢ — ¢ Tangenten aus /;
an C, deren Beriihrungspunkte ausserhalb g. liegen; sodann aber
ist folgendes zu bemerken. Nehmen wir auf g. einen Punkt P
ganz in der Nahe von Z; an, und betrachten von den ¢ durch 7
gehenden Zweigen von C nur einen, so gehen aus P an diesen
und an K. je 2 Tangenten, deren Beriihrungspunkte, verbunden,
4 nahe zusammenliegende Erzeugender. der Fliche liefern. Nihert
sich P dem Punkte 7, immer mehr um schliesslich mit ihm zu-
sammenzufallen, so néhern sich die 4 Erzeugenden zwei in der
durch die Tangenten an K, und den Curvenzweig bestimmten
Ebene liegenden, durch 7, hindurchgehenden Grenzlagen, und weil
C emal durch 7/, hindurchgeht, so erhalten wir im ganzen 2 e
solcher Erzeugenden, welche mit den v — &2 ¢ — ¢ in B liegenden
vereinigt in der Tat die Zahl v — o wieder hervorbringen. Zu-
gleich ist ersichtlich dass die genannten Ebenen Schmiegungsebenen,
und zwar in Folge der Symmetrie Doppelschmiegungsebenen sind.

§ 4. Zur Bestimmung der Klassenzahl der Fléche betrachter
wir entweder einen beliebigen Punkt in B oder in Z.. Im er-
steren Falle gehen durch denselben » Tangenten an €' und also 2 »
Beriihrungsebenen der Fliche; im letzteren gehen durch den Punkt
2 Tangenten an K., durch deren jede y — ¢ Schmiegungsebenen
gehen; Z, selbst aber ist (§ 8) eine 2 o-fache Schmiegungsebene,
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also finden wir in beiden Fillen, wenn wir die Klassenzahl, wie
tiblich, mit = bezeichnen,

n=2av.

Weitere Grossen, welche einer directen Bestimmung leicht zu-
ginglich sind, sind die Ordnung = der Riickkehrkante, die Anzahl
@ ihrer stationiren Schmiegungsebenen, und die Anzahl 6 ihrer
stationdren Erzeugenden.

Die Zahl s wird bestimmt indem wir die Schnittpunkte der
Riickkehrkante mit einer der beiden Ebenen B oder Z. aufsuchen.
Die Bildkreise der Punkte dieser Curve sind die Krimmungskreise
der Curve C, ein Schnittpunkt mit B bedingt also einen Kriim-
mungskreis vom Radius null, und diesen findet man nur in einer
Spitze. Die Riickkehrkante geht also durch die » Spitzen von C,
und aus der Entstehungsweise der Fliche ist ohne weiteres klar,
dass diese Punkte fiir die Riickkehrkante Doppelpunkte sind,
withrend die Tangenten in denselben in der Ebene durch die Spitze
senkrecht zur Spitzentangente liegen und unter 45° gegen B ge-
neigt sind.

Es hat aber die Riickkehrcurve noch andere Punkte mit 5 ge-
mein. Wir sahen oben bereits dass sich aus jedem der beiden
Punkte 7,, I, v —2¢— ¢ nicht auf g. berithrende Tangenten
an C legen lassen, deren jede der cyklographischen Fliche ange-
hért. Die beiden einer solchen Tangente unendlich benachbarten
Erzeugenden der Iliche schneiden sich in Folge der Symmetrie im
Beriihrungspunkte, sodass dieser letztere als Schnittpunkt dreier
unendlich naher Erzeugenden erscheint; d. h. jeder solche Beriih-
rungspunkt ist eine Spitze der Riickkehrcurve, und die Tangente
derselben liegt in B und geht durch 7, oder Z,. Aufdiese Weise
entstehen also 6 (v — 2 ¢ — ¢) neue Schnittpunkte; fiigen wir die
% Doppelpunkte hinzu so finden wir:

m=2n-+6@y—2e¢—a).

Es ist aber, wenn wir bedenken dass wir unter & nur die wirk-
lichen Doppelpunkte von C verstehen, und also die beiden e-
fachen Punkte /;, 7, fiir sich betrachten miissen:

i =3 ppw—2)—63—6e(e—1)—8=
3v=8u(u—1)—6Jd— 6e(c—1)— 9 », und folglich:
t—3y=—3p-+x, oder
r=1t+4 3@ —1);
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substituiren wir diesen Wert von x in die obige Formel, so finden
wir
m=2~2 +3mu—~06e—30).

Die Schnittpunkte der Riickkehrkante mit Z#, sind dreierlei
Natur; zieht man erstens aus dem Schnittpunkt einer Wendetan-
gente von C mit ¢, die beiden Tangenten an K., so erkennt man
leicht dass deren Beriihrungspunkte einfache Punkte der Riickkehr-
kante sind; die Anzahl derselben ist also 2+ Legt man zweitens
die beiden Tangenten an K, aus einem der © — 2¢—2 ¢ ein-
fachen Schnittpunkte von g», mit C, so sind dieselben Erzeugenden
der Fliche, und es lehrt die Anschauung dass sich auch hier wie-
der die ummittelbar vorhergehende und folgende Erzeugende im
Berithrungspunkte der betreffenden Tangente begegnen; diese Be-
rithrungspunkte sind also wiederum Spitzen mit in Z. gelegener
Tangente, d. h. auf diese Weise erhalten wir 6 (u —2¢— 2 7)
neue Schnittpunkte mit Z..

Drittens endlich ist /., selbst eine 2 c-fache Schmiegungsebene
in den Berithrungspunkten der Tangenten an K. aus den Beriih-
rungspunkten von € mit ¢go; wir erhalten also noch weitere 6 o
Schnittpunkte hinzu, und finden in Ubereinstimmung mit dem
Vorigen

m=21+6pn—2e—2a0)+6c=20u+3n—6e—30).

Betrachten wir noch einmal die soeben gefundenen 2 ¢ einfachen
Schnittpunkte der Riickkehrkante mit Z.. Diese Punkte entstanden
aus den Wendetangenten der C, ihre Schmiegungsebenen enthalten
also drei auf einander folgende Erzeugenden der Fliche und sind
somit stationir; umgekehrt muss jede stationdre Schmiegungsebene
die Ebene B schneiden in einer Wendetangente von C; es ist also

a=2u.

Endlich ergibt sich die Zahl § der stationiren Erzeugenden der
Fliche gleich mull. Denn eine stationéire Erzeugende bedingt in
jedem ebenen Querschnitt der Fliche eine Spitze; nun hat aller-
dings die C Spitzen, allein dicsen entsprechen, wie wir gesehen
haben, Doppelpunkte der Riickkehrkante; es ist also in der Tat

§ =10
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Die bis jetzt bestimmten Zahlen 7, #, m, «, 0, sind mit ein-
ander verbunden durch die Beziehung

a—m—0=8@mn—r b;

durch Substitution der oben gefundenen Werte wird dieselbe be-
friedigt. Zugleich aber sind wir jetzt in den Stand gesetzt zur
Berechnung der tibrigen charakteristischen Zahlen die Cayney-
Prucker’schen Formeln anzuwenden, 2) mit deren Hiilfe die nach-
stehenden Resultate erhalten werden. Man hat in der SaLmon-
Fieprer’schen Bezeichnung 2) die Formel

n+b0—L=3@—mn;

setzt man hier die bereits bestimmten Werte ein, so erhidlt man
fiir die Zahl der Spitzen der Riickkehrcurve:

L=12u-—4v+6:—24¢—120.
Wir benutzen ferner die Formel:
711=1'(7'—1)—2(y—i—d)—3(n+6),

wo y die Klassenzahl der der Riickkehrkante doppelt umschriebenen
Developpabeln, ¢ die Anzahl der Doppeltangenten dieser Curve
bedeutet. Durch Einsetzung der Werte findet man:

yF+d=2pn+v—2¢—0a2—4(nt+v)+ 8+t 4a—.u
Weiter nehmen wir:
n=r@r—I1)—2(a-+d)—3@m-+19),

wo @ die Ordnung der vollstindigen Doppelcurve der cyklographi-
schen Fliche angibt; wir finden:

2+d=2p+v—2¢—a)2—10p—2v—3:+20e+100.

) SaLmon-FiepLEr ,Anal. Geom. d. Raumes”, 8¢ Aufl. 2er Teil. S. 108.

*) SaLmon-Fiepree. 1. c.

) Vergleiche fiir dieselbe SaLMoN-Fieprer 1. ¢. S. 105 ff. und die tabellarische Ueber-
sicht in PascaL’s ,Repertorium”, II. S. 228.
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Betrachten wir ferner die Formel:
r=nm—1)—2(y+4A)—3a,

wo g die Anzahl der Geraden in einer Ebene angibt durch welche
zwel nicht benachbarte Schmiegungsebenen hindurchgehen, und A
die Zahl der doppelten Schmiegungsebenen bedeutet. Fiir die
Summe dieser beiden Grossen finden wir:

g+A=2vyv—1)—pn—3:1+2¢ -+
Endlich bedienen wir uns der Formel:
r=m@m—1)—2h-+ D) —3p,

wo /4 die Zahl der scheinbaren, D diejenige der wirklichen Dop-
pelpunkte der Riickkehrcurve bezeichnet. Wir finden:

h+D=20+3u—6c—302—22pn+5v—10,
446+ 220

Und zur Bestimmung des Geschlechtes p konnen wir uns der
Formel:
_ (m—I)(m—2)
- 1.2

- (]L + D) - ﬁ ’
oder einer damit gleichwertigen bedienen, und finden leicht:

p=p—v+i1—2e—co-1.

§ 5. Es sind im letzten § die Summen 2z + d, y+d, g+ A
und % 4 D ausgerechnet worden; wollen wir also die in denselben
auftretenden Grossen einzeln kennen lernen, so muss jetzt nach-
triglich noch eine directe Bestimmung von &, A, D gegeben wer-
den. Was nun zundchst die Zahl ¢ der Doppelerzeugenden der
Fliche anbetrifft, so ist schon aus cyklographischen Griinden klar
dass dieselbe gleich null sein muss.

Denn die Bildkreise der beiden Beriihrungspunkte einer solchen
Doppellinie mit der- Riickkehrkante wiiren zwei Kriimmungskreise
der Curve C im némlichen Punkte und an der namlichen Tangente,
was offenbar nur moglich ist wenn zwei Doppelpunkte von C zu-
sammenriicken in einen Berithrungsknoten, d. h. wenn zwei Cur-
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veniste sich berithren, was gegen die Voraussetzung geht. Es wiire
allerdings denkbar dass sich unter den besonderen Erzeugenden der
Fliche, wie etwa denjenigen durch die cyklischen Punkte u.s. w.
solche befinden wiirden die zweimal in Rechnung zu bringen wiren ;
allein in den vorhergehenden §§ haben wir ja dieselben alle unter-
sucht, ohne dass sich die Erscheinung um die es sich hier handelt
gezeigt hatte.

Was die Zahl 2D der wirklichen Doppelpunkte anbetrifft, so
fanden wir bereits (§ 4) dass jede Spitze von C ein Doppelpunkt
der Riickkehrkante ist, wihrend umgekehrt einleuchtet dass ein
Doppelpunkt der letzteren in B einen Punkt vom Kriimmungsradius
null in C bedingt. Liegt ein Doppelpunkt ausserhalb B, so muss
sein Bildkreis die Curve C an zwei verschiedenen Stellen osculieren,
was aber im allgemeinen nicht mdglich ist. Denn das System der
Kriimmungskreise bildet eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit;
es wird also im allgemeinen eine endliche Anzahl solcher Kreise
geben, welche die Curve noch anderwirtig beriihren, aber keinen
der sie zweimal osculiert. Es ist also:

D=x=1+4 3 (n—y). § 4).

Insbesondere mag hervorgehoben werden dass die Riickkehrkante
nicht durch die Punkte 7, Z, hindurchgeht. ,

Endlich die Zahl A der Doppelschmiegungsebenen. Jede Dop-
peltangente von (' gibt zu zwei solchen Ebenen Veranlassung,
welche symmetrisch in Bezug auf B liegen, und weil wir die
Anzahl der Doppeltangenten, ¢» nicht mitgerechnet, gleich 7= vor-
ausgesetzt haben, so ist die Anzahl der Ebenen 2 7. Uberdies ist
Ko (§ 3) eine 2 o-fache Schmiegungsebene, oder also die Ver-
einigung von ¢ (2 ¢ — 1) Doppelschmiegungsebenen, und endlich
haben wir noch die 2 ¢ Ebenen zu beriicksichtigen durch die Tan-
genten in /; und /, an K, und C (§ 3, am Schluss); es ist also:

A=27+acRoe—1)+2c¢
oder, wenn wir den Wert von 7 aus der PrLucker’schen Formel:
=vv—1)—7—a(@@—1)— 3

einsetzen :
A=y —1)—p—31+4+2¢c-4 o2
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§ 6. Aus den in den vorhergehenden Nummern verwendeten
Formeln ergeben sich drei Singularititen nicht, deren Kenntniss
dennoch fiir uns von Wichtigkeit ist; es ist dies erstens die Zahl
derjenigen Erzeugenden der cyklographischen Fliche welche die
Riickkehrkante, wie natiirlich, an einer Stelle beriihren, und iiber-
dies noch anderswo schneiden. Es ist klar dass die Bildkreise dieser
Schnittpunkte die Curve C osculieren und zugleich an einer andern
Stelle beriihren. Fiir die Zahl 7 dieser Punkte haben wir die
Formel :

vy=rm—+ 127 —14m—6n—80—4d—4 DY),

durch Einsetzung der Werte rechts findet man:

y=4{p+v—8e—a)(¢+3p—6e—3c46)—8:—
24p+ 4264210}

Fiir einen beliebigen Kegelschnitt (u =v =2, 1=¢=0=10),
und fiir die Parabel (u =v=2, + = e= 0, ¢ = 1) findet man
v = 0, was offenbar richtig ist, weil ein Kreis einen Kegelschnitt
nicht dreipunktig und tberdies noch zweipunktig beriihren kann;
fir den Kreis aber (u =v =2, e= 1, + = ¢ = 0) findet man
v = 24, was natiirlich falsch ist; allein wenn man die Formel
nicht in obiger Gestalt, sondern in der von Pascarn gegebenen
schreibt 1), so tritt die Grosse @ darin auf, also die Zahl der Spitzen
der Riickkehrkante, und diese ergibt sich beim Kreise gleich — & ;
es ist also die Formel auf den Kreis iiberhaupt nicht anwendbar.

Zweitens haben wir zu betrachten die Zahl # der dreifachen
Punkte der Doppelcurve, also die Anzahl der Punkte deren Bild-
kreise die Curve C an drei verschiedenen Stellen zweipunktig be-
rithren; wir finden dieselbe aus der Formel:

=

=r3~—3r2—58r———37‘(n+3711)+42n—|—78m: b,

DN

wo wir der Einfachheit halber, denn die Formel wird in den
griechisen Buchstaben sehr complicirt, die lateinischen stehen lassen.
Wir finden hier nicht nur fiir einen beliebigen Kegelschnitt oder

1) Saumon-Fieprer 1. c. S. 662, oder in etwas andrer Form Pascar-Scucep ,Reper-
torium", II, S. 227, oder CrEmMoNA CURTZE, ,,Grundziige einer allg. Th. d. Oberflichen”. 8. 87.
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eine Parabel, sondern auch fiir den Kreis, = 0; in Bezug auf
den Kreis gilt aber die gleiche Bemerkung wie oben.

Endlich fiigen wir noch hinzu die Ordnung R der developpabeln
Flache, deren Riickkehrkante die Doppelcurve der cyklographischen
Flache ist, und fiir welche die Formel gilt:

R=rn+6r—3m—9n—30—2A , oder
R=4@v+3)(npt+v—2c—0a) —16(n +v)—2v> 436+
18 — 2 ¢2.

Hier finden wir fiir einen beliebigen Kegelschnitt 8, fiir die
Parabel 4, und fiir den Kreis 4; aber wenn die Curve C ein be-
liebiger Kegelschnitt ist, so setzt sich die Doppelcurve zusammen
aus O, K., und zwei Kegelschnitten in den Ebenen durch die
Axen des Kegelschnittes senkrecht zur Ebene desselben, und es
wird also in der Tat eine beliebige Gerade von 8 Tangenten der
Doppelcurve getroffen. Bei der Parabel ist K. eine (v — o)-fache,
also nur eine einfache Curve, und die ganze Doppelcurve besteht
aus der gegebenen Parabel und einer zweiten in der Ebene durch
die Axe der ersten; est ist also richtig R = 4. Und beim Kreise
endlich besteht die Doppelcurve aus C, K., und den beiden Spitzen
der Kegel in welche die cyklographische Fliche zerfallt; also eben-
falls B = 4.

Wir stellen jetzt simtliche bis jetzt erhaltenen Resultate in fol-
gender Tabelle iibersichtlich zusammen, wobei wir die Summen
2+d, y+d, g+ A, A+ D in ihre einzelnen Bestandteile
zerlegen. Hs ist also:

der Rang der Riickkehrkante, oder die Ordnung der cyklogra-
phischen Fliche, r=8m+v—R2e—0) :
die Klasse der Flache, » — 2v

die Ordnung der Riickkehrkante,
m=8e Ut +3u—6es—30a) H

die Anzahl der Spitzen der Riickkehrkante,
L=12pn—4v+61—24¢e—12c;

die Anzahl der stationiren Erzeugenden der Riickkehrkante,

b

=10 3
die Anzahl der Doppelerzeugenden der Riickkehrkante,
d=10 H

die Anzahl der stationiren Schmiegungsebenenen derselben,
a =21 3
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die Anzahl der Doppelschmiegungsebenen derselben,
A=yv@y—1)—p—3:i+a24 2¢ ;

die Anzahl der Doppelpunkte derselben,
D=1+ 3 —v)
. die Ordnung der vollstindigen Doppelcurve,
2=2p+v—2e—a2—10p—2v—3:4+20e+ 1007 ;

der Rang der vollstindigen Doppelcurve ,

—4(V—|-3)(/1.—|—v—2£—a')—16‘(;4.—[—-1/)——21/2—{—36'5—{—

180¢ — 242 3
die Anzahl der dreifachen Punkte derselben,
1} .
t=6;7"’—37‘2—587'——31'(n—{—37)2)~|—4«2n-—|—78m£ :

die Klasse der der Riickkehrkante doppelt umschriebenen Deve-
loppabeln ,

y=RWm+v—Re—al—4(u+tv)—1+8c+ 40 ;

die Zahl der Geraden einer Ebene durch welche zwei nicht be-
nachbarte Schmiegungsebenen hindurchgehen, also die Anzahl der
Doppeltangenten irgend eines ebenen Schnittes der. cyklographischen
Fliche, abgesehen von den A aus den Doppelschmiegungsebenen
hervorgehenden,

g=v(v—1)+ o —o) ;

die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Riickkehrkante,
h=20 +3pu—6c—30)2—25u+8v—111+44¢-+220;

die Zahl der die Riickkehrkante berithrenden und zugleich an-
derswo schneidenden Geraden,

7:4§(/J,-{—v——2e~—o') b4 3p—06e—3046)—24p
—8:—{—425—}—210§ ;

endlich das Geschlecht der Riickkehrkante,
p=p—v+1+—2¢—c-+} 1

§ 7. Wir unterwerfen jetzt die Riickkehrkante der cyklogra-
phischen Fliache einer etwas genaueren Priifung. Die Bildkreise
ihrer Punkte sind die Kriimmungskreise der Curve C, ihre ortho-
gonale Projektion auf die Ebene B dieser Curve fillt also zusammen
mit der Evolute derselben. Es begegnen sich hier, und auch in
der néchsten Nummer, unsere Untersuchungen mit denen des Herrn

Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (1e Sectie). DI. VIIL G 2
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Versruys 1), immerhin, den verschiedenen Zwecken entsprechend,
nur fliichtig, und mit dem bereits betonten Unterschiede (§ 2)
dass hier auch die Singularititen ¢ und o beriicksichtigt worden
sind.

Infolge der Symmetrie in Bezug auf die Ebene B fallen die
Projektionen je zweier Punkte der Raumcurve zusammen; es ist
also die Ordnung der Evolute — % m, d. h. nach der Tabelle
der vorhergehenden Nummer ist

die Ordnung der Evolute — 143 p —6¢—3 0.

Die Klasse erhalten wir indem wir die Anzahl der Ebenen be-
stimmen welche durch irgend eine vertikale Gerade gehen und die
Riickkehrkante beriihren, denn die Spuren dieser Ebenen sind die
simtlichen Tangenten an die Projektion der Curve durch einen

Punkt. Es ist diese Zahl im allgemeinen = r, infolge der Sym-
metrie aber in unserm Falle nur = 1 », d. h. es ist

die Klasse der BHvolute — pu+v—2¢ —oa.

Betrachten wir eine Spitze der Riickkehrkante. Es schneiden sich
in derselben drei aufeinander folgende Erzeugenden der Fliche,
folglich beriihrt ihr Bildkreis die Curve C 4-punktig, und es muss
sich also aus der Zahl der Spitzen der Riickkehrkante die Zahl der
,»ocheitel” der Curve C ergeben. Allerdings mit einiger Vorsicht.
Wir fanden namlich (§ 4) dass die Berithrungspunkte der zweimal
vy — 2¢ — ¢ Tangenten an C aus den beiden Punkten /;, /,
Spitzen der Riickkehrcurve sind; die Schmiegungsebenen derselben
gehen durch die Tangenten in Z; und 7/, an K., und enthalten
somit den Schnittpunkt derselben, oder den Pol von ¢g. in Bezug
auf K., oder, weil K. und der imaginire Kugelkreis sich gerade
auf g. doppelt berithren, den Pol von g» in Bezug auf diesen
letzteren, d. h. die der Gerade ¢. senkrecht zugeordnete Richtung
Zx, also das Projektionscentrum fiir die orthogonale Projektion auf
B. Es verlieren also die Spitzen durch die Projektion ihren Cha-
rakter, indem sie ibergehen in einfache Punkte der Evolute, aller-
dings in solche wo die Evolute und die Curve C sich beriihren,
und wir erhalten also zwar den bekannten Satz: ,,die Curve C und
thre Hvolute beriilhren sich in allen denjemigen Punkten, deren Tan-

) Loe. S. T4, ff.



LEHRE VON DEN EBENEN CURVEN. 19

gente durch einen der beiden Kreispunkte geht”, aber diese Punkte
sind fiir die Curve C keine Scheitel.

Wir fanden weiter (§ 4) dass jeder einfache Schnittpunkt der
Curve C mit go in den Beriihrungspunkten der beiden von ihm
an K, gehenden Tangenten Spitzen der Riickkehrcurve bedingt,
deren Schmiegungsebenen sich in der Tangente in ihm an C schnei-
den, und erkennen nun iiberdies dass die Verbindungslinie dieser
beiden Spitzen als die Polare des betrachteten Punktes in Bezug
auf K. durch das Projektionscentrum Z, geht. Es fallen also die
Projektionen der beiden Spitzen zusammen in einen Punkt von
9w, der dem betrachteten Punkte harmonisch zugeordnet ist in
Bezug auf die beiden Kreispunkte, und dieser Punkt ist zwar eine
Spitze der Evolute (mit auf g. liegender Riickkebhrtangente), fiihrt
aber, wie die jetzige Untersuchung gelehrt hat, nicht zu einem
Scheitel von C.

Immerhin betonen wir im Voriibergehen den Satz: ,,jedem ein-
Jacken unendlich fernen Punkte der Curve C entspricht als Krim-
mungsmittelpunkt eine unendlich ferne Spitze der Evolute mit ganz
in unendlicher Ferne gelegener Riickkehrtangente, wund die beiden
einander auf diese Weise zugeordneten Punkte beider Curven liegen
wm zu einnder senkrechien Richtungen.”

Wir wollen nun die Zahl g =12 p — 4v 61— 24¢ — 12 <
der Spitzen der Riickkehrkante vermindern um die Zahl 2 (v —
2 ¢ — ) derjenigen welche in B liegen und also nach dem Obigen
beim Projiciren verloren gehen; es bleiben dann noch 72w — 6v
+ 6+—20e— 10 ¢ iibrig, und diese fallen beim Projiciren paar-
weise zusammen; wir finden also:

die Anzahl der Riickkehrpunkte der FKvolute — 6 u — 3v 4 3 4
— 10— 5a; von diesen liegen p— 2 ¢-—2 a im Unendlichen ,
den iibrigen 5 u— 3v + 31— 8¢ — 3 ¢ aber entsprechen ebenso-
viele Scheitel der Curve C.

Fiir einen beliebigen Kegelschnitt erhalten wir hieraus 4 Spitzen
im Endlichen und 2 im Unpendlichen, fiir die Parabel resp. 7 und
0, was offenbar richtig ist.

Was nun die iibrigen Schnittpunkte der Evolute mit g anbe-
trifft, so ist folgendes zu bemerken: die Berithrungspunkte der
beiden Tangenten an K, aus dem unendlich fernen Punkte einer
Wendetangente der € sind nach § 4 einfache Punkte der Riick-
kehrkante, deren Verbindungslinie, wie wir jetzt wieder hinzufiigen
wollen, durch Z, geht; jedem der + Wendepunkte der C entspricht
also ein einfacher unendlich ferner Punkt der Kvolute, natiirlich in

einer Richtung senkrecht zur Wendetangente. Endlich ist H. selbst
G 2%
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Schmiegungsebene in den Beriihrungspunkten siamtlicher Tangenten
an K, aus den o Beriihrungspunkten von C mit g», welche Punkte
auch wieder, und immer aus dem nidmlichen Grunde, paarweise
in Geraden durch Z, liegen, und also durch die Projektion iiber-
gehen in ¢ Wendepunkte der Evolute mit unendlich ferner Wende-
tangente; ,jedem Beriihrungspunkte von C mit go entspricht also in
der Hvolute eine wunendlich ferne Inflexion mit unendlich ferner
Tangente.”

Addiren wir siémtliche unendlich fernen Punkte so erhalten wir:

Ip—2e—2a)+1+3c=1+3u—6c—30,

also wieder die Ordnungszahl der Evolute.

Nachdem jetzt Ordnung, Klasse und Anzahl der Riickkehrpunkte
der Evolute bekannt sind kann nunmehr die Anzahl der Doppel-
punkte aus der bekannten Prockrr’schen Formel ermittelt werden.
Jeder derselben ist die Spur einer durch Z, gehenden vierfachen
Sekante der Riickkehrkante, und also der gemeinschaftliche Mittel-
punkt zweier verschiedener Kriimmungskreise; nach Ausfithrung der
Rechnung erhilt man folgendes Resultat:

die Anzahl der Doppelpunkte der Fvolute ist gleich

|

é((l—1—3#—65—30)(!+3,U,—6£—--3a'—1)—19ﬂ+
8v—9:4+32¢+4 167 |.

Jeder dieser Punkte ist der Mittelpunkt zweier Krimmungskreise.

Soll die Evolute eine Inflexion aufweisen, so muss entweder die
Riickkehrkante eine stationire Erzeugende besitzen, oder aber es
muss eine Schmiegungsebene durch Z. gehen; das erstere ist nach
der Tabelle des § 6, S. 16 nicht der Fall, denn es ist 6 = 0,
und was das letztere anbetrifft, so sind die Schmiegungsebenen
duarch Z, die 2 (v — 2 e — &) Schmiegungsebenen durch die beiden
Tangenten in Z; und 7, an K, (sieh oben), die zweimal & Dop-
pelschmiegungsebenen  durch die namlichen Tangenten und welche
C in den Kreispunkten selbst beriithren, und endlich die 2 o-fache
Schmiegungsebene %, selbst. Die Ebenen der ersten Gruppe
ergaben, wie wir sahen, die Beriihrungspunkte der Evolute mit
der Curve C, gewohnliche Punkte der Evolute; die der zweiten
ergeben je einen Wendepunkt auf den Tangenten in 7, und 7, an
C, und 4, fiigt zu denselben noch ¢ auf g. gelegene hinzu. Es
ist also:
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die Anzahl der Wendepunkte der Evolute — 2 ¢ + o, und von
diesen liegen @ im Unendlichen wund die iibrigen einzeln auf den
Tangenten an C in den imaginiren Kreispunkten.

Aus der Ordnung, der Klasse und der Zahl der Wendepunkte
erhalten wir in bekannter Weise diejenige der Doppeltangenten.
Man findet: es st

die Anzahl der Doppeltangenten der Bvolute gleich

ée(f‘+V—2E—0')(/x.—f—v—2£—o'——1)—(z—{—3f.c) .

Fiir den allgemeinen Kegelschnitt erhilt man 3, namlich die
beiden Axen und g., fiir die Parabel 0, wie erforderlich. In
complicirteren Féllen zihlt ¢. fiir mehrere Doppeltangenten; es
liegen ja auf ibr o Inflexionen und p— & ¢ — 2 o Spitzen, fiir
welche die Tangente allemal mit g. zusammenfillt. Lost man die
vielfache Tangente in Doppeltangenten auf, und subtrahiert die
erhaltene Zahl von der obigen, so gibt der Rest die Anzahl der
Doppelnormalen der Curve C an. 1)

Wir discutieren endlich noch die Zahl 7 der Punkte der Riick-
kehrkante durch welche je eine nicht benachbarte Erzeugende der
Flache hindurchgeht; nach Abzug einer gewissen Gruppe von im
Unendlichen liegenden Punkten dieser Art und nachheriger Division
durch zwei erhalten wir diejenigen Kriimmungskreise welche C
noch anderswo zweipunktig beriihren. Diese abzuziehenden Punkte
sind die folgenden. Es schneidet erstens die Riickkehrkante die
Curve K, einfach in 2/ Punkten, herriihrend von den : Wende-
punkten von C; durch jeden dieser Punkte gehen, ausser den beiden
unendlich benachbarten Erzeugenden die sich in ihm schneiden,
v —ad — & andre, und es zihlen also alle diese Punkte zusammen
fiir 2+ (v — ¢ — 2); dieselben sind abzuziehen weil sie offenbar nicht
zu den von uns verlangten Kreisen fiihren.

In zweiter Linie haben wir die 2 ¢ auf K. gelegenen Punkte
der Riickkehrkante zu betrachten welche herrithren von den o Be-
rithrungsstellen von C mit g, die Punkte also fiir welche # selbst
Schmiegungsebene ist (§ 3). Es schneiden sich in K, v — ¢ Blit-
ter der Fliche, an jeder der von uns betrachteten Stellen aber,

1) Die vorstehenden Resultate sind im Einklang mit den in SarMoN-FiEDLER’S ,,Ebene
Curven”, 2¢ Aufl. 8. 122 gegebenen, sobald man bemerkt dass dort vorausgesetzt worden
ist, es gehe die Curve C e-mal durch einen Kreispunkt, wihrend wir, um uns auf
reelle Curven beschrinken zu konnen, vorausgesetzt haben sie gehe e-mal durch beide
Kreispunkte. Es ist also in den citirten Formeln jedes ¢ durch 2 ¢ zu ersetzen.
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ausser den beiden durch die Riickkehrkante gehenden, nur y — o — 7,
weil aus einem Berithrungspunkte von € mit g nurnochy — o — 1
andre Tangenten an dieselbe gehen; an jeder dieser Stellen hat die
Riickkehrkante mit jedem dieser Blétter eine zweipunktige Beriih-
rung, denn es wird sich aus spédteren Betrachtungen ergeben
(§ 12), dass von den drei hier unendlich nahe zusammenliegenden
unendlich fernen Punkten der Riickkehrkante nur zwei als auf
K> liegend betrachtet werden dirfen; es ist also zu subtrahieren
die Zahl 40 (y — o — 1).

Endlich ist noch auf die 2 (x —2¢&—207) auf K- liegenden
Spitzen der Riickkehrkante zu achten, welche von den gewdhn-
lichen Schnittpunkten von C mit g» herrithren, und durch deren
jede v — ¢ — 2 Blatter der Fliche gehen ausser den drei durch
die Riickkehrkante, entsprechend den Tangenten aus einem gewdhn-
lichen Curvenpunkte an dieselbe. Weil die Riickkehrtangente zu-
gleich eine Tangente von K. ist, so hat die Spitze mit jedem
Blatt 3 zusammenfallende Punkte gemein, es ist also schliesslich
noch die Zahl 6 (x — 2 ¢ — 2 ¢) (v — ¢ — 2) zu subtrahieren.

Fiirht man nun die Rechnung wirklich durch, so erhilt man
folgendes Resultat :

es besitzt die Curve C

Y=Q@Qp4+v—4e—a)i+3p—6c—30—12)
+oc@v—ac—1)-6pu+24v—141+ 9«7

Kriimmungskreise, welche sie noch in einem andern Punkte zwei-
punktiq berihren.

Als Beispiel, und teilweise zur Kontrolle, fiigen wir die Zahl
dieser Kreise hinzu fiir die verschiedenen Gattungen von Curven
dritter Ordnung. Man erhilt:

fir die C} (also die allgemeine %) 72;
» s O (also mit Doppelpunkt) 36;
» » O3 (also mit Riickkehrpunkt) 22;
» » O (¢=1, welche also g» beriihrt) 46 ;
» w O (@=1) 20;
w »n O3 (@=1) 10;
,» s circulare Cf (e = 1) 0;
_— " C; = 1) 0;
= i@ '’ C: e=1) 0.

Die letzten drei Resultate ziehen wir zur Kontrolle heran. Es



LEHRE VON DEN EBENEN CURVEN. 23

hat néimlich ein Kreis mit einer €3 6 Punkte gemein; ist nun
die Curve circular, so hat ein Kriimmungskreis mit derselben
3 4+ 2 =5 Punkte gemein, und folglich kann er die Curve nicht
iiberdies mnoch beriihren. Das niimliche gilt auch von einer C*
welche bicircular ist, also die imaginiren Kreispunkte zu Doppel-
punkten hat; in der Tat gibt auch in diesem Falle unsere Formel
die Zahl 0, ganz gleichgiiltig ob die Curve noch einen dritten
Doppelpunkt besitzt oder nicht. Weiter kann man in dieser Rich-
tung natiirlich nicht gehen, weil eine C° mit zwei dreifachen
Punkten nicht moglich ist.

§ 8. Das System der die Curve C doppelt berithrenden Kreise
ergibt sich aus der Betrachtung der Doppelcurve der cyklogra-
phischen Fliche; die Bildkreise der Punkte dieser Curve sind im
allgemeinen Kreise der verlangten Art. Nun setzt sich aber die
vollstindige Doppelcurve, deren Ordnung « wir der Tabelle auf
Seite 17 entnehmen, aus der Curve C, dem (v — o)-fachen
Kegelschnitt K., und einer Restcurve zusammen, (§ 8), und es
ist klar dass nur diese letztere hier in Betracht kommt; ihre Ord-
nung 2 2 erhalten wir indem wir von der Zahl # die Ordnung w der ¢

und tiberdies die Zahl 2 V=@ —ac—1)

73 =V—a)y—oa—1I)

subtrahieren; man findet:

R =2 +v—2¢e—a2—11p—v2+2ve—v—31+
20 ¢ —a? -+ 9o.

Diese Restcurve nun ist symmetrisch in Bezug auf die Ebene
B; es ist also der Ort der Centra der die Curve C doppelt beriik-
renden Kreise eine ebene Curve von der Ordnung «'. )

Die Schnittpunkte der Restdoppelcurve mit der Ebene B sind
die folgenden :

a) Die » Spitzen der C. Nach § 4 sind diese Punkte Doppel-
punkte der Riickkehrcurve der cyklographischen Fliche, und die
beiden Schmiegungsebenen in einem solchen Punkte schneiden sich
in der Tangente der Spitze. Es gehen also durch den Punkt 4
je zwei und zwei unendlich benachbarte Erzeugenden der Fléache,

1) Man erkennt leicht dass es, um darzutun dass die Zahl &’ immer durch 2 teilbar
ist, geniigt zu zeigen dass x + v* + v 4+ « + ¢* — ¢ immer gerade ist. Nun ist
p=v(v—1)—2r—c(c—1)—3salsop+v*+v+:1+oc(c—1)=2+*— 27— 24,
also gerade.
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d. h. es schneiden sich in demselben 4 Paare nici? benachbarter
Erzeugenden, oder es gehen 4 Aste der Doppelcurve durch ihn
hindurch, welche aber alle von der namlichen Tangente, namlich
der Riickkehrtangente von €, beriihrt werden; zwei dieser Aste
bilden die Spitze von C, die beiden andern eine Spitze der Rest-
curve; in jedem der x Riickkehrpunkte hat also die Ebene B mit
der Restcurve einen dreipunktigen Contact, d.h. es gelten diese
Punkte fiir 3 oder 3+ 4 9 (» — ») einfache Schnittpunkte.

). Die J Doppelpunkte der C. Jeder dieser Punkte ist der
Schnittpunkt von 4 nicht benachbarten Erzeugenden der Fliche,
also ein sechsfacher Punkt der vollstindigen oder ein vierfacher der
Restdoppelcurve, wihrend leicht einzusehen ist dass die Tangenten
an die 4 verschiedenen Aste nicht in B liegen. Es gelten also
diese Punkte fiir 4J einfache Schnittpunkte. Nun ist

v=pp—1)—283—2e(s—1)—3x , und
=1+ 3(p—v) , folglich
40=2u?—20p+ 16y —4e(c—1)— 6.

¢). Die einfachen Schnittpunkte mit C der zweimal v — 2 ¢ — &
Tangenten an C aus den beiden imagindren Kreispunkten. Jede
solche Tangente hat mit ¢’ im Berithrungspunkte 2, und im be-
treffenden Kreispunkte ¢ Punkte gemein, aber weder die einen
noch die andern gehoren der Restdoppelcurve an. Denn was den
Beriihrungspunkt- anbetrifft, so ist derselbe nach § 4 eine Spitze
der Riickkehrcurve, withrend die zugehorige Schmiegungsebene die
Tangente selbst und den Punkt Z. enthilt und also senkrecht ist
zur Ebene B; nun ist eine Spitze der Riickkehrcurve ein gewohn-
licher Punkt der Doppelcurve, withrend beide von der namlichen
Gerade beriihrt werden !); es geht also nur die Doppelcurve C
durch diesen Punkt, nicht aber die Restcurve. Und was die ima-
gindren Kreispunkte anbetrifft, so wissen wir bereits (§ 3) dass
dieselben, wie alle anderen Punkte von K., (v — o)-fache Punkte
der Fliache sind; es geht also die Restdoppelcurve ebensowenig
durch die Kreispunkte wie durch irgend einen beliebigen andern
Punkt von K.

Es hat aber die von uns betrachtete Tangente noch u —s— 2
einfache Schnittpunkte mit €' gemein und diese sind fiir die Rest-
curve Doppelpunkte. Weil nimlich die Tangente selbst auf der

*) Cremona-CurtzE ,,Oberflichen” S. 90.
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Fliche liegt, so gehen durch jeden solchen Schnittpunkt 3 Erzeu-
genden der Fliche; der Punkt ist also ein dreifacher fiir die voll-
stiindige, und somit ein zweifacher Punkt fiir die Restdoppelcurve,
und die beiden Tangenten an die letztere licgen in der soeben
genannten vertikalen Schmiegungsebene, aber nicht in B; wir erhalten
also zwei Schnittpunkte. Und weil es im ganzen @ (v — 2 ¢ — )
Tangenten, und auf jeder derselben 2 (u — ¢— 2) Schnittpunkte
gibt, so erhalten wir, alles zusammen genommen,

4(v—-2e—a)(p—e—2).

d) Die Schnittpunkte der zwei Gruppen von v — 2 ¢ — ¢ Tangen-
ten aus den imagindren Kreispunkten unter sich; jeder solche Punkt
ist der Schnittpunkt zweier Erzeugenden der Fliche und somit ein
einfacher Punkt der Doppelcurve, und weil er weder auf C noch
auf K, liegt so gehort er der Restcurve an. Es sind diese Punkte
die sogemannten Brennpunkte der Curve C; wir finden also im
Voriibergehen den Satz:

es besilzt die Curve C (v — 2 e — )2 Brennpunkte.

e) Endlich sind noch die o Beriihrungspunkte von C mit g» zu
beriicksichtigen. Durch je zwei unendlich benachbarte Schnittpunkte
von C mit g~ gehen 4 paarweise unendlich benachbarte Tangenten
an K., welche (§ 3) Erzeugenden der Fliche sind. Dieselben bil-
den ein umgeschriebenes Vierseit dessen eine Diagonale die Gerade
0» 1ist; die beiden andern gehen also durch den Pol von g. in
Bezug auf K., d.h. durch Z,. Eine derselben ist die Verbindungs-
linie der Beriihrungspunkte der Tangenten mit K., die andre ver-
bindet die beiden letzten Ecken, welche den beiden auf g. liegenden
unendlich benachbart sind; diese gehoren der Curve C an, jene
also der Restcurve, d. h. es geht die Restcurve durch die o Be-
riihrungspunkte hindurch und hat dort durch Z. gehende Tangenten;
wir erhalten somit zu den schon vorhandenen Schnittpunkten der
Restcurve mit B noch ¢ einfache hinzu, und wenn wir jetzt alle
in den Gruppen a....e enthaltenen Punkte addiren, so erhalten
wir genau die Zahl 2 2/, womit dieselbe controlirt ist.

Die Anzahl der die Curve (' in einem gegebenen Punkte P
und iiberdies noch an einer andern Stelle beriihrenden Kreise er-
halten wir indem wir eine der beiden durch P gehenden Erzeu-
genden der Fliche mit der Doppelcurve schneiden. Nun wird eine
Erzeugende von r — 4 nicht benachbarten geschnitten !), unter

1) Cremona-Curtzé ,,Oberflichen™ S. 12.
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diesen befinden sich aber v — ¢ — 7 welche die gegebene auf K,
und eine welche sie auf C schneidet, sodass fiir die Restcurve nur
r— (v—a) — 4 tbrig bleiben. Indem wir den Wert von r auf
Seite 16 einsetzen erhalten wir :

unter den doppelt berikrenden Kreisen gibt es jeweils

Cp~+v—4e—a—4

welche die Curve an einer vorgeschriebenen Stelle beriihren. Oder
anders ausgedriickt :

unter den ' Schnitlpunkten einer beliebigen Normale der Curve
C (oder Tangente der Evolute) mit dem Ort der Centra der doppelt
beriikrenden Kreise gibt es 2mpu ~+ v—4e—a—4, deren zuge-
hirige Kreise die Curve im IFusspunkte der Normale beriihren.

Ist P ein Doppelpunkt von €' so wird jeder der beiden Zweige
von 24 +v—4¢—a— 6 doppelt berithrenden Kreisen beriihrt,
denn irgend eine der 4 durch P gehenden Erzeugenden der Fliche
wird jetzt in 2 nicht von einer, sondern von drei andern Erzeu-
genden geschnitten, und wenn endlich P in eine Spitze féllt, so
fallen die beiden beim Doppelpunkte getrennt liegenden Systeme
zusammen wihrend die Anzahl der Kreise um eine Einheit wichst.
Eine Spitze von C ist namlich ein Doppelpunkt der Riickkehr-
curve der Fliache (§ 4), und die Erzeugenden der Fliche in diesem
Punkte sind die Doppelpunktstangenten selbst. Jede derselben wird,
ausser von der andern, noch von r — 6 weiteren Erzeugenden ge-
schnitten 1); im Unendlichen aber dndert sich nichts, also ist die
Anzahl der in der Spitze beriihrenden doppelt beriihrenden Kreise
r—06—@y—c—1)=2p-+t+v—4e—ac—35.

§ 9. Fiir unsere weiteren Zwecke ist auch eine genaue Kennt-
nis des Verhaltens der Doppelcurve in unendlicher Ferne notwen-
dig; wir zihlen also die Schnittpunkte mit Z#, wieder der Reihe
nach auf. Hier finden wir in erster Linie die ¢ Beriihrungspunkte
von C mit g wieder, von denen im vorhergehenden § sub e) gezeigt
worden ist dass in ihnen die Restdoppelcurve die Ebene Z. be-
rithrt; wir finden also:

a) 2 ¢ Schunittpunkte in den Beriithrungspunkten von C mit ..

6) Die Schnittpunkte der Tangenten an K- ausden p —2¢ —2 ¢
einfachen Schnittpunkten von € mit g» unter sich, wobei aber

1) CremoNA-CurTzE ,,Oberflichen” S. 88.
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die auf C selbst liegenden Schnittpunkte ausser Acht bleiben, eben
weil sie auf C und also nicht auf der Restcurve liegen. Jede Tan-
gente muss also mit & (u —2¢— 2 07¢) — 2 andern geschnitten
werden, sodass wir eine Anzahl Schnittpunkte erhalten gleich

R(mp—Re—Ra)(p —2e—R2a—1).

¢) Die Schnittpunkte der Tangenten an K. aus den & Beriih-
rungspunkten von C mit g. unter sich, die auf g selbst liegenden
abgerechnet, denn diese sind bereits sub «) beriicksichtigt. Bedenkt
man dass jede dieser Tangenten fiir zwei unendlich benachbarte
gilt, weil die Schmiegungsebene der Riickkehrkante lings derselben
mit %, zusammenfillt (§ 4), so sieht man unmittelbar ein dass
jeder Schnittpunkt zweier solcher Tangenten fiir 4 Punkte der
Doppelcurve gilt, d.h. dass die Doppelcurve in jedem solchen
Punkte einen Doppelpunkt hat und in demselben die Ebene Z
4.20Ra—2)

beriithrt. Wir finden also 3

Punkte.

d) Die Schnittpunkte der sub 4) und ¢) genannten Geraden
unter einander. Weil jede Gerade der Gruppe ¢) doppelt zihlt so
wird in einem Schnittpunkte einer solchen mit einer Gerade der
Gruppe &) die Doppelcurve die Ebene % beriithren lings der letzteren ;
folglich erhalten wir 2.2 (x — 2 ¢ — 2 @) 2 ¢ neue Schnittpunkte.

e) Betrachten wir noch einmal eine Gerade der Gruppe 4). Ist
S» der zugehorige Schnittpunkt der Curve C mit gw, % eine der
beiden Tangenten aus S an K., und 7, der Beriihrungspunkt,
so gehen durch diesen an Erzeugenden der Fliche erstens die Ge-
rade 7. selbst, zweitens die éeiden dieser Gerade zu beiden Seiten
unendlich benachbarten (7% ist eine Spitze der Riickkehrkante, § 4),
drittens die v — o —.2 andern welche 7, verbinden mit den Be-
riihrungspunkten der aus 8. noch an € gehenden Tangenten, im
ganzen also v — o -+ 7. Durch einen bdeliebigen Punkt von K
gehen aber nur v —— &, also begegnen wir in Tw einem Schnittpunkte
von Ko mit der Restdoppelcurve, und zwar werden durch Te
v — o — 2 Zweige der Restcurve gehen , entsprechend den Schnitipunkten
der einen iiberzilligen IErzeugende to mit den v —a— 2 mnicht
benaclhbarten, und alle diese Zweige werden von der Gerade to be-
riihrt, weil die Schmiequngsebene lings jeder der v— o — 2 Krzeu-
genden durch o selbst hindurchgeht und also von der Schmiequngs-
ebene lings to in dieser Gerade selbst geschnitlen wird. Wir erhalten
somit 2.2 (u — 2 e —20) (v— ¢ — 2) weitere Punkte.

oder 8 ¢ (¢ — 1) weitere
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/) Betrachten wir auch noch einmal eine Gerade der Gruppe c).
So, 8« seien die beiden unendlich benachbarten Schnittpunkte von
C mit go, fo, f» die unendlich benachbarten Tangenten aus ihnen
an K., so ist der Schnittpunkt 7', der Beriihrungspunkt. Nun gehen
aus S noch v— ¢ — 7 Tangenten an C, durch T, also ausser
to, t'» noch v— ¢ — 1 Erzeugenden, und also im ganzen wieder
v—a -+ 1. Die eine iiberzihlige schneidet aber jetst v -—— ¢ — 1
nicht benachbarte, es gelen also jetzt durch Tw v — o — 1 Zweige
der Restcurve, welche, aus dem néimlichen Grunde wie sub e), alle
von lo berihrt werden. Allein, was von to gilt, gilt ebenfalls von
U's. d. h. es hat in diesem Falle jeder der v —a — 1 Zweige der
Resteurve in To mit K» einen dreipunktigen Contact. Und die auf
diese Weise neu hinzukommende Schnittpunkteanzahl ist also
320 (y—a—1).

9).  Wir haben endlich noch die Doppeltangenten der Curve C
zu betrachten. Es habe eine solche mit C gemein die benachbarten
Punkte B, R und R, R’;, wihrend sie g. in . schneide, und
eine Tangente aus 8. an K, mit dieser Curve die Nachbarpunkte
Tw, T'» gemein habe. Es gehen aus 8. an C noch v — 7 —2
Tangenten, und es gehen also durch 7. die Erzeugenden 7. R,
T» R, und noch v — ¢ — 2 andre, und ebenso durch 7", die Er-
zeugenden T'w K', T1'w R, und noch v — ¢ — 2 andre. Durch
jeden dieser beiden Punkte gehen also, wie durch irgend einen
andern Punkt von K., nur v — ¢ Erzeugenden, aber wihrend im
allgemeinen die zn zwei Nachbarpunkten gehorigen Erzeugenden
windschief sind haben hier 7% £ und 7". Z'|, und ebenso T» R,
und 7' R einen Punkt gemein; wnd es schneidet also die Rest-
curve die Ebene Fo in Tw, wilrend leicht einzusehen ist dass die
Tangente der vierte harmonische Strakl zu Tw So in Bezuy auf
To R, Tw R, ist, d. k. also die Strecke zwischen den Berihrungs-
punkten der Doppeltangente senkrecht halbirt.

Die Anzahl dieser letzten Gruppe von Schnittpunkten ist 2 7,
oder, indem wir eine der Procker’schen Formeln benutzen,
vv—1)—m—3¢—a(c—1). Und die Addition aller in den
Gruppen a)......g) enthaltenen Anzahlen fithrt in gehoriger Weise
wieder zu der Zahl 2 a'.

§ 10. Die Resultate des vorhergehenden Paragraphen sollen
jetzt benutzt werden zur Bestimmung der Anzahl und der Natur
der vielfachen Punkte unseres Ortes der Centra der doppelt beriih-
renden Kreise. Es kann die Restdoppelcurve keine Doppelpunkte
zeigen, ausser etwa in gewissen Punkten welche sie mit C' oder
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K. gemein hat; denn sobald mehr als zwei Erzeugenden der Fléche
sich im nédmlichen Punkte begegnen erhélt die Doppelcurve minde-
stens einen dreifachen Punkt; diese sind aber fiir uns von grosser
Wichtigkeit, denn ihre Projektionen auf B sind die Mittelpunkte
von Kreisen welche die Curve C in drei verschiedenen Punkten
beriihren; es gilt also deren Anzahl zu bestimmen.

Besitzt die Projektion der Restdoppelcurve Doppelpunkte, so
werden diese also herrithren von Geraden senkrecht zur Ebene B
welche die Raumcurve in mehr als einem Punkte schneiden, und
zwar wird die Anzahl dieser Punkte 4 sein miisssen, infolge der
Symmetrie der Curve in Bezug auf B; hieraus ergibt sich dass
die Doppelpunkte unsres Ortes Mittelpunkte sind von zwei ver-
schiedenen die Curve C doppelt beriihrenden Kreisen, und auch
die Anzahl dieser Punkte ist also fiir uns von Wichtigkeit.

Zur Bestimmung dieser Anzahlen berechnen wir nun in erster
Linie die Klasse des Ortes der Centra der doppelt beriihrenden
Kreise. Denken wir irgend eine Gerade g senkrecht zu B. Die-
selbe wird nach § 6, S. 17 von R Tangenten der vollstindigen
Doppelcurve geschnitten, und unter diesen £ Tangenten befinden
sich v, welche an C gehen, und 2 an K. ; allein K. ist eine
(v — o)-fache Curve der Fliche, und kann also aufgefasst werden
als die Superposition von 1 (v — ¢) (v — ¢ — 1) Doppelkegelschnit-
ten; jede der beiden Tangenten gilt daher als eine Tangente an
jeden dieser Kegelschnitte, beide zusammen gelten also fiir (v — @)
(v — ¢ — 1). Subtrahieren wir diese letztere Zahl, vermehrt um v,
von R, so erhalten wir die Anzahl der Punkte von g durch welche
nummehr Tangenten der Restdoppelcurve gehen, und diese Tan-
genten werden infolge der Symmetrie im allgemeinen paarweise mit
g in einer Ebene liegen, und die Spur einer solchen Ebene wird
eine Tangente sein unseres ebenen Ortes aus dem Fusspunkte der
Gerade ¢ in B. Allein auch hier gibt es wieder Ausnahmen; denn
die Gerade g enthélt den Punkt Z., und durch diesen gehen er-
stens die Tangenten in den (v — 2 ¢ — )2 einfachen Schnittpunkten
der Restdoppelcurve mit B (den Brennpunkten von C, § 8, S. 25),
und zweitens die Tangenten in den ¢ unendlich fernen Punkten,
welche herrithren von, und zusammenfallen mit, den Beriithrungs-
punkten von C mit g» (§ 8, S. 25), und es ist klar dass diese
beiden Gruppen von Tangenten hier auszuschliessen sind, weil die
Ebenen durch dieselben und ¢ die Raumcurve beriihren ohne dass
ihre Spuren Tangenten der Projektion derselben sind. Also erst
nachdem auch noch die um ¢ vermehrte Zahl (v — 2 ¢ — )% ab-
gezogen 1st erhalten wir einen Rest, der, durch 2 geteilt, die Klasse
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unseres Ortes ergibt. Nennen wir das Resultat der Division &', so
ethalten wir: die Klasse des Ortes der Centra der die Curve C
doppelt beriilirenden Kreise ist gleich

R=20+3)(p+v—28e—a)—8u-+v—2vpy—e—o0a)
—Rle(et+ac—9) —2a(c—4).

Nachdem jetzt die Klasse unsrer Curve bestimmt worden ist
brauchen wir nur noch die Anzahl ihrer Riickkehrpunkte zu kennen
um mittelst einer der Prucker’schen Formeln auch die Anzahl der
Doppelpunkte zu erfahren. In Bezug auf die Riickkehrpunkte nun
ist folgendes zu bemerken. HKs besitzt erstens die Restdoppelcurve
x Riickkehrpunkte in den » Spitzen der Curve C (§ 8, S. 23),
allein diese verschwinden in der Projektion, weil die Tangential-
ebenen in denselben senkrecht sind zur Ebene B; in der Projek-
tion erhalten wir hier einfach Uberginge von parasitischen in nicht
parasitische Teile. Dann aber zeigt die Restdoppelcurve eine.Spitze
in jedem Punkte wo die Riickkehrkante von einer diese letztere
Curve anderswo beriihrenden Gerade geschnitten wird; denn in
einem solchen Punkte werden zwei lings der Riickkehrkante zu-
sammenstossende Bléitter der Fliche von einem einfachen Blatte
geschnitten, was, wie die directe Anschauung lehrt, zur Folge hat
dass auch die Doppelcurve diesen Punkt enthilt, und zwar als
Spitze. Die Anzahl dieser Punkte betrigt nach § 7, S. 22 2 9/;
dieselben liegen aber paarweise symmetrisch in Bezug auf B, sodass
die Anzahl der Rickkehrpunkte des Ortes der Centra der doppelt
beriilrenden Kreise 7' betrigt.

Nennen wir jetzt die Anzahl der Doppelpunkte &', so ergibt die
Prvcker’sche Formel :

R=o@—1)—2 —3%, oder
1

3':5 @ —1)— R —39 1.

Allein diese Punkte sind bei weitem nicht alle wirkliche Dop-
pelpunkte, sondern es miissen infolge des complicirten Verhaltens
der Restdoppelcurve in unendlicher Ferne mehrere der im vorher-
gehenden Paragraphen erhaltenen Anzahlen jetzt wieder subtrahiert
werden. Vorher aber sei noch bemerkt dass die d vierfachen Punkte
der Restdoppelcurve, welche mit den Doppelpunkten der C zusam-
menfallen (§ 8, S. 24), durch die Projektion iibergehen in Dop-
pelpunkte, und zwar, wie unmittelbar einzusehen, in solche deren
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beide Tangenten die Winkel der Tangenten im némlichen Punkte
an C halbieren; und zweitens dass die § 8, S. 24 sub ¢) genann-
ten Punkte, welche Doppelpunkte fiir die Restdoppelcurve sind,
diesen Charakter durch die Projektion verlieren, wiederum infolge
der Symmetrie.

Es kommen jetzt in Wegfall:

1°.  die Punkte sub ¢) § 9, S. 27, deren Anzahl 2 ¢ (¢ — 1)
betrigt, und in deren jedem die Restdoppelcurve einen Doppel-
punkt besitzt mit mit #Z. zusammenfallender Tangentialebene. Es
liegen diese Punkte zu je zwei und zwei auf Geraden durch Z,
sie projicieren sich also in ¢ (¢ — 7) Punkte auf g», und diese
Projektionen sind offenbar Beriihrungsknoten fiir unsern Ort der
Centra, so dass jeder derselben zwei Doppelpunkte absorbirt, im
ganzen also 27 (¢ — 1);

R°. die Punkte T sub e) § 9, S. 27, durch deren jeden die
Restdoppelcurve v — ¢ — 2 Zweige hindurchschickt, alle mit der
namlichen Tangente #.. Auch diese Punkte liegen paarweise auf
Geraden durch Z., sie projicieren sich also in u — 2 ¢ — 2 ¢ Punkte
von g», und es wird in denselben die Gerade go von v — o — 2
Ziweigen des ebenen Ortes der Centra beriihrt, sodass wir es hier
zu tun haben mit einer Vereinigung von zwei (v — ¢ — 2)-fachen
Punkten, oder von (v — ¢ — 2) (v — ¢ — 3) Doppelpunkten. Weil
die Anzahl der hier in Betracht kommenden Punkte u —2é—2¢
ist, so kommen also im ganzen in Wegfall(u — 2e—2a)(v — ¢ —2)
(v — ¢ — 3) Doppelpunkte ;

3°. die Punkte Tw sub f) § 9, S. 28. Durch jeden derselben
gehen v — ¢ — 7 Zweige der Restcurve, und jeder dieser Zweige
hat in 7 mit Z, einen dreipunktigen Contact. Es gibt & ¢ solcher
Punkte, allein auch diese liegen wiederum paarweise in Geraden
durch Z., und projicieren sich also in ¢ Punkte von go. Durch
jeden derselben gehen v — ¢ — 1 Zweige des Ortes der Centra,
und jeder derselben hat im betreffenden Punkte einen Wendepunkt
mit mit g, zusammenfallender Tangente. Es liegen also jetat drei
(v — o — I)-fache Punkte unendlich nahe zusammen, d. h. jeder

solche Punkt absorbirt g (v —a —1)(v— o — 2) Doppelpunkte;

es sind also im ganzen zu subtrahieren 3° v—o—1)y—0a—2)

Doppelpunkte.

Nennen wir das Resultat der Subtraktion J*, so erhalten wir:
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) [

Jzé @ —1)—R —37y g——ZG(G——Z)A- ;(M—Zg—Za)

\

v—o— 3)+§a(u---»a—1) v—0o—2).

Allein jetzt haben wir immer noch nicht die wirklichen Doppel-
punkte, denn unter den J* Doppelpunkten befinden sich auch noch
die dreifachen, d. h. die Centra der die Curve C dreimal beriih-
renden Kreise. Wir geben die Bestimmung dieser letzteren in der
nichsten Nummer, wollen aber vorher zum Schlusse des jetzigen §
die verschiedenen unendlich fernen Punkte des Ortes der Centra
der doppelt beriithrenden Kreise tabellarisch zusammenstellen. Zs
besitzt dieser Ort auf ge:

a). o emfache Punkte in den Berihrungspunkten von C mit ge ;
(Gruppe a des § 9);

b). (p—2R2e—20) (10— 2¢ — 27— 1) weilere einfache Punkte
(Gruppe & des § 9), in Richtungen welche die Winkel der Asym-
ploten der Curve C halbieren;

¢). o3 -— 1) Beriihrungsknoten mit mit g. zusammenfallender
Tangente (Gruppe ¢ des § 9), in Richtungen welche die Winkel der
Geraden nach den Beriilkrungspunkten von C mit g= halbieren ;

d). 29(u-—2¢— 20) einfache Punkte, in denen aber die Curve
die Gerade g beriihrt (Gruppe d des § 9), in Richtungen welche
die Winkel zwischen je einer Asymptote und einer Gerade nach einem
Beriikrungspunkt von C mit g halbieren;

e). (u—2R¢e——209) Punkte in Richtungen welche denen der
m—R¢e—20a einfachen Schnittpunkte von C mit g. senkrecht zu-
geordnet sind, und in deren jedem v — 5 — 2 Zweige der Curve die
Gerade g beriilren (Gruppe e des § 9);

S). 7 Punkte in Richtungen welche denen der o Berihrungspunkte
von C mit g« senkrecht zugeordnet sind, und in deren jedemv — 5 — 1
Zwewe der Curve die Gerade y- osculieren (Gruppe f des § 9);

9)- 7 emfache Schnittpunkte, entsprechend den T Doppeltangenten
der C; die zugehirigen Asymptolen sind die Geraden, welche die
Strecken zwischen den beiden Beriikrungspunkien jeder Doppeltangente
senkrecht halbieren (Gruppe g des § 9).

§ 11. In der Tabelle des § 6, S. 17, findet sich der Voll-
stindigkeit halber auch eine Formel fiir die Anzahl der dreifachen
Punkte der Doppelcurve unserer cyklographischen Fliche, allein es
muss bemerkt werden dass diese Formel uns hier nicht niitzen kann.
Denn es bezieht sich dieselbe auf die vollstindige Doppeleurve, und



LEHRE VON DEN EBENEN CURVEN. 33

diese hat, sobald v — ¢ > 2 ist, unendlich viele dreifachen Punkte,
weil ja der Kegelschnitt K., eine (v — o)-fache Curve ist. Wir
brauchen also eine Formel fiir die Anzahl der dreifachen Punkte
der Restdoppelcurve, und erhalten dieselbe indem wir der Methode
folgen nach welcher Cremona 1) im allgemeinen Falle die entspre-
chende Formel fiir die nicht degenerirte vollstindige Doppelcurve
gefunden hat, und welche einfach hierin besteht dass man die
simtlichen Schnittpunkte der Curve mit der zweiten Polarfliche
irgend eines Poles O in Bezug auf die cyklographische Fliche
bestimmt, und bemerkt dass sich unter diesen auch die gesuchten
Punkte vorfinden miissen, weil ‘die dreifachen Punkte der Doppel-
curve zugleich dreifache Punkte der Fliche, und deshalb auf der
zweiten Polarfliiche irgend eines beliebigen Poles gelegen sein miis-
sen. Uberdies zihlt jeder solche Punkt fiir 3 einfache Schnitt-
punkte, eben als dreifacher Punkt der Curve. Wir haben also
folgendes: es ist die Ordnung der Restdoppelcurve 2 2’ (§ 8, S. 23),
diejenige irgend einer zweiten Polarfliche » — 2, und somit die
Anzahl der Schnittpunkte beider 22’ (r — 2), und diese Schnitt-
punkte setzen sich nun in unserm Falle aus den folgenden zehn
Gruppen zusammen :

1°. den Punkten, in denen die Erzeugenden der Fliche, lings
welcher die » = 2v Tangentialebenen aus O an dieselbe sie be-
rithren, von anderen Erzeugenden geschnitten werden. Denn diese
Punkte sind fiir den vollstindigen Querschnitt einer solchen Tan-
gentialebene mit der Fliche selbst dreifach (dieser Querschnitt be-
steht ndmlich aus einer Curve von der Ordnung » — 2 und der
Beriihrungserzeugende doppelt gezihlt), also mit der ersten Polar-
fliche von O zweifach, und also mit der zweiten einfach. -Nun
wird jede solche Beriihrungserzeugende von r — 4 anderen ge-
schnitten; einer dieser Schnittpunkte liegt aber auf C, v—o— 1
andere liegen vereinigt auf K., auf der Restcurve liegen also nicht
mehr als » — v | ¢ — 4, und es besteht also diese erste Gruppe
aus 2 (r —v -+ o — 4) Punkten.

2°. EBin Doppelpunkt der Riickkehrcurve ist fiir die Doppelcurve
vierfach, und gilt fiir zwolf Durchschnittpunkte der letzteren Curve
mit der zweiten Polarfliche irgend eines Poles O.2%) Nun besitzt
unsere Riickkehrcurve in der Tat Doppelpunkte, und zwar in den
Spitzen der Curve C, deren Anzahl x =+ 4 3 (x — ) ist; in jedem

1) ,Oberflichen” 8. 87, ff.
2) CremoNA-CurtzE ,Oberflichen”, S. 89.
Verhand. Kon. Akad. v. Wetensch. (1e Sectie). D1, VIIL G 3
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dieser Punkte besitzt nicht nur die Curve C, sondern auch die
Restcurve eine Spitze (§ 8, S. 24), beide mit der ndmlichen Tan-
gente, d. h. es verhalten sich die Curve C und die Restcurve in
diesen Punkten ganz gleich, und wenn also ein solcher Punkt in
Bezug auf die vollstindige Doppelcurve 72 Schnittpunkte absor-
birt, so reprisentirt er fiir die Restcurve deren sechs. Und es
besteht also diese zweite Gruppe aus.

6 D=06xr=06++ 18« —v) Punkten.

3°.  Ein Riickkehrpunkt der Riickkehrcurve ist fiir die Fléche,
als Schnittpunkt dreier Erzeugenden, ein dreifacher Punkt, aber
von der besonderen Eigenschaft dass der kubische Beriihrungskegel
aus drei mit der Tangentialebene zusammenfallenden Ebenen be-
steht. Irgend eine erste Polarfliche hat also in ihm einen unipla-
naren Doppelpunkt, und jede zweite Polarfliche geht einfach durch
ihn hindurch, und berithrt in ihm die Tangentialebene der Fliche,
und damit auch die Doppelcurve, denn die Doppelcurve und die
Riickkehrkante haben in einer Spitze der letzteren die nédmliche
Tangente. 1) Wir erhalten also als dritte Gruppe von Schnittpunkten
die Anzahl der Riickkehrpunkte der Riickkehrkante, multipliziert
mit zwei. Allein vorher sind abzuziehen die 2 (v — 2 ¢ — ¢) in den
Beriithrungspunkten der Tangenten aus den beiden Kreispunkten an
C liegenden (§ 4, S. 10), weil diese von der Doppelcurve C, nicht
aber von der Restcurve beriihrt werden, und iiberdies wollen wir
auch noch die 2(x — 2¢— 20) auf K. liegenden Spitzen sub-
trahieren (§ 4, S. 11), denn diese zeigen ein weit complicirteres
Verhalten, und sollen also weiter unten (sub 7) fiir sich untersucht
werden.

Es ist nun die Anzahl der Spitzen iiberhaupt (§ 6, S. 16):
L=12u—4v+61—24e—120;
subtrahiert miissen werden: 2w 4+ 2y — 8¢ — 6 0, sodass iibrig
bleiben
10pm —~6yv+4 61— 16— 6 a;
und diese Anzahl, multipliziert mit zwei, ergibt als Beitrag dieser
dritten Gruppe
4G p—3v4+31—8s—30).

1) CremoNA-CurtzE ,Oberflichen” 8. 90.
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4°. Die zweite Polarfliche eines beliebigen Poles hat mit der
Doppelcurve einen dreipunktigen Contact in jedem Punkte der
Riickkehrkante wo diese letztere von einer anderswo berithrenden
Erzeugende der Fliche geschnitten wird !); jeder solche Punkt ist
nimlich ein Riickkehrpunkt fiir die Doppelcurve, wahrend sich
zeigt dass irgend eine zweite Polarfliche die Riickkehrtangente be-
rithrt. Die Anzahl der auf der Restdoppelcurve liegenden Punkte
dieser Art ist 29" (§ 7, S. 22), der zu unserer Schnittpunkte-anzahl
beigesteuerte Betrag also 6 7.

5°.  Ein Doppelpunkt der Curve C ist der Schnittpunkt von 4
Erzeugenden der Fliche, und also fiir diese ein vierfacher Punkt;
jede zweite Polarfliche geht also zweimal durch ihn hindurch, und
weil er auch ein vierfacher Punkt fiir die Restdoppelcurve ist
(§ 8, S. 24) so zahlt er fiir 8 einfache Schnittpunkte beider; wir
erhalten also eine weitere Anzahl von

8 =4{p?—10p+ 8v—2e(e— 1) — 3.}

6°.  Aus jedem der beiden Kreispunkte gehen an C'v — 2 ¢ —- ¢
Tangenten, deren jede die Curve in w — ¢ — 2 einfachen Punkten
schneidet; diese Punkte sind dreifache Punkte fiir die cyklogra-
phise Fliche und Doppelpunkte fiir die Restdoppelcurve (§ 8, S. 24),
durch jeden geht also die zweite Polarfliche einfach hindurch,
wihrend er fiir zwei der gesuchten Schnittpunkte gilt; der jetzige
Beitrag ist also

4v—R2e—n) (b —e—2).

7°. Jetzt miissen endlich noch einige Gruppen von unendlich
fernen Punkten der Restdoppelcurve in Betracht gezogen werden.
Nehmen wir zuerst die 2 (x — 2 ¢ —2 ) Beriihrungspunkte auf
K. der Tangenten aus den einfachen Schuittpunkten von C mit
g» an jenen gezogen (§ 9, S. 27, e). Durch einen solchen Punkt
gehen v — o | 7 Blitter der Fliche, alle die Tangente an K,
beriihrend, und y — s — 2 Zweige der Restdoppelcurve, ebenfalls
diese Gerade beriihrend, er absorbirt also 2 (v — 5 — 1) (v — 0 — 2)
Schnittpunkte der Restcurve mit irgend einer zweiten Polarfliche,
denn von dieser letzteren gehen offenbar v — s — 7 Blitter, auch
wieder die niamliche Gerade berithrend, durch ihn hindurch. Zu-
sammenfassend erhalten wir also 2.2 (u —2¢ —20)(v — o — 1)
(v — ¢ — &) neue Punkte.

1) Cremona-CurtzE ,,Oberflichen” S. 90.
G 3%
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8°.  Jetzt nehmen wir einen Punkt 7% der Gruppe f, § 9, S. 28.
Durch diesen gehen v — o -+ 7 Blitter der Fliche selbst, also
v — ¢ — 1 irgend einer zweiten Polarfliche, und v — o — 7 Zweige
der Restcurve, alle die Tangente an K. im betreffenden Punkte,
und die wunendlich benachbarte, beriihrend; zusammengenommen er-
halten wir also 3.20(v— o — 12

9°. Auch miissen wir noch die Punkte der Gruppe ¢, § 9, S. 28
ins Auge fassen, welche herrithren von den Doppeltangenten der
Curve C. Es schneidet in diesen Punkten die Restdoppelcurve
K. einfach, und durch KA. gehen an dieser Stelle v — ¢ Blatter
der Fliche selbst, und also v — o — 2 jeder zweiten Polarfliiche;
die Gesamtzahl der Schnittpunkte ist also

2T —o—)=0—0—{r0—N—p—31—a(@—1I)}

10°.  Und schliesslich miissen wir der Punkte gedenken um die
es ja eigentlich geht, nimlich der dreifachen Punkte der Restdop-
pelcurve, deren Anzahl wir gleich 2 # setzen wollen, weil sie paar-
weise symmetrisch liegen in Bezug auf B und es uns um ihre
Projektionen zu tun ist. Wir erhalten also als letzten Beitrag 6 #,
denn durch jeden der 2 ¢ Punkte, welche sowohl fiir die Doppel-
curve wie fiir die Fliche dreifach sind, geht eine zweite Polarfliche
einfach hindurch.

Eine Gleichung zur Bestimmung der Zahl # erhalten wir nun
indem wir die Summe der in den vorhergehenden zehn Gruppen
enthaltenen Anzahlen gleichsetzen der eingangs dieses § gefundenen
vollstindigen Anzahl 2 2" (r — 2). Fiithrt man die Rechnung wirk-
lich durch, so erhilt man eine aus 39 Gliedern bestehende Formel,
welche allen Versuchen, diese Glieder in einfachere Klammeraus-
driicke zusammenzufassen, widerstanden hat, sodass wir gendtigt
sind dieselben in extenso hinzuschreiben. So erhalten wir denn
folgenden Satz:

LBs gibt :

l':é%4/&3~}—12,u2u——24/425— 12 20+ 6 pv? -+ 48 pé?

-+ G/LGé—48,%VE——L?[LVG—{—48#56—1—#3—121126—3'/20’
+ 48ve? | 3vo? + 24ves — 328 — 48¢6%0 — 12640 — o3
— 66 u? — 45wy — 18+ 252 pe + 93 o —3v2— 91
+ 84ve+-24v0 — 2406 4 3661 — 180ec — 2162+ 9a:

1940 — 58y 78— 304 ¢ — 1225

Kreise, welche die Curve C in 3 verschiedenen Punliten berihren.
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Wir besitzen fiir diese Formel mehrere Kontrollemittel. Erstens
muss die rechte Seite immer durch 6 teilbar sein. Nun sind eine
ganze Anzahl von Coefficienten an und fiir sich schon durch 6 teil-
bar; fassen wir die anderen Glieder zusammen, so lassen sich die-
selben in folgende Klammerausdriicke einordnen :

B0+ttt fidod—a) - 2u@u+1)—rv (2 —1)
— @+ Fa2—1}

Und nun ist w4424 v+ ++4 0% —0c nach der Bemerkung
§8,8.23 unten immer eine gerade Zahl, wihrend, wie leicht zu
sehen, die Ausdriicke p (2 u2 4 1),v (02 — 1),e(e2 4+ 2), ¢ (52 — 1)
einzeln immer den Factor 3 enthalten. Also, u.s. w.

Dann gibt es eine ziemliche Anzahl von Fillen wo dreifach be-
rithrende Kreise unmoglich sind, wie z. B. beim allgemeinen Kegel-
schnitt und bei der Parabel, und ebenfalls, was wichtiger ist, bei
der circularen C3, C; und C%, und den verschiedenen Varietiten
von bicircularen C*. Tn allen diesen Fillen gibt die Formel die
richtige Antwort. 1)

Nachdem jetzt die Anzahl der dreifachen Punkte des Ortes der
Centra der doppelt beriihrenden Kreise aufgefunden ist, kann nun-
mehr auch die Anzahl der wirklichen Doppelpunkte dieser Curve
bestimmt werden, denn- dieselbe ist einfach gleich 8* — 3 ¢/, wo J*
der Formel des § 10, S. 32 zu entnehmen ist. Vermindern wir
diese Zahl nun auch noch um die Zahl J, also die Anzahl der
Doppelpunkte der gegebenen Curve C, welche ebenfalls Doppel-
punkte unserer neuen Curve sind, so erhalten wir die Anzahl der-
jenigen Punkte der Ebene B welche Mittelpunkte sind von 2 ver-
schiedenen die Curve C doppelt berithrenden Kreisen. Also:

Lis gibt in der Ebene der Curve C 8% — 3 — 3 t' Punkte, welche
Mittelpunkte sind wvon zwer verschiedenen die Curve C doppelt be-
rishrenden Kreisen.

Die in dieser Formel auftretenden Gréssen 7/, 2, d, R, ¢’ finden
sich der Reihe nach vor in § 7, S. 22, § 8, S. 23, 24, § 10,
S. 80, § 11, S. 36.

") Wir werden weiterhin, § 15, noch eine weit schirfere Kontrolle finden.
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ZWEITER TEIL.

Anwendungen.

§ 12. Wir wollen nun die im ersten Teile dieser Arbeit stu-
dierte cyklographische Fliche dazu benutzen weitere Anzahlen her-
zuleiten welche in Beziehung stehen zu den Kreisen welche die
Curve C unter vorgeschriebenen Bedingungen beriihren, und fangen
an mit der Frage nach denjenigen unter ihnen welche durch einen
willkiirlich gegebenen Punkt P gehen. Samtliche Kreise durch P
sind die Bildkreise der Punkte eines gleichseitigen Rotationskegels,
dessen Spitze in P liegt und dessen Achse in diesem Punkte senk-
recht steht auf der Ebene B, eines Kegels also, fiir welchen die
Ebene B eine Symmetriebene ist; und die verlangten Kreise sind
somit die Bildkreise der Durchdringungscurve dieses Kegels mit der
cyklographischen Fliche. Diese Durchdringungscurve ist eine Raum-
curve von der Ordnung

Qr=4(m-+v—2¢—q) , § 6,8. 16,

allein dieselbe zerfillt in eine Curve von der Ordnung 2 (v — a),
namlich den Kegelschnitt K., (v — o)-mal gezéhlt, weil dieser auf
beiden Flichen zugleich liegt, und einen Rest von der Ordnung

4p+2v—8e—2o.

Dieser Rest ist symmetrisch in Bezug auf B, und somit erhalten
wir das Resultat: der Oré der Mittelpunkte der die Curve C be-
rihrenden  und diberdies durch einen belicbigen Punkt der FEbene
yehenden Kreise ist eine Curve von der Ordnung 2 u + v — 4 ¢ — o.

Einem - unendlich fernen Punkte dieser Curve entspricht eine
Tangente der Curve C durch P, allein anstatt die Zahl v zu erhal-
ten erhalten wir @ u 4~ v — 4 ¢ — 0. Dieser scheinbare Widerspruch
ist aber sehr leicht zu heben. Denn es besteht der Bildkreis eines
durch eine bestimmte Gerade unter 45° Neigung zur Ebene B
gegebenen unendlich fernen Punktes aus der Spur derjenigen Ebene
durch diese Gerade, fiir welche diese letztere eine Falllinie ist;
allein dann gibt eine zur ersteren parallele Gerade im allgemeinen
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eine andere Spur, obgleich sie durch den némlichen unendlich fernen
Punkt hindurchgeht; der Bildkreis eines solchen unendlich fernen
Punktes ist also bis zu einem gewissen Grade unbestimmt, indem die
denselben vertretende Gerade parallel sich selbst verschoben werden
darf, und hieraus erklirt sich die Tatsache dass man unter Um-
stinden unter den Losungen einer cyklographischen Aufgabe gerade
Linien erhalten kann welche der Aufgabe nicht in allen Stiicken
geniigen. Im Ubrigen sind im vorliegenden Falle die simtlichen
unendlich fernen Punkte unscrer Curve leicht aufzufinden ; es hiegen
deren v in Richtungen senkrecht zu den Tangenten aus P an C,
die iibrigen 2 u — 4 ¢ — o erhalten wir in 2 Gruppen von resp.
2(m—~2e—20g) und 35. Betrachten wir nimlich einen Punkt
T» der Gruppe e) § 9, S. 27. Durch diesen gehen nicht, wie
durch irgend einen andern Punkt von K., v — ¢, sondernv — ¢ 4 1
Blitter der Fliche, und es gibt also das eine iiberzihlige Blatt
durch seinen Querschnitt mit dem Kegel einem durch 7> gehenden
Ziweige der Restdurchdringung den Ursprung, und dieser Zweig
wird {iberdies die Tangente #. berithren, weil sowohl das Blatt
der Fliche wie der Kegel dies tun, woraus dann weiter hervorgeht
dass unsere ebene Curve, welche die Projektion der Restdurchdrin-
gung ist, im entsprechenden Punkte die Gerade g berithren wird;
und die Anzahl dieser Berithrungspunkte ist u — @ ¢ — 2 ¢, ném-
lich die Halfte der Anzahl der Punkte 7. Und die Betrachtung
der Punkte T» der Gruppe f § 9, S. 28 fiihrt in analoger Weise
zu ¢ weiteren unendlich fernen Punkten, welche aber Wendepunkte
der Curve sind, mit mit g~ zusammenfallender Inflexionstangente.

Lis schneidet also unsere Curve die Gerade g- in v einfachen Punk-
ten, welche in Richtungen liegen senkrecht zu den Tangenten aus
P an C; sie berihrt g» in p— 2¢—2a Punkten, in Richtungen
senkrecht zu den Asymptoten der C; und sie osculiert g- in o Punk-
len, 1in Richtungen senkrecht zu denjenigen der Berihrungspunikte
von C mit gx.

Die Riickkehrkante der cyklographischen Fidche ist von der
Ordnung

m=28(+3u—6e—30) § 6, S. 16),

folglich ist die Anzahl der Schnittpunkte derselben mit dem qua-
dratischen Kegel gleich 2 m. Von den unendlich fernen Punkten
der Riickkehrkante liegen m — 2 ¢ auf K 1), folglich ist die An-
zahl der nicht in unendlicher Ferne liegenden Schnittpunkte gleich

1) Vergleiche die Note im diesem némlichen §, S. 41.
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m -2 a. Diese Punkte sind offenbar Spitzen der Durchdringung;
ihre Projektionen auf die Ebene B fallen paarweise zusammen, und
sind ebenfalls Spitzen der Projektion, und zugleich Mittelpunkte
von Kriimmungskreisen welche durch P gehen, wihrend sich an-
dererseits aus dem Umstande dass die Durchdringung auf dem qua-
dratischen Kegel liegt leicht ergibt dass weitere Spitzen nicht exis-
tieren. Wir erhalten somit folgende Sitze:

Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise welche durch P gehen und

1
C beriikren enthilt 3 G0 =1+ 3 pu— 6 ¢—2 o Riickkelhrpunkte.

Und: Von den Krimmungskreisen der Curve C gehen jeweils
t 4 3 p— 6 € — 2 o durch einen beliebigen Punkt, oder es bilden diese
Kreise eine Kreisreihe vom Punktindex + + 3 p — 6 ¢ — 2 0. 1)

Fir den allgemeinen Kegelschnitt, die Parabel, und den Kreis,
erhilt man resp. 6, 4, 0.

Die Restdoppelcurve der cyklographischen Fliche ist § 8, S. 23
zufolge von der Ordnung 2 z’, sodass dieselbe von unserm Kegel
in 4 2 Punkten geschnitten wird, von welchen im Unendlichen
liegen die 4(u—2¢—20) (v — o — 2) Punkte der Gruppe e)
§ 9, 8. 27, die 65 (y— o0 — 1) der Gruppe f) ebendaselbst, und
die 27r=v(y—1)—p —31—a(sg — 1) der darauf folgenden
Gruppe ¢). Werden diese drei Anzahlen subtrahiert so bleiben die
im Endlichen befindlichen Schnittpunkte iibrig, und diese liegen
paarweise symmetrisch in Bezug auf B und stellen die Doppelpunkte
der Durchdringung dar, wihrend ihre Projektionen die Doppel-
punkte unserer ebenen Curve und zugleich die Mittelpunkte der-
jenigen doppelt berithrenden Kreise sind welche durch 2 gehen.
Die Rechnung nun ergibt folgendes:

Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise welche durch P gehen und
C beriihren enthilt
é @Cu-t+v—4e—oP?—13pu—v—3:14+24¢+ 70
Doppelpunicte. Und:

Von den die Curve C doppelt berikrenden Kreisen gehen jeweils

1

52(2,/,4 +v—4de—02 —13u—v— 314+ 24e-+ 7o} durch

einen beliebigen Punkt, oder es bilden diese Kreise cine Kreisrevhe
mit der genannten Zall als Punktindes.

1) Cremona-Currze ,Einleitung etc.” S. 48.
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Beilaufig sei bemerkt dass man, wenn man beweisen will dass
der Klammerausdruck gerade ist, wieder auf den Ausdruck
w—+ v+ v+ 41+ 0> —0o und damit auf die Bemerkung des
§ 8, S. 23 gefithrt wird, womit der Beweis geleistet ist. Fiir
allgemeinen Kegelschnitt, Parabel und Kreis gibt die Formel bez.
die Anzahlen 4, 2, 0.

Aus der Ordnung, der Anzahl der Doppelpunkte und derjenigen
der Riickkehrpunkte lassen sich nun in bekannter Weise die iibrigen
Singularitéten herleiten; insbesondere findet man fiir die Klasse
das merkwiirdig einfache Resultat 2 u — 2 ¢, welches auch des-
wegen auffillig ist weil weder v noch ¢ noch ¢ darin auftreten.

Wird P auf der Curve C selbst gewihlt so berithren Kegel und
Flache sich lings der beiden Erzeugenden in den Tangential-
ebenen welche die Tangente in P an C enthalten; hieraus folgt
dass sich von unserer ebenen Curve die Normale in P zu C, zwel-
mal gezihlt, abtrennt, so dass ein Rest {ibrigbleibt dessen Ordnung
um zwel Einheiten niedriger ist als im allgemeinen Falle. Das
Biischel der die C in P beriihrenden Kreise enthilt nach fritherem
einen. Kriimmungskreis und (§ 8, S. 26) 2u +v—4de—o—4
Kreise welche in P selbst und noch an einer andern Stelle be-
rithren; subtrahieren wir diese beide Anzahlen, die erste mit drei,
die andre mit zwei multipliziert ), vom Punktindex der Kreisreihe
der Kriimmungskreise und der doppelt beriihrenden Kreise, so

) Die beiden Erzeugenden welche die Fliche und der Kegel gemein haben enthalten
je 2 unendlich benachbarte Punkte der Riickkehrkante; die Schmiegungsebenen dieser
Punkte sind aber zugleich Tangentialebenen des Kegels, daher die Riickkehrkante an
beiden Stellen mit dem Kegel eine dreipunktige Beriihrung eingeht, oder also 6 Punkte
mit demselben gemein hat. Dieselben liegen aber paarweise symmetrisch in Bezug auf
B, in der Projektion sind also 3 Einheiten zu subtrahieren. Ubrigens ist diesauch wohl
aus planimetrischen Griinden evident, denn durch jeden Punkt einer Curve gehen 3
unendlich benachbarfe Kriimmungskreise. An den Stellen aber wo die ndmlichen Erzeu-
genden der Doppelcurve begegnen findet eine einfache Beriihrung statt; diese Punkte
zihlen also nur doppelt. Zugleich erhalten wir jetzt hier ein Mittel um zu zeigen
(vergl. §7, 8. 22) dass von den drei in einem Punkte der Gruppe f, § 9, S. 28 ver-
einigt liegenden Punkten der Riickkehrkante nur zwei als auf Ko liegend angesehen
werden diirfen. Légen sie ndmlich alle drei auf Ko, so wiirden simtliche m unendlich
fernen Punkte der Riickkehrkante auf Kw liegen, und es wiirde also die letztere den
quadratischen Kegel in m endlichen Punkten schneiden, d. h. durch einen beliebigen
Punkt P wiirden im=:+3rx —6¢— 3, und durch einen Punkt der Curve selbst
++3p—6:—3¢—3 Krimmungskreise gehen. Diese Formel gibt fiir die Parabel
die Anzahl 9, was offenbar falsch ist, denn der Kriimmungskreis in einem Punkte A schnei-
det die Parabel noch in einem andern Punkte B; durch B geht also wenigstens ein
Kriimmungskreis, und nicht kein einziger; anstatt — 3 ¢ muss die Formel also das Glied
— 20 enthalten, dann aber liegen von den drei unendlich benachbarten Punkten nur
zwei auf Ko. ’
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erhalten wir: durch einen belicbigen Punkt der Curve C gelen
t +3p—06¢—20 —3 Krimmungskreise welche die Curve micht
wn diesem Punkte selbst osculieren. Und:

durch einen beliebigen Punkt der Curve C gehen

1
5(2/1.—}—7—45—0)2—21;4—51/——3:—}-4054—110—{-16’

doppelt beriikrende Kreise, deren Berihrungspunkte nickt mit diesem
Punkte zusammenjfallen.

Es gibt die letztere Formel fiir allgemeinen Kegelschnitt und
Parabel null, was offenbar richtig ist, fiir den Kreis aber 4; allein
fir den Kreis ist 2u +v—4e—0—4 = —2, also negativ;
die Formel hat somit fiir den Kreis keinen Sinn.

Man konnte nun weiter den Punkt 2 in einem Doppelpunkte
der C wihlen, oder in einer Spitze, u.s.f., oder, ihn wieder von
der Curve entfernend, in einem Brennpunkte, etc., allein zur Ver-
meidung von Weitschweifigkeit gehen wir an allen diesen Problemen
mit Stillschweigen voriiber, prinzipiell diirfen sie aber als gelost
betrachtet werden. Nur folgendes fiigen wir zum Schlusse noch
hinzu; wihlt man ausser P noch einen zweiten Punkt Q, so durch-
dringen sich die beiden zu P und Q gehorigen Kegel in einer
zur Ebene B symmetrischen gleichseitigen Hyperbel, welche zwei
Punkte von K. enthélt, und deshalb die cyklographische Fliche
schneidet in

2r=4(u +v— 2¢—oc) Punkten,

von denen aber 2(v — o) im Unendlichen liegen; subtrahieren wir
diese und dividieren den Rest durch zwei, so erhalten wir: es gib¢
Qu—+v—4s—a Kreise welche die Curve C beriikren und iiberdies
durch zwev beliebige Punkte gehen.

Es ist diese Zahl genau gleich der Ordnungszahl der in diesem
§ untersuchten ebenen Curve, was aus der Entstehungsweise beider
wohl auch cvident ist.

Man kann nun wieder einem der beiden Punkte, oder auch
beiden, spezielle Lagen erteilen, und so eine ganze Reihe von
Spezialfillen bilden, auf die wir aber hier nicht eingehen wollen.

§ 13. Wenn in der Ebene B eine Gerade ¢ gegeben is so kann
man fragen nach allen Kreisen welche C berithren und ¢ unter
einem Winkel von vorgeschriebenem Cosinus schneiden, bez. eben-
falls beriihren. Wenn wir uns auf den Fall des Beriihrens, als den
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interessanteren , beschrinken, so haben wir zu bemerken dass simt-
liche Kreise welche ¢ berithren die cyklographischen Bildkreise
aller Punkte derjenigen beiden Ebenen sind welche durch g gehen
und unter 45° gegen B geneigt sind. Fassen wir eine dieser Ebenen
ins Auge und schneiden dieselbe mit der cyklographischen Fliche,
so erhalten wir unmittelbar den nachstehenden Satz:

der Ort der Centra der die Curve C und die Gerade g berikr-
enden Kreise ist eine ebene Curve von der Ordnung

r=2a(u-+v—2e—o),vonder Klasse n —= 2 v, mit
m=2 ( + 3 p— 6¢c—30q) Rickkelrpunkien V), und 2 2’ + n
Doppelpunikten.

Némlich, was die Doppelpunkte anbetrifft, so sind dieselben die
Projektionen der Schnittpunkte unserer Ebene mit der Restdoppel-
curve (§ 8, S. 23) und mit der Curve C selbst. Die p mit den
Schnittpunkten von ¢ und C zusammenfallenden Doppelpunkte sind,
cyklographisch gesprochen, von geringer Bedeutung, die 2 2" iibrigen
aber sind die Mittelpunkte derjenigen doppelt berithrenden Kreise
welche auch g beriihren, d. h.:

unter den die Curve C doppelt beriilirenden Kreisen gibt es jeweils
2 & welche iiberdies noch eine belicbige Gerade beriihren, oder es
bilden diese Kreise eine Kreisreike vom Tangentialindex 2 x'.

Und entsprechend fiir die Kriimmungskreise :

unter den  Krimmungskreisen der Curve C  gibt es jeweils
Rt 4 3mn—6¢—30a), welche eine beliebige Gerade beriikren,
oder es bilden diese Kreise eine Kreisreihe vom Tangentialindex
20 4+3p—6e—30).

Unter den singuldren Punkten unseres ebenen Ortes gibt es einen
der noch nicht hervorgetreten ist. Es schneidet niamlich die durch
g gehende Ebene die Ebene Z, in einer Gerade #. welche in
einem gewissen Punkte 7 den Kegelschnitt K, beriihrt, und es
enthdlt also der Querschnitt der Ebene mit der cyklographischen
Fliche v — ¢ Zweige welche alle in 7. die Tangente £, beriihren.
Die iibrigen unendlich fernen Punkte des Querschnittes sind die
2 (# — 2 ¢ — 2 o) Schnittpunkte von #. mit den Tangenten an K
aus den einfachen Schnittpunkten von C mit g, und die 2o
Schnittpunkte mit den Tangenten aus den o Berikrungspunkten von
C mit g., jeder der letateren doppelt gezihlt, weil die Tangenten
selbst fiir zwei zihlen (§ 3, S. 7). Uber das Verhalten unseres
ebenen Ortes in unendlicher Ferne lisst sich also folgendes sagen:

der Ort der Centra der die Curve C und die Gerade g beriilren-

') Man vergleiche fiir diese Zahlen die Tabelle § 6, S. 16.
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den Kreise enthilt im Unendlichen einen Punkt, in einer Richtung
senkrecht zu g, wo v—a Zweige die unendlich ferne Gerade be-
rithren , weiter 2 (. — 2 ¢ — 2 o) einfache Punkte, und schliesslich
2 o Berihrungspunkte mit ge.

Man kann nun wieder der Gerade g eine ganze Reihe von spe-
ziellen Lagen erteilen, sie etwa zusammenfallen lassen mit einer
beliebigen Tangente, einer Wendetangente, Doppeltangente , Asymp-
tote, einer Gerade welche durch einen der Beriihrungspunkte von
C mit g, geht, u. s. w.; den wichtigsten Spezialfall erhélt man
aber wenn man g ins Unendliche riickt, und diesen wollen wir
daher noch kurz erortern. Man kann dann fiir die durch ¢ gehende
Ebene jede zu B parallele Ebene nehmen, und erhélt daher durch
Projektion der Querschnitte auf die Ebene B die zur Curve C ge-
horigen Parallelcurven. Ordnung, Klasse und Anzahl der Riick-
kehrpunkte derselben sind einfach gleich Ordnung, Klasse und Ord-
nungszahl der Riickkehrkante der cyklographischen Flache, fiir die
Doppelpunkte aber ist die genaue Betrachtung der unendlich fernen
Punkte erforderlich. Da erinnern wir uns nun zunichst (§ 8,
S. 25, sub ¢) dass die ¢ Beriihrungspunkte von C mit g, zugleich
Punkte der Restdoppelcurve sind; ausser diesen enthilt die Quer-
schnittebene deren noch 2 2" — o, und dies ist also die Anzahl der
nicht in unendlicher Ferne liegenden Doppelpunkte der Parallelcurve.

Nennen wir irgend einen der o hier in Betracht kommenden
Punkte Ps. Es gehen von ihm aus zwei Tangenten an K., welche
der cyklographischen Fliche angehoren; die Schmiegungsebenen léngs
derselben fallen beide auf Z,. P. ist. also aufzufassen als der
Schnitt der beiden Beriihrungserzeugenden einer Doppelschmiegungs-
ebene, d.h. es berithren sich in P, zwei Blitter der Fliche, oder
schneiden sich in einer Curve mit einem Doppelpunkt in P. (die
beiden Zweige sind € und die Restdoppelcurve).

Irgend ein ebener Schnitt durch P. wiirde nun die beiden Blatter
der Fliche schneiden in zwei Curvenisten die sich in P berithren
wiirden, in unserm Falle aber enthilt die Querschnittebene die
Tangente an einen der beiden Aste der Doppelcurve (nidmlich an
(), folglich geht die Beriihrung iiber in eine Osculation.

Wenn wir nun, fortfahrend, bemerken dass die p —2¢é— 24
einfachen Schnittpunkte von C mit g. gewohnliche Doppelpunkte
der Parallelcurve sind, so bleiben nur noch die imaginiren Kreis-
punkte zu untersuchen iibrig. Durch jeden derselben, sagen wir
1, gehen v — 2 ¢ — 5 Tangenten an C, welche zur Fliache gehoren,
und deren zugehorige Schmiegungsebenen simtlich die Tangente in
1, an K- enthalten (§ 3, S. 9), und ¢ Doppelschmiegungsebenen,
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welche durch die nédmliche Tangente an K, und die ¢ Tangenten
an C gehen. Ein ebener Querschnitt durch g. geht also mit
v —2¢—o einzelnen Zweigen durch 7;, wihrend 2 ¢ andere sich
dort paarweise berithren. Und dasselbe gilt von /,. Zusammen-
fassend konnen wir also sagen:

die  Parallelcurven der Curve C sind wvon der Ordnung
r=2(u+v—~2e¢e—u), und von der Klasse n = 2v; die Anzahl
der Rickkelrpunkte ist gleich m = 2 (4 + 3 p — 6 < — 3 0), die
Anzahl der nickt in unendlicher Ferne Ulegenden Doppelpunkte
2a' — o, wilrend die unendlich fernen Punkte sich zusammensetzen
aus p—2¢— 2 a gewshnlichen Doppelpunkten, o Punkten wo zwei
Curvendste sich gegenseitiy in drei und g in zwei Punkten berikren,
und den beiden imaginiren Kreispunkten. Durch jeden dieser lete-
teren gehen v — 2 € — o einzelne, und 2 € sich paarweise berilrende
Aste hindurch. )

Die Procker’schen Formeln gestatten diese Ergebnisse zu kon-
troliren, und die Anzahl der Wende- und Doppeltangenten hinzu-
zufiigen; aber aus der planimetrischen Entstehungsweise der Paral-
lelcurven ist ja schon klar dass die Anzahl der Wendepunkte einfach
gleich 2+ ist, und dann ergibt sich die Anzahl der Doppeltangenten
gleich v(v —1) —u+2e—20(c—1)— 3

Es sei ausser der beliebig angenommenen Gerade g noch eine
zweite Gerade /4 gegeben. Schneiden wir eine der zu 4 gehorigen
45° Ebenen mit den beiden Ebenen durch g so erhalten wir zwei
Geraden unter beliebiger Neigung zur Ebene B, deren jede also
die cyklographische Fliche in r = & (v + v — 2 e — o) im allge-
meinen im Endlichen liegenden Punkten schneidet; also:

es gibt zweimal 2 (w +v — 2 ¢ — o) Kreise welche die Curve C
und zwei beliebige Geraden beriihren.

Ist C ein Kreis, so erhalten wir die & Losungen eines der Apol-
lonischen Probleme, und wenn C ebenfalls eine Gerade ist die 4
ein- und angeschriebenen Kreise des Dreiecks.

Es seien ein Punkt P und eine Gerade g gegeben. Eine der
zu ¢ gehorigen 45° Ebenen schneidet den zu P gehorigen Kegel
in einer Parabel, und diese die cyklographische Fliche in
2r=4(u +v—-2¢—o) Punkten, von welchen aber 2 (v — o)
im Unendlichen liegen, weil die Parabel K. beriihrt; also:

es gibt 2 (2 u ++v— 4 ¢-—0o) Kreise welche durch einen Punkt
gehen und vberdies eine Gerade und die Curve C beriikren; ihre Mittel-

1) TFiir einen Teil dieser Ergebnisse vergleiche man Savmon-FiepLer ,Ebene Curven”
S. 129, und Versluys L. c. 8. 76.
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punkte liegen auf der Projektion der Parabel im Raume, also eber-
Jalls auf einer Parabel, und fir diese letztere ist offenbar der Punkt
der Brennpunkt, die Gerade die Leitlinie.

Ist auch hier wieder C ein Kreis oder eine Gerade, so erhilt
man wiederum bekannte elementare Ergebnisse.

Auf die zahlreichen sich hier darbietenden Spezialfille gehen wir
wieder nicht ein.

§ 14. Es sei gegeben ein beliebiger Kreis K. Siamtliche Kreise
welche denselben beriihren sind die Bildkreise von zwei zur Ebene
B symmetrischen gleichseitigen Rotationskegeln, welche sich im
Endlichen nur in diesem Kreise durchdringen. Fassen wir einen
dieser Kegel ins Auge und schneiden ihn mit der cyklographischen
Fliche, so gibt uns die Projektion der Durchdringung auf B den
Ort der Mittelpunkte aller Kreise welche zugleich € und K be-
rithren. Nun haben wir bereits im -§ 12 einen solchen Kegel mit
der Fliache geschnitten; allerdings war derselbe damals symmetrisch
zur Ebene B, allein dies hat keinen wesentlichen Einfluss auf die
Durchdringung selbst, sondern nur auf ihre Projektion; wir werden
also hier der Hauptsache nach die doppelten Anzahlen von dort
finden miissen.

Wir konnen das Ergebnis wie folgt in Worte fassen:

der Ort der Centra der die Curve C und einen beliebigen Kreis
K beriikrenden Kreise ist eine Curve von der Ordnung 2 (2 v
— 4 ¢ — o), und welche im Endlichen 2 (+ + 3 u — 6¢—20)
Spitzen und @ +v-——4é—c)2 —11u—v—31+ 246470
Doppelpunicte enthilt. Die unendlick fernen Punkte bestehen aus 2v
einfachen Punkten, in Ricktungen senkrecht zu den gemeinschaft-
lichen Tangenten von C und K, p — 2 ¢ — 2a Punklen, in Rich-
tungen senkrecht zu den Asymptoten der C, wo je 2 Curvendste
einander und g» berihren, und o Punkten, in Richtungen senkrecht
2u denjenigen der Berilrungspunkte von C mit go, wo je zwei Aste
einander und g osculieren.

Denn was die unendlich fernen Punkte anbetrifft, so sind dieselben
im Raume genau die ndamlichen wie im § 12, und aus dem nam-
lichen Grunde wie dort fallen also auch hier die Projektionen der-
selben paarweise zusammen; aber die durch diese Punkte hindurch-
gehenden Curveniste fallen nun in der Projektion nicht mehr paarweise
zusammen, daher die Verdoppelung der resp. Anzahlen derselben.

Weiter ist zu bemerken dass wir bei der Anzahl der endlichen
Doppelpunkte anstatt — 73 w wie auf S. 40 — 77 p geschrieben
haben; dies riihrt daher weil der Kreis X die Curve C in 2
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Punkten schneidet welche sowohl fiir die Durchdringung selbst wie
fiir die Projektion Doppelpunkte sind; die Anzahl der Doppelpunkte
im jetzigen Falle ist also gleich zweimal der Anzahl im friiheren
Falle, vermehrt um 2 p.

Will man die Klasse der Curve bestimmen, so hat man zu be-
denken dass in jedem der u — 2 ¢ — & o obengenannten unendlich
fernen Punkte zwei, und in jedem der ¢ Punkte sogar drei Dop-
pelpunkte unmittelbar neben einander liegen; mil Beriicksichtigung
derselben findet man fiir die Klasse die Zahl

2i@ptv—4e—o?—2p+f2e+4 4ol

Wenn man im obigen allgemeinen Satze bei der Anzahl der
Doppelpunkte die Zahl — 77 u wieder ersetzt durch — 73 u, so
lisst sich aus demselben unmittelbar ablesen wieviel Kriimmungs-
kreise oder doppelt berithrende Kreise der Curve C einen beliebi-
gen Kreis K beriihren; die Anzahlen sind einfach zweimal so gross
wie die entsprechenden des § 12. Und wenn man von diesen beiden
Zahlen 4 und resp. 2 Finheiten subtraliert so hat man die Anzahl
der Krimmungskreise welche einen beliebigen Kriimmungskreis, und
die Anzalhl der doppelt berihrenden Kreise welche einen beliebigen
doppelt beriikrenden Kreis berihren. Denn wenn K ein Kriimmungs-
kreis wird so fallt die Spitze des zugehorigen Kegels auf die Riick-
kehrkante der cyklographischen Fliche, und die beiden durch die
Kegelspitze gehenden Erzeugenden der Fliche liegen zugleich auf
dem Kegel; die Riickkehrkante schneidet also den Kegel in der
Spitze und in zwei Nachbarpunkten, aber diese Punkte zihlen fiir
4, weil die Kegelspitze als Doppelpunkt des Kegels doppelt zahlt.
Und wenn K ein doppelt beriithrender Kreis ist so fillt die Kegel-
spitze auf die Doppelcurve der Fliche, absorbirt aber jetzt, wie
leicht zu sehen, nur zwei Schnittpunkte.

Es sei zur Bestimmung von Punkt- und Tangentialindex der
hier betrachteten Kreisreihe ausser dem Kreise K ein Punkt P ge-
geben. Der zu P gehorige Kegel schneidet die beiden zu K ge-
horigen je in einem Kegelschnitt, dessen unendlich ferne Punkte
auf K., liegen und also zusammen 2 (v — o) Schnittpunkte mit der
Fliche absorbiren, sodass 27 —2 (v —o)=2@p +v—4¢e—o)
iibrigbleiben. Weil die beiden Kegelschnitte in Bezug auf B sym-
metrisch liegen, so hat man folgenden Satz:
es gibt 2 (2 w4+ v — 4 ¢ — o) Kreise welche die Curve Cund einen
belicbigen Kreis K beriikhren, und vberdies durch einen vorgeschriebenen
Punkt gehen; die Mittelpunkte derselben liegen auf einem Kegelschnitt.
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Ist an Stelle des Punktes P eine Gerade g gegeben, so schneidet
eine der beiden 45° Ebenen durch g die beiden zu K gehérigen
Kegel in 2 verschiedenen Parabeln, also:

es gibt zwei Systeme von je 2 (2 u + v — 4 ¢ — o) Kreisen welche
C, cinen beliebigen Kreis und eine beliebige Gerade beriihren, und
die Mittelpunkte aller dieser Kreise sind diber zwei Parabeln verteilt.

Und wenn endlich zwei Kreise X, , K, gewihlt werden, so schnei-
det einer der beiden zu K, gehorigen Kegel die beiden zu K, ge-
hérigen in zwel verschiedenen Kegelschnitten;

es gibt also ebenfalls zwer Systeme von je 2 (2 o + v — 4 ¢ — o)
Kreisen welche C und zwei beliebige Kreise beriihren, und die Mit-
telpunkte aller dieser Kreise sind iber zwei Kegelschnilte verteil.

§ 15. Wir gehen jetzt iiber zur Betrachtung von zwei Funda-
mentalcurven C und €, zugleich und wollen die beiden zu ihnen
gehorigen cyklographischen Flichen mit # und Z bezeichnen , und
tiberhaupt alle mit der zweiten Curve oder Flache in Verbindung
stehenden Grossen durch den Index 7 auszeichnen. Die Durch-
dringung der beiden cyklographischen Flichen muss uns iiber die
Kreise belehren welche die beiden gegebenen Curven zu gleicher
Zeit beriihren, denn die Projektion der Durchdringung auf die
Ebene B ist der Ort der Mittelpunkte dieser Kreise. Es setzt sich
diese Durchdringung aus zwei Teilen zusammen, némlich aus einer
gewissen Raumcurve und dem Kegelschnitt K. ; denn letzterer liegt
auf beiden Flichen zugleich, und zwar als (v — o)-fache Curve auf
F und als (yy — g))-fache Curve auf F), woraus sich ergibt dass
er bei der Durchdringung als (v — o) (y; — o,)-fachen Kegelschnitt
in Rechnung za bringen ist, und weil die Ordnungszahl der voll-
stindigen Durchdringung — rr, ist (§ 6, S. 16), so ist die Raum-
curve von der Ordnung rr; —2 (v — o) (y — 5,), und weil diese
letztere symmetrisch ist in Bezug auf die Ebene B so erhalten wir:

der Ort der Centra der die beiden Curven C und C, beriihrenden
Kreise st eine Curve von der Ordnung

' =2m+v—2ce—ao)(u,+v,—2¢—0a)— @ —0a) (v, — )

Fragen wir zundchst nach dem Verhalten unserer Curve in un-
endlicher Ferne. Wenn durch einen Punkt von K. genau (v — o)
Blatter der einen Fliche und (v, —o,) der andern gehen, so gilt
dieser Punkt als (v — o) (v — o;)-facher Punkt der Durchdringung,
und gehort als solcher, mit einer einzigen Ausnahme von der gleich
nachher die Rede sein soll, zu K. aber nicht zur Raumcurve; die
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unendlichen Aste der Raumcurve werden also dort zu suchen sein
wo mehr als (v-—o) und resp. (vy — o,) Blitter der einen oder
andern Flache in einem Punkte von A zusammenstossen, das heisst
also in den Punkten der Gruppen e) und f) des § 9, S. 27. Be-
trachten wir einen Punkt 7. der Gruppe e¢). Gehort er zu F so
schneidet das eine iiberzihlige Blatt (v, _“i ) Blatter von F, und
es gehen also (v, — o,) Zweige der Raumcurve durch ihn hindurch,
alle die Tangente 7. in ihm an K. berithrend. Und das entspre-
chende gilt wenn der Punkt zu #, gehort.

Die Anzahlen dieser Punkte sind @ (x — 2¢— 20) und resp.
2wy —2¢ — 205, und die Punkte und die durch dieselben
hindurchgehenden Curveniste fallen in der Projektion paarweise
zusammen.

Ist T» einer der 2, resp. 24, Punkte der Gruppe f), so
gehen durch ihn wiederum (,; —o,) und resp. (v — o) Zweige der
Durchdringung; jetzt aber haben dieselben, entsprechend den frii-
heren Erorterungen, mit K., und also auch unter sich, eine drei-
punktige Beriihrung, und ihre Projektionen fallen wieder paarweise
Zusammen.

Die Ausnahme, von der oben die Rede war, bezieht sich auf
die v v, — ag, im Endlichen liegenden gemeinschaftlichen Tangenten
von C und C); wir haben hier genau den namlichen Fall vor uns
wie in der Gruppe ¢) des § 9, S. 28, und konnen also unmittelbar
hinschreiben dass unsere Raumcurve K. in den 2 (vv, —og;) zu
den genannten Tangenten gehorigen Punkten 7% einfach schneidet.
Und die Projektionen dieser Punkte fallen natiirlich wieder paar-
welse zusammen.

Wir konnen nun weiter die 2 (x — 2 ¢ — 20) Tangenten von
K, der- Gruppe e) und welche liegen auf der Fliche # mit den
entsprechenden Geraden der andern IFliche schneiden; dies gibt
4(p—2¢e—20a)(u —2¢ —2q)) einfache Punkte der Durch-
dringung, in Paaren auf Geraden durch Z.. Wir konnen aber
auch die Geraden der Gruppe e) auf der Fliche F schneiden mit
den 20, Geraden der Gruppe f) auf ¥ und umgekehrt; in diesen
Punkten wird die Durchdringung die Ebene #. beriihren, und zwar
sind die Geraden der Gruppe ¢) die Tangenten; die Anzahl dieser
Punkte betrigt 4 (. — 2 ¢-—20)o; und resp. 4 (1, —2¢ — 20,0,
sie liegen aber paarweise auf Geraden durch Z..

Endlich sind die 2 ¢ Geraden der Gruppe /) auf # zu schneiden
mit den 2.0, entsprechenden auf £, ; diese Punkte sind Doppelpunkte
der Durchdringung, und die Berithrungsebene ist Z.; sie liegen

paarweise auf Geraden durch Z., und in ihren Projektionen
Verhand. Kon, Akad. v. Wetensch. (1¢ Sectie) D1. VIIL G4
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werden zwei Aste der ebenen Curve einander und g. beriihren.

Hiermit sind simtliche unendlich fernen Punkte unserer ebenen
Curve bekannt; fassen wir dieselben zusammen so konnen wir fol-
genden Satz aussprechen :

der Ort der Centra der die Curven C und C berikrenden Kreise
enthilt wm Unendlichen :

1°. (u— 2e—20) Punkte, in Richtungen senkrecht zu den
Asymptoten der Curve C,wo (v; — 0,) Zweige, und (u, — 2 ¢, — 2 ;)
Punkte, in Richtungen senkrecht zu den Asymptoten der Curve C,
wo (v — a) Zweige einander und g berithren;

2°. o Punkte, in Richtungen senkrecht zu denjenigen der Be-
riihrungspunkte von C mit g», wo (vy — 9,) Zweige, und o, Punkte
wn Richtungen senkrecht zu denjemigen der Berihrungspunkte von C;
mit g, wo (v — o) Zweige einander und g. osculieren;

8°. (vvy—ooay) emfache Punkte, in Richtungen senkrecht zu
den gemeinsamen Tangenten von C und C,; die Asymptoten in diesen
Punkten lalbieren die Strecken zwischen den Berikrungspunkten
senkrecht;

4°. 2 (mw— 2¢— 2 a)(py —2 ¢ — 2 a)) weitere einfacke Punkte,
wn  Richtungen welche die Winkel zwischen je einer Asymptote der
Curve C und einer solchen der C, halbieren;

5°. 20, (0 — 2 e-— 2 o) Berihrungspunkte mit 9=, in Richtungen
welche die Winkel zwischen den Asymptoten der C wnd den Geraden
nach den Beriikrungspunkten von g. mit C| halbieren, und die
Rao(u, —2¢ — 2ay) enisprechenden ;

6°. 2o, Punkte, in Richtungen welche die Winkel der Geraden
nach je einem Berikrungspunkte von g» mit C und mit C| halbieren;
in diesen Punkten beriihren zwei Curvendste einander und g .

Vergleicht man diese Resultate mit denen am Schlusse des § 10,
(S. 32), so springt die Analogie sofort in die Augen, und die
Notwendigkeit dieser Analogie ergibt sich unmittelbar aus folgender
Uberlegung. Fassen wir die beiden Curven € und C, zusammen
als ein System C - C; auf, von der Ordnung u - &, der Klasse
v 4 v, u. s. w., so setst sich die zugehérige cyklographische Fliche
aus unseren beiden Flichen # und # zusammen; die Riickkehr-
kante dieser Gesamtfliche besteht einfach aus den beiden Riick-
kehrkanten von # und £, die Doppelcurve aber ausser aus den
beiden Doppelcurven von # und £, aus der Durchdringungscurve
der beiden Flichen, um welche es sich ja gerade in diesem § han-
delt; diese letatere spielt also die Rolle einer Doppelcurve und
zeigt deshalb auch ein analoges Verhalten im Unendlichen.

Es kann diese neue Auffassung der Durchdringung dazu benutzt
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werden weitere Resultate zu kontroliren oder geradezu zu finden.
Zur Kontrolle wollen wir sie benutzen bei der Bestimmung ‘der
Anzahl der im Endlichen liegenden Riickkehrpunkte der Durch-
dringung. Diese Punkte finden sich offenbar unter den Schnitt-
punkten der Riickkehrkanten jeder der beiden Ilichen mit der
jeweiligen andern; nun ist die Riickkehrkante von # von der Ord-
nung = (§ 6, S. 16), sodass sie die Fliche #]; in m 7 Punkten
schneidet, von welchen aber (m — 24) (v, — ;) im Unendlichen
liegen. Es bleiben also m r; — (m — 2 o) (vy — ¢;) endliche Schnitt-
punkte iibrig, und diese liegen paarweise symmetrisch in Bezug
auf B, und aus dem Schnitt der Riickkehrkante von # mit F
entstehen m, » — (m; — 27,) (v — o) neue Punkte der niimlichen
Art. Wir finden also, indem wir fiir die » und » die Werte aus
der Tabelle substituiren, fiir den zu untersuchenden ebenen Ort
¢ +38p—6e—30)Rp +vy—4¢ —o)4 (4 +3p —6¢
—30) @u-+v—4e—oa) + a(y; —-0) + o, (v —0) Spitzen,
und konnen nun diese Zahl sofort mittelst unserer neuen Auffas-
sung der Durchdringung als Bestandteil der Doppelcurve der Gesamt-
fliche kontroliren. Dann némlich sind die obigen Punkte von der
Natur der Punkte 7, also Punkte wo die Riickkehrkante der
Fliche diese Fliche von neuem schneidet; nehmen wir also die
Formel fiir o', § 7, S. 22, ersetzen in derselben w durch » 4 4,
v durch v -, u. s. w. und subtrahieren dann die Anzahlen 7’
und 7';, welche zu C und C; gehéren, so muss der Rest genau
gleich der obigen Zahl der Spitzen sein; man sieht fast ohne Rech-
nung dass dies in der Tat der Fall ist Y.

Schreiben wir das Resultat noch ausdriicklich hin: der Ort der
Centra der die Cuwrven C und C, berilkrenden Kreise enthilt
YV =0+3p—6c—380) @u, +vy—4e—o)40¢ + 31
—6e —3a0) @p+v-—-4s—0a) 0 —o) +00F—0)
Riickkehrpunkte. Und :
es giblyy = (t + 3 —6e—30)(Cuy+ vy—4 €, —0a) (¥ — o)
Kriimmungskreise der Curven C welche Cy beriihren, und eine entspre-
chende Anzahl vy, fir C; und C.

Unsere Durchdringungscurve erhilt einen Doppelpunkt sobald
die Doppelcurve von F die Fliche Z#; schneidet oder umgekehrt,
oder wenn die beiden Flichen sich berithren. Das letstere ist im
Endlichen nicht moglich weil, wenn die Flichen in irgend einem
Punkte ihrer Durchdringung die nédmliche Tangentialebene hitten,

) In derselben Weise ergibt sich die Ordnung unserer Curve aus der Zahl z’ des
§ 8, 8. 23; deshalb haben wir dieselbe ebenfalls mit dem Buchstaben a bezeichnet.
G 4%
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die Spur derselben von den beiden Curven C und C; im némlichen
Punkte berithrt werden miisste, némlich im Fusspunkte des Per-
pendikels aus dem Beriihrungspunkte im Raume auf dieselbe ge-
fillt; dies aber wiirde eine spezielle Lage der beiden Curven fordern
die wir nicht voraussetzen wollen. Im Unendlichen werden sich die
Fliachen allerdings beriihren, und zwar in den Punkten welche her-
rithren von den (vy —os,) gemeinsamen Tangenten der beiden
Curven; allein die unendlich fernen Punkte betrachten wir immer
fiir sich. Wir erhalten somit die nicht in unendlicher Ferne liegenden
Doppelpunkte der Durchdringung indem wir 1°) die Restdoppel-
curve von F schneiden mit 7, und die unendlich fernen Schnitt-
punkte subtrahieren; 2°) das nimliche tun fiir die Restdoppelcurve
von F, und die Fliche #; 38°) die Curven C und C, mit einander
schneiden; denn die @ w,; Punkte dieser letzten Gruppe sind vier-
fache Punkte der Durchdringung, und gehen in Doppelpunkte iiber
beim Projiciren, cyklographisch aber sind sie offenbar ohne Interesse.

Die Restdoppelcurve von F schneidet F, in 2 2., Punkten
(§ 8, S. 23), von welchen die folgenden im Unendlichen liegen :

1°. die Punkte der Gruppe ¢) § 9, S. 27. Durch jeden der-
selben gehen (v — ¢ — 2) Zweige der Restcurve von #, und (v, — a;)
Blitter von £, alles mit der ndmlichen Tangente; jeder solche
Punkt absorbirt also & (v — & — 2) (, — ;) Schnittpunkte, und die
Anzahl dieser singulidren Punkte ist 2 (x — 2 ¢ — 2 o).

2°. die 2 ¢ Punkte der Gruppe f) § 9, S. 28. Durch jeden
derselben gehen (v — o — 7) Zweige der Restcurve und (v; — o)
Blitter von #,, aber sowohl die einen wie die anderen haben jetzt
mit #, einen dreipunktigen Contact in den nimlichen drei unend-
lich benachbarten Punkten von A ; jeder Punkt der jetzigen Gruppe
absorbirt also & (v — o — 1) (v; — ¢;) Schnittpunkte.

8°. die27=v(— 1) — p— 3+ —a (s — 1) einfachen Schnitt-
punkte der Restcurve von F mit K.; jeder derselben absorbirt
offenbar (v, — ;) Schnittpunkte.

Indem wir nun die in diesen drei Gruppen enthaltenen Anzahlen
von 2 a'. r, subtrahieren, dann das némliche machen fiir die Rest-
curve von F und die Fliche #, und diec Resultate addiren, er-
halten wir die im Endlichen, aber nicht in B liegenden Doppel-
punkte der Durchdringung. Bedenken wir dann endlich dass je
zwei dieser Punkte symmetrisch liegen in Bezug auf B, so erhalten
wir folgendes Ergebnis: es gib¢

dn=arn—8p—L2e—28—o¢—8)(—a) —
3oe(—0—1)(y,—0)) — 7 (v, —0)
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Kreise welche C doppelt und C, einfach beriiiren; und eine ent-
sprechende Anzahl J,, gilt fiir C, und C.

Dieses neue Resultat liefert uns jetzt eine sehr scharfe Kontrolle
fiir die bereits § 11, S. 36 gefundene Anzahl #" der Kreise welche
die Curve C in drei verschiedenen Punkten beriithren. Denn wenn
wir unsere Durchdringungscurve als Bestandteil der Doppelcurve des
Systems F - F, auffassen, so sind die von uns soeben aufgefun-
denen Doppelpunkte der Durchdringung offenbar dreifache Punkte
der Gesamtdoppelcurve, und ihre Projektionen auf B Centra von
Kreisen welche die Curve C - C, dreimal beriihren; wenn wir
also in der Formel fiir ¢ auf S. 36 w ersetzen durch w 4 p,,
v durch v 4+, u.s. w., und dann die zu C und C, gehérigen
Zahlen ¢ und ¢', subtrahieren, so muss genau die Summe der im
obigen Satze enthaltenen Anzahlen J,, und J,, iibrigbleiben; die
allerdings etwas umstindliche Rechnung bestitigt dies.

Die dy, -+ J,, im obigen Satze aufgefundenen Doppelpunkte stellen
nicht simtliche Doppelpunkte unserer zu untersuchenden Curve dar,
auch nicht wenn man noch die w w, Schnittpunkte von C und C,
hinzufiigt, denn die Durchdringungscurve wird von einer gewissen
Anzahl senkrecht auf der Ebene B stehender Geraden in zwei
Paaren von in Bezug auf B symmetrisch liegenden Punkten ge-
schnitten werden, und die Durchstosspunkte dieser Geraden werden
also Doppelpunkte der Projektion der Durchdringung sein; cyklo-
graphisch unterscheiden sich dieselben von den dy - J;, bereits
gefundenen dadurch dass sie nicht die Mittelpunkte sind je eines
Kreises der die eine Curve zweimal, die andere einmal beriihrt,
sondern im Gegenteil von je zwei verschiedenen Kreisen welche
beide Curven nur einmal beriithren; und auch rein dusserlich sind
diese scheinbaren Doppelpunkte von. den wirklichen leicht zu unter-
scheiden, denn von diesen letsteren  liegen die d;, auf dem Ort
der Centra der die Curve C, und die J;, auf dem Ort der Centra
der die Curve C; doppelt berithrenden Kreise.

Die Bestimmung der Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte ge-
lingt nun indem wir, die Durchdringungscurve als Teil der Gesamt-
doppelcurve des Systems F - 7, auffassend, zunichst die Klasse
ihrer Projektion bestimmen. Dazu brauchen wir einfach in der
Formel fiir R, § 10, S, 30, die nun schon mehrfach benutzten
Substitutionen w - w, anstatt w, u. s. w., zu machen und dann
die Zahlen R und R," zu subtrahieren; man findet dann folgendes
Resultat:

die Klasse des Ortes der Centra der die Curven C und Cy be-
riihrenden Kreise ist gleich :
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B =2y(u+uw—2¢ —0a) +2yp-+v—26—90s) —
Qv(n—e—a)—2uly —e—o)—2¢(g,+ 00)—2 (6 + 0)—4o0y.

Und nun gibt die Pliickersche Formel:

R=d@—1)—28—37

(
sofort: yzéyquy—H—ﬁy,

Diese Anzahl J" enthdlt nun erstens die dy -+ J), wirklichen
Doppelpunkte, zweitens die @ w, Schnittpunkte von C und C,,
drittens die vielfachen Punkte im Unendlichen, und endlich viertens
die gesuchten scheinbaren Deppelpunkte; es sind also noch die
Punkte der dritten Gruppe in einfache Doppelpunkte aufzulosen.
Diese Punkte sind die folgenden:

1°) diejenigen der Gruppe 1 S. 50. In jedem derselben liegen
zwel (v, — o)-fache, resp. (v — o)-fache Punkte unmittelbar neben
einander, jeder zihlt also fiir (v, — o) (y — oy — 1), Tesp. (v — o)
(v — ¢ — 1) Doppelpunkte; im ganzen erhalten wir also

w—8e—2(—a)y—a—1D+(m—2—20a)
v—0)@y —ao— 1)

2°) die Punkte der Gruppe 2 S. 50. Hier liegen je drei viel-
fache Punkte unendlich nahe zusammen, sodass wir erhalten

3 3
50'(”1——0'1)(1/1—01—1)—,L—§a1(v—a)(v—a——1).

3°) die Punkte der Gruppe 6 S. 50. Jeder derselben zéhlt fiir
zwei Doppelpunkte, und die Anzahl der Punkte ist 2 ¢ oy, also
erhalten wir einen letzten Beitrag von 4 say.
 Bezeichnen wir die Summe der in diesen drei Gruppen ent-
haltenen Anzahlen mit J., die Anzahl der scheinbaren Doppel-
punkte aber mit J*, so ist nun

P =10"—pp— dy — Iy — .
Also:

es gibt 9% :é 2’ (2" —1)— R — 37"( ey, — By — By~ P

Doppelpunkte in wunserer ebenen Curve welche Mittelpunkte sind
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von zwei verschiedenen die Curven C und Cy je eimmal berikrenden
Kreisen.

Die in dieser Formel auftretenden Gréssen 2", %", doy, d10, B,
d» finden sich resp. auf SS. 48, 51, 52, bH4.

Wir bestimmen zum Schlusse noch die beiden Indices der Reihe
der Kreise welche die Curven C und C; zugleich beriihren. Es sei
ein beliebiger Punkt P gegeben und der zugehorige cyklographische
Kegel konstruirt worden; derselbe schneidet die Durchdringungs-

curve der Flichen # und F, in 2 | rry — 20 —0)()y — o)) ( =

B(p+v—2c— o) (i +n—2e—o)— 46— ) —0)
Punkten, und von diesen liegen im Unendlichen :

1°) die Punkte der Gruppe e) § 9, S. 27 (Vergleiche auch S. 50).
Durch jeden derselben geht der Kegel einfach und die Durch-
dringungscurve (v — ¢)- und resp. (v — oy)-fach, und die Tangenten
fallen alle mit der Tangente an K. zusammen; wir erhalten also
Im ganzen 4(u —2e—20)(yy — ) + 4y — 26 — ) (v — 0)
Schnittpunkte,

2°) die Punkte der Gruppe f) § 9, S. 28 resp. 50. In jedem
derselben liegen 3 (v — ;) und resp. 8 ( — o) Schnittpunkte ver-
einigt, und die Anzahlen der Punkte sind 2 s und 2. Diese
Gruppe gibt also einen Beitrag von 6 ¢ (% — ;) + 6 04 (v — ©)
neuen Schnittpunkten.

3°) die 2 (v», — o g,) einfachen Schnittpunkte der Durchdringung
mit K., herrithrend von den gemeinschaftlichen Tangenten von
C und C,.

Subtrahiert man die Summe dieser drei Anzahlen von der oben
angegebenen vollstindigen Anzahl, so erhdlt man die Anzahl der
endlichen Schnittpunkte des Kegels mit der Durchdringung, und
wenn man beachtet dass diese paarweise symmetrisch liegen in
Bezug auf B, so ergibt sich:
der Punktindex der Reike der die Curven C und C; berihrenden
Kreise ist gleich (2 —+v—4e—0o) (2 py+ v, — 46 —o).

Und diese Formel lisst sich mittelst der nun schon mehrere Male
vorgenommenen Manipulation auch herleiten aus der entsprechenden
Formel des § 12, S. 40.

Zur Bestimmung des Tangentialindex brauchen wir eine beliebige
Gerade g. Die eine der durch dieselbe hindurchgehenden 45°
Ebenen schneidet die Durchdringung in & 2" Punkten (§ 15, S. 48),
und diese liegen, wenn ¢ beliebig ist, alle im Endlichen; also:

der Tangentialindex der Reike der die Curven C und C, beriik-
renden Kreise ist gleich 2 «'.
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Wir haben bereits bemerkt dass die Zahl 2 2” sich in bekannter
Weise herleiten ldsst aus 2 2.

§ 16. In diesem letzten § betrachten wir noch kurz die ge-
meinschaftlichen Punkte von drei cyklographischen Flichen F, F),
F,, und losen damit das Apolloni’sche Problem fiir drei beliebige
Curven C, C;, O, Zu diesem Zwecke schneiden wir die Durch-
dringungscurve der beiden ersten Flachen, welche § 15, S. 48
zufolge von der Ordnung 2 z” ist, mit der dritten, und ziehen die
unendlich fernen Punkte ab. Die vollstindige Anzahl der Schnitt-
punkte ist gleich

Ra". 1y =8~ v—2e—0)(y+ v —2¢—0y)(Hat%—26— 1)
— (ot —R&—0) (v — o) vy — ),

und von diesen liegen im Unendlichen :

1°. die 2 (v —2¢e— 207) Punkte der Gruppe e) § 9, S. 27,
resp. § 15, S. 50. Jeder derselben absorbirt 2 (v, — ;) (v; — a9)
Schnittpunkte; wir erhalten also, indem wir auch die entsprechenden
Punkte der Fliche F, beriicksichtigen :

2(u—2 e—2 0)(V;— 01) (Vo— 0o) +4(1—2 §,—2R 01) (v — ) (va— )
Punkte.

R°. Die Punkte der Gruppe f) § 9, S. 28, resp. § 15, S. 50.
Jeder derselben absorbirt 3 (v, — &) (v, — o5) resp. 8 (v — ) (v, — o9)
Punkte, zusammen also 6 ¢ (v, — ) (v — 73) + 6.0y (v — 7) (9g — 7).

3°. Die 2 (v — o) einfachen Punkte welche herrithren von
den gemeinschaftlichen Tangenten der Curven C und G,

Weil die Fliche F, (v, — op)-mal durch K. hindurchgeht so
reprisentieren diese Punkte & (v v, — ¢ 0,) (v, — ¢,) einfache Schnitt-
punkte der drei Fléchen.

Nach Subtraktion der in diesen drei Gruppen enthaltenen unend-
lich fernen Punkte von der Gesamtzahl 2 &".r, und nachheriger
Division durch 2 erhélt man die Anzahl der Kreise welche die drei
vorgelegten Curven C, C, C, gleichzeitig beriihren. Fiihrt man die
Rechnung durch so erhédlt man zundchst einen Ausdruck welcher
in Bezug auf die Charakteristiken der drei Curven nicht symme-
trisch ist, aber durch Umrechnung auf eine einfache symmetrische
Form gebracht werden kann. So entsteht der folgende Satz:

es gibt:

Rutv—2e—anQRu +un—42e—o)Ruotvo—46—0y)
—d(—2e)(p, —28) (ky — 2 &)

Kreise welche die drei Curven C, C,, C, gleichzeitiq beriihren.



LEHRE VON DEN EBENEN CURVEN. 57

Die Formel gibt fiir drei gerade Linien 4, fiir drei Kreise 8,
fir 3 Kegelschnitte 184, fiir 2 Kegelschnitte und einen Kreis 72,
fiir einen Kegelschnitt und zwei Kreise 24, fiir 2 beliebige Kegel-
schnitte und eine Parabel 148, einen Kegelschnitt und zwei Para-
beln 118, 38 Parabeln 93, fiir 3 beliebige C} 1620, 3 circulare
C3 508, u.s. w.

Schlussbemerkung. Den Ausgangspunkt der vorhergehenden Be-
trachtungen bildeten die Biischel der Kreise welche in den Punkten
der gegebenen Curve die zugehorigen Tangenten beriihren. Lasst
man alle diese Biischel um 90° drehen so erhdlt man simtliche
Kreise welche die gegebene Curve rechtwinklig schneiden, und die
durch dieses Kreissystem abgebildete cyklographische Fliche, deren
einfachste Gestalt, abgesehen von der Ebene, durch das gleichseitige
Rotationshyperboloid dargestellt wird (nimlich wenn die gegebene
Curve ein Kreis ist), und welche also nicht mehr developpabel ist,
muss uns belehren iiber die Kreise welche die gegebene Curve ein
oder mehrere Male rechtwinklig schneiden, iiber den Ort der Punkte
von wo aus an die Curve zwei gleich lange Tangenten gelegt
werden konnen, u.s. f. Hs fragt sich in wie fern hierbei Resultate
zu Tage treten welche die Miihe der Untersuchung lohnen.

Delft, im December 1903.

(10 Mei 1904.)
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