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EINLEITUNG. 

Bekanntlich erhält man eine geometrische Darstellung der 00 2 

complexen Zahlen w = u + iv, indem man jeder Zahl w denjenigen 
Punkt einel' Ebene zuordnet, der in Bezug auf ein fest angenom
menes rechtwinkeiiges Axenkreuz die Coordinaten u, v hat. Handelt 
es sich um eine geometrische Abbildung der 00 4 Zahlenpaare w, w

/
, 

so liegt der Gedanke nahe, den vierdimensionalen Strahlenraum 
heranzuziehen . 

In der vorliegenden Arbeit sollen die complexen Grössen w und 
w', in der ohen erwähnten Weise, den Punkten zweier parallelen 
Ehenen [w J und [W'J zugeordnet werden, welche im Abstande ft 
derart gestellt sind, dass die "reelle" und "imaginäre" Axen der 
einen Ehene die orthogonn.len Projektionen der analogen Axen der 
zweiten Ebene sind. 

Das Zaltlenpaar (w, w') lIlöge a18dann duren die Gerade vertreten 
werden, we/ene die "Punkte" 'IJ) und 11/ t'erbindet 1). 

') Als ich bereits einen Teil der vorliegenden Arbeit beendet hatte, t'rfubr ich durch 
eine Fussnote auf Seite 319 von Band IU 2, Heft 3 der· ,.Encyklopädie der mathema
tischen Wissen schaften", dass Weierstrasz dasselbe Prinzip in seiner Arbeit über die 
Abelschen Funktionen angewandt hatte (Mathem. Werke. Heft IV). 

Allerdings fand ich in Weierstrasz: Vorlesungen über die Theorie der Abelschen 
Transcendenten, Sechzebntes Kapitel: Die Perioden der Abelseben Integrale erster und 
zweiter Art, S. 323; folgendes: 

nDie Eigenscbaft des algebraïschen Gebildes, dass zwei beliebige seiner Stellen ver
bunden werden können, ohne dass die Verbindingslinie einen willkürlich angenommenen 
Kreis von Wertbepaaren kreuzt, kann man sicb in folgender Wei se geometrisch ver
anschaulichen: Man denke sich die Werthe von x nnd die von y in zwei paralleIen 
Ebenen dnrch Punkte dargestellt, nnd ein Werthepaar (x, y) dnrch den Strahl, welcher 
entsprechende Pnnkte der bpide Ebenen verbindet. Eine ~tetige Folge von Paar en (x, y) 
wird alsdann dnrch eine stetige Folge von Strablen repräsentiert, die eine geradlinige 
Fläche bilden. Dann folgt ans dem vorbergehenden, wenn wir irgend zwei Strahlen 
s, nnd s. ins Auge fassen, dass es möglich ist, den Strahl 8, so zn bewegen, dass er 

B 1* 
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Wenn zwei Grössen w und w' dUl'ch eine Fllnktionalbeziebung 
vel'knüpft sind, so werden einern Punk te w ein oder mehl'el'e Punkte 
w' zugeol'dnet. Jede Combination (10, w'), welcbe der Beziehung 
genügt, wird durch einen bestimmten Strahl dargestellt. 

Ist die Beziehung zwischen den GrÖ3sen w nnd w' altJebraiaclt, 
so wird offenbar jeder Punkt von [w J mit einer endlicRen Zahl 
von PlIlJkten 10' durcll Stmhlen vercinigt. Auf diese Weise wird 
aus del' viel'fach nnendlichen Menge der Strahlen, welche alle 
Punkte von rw J mit allen Punkten von [w'J verbinden, eine zwei
fach unendliche Menge abgesondert, also ein zweidimensionales 
Strahlensystem, d.h. eine ()ongroenz. 

Eine algebraïsche Funktion 

10' =/(w) 

wird daher repräsentirt durch eine algebmiache 8trahlencon!lruenz, 
deren Eigenschaften durch den Karakter der betrachteten Funktion und 
durch die Beschaffenheit der gewählten Abbildung bestimmt werden. 

Bekanntlich wird durch die Funktion 

1(J' =.f (10) 

eme cOllforme A bbildullg auf die complexe Ebene [w J vermittelt, 
d. h. die Figuren in [w'J sind in den kleinsten Teilen den ent
sprechenden :Figul'en in· [w J ähnlicb. 

Eine durcb den Punkt 10 beschriebene Kurve wird bestimmt 
durch ihre Gleichung 

cp Cu, v) = o. 
Ist nun abel' w' durch die Funktion 

w' =/(w) 

beständig ein Strahl des Strahlensystems bleibt und sehliesslieh in s. übergeht, ohne im 
Verlaufe dieser Bewegung jemals wit einem Strahle der Fläche zu~ammen zu fallen. 
Der bewegliehe Strahl kann allerdings die Fläehe schneiden, aber ihr niemals in seiner 
ganzen Ausdehnung angehören. Das Strahlensystem verhält sieh ähnlieh wie eine Ring
fläche, die z. B. dureh einen erzeugenden Kreis nicht in zwei getrennte Theile zerlegt 
wird, auf der vielmehr zwei wiJikürlich angenommene Punkte stets ohne ûbersehr~itung 
eines soleben Kreises dureh eine auf der Fläche liegende Linie verbunden werden können. 

Der Gedanke, dass die von mir skizzirte Methode nuch dem Genie Weierstrasz' nütz
lich erschienen, übte freilieh auf mich einen gewissen Reiz, obgleich ich es begreif
licherweise bedauerte, den Anspruch auf Priorität, sei es auch einem solchen Riesen 
abtreten zu müssen. 

Dass ich mich ab er doch entschloss die von mir angefangenen Untersuchungen fort
zllsetzen, diirfte gebilligt werden dureh die ûberlegung, daas Weierstras% obige Methode 
nur in einem sehr speziellen Fall angewandt hat, indeBS es sieh in meiner Arbeit um 
eiufachere und allgemeinere Problemen handelt. 
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auf w bezogen, so wirdauch 10' = u' + iv' ellle Bahn beschrei
ben , welche einer Gleichung 

'(" 0 lP u,v)= 

entspricht, und die Ahhildung der Bahn lP genannt werden kann. 
Die Kurve lP werde dann nnd wnon mit dem Namen Objektlcurve, 

die Kurve lP' dementsprechend rnit dem Namen Bildlcurve angc
gedeutet. 

Die conformen Abbildnngell, welche dllrch Funktionen w' = lew) 
einfacher Notur veranlasst werden, hl'auchen jetzt nicht eingehend 
erfOl'scht zu werden; sie sind ja scholl gründlich erledigt. 

.E8 i8t . viebnehr Un8el'e Absicht die conformen AbbilduIlfJe7z z·u 
ermitteln, welche zusa1Jl1llenhanfJen mit Funktionen, die in Compli
zier/heit der Gestalt übe7' die au! die8em Gebiete fJewöhnlich au/b·e
tenden hinausfJehen. 

Die Forschung wird \'011 del' oben dargelegten Methode wesent
lich unterstützt. 

Wie schon vorher bemerkt wurde, gieht jede algebraische :Funk
tion zn eiuer gewisselI Strahlencongruellz vel'fllliassung. Es hat jedoch 
nicht jede Stmhlencongruenz die Eigellschaften, welche es ihr ermög
lichcn die Darstellung einer Funktion zu sein. 

Bekanntlich wird CillC Congl'Uem~ verb'eten durch zwei Gleichun
gen zwischen den vier ullflhhängigclI Pornmetern Pl'P2,P3,P4 ·der 
Geraden, etwa dureh 

cp (PI ,P'l.,P3,P4) = 0, 

~ (PI' P2' P3 ,P 4) = o. 
Es lässt sieh zeigen, dass von · einer "Abbildungseollgruenz" 

(CP, ~) die Glcichung cP = 0 willkürlich angenommen werdendarf, 
dass jedoeh die Funktion ~ = 0 zwei simultanen partiellen Diffe
rentialgleichungen gCIIligen muss. 

Für unseren Zweck ist nun folgender Satz von grösster Wich
tigkeit: Eine Cöngrnenz, welche eine gewisse Funktion darstellt, 
vertritt zugleiçh eine Gruppe andererFunktionen, die im al1geUleinen 
eine verwiekeltere Porm aufweisen. 

Die Erliiuterung dieses Satzes möge auf deu sechsten Ahsehnitt 
verschoben werden, wo wir ausführlich darlegell werden, wie mit 
Hülfe einer nämlichen Congruenz mehl'ere l~nnktionen abgebildet 
werden können. Allein möchten wir, in Bezug auf die technische 
Analyse, welcher. wir die zu untersuchende Congrllenzen in den 
folgenden Abschnitten unterwerfen, hier betonen, dass das Haupt-
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gewicht auf die Regelflächen fäIlt, die durch einen Congruenzstrahl 
erzeugt werden, wenn dieser beständig eine gewisse Kurve schneidet. 

Zum Sehluss dieser Einleitung wollen wireine Obe!Sicht über 
den Inhalt der folgendenden Abschnitte geben. 

Den ersten Abschnitt widmen wir der Einführung einiger Coor
dinatensysteme, wie auch der Bezeichuung, welche wir im folgenden 
(möglichst consequent) anwenden werden. 

Im zweiten A bschnitte werden die einfachsten zwei Strahlen
congruenzen (wie zur Vorübung) analytisch untersllcht, nämlich die 
Congruenzen, welche den Funktionen w' = c2 : w und 1// = w 2 : C 

angeh0ren. 
Der dritte Abschnitt euthält die Darlegung einer verkürzten 

algebraischen Operation , welche nns die Rechnung im nächsten 
Abschnitte zu erleichtern ermöglicht. 

Im vierten Abschnitte werden die Congruenzen, welche die 
.Funktionen w'n = wm und w'n = 1 : wm yertreten, eingehend ana
lytisch behandelt. 

Im fünften Abschnitte wenden wir die im IV. Abschnitte erhal
tenen Resultaten, kurz gefasst, auf die Congrnenzen an, welche 
die .Funktionen w' = wa, w'2 = wa und 11/ ~ 1 : w2 repräsentiren. 

Der sechste Abschnitt bietet eine möglichst erschöpfende . Ober
sicht über eine Methode, welche gestattet eine nämliche Congruenz 
für. die Abbildung mehrerer Punktionen zu verwenden. 

Gern hätten wir wenigstens die einfacheren Congruenzen geome
trisch erörtert; der Kürze wegen haben wir diesem Vergnügen 
entsagen müssen. Daher sind alle Untersuchungen In analytischer 
Form dargestellt. 

Zur Vorbeugung etwaigen Missverständnisses sei es uns erlaubt 
zu betonen, dass wir nicht beabsichtigten: cO'ltforme Abbildungen zu 
unterauchen, 80ndern nur die Unterauchung conformer Abbildungen zu 
erleiclttern. 



ERSTER AHSCHNITT. 

Waltl der Coordinatens!jsteme. 

Be zei eh n IHl geit. 

~ 1. In Betracht der folgellden ErÖl'tel'llllgell, welche von über
wiegend analytischer ' Art sind, ist es von grösster Wichtigkeit genau 
Zll überlegeu, in Bezug anf welches Coordinatensystem WIr unsere 
Gebilde durch Gleichungell bestimmen werdeu. 

Handelt es sieh um die wahre Gestalt der :Figuren, so liegt es 
nahe, ein nicht-homogenes Coordinatensystem zu verwenden. 

Betrifft es abel' EigenschaftelI , welche nul' die gegenseitige Lage 
der verschiedenen Grundgebilde in Betracht ziehen, - wollen wir 
z. B. entseheiden, ob eiue K nrve durch einen gewissen Punkt hin
durchgehe, ob dieser Punkt singnlär sei, welche seine 'fangenten 
seien, oder ob eine gewisse Ebene eillc gegebene Gerade enthalte , 
von welcher Ordllung eille gewisse Regelfläche sei, - so bietet 
ein homogenes Coordinatensystem ullschätzbare Vorteile, besonders 
wenn seine Coordinatenebenen mit Ebenen zusnmmenfallen, welche 
in Bezug auf die zu untersuchenden Gebilde eine spezielle Bedeu
tung haben. 

Die wn.hre Gestalt ist nntürlich daun ruassgebend, wenn wir 
WIssen wollen, wie es steht UUl die Bildkurve einer gewissen 
Kurve, z. B. eines Kreises. Es sei z. B. diese Bildkurve eine Lem
niscate. Die synthetische Betrachtungen wiirden uns lehren, dass 
ein gewisser Kegelschnitt sieh abbildet in eine biquadratisehe Kurve 
mit drei Doppelpunkten, von denen zwei überdies gewöhnliche Punkte 
des abgebildeten Kegelschnittes sind. Wenn wir jedoeh naehher die 
beiden letztgenannten Punkte mit den Kreispunkten identifizirt . 
haben, ergiebt sich für den Kegelschnitt ein Kreis und für die 
trinodale Kurve vierter Ordnung eine Lemniseate. 
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Wollten wir auch die Dimensionen dieser Figuren untersuchen, 
so würde die Anwendung eines nicht-homogenen Coordinatellsystems 
zweckmässig sein. 

Bevor wir jedoch über die Dimensioncn und die Gestalt der be
trachteten Figuren urteilell können, müssen wir sie erst in Hinsicht 
ihrer geometrischen Eigenschaften vollständig dnrchforschen, und hier
bei kann ein homogenes Coordinatensystem Vorzügliches leisten. 

Es lässt sich jetzt vorhersagen, wie beide Systeme benutzt wer
den sollen. 

Da die Vorstellung der complexen Zahlen an ein rechtwinkliges 
cartesisches System geknüpft ist, werden wil' beim Ansatz des Pro
blems uns eines triorthogonalen, llicht-homogellen Systemes bedienen. 
So bald die yorliegenden Gebilde auf dieses System bezogen sind, 
wollen wir ein homogenes Cool'dinatensystem heranziehen, welches 
wir so lange beibebalten, bis die erwünschten Figuren in rein geo
metrischer Hinsicht bekannt geworden sind. 

~ 2. J. lJas trim·thogonale carlesische System. 
Den Anfangspunkt legen wir in den Nllllpunkt 0 der Cw]-Ebene. 
Die Z-Axe coincidirt mit der Normale von [wJ, welche die 

N ullpunkte 0 und 0' von [U) ] nnd [w'J \'erbindet, und ist von 
o nacb 0' gerichtet. 

Die Ebene z = 0 ist deshalb mit der Ebene [w ] identisch . 
... Die X-Axe wird längs der Axe del' positiven re ellen Zahlen III 

[wJ gel egt. 
Die Y-axe wird mit der Axe der positiven imaginären Zahlen 

zusammenfallen. 
Die Grösse w = u + iv wird daher durch den Punkt abgabildet 

mit den Coordinaten 

(J) = ze, 
y = v, 
z= o. 

Die Grösse w' = u' -t- iv' wird nun durch den Punkt vertreten 
der bestimmt ist durch 

, 
(J) = ze , 
. , 
y = v , 
z= h. 

Eine durch w beschriebene Bahn bekommt deshalb die Glei
chungen 



WAHL DER COORDINATENSYSTEME. BEZEICHNUNGEN. 9 

I/J(a,',y) = 0, 
z = 0, 

während eme durch w' erzeugte Kurve durch 

dargestellt wird. 

cp' (x,!J) = 0, 
z = lt. 

Der Strahl, welcher den Punkt w = u + t'v mit dem Punkte 
10' = u' + iv' verbindet, wird somit dm'ch 

x = ;.: lt + (1 - ).) u' , 

y = ). v + Cl -).) v' , 

z = Cl -).) h, 

oder, nach Elimination yon )., durch 

gegeben. 

kT = lt' Z + 1t (h - z) , 

h!J = v' z + v (h - z) 

Die Kreispunkte der Ebene z = 0 (also auch der Ebene z = lt) 
werden mit I und J angedeutet. 

Bedenken wir, dass wir fortwährend mit den Combinationen 
u + iv, u' + iv', also x + iy zu schaffen haben, so kann es UllS 
nicht wundern, dass diese Kreispunkte im Folgenden eine bedeu
tellde RoBe spielen werden. 

§ 3. Il. Die hornof}enen Coordinatensysteme. 
Wir wähiell 
a) ein festes Coordinatentetraeder Xl X2 Xa X4 , wo Xl mit dem 

Kreispunkte I (x - i!J = 0), X2 mit dem Kreispunkte J (x + i!J = 0) 
zusammenfäl1t. 

Die Ecke Xa legen wir in 0, die Ecke X4 in 0'. 
Die Gleichungen der Ebenen diesès 'fetraeders in Bezug auf das 

thriorthogonaie System sind daher 

X2 Xa X4 oder Xl = o .... x+W=O, 
Xl Xa X4 " 

x2 = 0 .... x-i!! = 0, 
Xl X2 X4 " xa = 0 .... z = lt, 
Xl X2 Xa " i/?4 = 0 .... z= O. 
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Wir setzen nun 

{() + iy 
,vI = , 

c 
, {()-~// 

<1 2 = , 
C 

ft- z 
tI: = --, a ft 

z 
{() --. 

4 - ft 

Hier ist c ell1e reelIe COllstante, übel' welehe wir erst später 
verfügen werden. 

Die Gleichungen del' ehemaligell Coordinatenebeilen sind nun 

Y 0 Z ader tI: = o ... , tIJl -t- tIJ2 = 0 , 
.X 0 Z " Y = O. . .. tIJl - tIJ2 = 0 , 
X 0 Y" z == o .... {()4 = 0, 

Eine zu [w] und [lO'J pnrallele Ebene wird dahel' dureh 

bestimmt. 
Da p. = 0 die Ebene [w '] und p. = 00 die Ebene [w J darstellt, 

werden Wil' gelegentlich die Ebene [w /} mit wo' die Ebene [wJ mit 
w 00 andeuten; das Zeichen WIL möge eillel' willkürlichen zu [w ] und 
r W'J paralleIen Ebene tIJa = p.tIJ4 angehören. 

Die unendlich ferne Gerade der Ebenen z = k, welche wir ge
legentlich mit 1'100 bezeichnen werden, hat somit die Gleiehungen 

tIJ3 = 0, 
1.V4 = o. 

Dagegen wird die Gerade 00' durch 

dargesteIl t. 
Eine dureh 00' gelegte Ebene werden wir dureh 

bestimmen ; sie wird aueh mit et bezeichnet werdeIi; ihr Schnitt
punkt mit Xl X2 wird Bt heissen. 
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Eine spezielIe Bedeutung haben die Ebenen el' wenn t eine 
Einheitswurzel ist. 

Nennell wir die N-te Wurzel der Einheit T N , so wird offenbar 
die entsprechende Ebene e;. und ihr SchniUpunkt mit Xl x'2 ET 

N N 
genallnt. 

Unter diese speziellen Ebenen ragt die Ebene el' d. h. die Ebelle 
{C2 = {Cl (die Ebene durch die reellen Axen) besonders hervol'. Diese 
Ebene el werden wir bäufig nur · mit e, ibren Schnittpunkt mit 
Xl X2 durch B bezeichnen. 

Auch die Ebene ê_t tritt öfters hervor (namentlicht im Il. Ab
schnitte). Sie bekommt dann und wann den Namen e, ibr Schnitt
punkt mit Xl X2 das Zeichen E. ê_ 1 oder e' ist offel1bar die Ebene 
durch die imaginäl'en Axen. 

Eine willkürlicbe Gerade list durch ihrel1 Schnittpunkt A mit 
[wJ (cV4 = 0 oder wa) und ihren Schnittpunkt B' mit [w'J (''Va = 0 
oder wo) bestimmt. 

Es sei der · Punkt A 111 W durch 

''V1 --"l - UI' 
{Ca 

der Punkt B' 1ll Wo dUl'cb 

<IJ 

{C 
'-z-a {C4=O, - 2' 
{Ca 

festgelegt; die Geradc A B' wird daher durch die Gleichungen 

vertreten. 

{Cl = al {Ca + bI' x 4 ' 

{C2 = a2 ,va + b2
' ,'V4 • 

Ist der Punkt B' vermöge einer ge wissen Funktionalbeziehung 
dem Punkte A zugeordnet, so wird er nicht B' sondern A' genannt. 

Eine Gerade, welcbe einen Punkt P in w mit einem ibm 
<IJ 

zugeordneten Punkte P' in Wo vereinigt, ist ein Congruenzstrahl. 
Es sei P d urch 

Xl {C2 
11:4 = 0, - =Pl' - =P2' 

{Ca cV a 
P' durcb 

{C 
I ''V2 I -.1_ - P Xa = 0 - I , - = Jl2 ' 

'V4 X4 
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bestimmt, so erhellt, dass der Congruenzstrahl P P' durch 

dargestellt wird. 

. il'l = Pt il's + PI' il'4 ' 

il'2 = P2 il's + P2' il'4 

Oft sind wir gezwungen den U nterschied zu betonen zwischen 
einem festen Congruenzstrnhle und einem oeweglichen, welcher z. B. 
eine Regelfläche erzeugt. 

In unserel' Bezeichnung heben wir diesell Unterschied hervor, 
indem wir den festen Congruenzstrahl mit 8, seine Spuren in w"" 

und Wo bez. mit 8 (ilt = 81 , il'2 = 82 , !1J4 = 0) und S' (il't = 
~ ~ ~ 

= 81 ', il'2 = 82', il's = 0), den beweglichen Strahl dagegen mit 
il'4 

P, q oder r, seiue Spurell in w"" mit P (PI' P2)' Q (ql' Q2)' R (rl "2)' 
in Wo mit P' (P'l ,P' 2)' Q' (Q1' , Q2') , R' (rl' ,1'2') bezeichnen. 

Die Bestimmung einer Geraden I mittelst ihrer Spuren in w"" 
und Wo wird hinfällig, wenn sie den beiden Ebenim parallel ist 
und diese deshalb in demselben Punkte der unendlich fernen Ge
raden A"" schlleidet. In diesem Falie wird eine Grenzbetrachtung 
erfordert um die Schnittpuukte mit w"" in Wo in der Rechllung 
verwenden zu können. 

Die in der J1Jbelle Wf~ (il's = fJ-il'4) befindlicbe Gerade I". sei durch 

gegebeu. 
Es ist nun unsere Aufgabe sie mit 

zu identifiziren. 

il'l = al il's + óI' il'4' 

il'2 = a 2 il's + ó2' il'4 

Die Ebene il's = fk7J4 werde vorläufig durch die Gleichung 

dargestellt, in welcher später 

gesetzt wird. 
Die Tatsache, dass die Schnittlinie der Ebenen a:x; = 0 und 

ax' = 0 mit der Gerade 

il'1 = al il'g + bI' il'4' 

il'9, = a9, il'll + Ó9,' il'4 
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zusammenfällt, bedingt die folgenden Identitätell 

Cll,'l'l + Cl2 a'2 + ClS a's + Cl4 a'4 - Àl (mi - al a's - bi' m4) + 
+ À2 (m2 - a2 ms - b2 'm4) , 

Cll' mI + Cl2' m2 + as' a's + Cl.!' m4 À I ' (mI - al ms - bI' a'4) -t-
+ À2' (m2 - a2 ms -- 62' m4 )· 

Durch Elimination von ),1' À2 ' Àl ' nnd À2 ' ergiebt sich hieraus 

(1) 

demnach ist 

- ~2 ' els + a s ' Cl2 
al = , " 

Cl2 al - al Cl2 

b ' _ - ~' Cl4 + Cl4' a 2 1 - , »._ - ,- - ' 
a 2 al - al a 2 

und daher 

bI' - el2' Cl4 + Cl4' "2 b2' _ ClI' Cl4 >- Cl4 ' al 

al = - ~' aa + els' ~' a 2 - Cll' as - a.s' al· 

Wegen der Relationen al' = a2' = 0 und a4' = - ""aa' finden wil' 

woraus hervorgehen würde 

wenn nicht al' a2 , bI' und b2 ' alle unendlich gross wären, weil 
ihr N enner n uil ist. 

In wirklichkeit jedoeh wird dem Ausdrucke 

al b2 ' - a2 bI' = D. 

ein unendlich grosser Wert zukommell, und zwar von derselben 
Ordnung wie al ,.a2 , bt' und b2'· 

Urn dies zu beweisen und zugleich al' a 2 , bI' , b2' und b. zu 
bestimmen , setzen wir vorläufig 
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6 ' 1 _ 
- - - fJ-I' 
al 

6 ' 2 _ u. 
- --.2' 
a2 

Ersetzen WIr In der zweiten Gleichullg (1) bI' ulld 62' durch die 
hieraus fliessendell Ausdrücke, so folgt 

fJ-l "I al + fJ-2 &tjj a2 = "4' 

Wir haben llunmehl' 

"lal +~a2=-"a' 
fJ-l al al +- f.l2 &tjj a3 = + "4 ' 

und bekommen a]so 

DemD8ch ist 

und schliesslich 

è. - a 6' - a b' - (fJ-2"a + "4) (fJ-l"3 + "4) (fJ-2 - fJ-l) = 
- 1 2 2 1 - "1 ~ (fJ-l - f.l2)'l. 

__ ~fJ-I a3 + a4) (fJ-2 &tg + (4) • 

al a2 (fJ-l - f.L2)· 

Der unendlich grosse Wert VOll al' a2 , bI" 62 ' nnd è. findet 
seinen Ausdruck in dem -Faktor fJ-l - fJ-2 des Nenners. Dieser 
'Paktol' ist tatsächlich nuH, weil fJ-l = fJ-2 = fJ-. 

Wir setzen jetzt 

fJ-l = fJ- + J, 
fJ-2 = fJ- - J. 

J n rler rrat ist J elne unendlich kleine Grösse; WIr dürfen SIe 
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also neben endlichen GröElsen vernachlässigen. Mit Rücksicht hierauf 
finden wir für al' a2 , bI" b2' nnd !::.. die folgenden Ausdrücke 

= _I- t'3l.±_Cl-.! , 
à l Zald 

p.as + a4 
a2 =- 2~cJ ' 

b ' = _ p. «(Joag + a4) , 
I 2 al J 

b ' = + p. (p.as3- (it4) , 

2 :2 a2 d 

6 = _ «(Jo as + Cl4)2 . 

2 al ~ d 
Setzen wir sehliesslieh 

p. as + Cl4 
=ao ' 

2 ~ a2 

so erhftlten wir die folgenden Werte 

al ao 
a2 =- --J-' 

bI' = _ P.12j ao , 

Es ist hieraus ersichtlieh, dass 6 von derselben Ordnung unend- . 
lich gross ist, wie al' a2 , bI' nnd b2', während überdies ihre 
Verhältnisse zn Tage treten. 

Ein Resultat eine Gerade betreffend, welche w~ undwo im 
Endlichen schneidet, und zwar w 00 in A (al' a2), Wo in B' (bI', 
b2'), kann sofort anf eine zu W

oo 
und Wo paralleIen Gerade lp. (be

stimmt durch I:al Xl = 0, Xs = P.X.j) iibertragen werden, wenn nur 
die Grössen al' a2 , bI" b2' und 6 = al b2' - a2bl ' durch die oben 
abgeleiteten Ausdrüeke ersetzt werden; naehher müssen wir noeh 
überall J aus dem N enner entfernen und schliesslich in die so 
erhaJtene Gleichung J = 0 setzen. 
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Die Gerade lp. schneidet Xl X2 oder Aoo im Punkte Lp.. 

Die zu W
oo 

und Wo paralIele Ebelle Wp. wird Xg X4 (Ua) in 
einem Punkte XI.L treffen, die Gerade t in Cp., die Congruenz-
stl:ahlen Jl, q, 1', 8 in P p., ap" Rp., 8f'.' . . 

Wir werden nunmehr eine andere Gruppe geometrischer Gebilde 
mit Namen versehen , welche ebenfalls in den folgenden Unter
suchungen eine bedeutende Stelle einnehmen, nämlich die Kegel
schnitte , welche durch die Punkte Xl und X2 hindurchgehen, also 
Kreise in Ebenen Wp., parallel oder identisch mit [10 J oder [w'J. 
Später sollen auch Ebenen parallel mit [10 J und [w'J als Abbil
dungsebenen verwendet werden; es mögen daher die einfachsten 
Gebilde (Geraden und Kreise) dieser Ebenen zuvor erörtert werden. 

Ein in Wp. befindlicher Kegelschnitt riJ. kann durch 

~~~~+~~~~+~~~+~~~~+~~~+ 
+ (ao {33 x3

2 + a g (3J x,/) = 0, 

vertreten werden. 
Die erste die~er Gleichungen verdankt ihre ziemlich verwickelte 

Form dem Umstande, dass sie so wohl für fI- = Cf) wie für fI- = 0 
die mögIichst einfache Gestalt annimmt: 

In der Tat giebt fI- = en 

-nnd fI- = 0: 

Wie bekannt ist der Ort der Pllnkte, wo ein Congruenzstrahl 
durch die ihm unendlich beuachbarten geschnitten wird, im Allge
meinen eine Pläche, die s.g. Folcaljtiiche. 

Die denmächst zu unterslLChenden Congruenzen sind dadurch 
geke11 11 zeichn et , dass ihre l"oknlfläche aus zwei Kegeln besteht, deren 
Spitzen mit den Kreispunkten der Ebenen [w J und [w'J zusammen
fallen. Diese Kegel sollen Ji'olcallce/lel genannt werden; den Fokal
kegel , dessen Spitze in Xl liegt, werden wir mit Fl' den andren, 
dessen Spitze X2 ist, mit }I"2 andeuten. 

Die Congruenzstt'ahlen können somit als die gemeinschaftlichen 
rrangenten der beiden Fokalkegel Fl und F2 betrachtet werden. 
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Ihre Berührnngspunkte mit den Fokalkegeln sind die Brennpunlde. 
Der eine Brennpullkt liegt demnach auf Fl' der andere auf F2 • 

Die auf Fl befindlichen Brenllpunkte der Strablen p, lJ, r, S 

werden mit P fl' Qrl' Rr], Srl; die auf F2 liegen den mit P f2 ' 
Qf2' Rr2' Sf2 angedeutet. 

h) Bewegliches hO'lnogenes Coordinatens!jstem, dessen Tetraeder 
.E.I 22 23 .E.4 eine solche Lage hat, dass .E.l mit Xl' .E.2 rnit X2 

zusammenfällt, während .E.3 im Schnittpunkte A, P , . Q, R, S der 
Gerade 1, bez. des Congruenzstrahles p, lJ, r, s mit der Ebene W 00' 

nlld 24 im Schnittpunkte B', P', Q', H, S' derselben Gerade mit 
der Ebene Wo liegt. 

Zwischen den letzteren nnd. den vorigen homogenen Coordinaten 
giebt es sodann diese Beziehungen : 

~l = mI - al m3 - bI' x4 
~2 = m2 - a2 X3 - h2' X4' 

~3 = m3 

~4 = m4 

oder 

~1 = xl -PI X3 -171' X4 

~2 = :r2 -P2 X3 - P2' X4 

~3 = X3 

~4 = X4 

U.s.w. 

Die betreffenden Geraden 1 oder Strahlen P, lJ, r, s werden 
daher durch 

bestimmt. 

~l = 0, 
~2 = O. 

Der Gerade X:'l X4 (00') -kommen hier diese Gleichungen zU: 

SoUten wir später Gebilden hegegnen, welche in obigem Ver
zeichniss fehlen, so werden wir ihre Bezeichnung möglichst zweck
mii.ssig wählen. 

Zum Schlnss dieses A bschnittes fügen wir eine schematische 
Übersicht der bisher angenommenen Bezeichnungen hinzll. 

Verhand. der Kon. AkBd. v. Wetensch. (1' Sectie) DI. X. B 2 



~ 4. BEZEICHNUNGEN. 

rl'riorthogonales Coordinatensystem X Y Z 
Ebene der Punkte (Grössen) w: z = 0 . 

" " " "iv': z = It . 
Nullpunkt von [wJ tC = 0, !J = 0, z = 0 

" ,,[ w'J , tC = 0, !J = 0, z = ft 
w = u +iv , '+., w =u 'tv 

Kreispunkte der Ebenen z = !c . 
Unendlichferne Gerade in z = !c 
Ebene der reellen Axen !J = 0 . 
gchnittpunkt von el oder e mit Aa, 

Ebene del' imaginären Axen tC = 0 
Schnittpunkt von e_1 oder e' ~it Aoo . 

2 /;: 'Ir 

Die N-te W urzel der Einheit, oder ei~ . 

. Ebene durch 00' tC - i!... = t 
tC + i!J 

Schnittpunkt VOD et mit Aa> • 

Ebene durch 00', bestimmt durch tC +~~ = T's 
tC z!J 

!J !cr 
oder ;; = - tg N 

Schnittpunkt von eTN mit Aoo 
Festes homogenes Coordinatensystem Xl X2 Xs X4 

tC + i!J 
tCl =--

C 

X-Z!J 
tC2 =--

C 

h-z 
a: =-- -

3 h 

z 
c'TJ t = -. ft 

Namen. 

[wJ oder Wrs; 

[w'J " Wo 
o 
0' 

I und J 
Aoo 

el oder e 

El " E 
e_t " e' 
E_t" ]jJ 
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Namen. 
Coordinatentetraeder Xl X2 Xs X4 

Xl = I, X2 = J, Xs = 0, X4 = A' 
(IJl = 0 Gleichung der Ebene X2 Xs X4 , oder J 00' 

(lJ2 = 0 " " " Xl Xs X4 ' " Ia 0' 
(IJs = 0 " " " X1 X2 X4 , "IJO',oder[w'],oderwo 
(lJ4 = 0 " " " X l X2 Xs' "IJO, " [w], " Woo. 

Willkürliche Gerade I 
Schnittpunkt von I mit W oo A 

Coordinaten von A 

Schnittpunkt von I ruit Wo 

Coordinaten von B' 

Gleichungen von I . 

Beweglicher COl1gruenzstrahl. 
Schnittpunkt von p, q, r mit W oo • 

Coordinaten von P u.s. w. 

Schnittpunkt von p, q, r mit wo' 

Coordinaten von P' u.s. w. 

Gleichungen von p u.s. w. 

Fester Congruenzst.rahl 
Schnittpunkt von 8 ruit woo • 

Coordinaten von 8. 

Schnittpunkt von 8 mit Wo 

Coordinaten von S' 

Gleichungen von 8. 

Ebene durch Xl X2 (1\00) . 
Gleichung von wp.' 
Schnittpunkt von wp. mit ~q X4 • 

" " " " 
" " " " 
" " " " 

Gerade in (Op. . 

I . 
jJ, q, 1'. 

8 . 

Schnittpunkt von lp. mit Xl X2 ('/\00) 

B' 

(IJl ' (lJ2 b' 0 - = bi ' - = 2' (IJs = . 
(lJ4 (lJ4 

(IJl = al (IJs + bt' $4 ' 

(J!2 = (12 (IJs + b2' (lJ4' 

p, q, r 
P, Q, II 

8 

8 

8' 

(IJl', (lJ2 ' 
-- = 81 ' - = 82 ' (IJs = 0 
(lJ4 (lJ4 

(IJl = 81 Xs + 81' (lJ4 1 
(lJ2 = 82 (IJs + 82' (lJ4 

wp. 
(IJs = fJJ114 

X; .. 
Cp. 

P p., Qp., IIp. 
8,. 
lp. 

.Lp. 
B 2* 
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Gleichungen von l,~ 

wenn 

Namen. 

a1x1 +~x2+aaXa+a4x4 = 0 1 
Xa = fJ-X4 

oder 

Xl = al Xa + bI' X41 
x2 = a2xa + b2'x4 ' 

J ist eine unendlich kleine GrÖsse. 

Kegelschnitt durch Xl X2 (aisD in Wp.). 'Y p. 

Gleichungen von 'YI~: 

(taf33x1x2 +tr.I(a2{3axa + aa{32X4)+x2(aJ {3axa +:taf3 1X4) + (aof3axa2+aaf30x42)=0 I 
Xa = fJ-X4 

Gleichungell .von 'Y CIC • . aax l x2 +a2x1xa + al x2xa +aoXa2 = Ol 
X4 = 0 \ 

" " 'Yo . . {33XI X2+P2XI X4+ f3I X2X4 + f30x.2 = 0l 
/Ca = 0 I 

Fokalkegel , dessen Spitze in Xl . 

" " "" X2 · 

Brennpunkt von p, q, r, 8 auf FI' 

" " p, '1, r, 8 " F2 . 

P(l' Q(1, R(1' 8(1, 

P (2' Q(2, R(2' 8(2, 

Bewegliches homogenes Coordinaten~ystem 2 1 22 2a 24 

Substitutionsformein : 

~l = /Cl - al Xa - bI' x 4 
~2 = x2 - a2 /Ca - b2'/C4 

~a = /Ca 
~4 = /C. 

~l = /Cl - PI/Ca -Pt' /C4 
~2 = /C2 -P2 /Ca -- P2' /C4 
~a = /Ca 
~4 = /C4 

U.s. w. 
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oder 

:VI = ~l + al ~a + bI' ~4 
:V2 = ~2 + a2 ~a + b2' ~4 
:Va = ~a 
t'lJ4 = ~4 

Namen. 

:VI = ~1 + PI ~a + PI' ~4 
:V2 = ~2 + P2 ~a + P2' ~4 
:Va = ~a 
:V4 = ~4 

u.s. w. 

Gleichungen VOll I, P , q, 1', 8 . 
~l = 0 j. 
~2 = 0 



ZWEITER ABSCHNITT. 

A. Die Cong1'ltenz, welche der Funlctio'lt 

I 

W 
w 

an!/ehört. 

~ 1. Der Punkt Cu, v) in [w J, welchel' die complexe Zahl 
w . u + iv vertritt, ist, wie im erstell Abschnitt angegeben, be
stimmt dm'ch die Coordinaten 

aJ=uj 
!I = v , 

z =0 \ 

oder 

oder 

Xl = u + iv 
Xa C 

x2 u-iv 
- =--- -
xa c 

x4 = 0 
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Der Punkt (t/, v') in [W'J, welcher der complexen Zahl lO' = u' + iv' 
entspricht, ist angewiesen durch 

oder 

oder 

I 
/IJ = U 

!I = v' , 

z=/t 

u' + iv' 
/IJl = 

C 
, . , 

u -zv 
X2 = 

c 

/IJ2 u' - iv' 
-=---
/IJ4 C 

/IJa = 0 

Bezeichnen WIl' die homogenell Coordinaten dieses Punktes mit 
311

/
, 312

/
, 314

' (31a' = 0), so können wir setzen 

311' u' + iv' 
-, = 
/IJ 4 C 

312' u' - iv' 
---, = 

314 C 

Die zwischen w = u + iv und w' = u' + iv' bestehende Beziehung 

I (+') I + . ') ? lVW = U zv (u zv = c~ 

giebt zu den foJgenden Gleichungen zwischen den homogenen Coor~ 
dinaten der Pnnkte w und lO' Veranlassung: 

und 
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Diese Beziehung, eine Umforrnung von 

(u - iv) (U' - iv') = (Ult' - vv') - i (uv' + u' v) = cl! 

geht aus der ersteren , 

(u + iv) (u' + iv') = (u u' - vv') +i (uv' + u' v) = c2 

hervor, weil c fline reelle Constante darstellt. 
Die Verwandtschaftsgleichungen 

zeigen , dass die Punkte 10 und 10' einand~r in einer quadratische1l 
Verwandtschaft zugeordnet sind, welche, ihrer nicht-hornogenen Dar
stellung nach, aus einer Inversion und einer Spiegelimg urn die 
l'eelle Axe zusammengesetzt ist. 

Der Pl1nkt P in Woo wird (siehe 1. Abschnitt) durch 

del' entsprechende Punkt P' in Wo durch 

bestimmt, 
Der Congruenzstl'ahl P = P P' wird dernnach gegeben dUl'ch 

Xl = PI Xa + PI' aJ4 , 

x2 = P2 xa + P2' x4 · 

Die Vel'wandtschaftsgleichungen 

bedingen die Reziehuugen 

oder 

PIP1' = 1, 
P21J2' = 1, 

, 1 
'PI = -, 

PI 
1 
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, c2 

Die Gleichungen eines Strahles der Congruenz, welche w =
w 

vertritt, bekomrncn daher diese Gestalt: 

1 
xl = PI Xa + - X4 

PI 
1 

x2 = P2 xa + - x4 
P2 

~. 2, Biindelgrad (Ordnun!l) und Feld!lrad (Kla88e) , 

(1) 

U m deu Bündelgrad zn bestimnen, betrachten wir in (l) Xl' X2 ' Xa 
ulld x4 als feste Coordinaten, und suchen die Anzahl der Comhi
nationen (PI' P2)' welche danll aus (1) hervorgehen, 

Die Gleichllngen (1) zeigen in der Form 

xaPl2 -{J!IPI + x4 = 0, j 
xaP2 2 

- X2P2 + x4 = 0, 

nnmittelbar, dass ein PUllkt (Xl' ,712 , Xa ' X4) (zwei Wel'te für PI 
ulld zwei Werte für P2 vernnlässt; wir finden deshalb m'er Combi
natiollen (PI' P2)' und somit viel' Pllnkte P; diese Punkte P 
stiHzen die viel' Congruenzstrahlen, deren Gleichungen den Bezie
hUllgen (1) elltsprechen, weshalb sie in dem gegebenen Punkte 
(Xl' X2 ' Xa ' X4) zusammentreffen, 

Wil' - folgern hieraus dass durch einen gegebenen Punkt vier 
Congruenzstrahlen hindurchgehen, wonach der Bundelgl1ld vier ist, 

Eine Ebene, mit der Gleichung 

enthi;ilt einen Congruenzstl1lhl P, falls sie demEbellenbüschcl ungc
hört, welcher, mit P nIs Axe, dUl'ch die beiden Ehenell (l) be
stimmt ist, 

Es ergiebt sieh daher diese Identität: 

1 1 
~~-A~--~+~~-A~--~~ 

PI P2 

und demnach: 
- ""I Xl + ""2 X2 + ""aXa + ""4 X4' 

ÀI = ""I ' 
)'2 = ""2' 

- (AIPI + À2P2) = ""a' 

__ (ÀI + ~2) = ""4' 
.pI P2 
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Die letzten zwei Gleichungcn führen die Werte von Pl und P2 
herbei, welche den in der gegebenen Ebene liegenden Strahlen 
angehören. 

Den Gleichungen 

&tIPl + a2P2 + aa = 0 , 
a2PI + at P2 -t- a4Pl P2 = 0 I . (2) 

genügen zwei Combinationen (Pl' P2)' Folglich liegen in der gege
benen Ebene zwei Congruenzstrahle, und der Feldgrad ist zwei. 

§ 3. IJie Folcaljläche. 
Ein Congruenzstrahl P wird bestimmt durch die beiden Gleichun

gen (1), von denen erstere ei ne Ebene durch X2 , letztere eine 
Ebene d urch Xl darstellt. Erstere wird, wenn Pl alle Werte dm'ch
läuft, einen Kegel mit X2 als Spitze umhüllen, dessen Gleichung 
sich ergiebt, wenn wir die Diskfiminante der ersten Gleichung (1) 
gleich Null setzen. Man erhält dann 

a'12 - 4 a'a a'4 = o. 

Der durch die Ebene a't = Pl a'a + Pl -1 a'4 umhüllte Kegel ist 
also vom zweiten Grade und werde durch F2 angewiesen. 

Der durch die Ebene a'2 = P2a'a + .P2 -1a'4 umhüllte Kegel.F; wird 
dargestellt durch 

a'2 '1. - 4 a'a a'4 = O. 

Seine Spitze liegt in Xl' 
Wil' sind also zu der Einsicht gelangt, dass von den beiden 

Ebenen, welche penthalten , die erste den quadratischen Kegel }I~ , 
die zweite den quadratischen Kegel Ft berührt. F'olglich ist der 
Congruenzstrahl P selbel' eine gemeinschaftliche Tangente der beiden 
Kegel .F; und F2• 

Unsel'e Schlussfolgerung ist demnach: 
Die Strahlen der Congruenz, welche die Beziehung ww' = c2 ver-

tritt, sind die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kegel: 

Fl' .. a'2
2 

- 4 a'a a'4 = 0 I 
p 2 . 

.L'2· •• a'l - 4a'aa'4 = 0 
. (3) 

Weil ein Punkt von Fl' bez. F2' zwei ul1el1dlich benachbarte 
Strahlen trägt, müssen wir Fl und F2 als die beiden Teile be
trachten, aus welchen die Folcalfläche zusammengesetzt ist. Die 
beiden Kegel werden deshalb nachher Folcallcegel' genannt. 
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Der dnrch die Fokalkegel bestimmte Büschel quadratischerBlächen 
wird dargestellt durch 

À1 (al12 - 4 als al4 ) +),2 (al2
2 - 4 als al4 ) = o. 

Das Gebilde dieses Büschels, für welches ),1 + À2 = 0, hat die 
Gleichung 

,.,2 ",2-0 
'''1 -"'2 - , 

ist somit in zwei Ebenen ausgeartet, welche zusammen die Schnitt
kurve vierten Grades der Kegel FI und F2 enthalten müssen. 

Die Ebene ê, mit der Gleichung 

trägt also einen Kegelschnitt e, welcher FI und F2 gemeillsam ist. 
In gleicher Weise enthäIt die durch 

all + al2 = 0 

bestimmte Ebene ê ' einen Kegelschnitt e', welcher ebenfalls beiden 
Kegeln angehört. 

Der Schnitt der Fokalkegel FI nnd F2 besteht also aus zwei 
Kegelschnitten e nnd e', bez. in den Ebenen 

ê. 

I 
ê 

(4) 

(5) 

Beide Ebenen gehen dmch Xs X4 llnd sind Zll den Coordinaten
ebenen Xl Xs X4 und X2 X,! X4 harmonisch conjngirt. 

Die Gleichnngen (3) der .Fokalkegel zeigen, das diesel ben die 
"Rhenen al4 = 0 und als = 0 berühren, und zwar berührt }I; die 
Ebene al4 = 0, oder Wer;, längs Xl Xs ' die Ebene als = 0, oder 
wo' Iängs Xl X4 , während }I; VOIl Wer; längs X2 Xs ' von Wo Iängs 
X2 X4 berührt wird: 

§ 4. Singuläre Elemente. 
Eine Ebene heisst tJinguliir, wenn sie mehr als zwei Congruenz

strahlen, also deren eine unendliche Menge enthält. 
Die Co ordinaten PI und P2 der Spur P eines in der Ebene 

&tt all + ~ al2 + !Zs als + !Z4 al4 = 0 

liegenden Strahles, sind, wie aus § 2 hervorgeht, bestimmt durch 
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alPI + a2 P2 -1- aS = 0 I . 
a2Pl + a l P2 i- a4PIP2 = 0 j 

(2) 

Die Ebene I:aaJ = 0 wird singulär sein, wenn diese beiden 
Gleiehungen von einander abhängig sind. 

Dureh Elimination VOl1 P2 finden wir 

al a4 PI 
2 + (a1

2 
- a2

2 + as a4)PI + al as = O . 

. Es ist Pt unbestimmt, wenn die Bedingungen 

al a4 = 0, 
a1

2 - a2
2 + as a4 = 0, 

al as = 0 

erfüllt sind. Ihnen wird genügt 
10 dureh 

al = 0, ~ = Va;;4 
uud demnaeh (siehe (2)) dureh 

1 
a2 : as : a4 = 1 : - P2 : - - , 

P2 

soelass die Gleiehung del' Ebene diese Form annimmt: 

1 
x2 -P2 ,'Vs - - aJ4 = O. 

P2 

Sie stellt deshalb (siehe (1)) die Berührungsebene des .Fokalkegels 
Fl dar, welehe den Strahl P enthält, also die Ebene. welche P 
mit Xl verbindet. 

Es zeigt sieh somit, duss jede Ebene, welclle einen Congruenz
~trahl mit Xl vei'bindet, sillgulär ist. Die in dieser Ebene befind
lichen Strahlet} umhüllen offellbar den Kegelsehnitt, in dem der 
Fokalkegel F2 die Ebelle (p, Xl) sehneidet .• Jede Ebene CP, Xl) 
trägt ein Strahleusystem zweiter Klasse, ist somit eine ainguläre 
Bbene zweiten Gmdea. 

In derselben Weise wird gezeigt, dass jede Ebelle, welche einen 
Strahl mit X2 verbil1det, singulär ist und ein Strahlengebilde zwei
ter Klasse trägt. 

Diejenige von den Ebenen 

P2 2 
aJs -P2 aJ2 + aJ4 = 0, 

welehe elllen Strahl trägt, für welehell P2 = 0 ist, ergiebt sieh 
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.als die Ebene aJ4 = 0, d. h. waJ' Aueh die Ebene aJa = 0, oder 
Wo ' welehe dem Werte P2 = 00 entsprieht, gehört den ob en ge
nannten Ebenen al1. 

Die 'Ebenen w oo und Wo sind denmach au eh singulär; sie enthal
ten aber keine Stl'ahlensysteme zweiter Klasse, wie wir demnäehst 
zelgen werden. 

2°. Der Abhängigkeitsbedingung geniigt aneh die Annahme 

welche die Ebenen 

nnd 

aa = 0, 
a4 = 0, 

aI 2 -a2
2 = 0, 

aJI + aJ2 = 0, oder e' 

liefert. Diese Ebenen haben wir schon in ~ 3 als singuliire erkannt. 
Die in e befindlichen Strahlen urnhiillen den Kegelschnitt e, die
jenigen in e' den Kegelschnitt e'. 

Die singulären Pllnkte treten zu Tage, wenn WIr In 

für Pi oder P2 unbestimmtc Werte verlangen. 
Es lenchtet sofort eiu, dass PI unbestimmt hleibt, wenn gege

ben ist: 

folglich ist der Punkt X2 singulär. 
Ebenso finden wir, indem wir für P2 einen un bestimmten Wert 

bedingen, dass Xl ein singulärer Pllnkt ist. 
Auch diePunkte Xa und X4 , wofürPl =P2 = 0, bez·PI =P2=00 

gilt, sodass wir fIber das Verhältniss PI :P2 im Ungewissen blei
ben, sind singulär. 

Da die Bilder von Xs und X4 auf Xl X2 liegen, werden die 
dureh Xa hindurchgehenden Strahlen in der Ebene W oo , die si eh 
anf X4 stützenden Strahlen in der Ehene Wo liegen . . 

In der Absieht die Resehaffenheit der singulären Punkte Xa und 
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X4 genauer fest zu stellen, wird es genügen den Zustand In den 
Ehenen woo und Wo zu erforscheu. 

Ein Stl'ahl pist bestimmt durch seille SpUl' P in Woo, welche ge
geben ist durch die Coordinaten 

P _!J1 l' _!J2 !J - 0 1--' 2- -, 4-· 
!Js !Js 

Wenn WIr In den Gleichungen (I) PI und 1'2 dnrch diese Aus
drücke ersetzen, so fin den wir 

Der Punkt T (311' 1}]2' 31S ' 314), welcher den Strahl trägt, wird 
n un in den Punkt Q' der Ebene Wo gelegt , sodass 31S = 0 wird. 

Die SpUl' (!Jl' !J2' !Ja) in Woo ist in diesem Falle bestimmt durch 

(!Jt 311 -!Ja ct'4)!Ja = 0, 
(!J2 312 -!Ja3l4)!Js = O. 

Diese Gleichungen liefern vier Pnnkte, 

1° I !J1 311 -!Ja 314 _ 0: 
!J2 312 -!Ja 314 - 0, 

20 I !J2 312 -!JS 3l4 = 0, . 
!Ja = 0; 

30 I !ft all -!Ja 314 = 0, 
!Ja = 0; 

40 I !Ja = 0, 
!Ja = O. 

Der e1'8te Punkt hat die Coordinaten 

!Jt 314 !J2 314 -=-, -=-, 
!Js 311 !Js 312 

nnd ist deshalb der Q' entsprechende Punkt Q in W oo ; die Ver
bindungslinie 9. = Q Q' ist der Congruenzstrahl, welcher Q mit 
seinem Bilde Q' vereinigt. 

Der zweite Punkt ist Xl; der zugehörige Congruenzstmhl dnrch 
Q' ist aIso die Gerade Q' Xl. 



DIE CONGRUENZEN VON fD' = c2 : fD UND fD' = fD2 : c. 31 

Der dritte Punkt ist X2 ; der dritte Congruellzstrahl durch Q' 
ist somit die Gerade Q' X2• 

Der vierte Punkt liegt auf .Al X2 und ist bis jetzt unbestirnrnt. 
Urn die Lage dieses Punktes genau zu erörtern, werden wir 11 

nicht in dem Punkte Q' von Wo annehrnen, sondern in der Nähe 
von Q', Die Coordinate tlJs wird dSlln" einen kleinen Wert haben. 
Die Coordimrte !Is des Punktes, wo der Strahl Wa) trifft, wird dann 
freilich nicht Null sein, sondern ebenfalls einen kleinen Wert haben. 

Wir werden deshalb !Ia :!l1 nach Potenzell von tlJa : tlJl entwiekeln. 
Setzen wir 

und 

so ergiebt sieh aus der Gleiehung 

tIJ 
-.J!=tIJ 
tIJ 1 

!l1!Ja tlJl - JIJ 2 tlJa -!Is 2 
tlJ4 = 0 

zunäehst 

dann aber 

Die Gleiehsetzung der Coefficienten gleicher Poten zen von tIJ liefert 

Die Lösungen sind 

wonaeh 
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also für verschwindendes x: 

oder 

."/s aJ1 -- = -- . 

."h il.'4 

2° 
sodass 

a=O, {3=l, 

und für verschwindendes x: 

."I=x 
oder 

."Is = xs . 

."11 xt 

Ebenso findell wir für das Verhältniss."ls :."12 zwei Werte, nämlich 

."/a _ a?2 ----, 

."12 tV4 

."/s Xs -=- . 

."12 x2 

. Die vier Spuren werden demnach bestimmt dllrch Combination 
der beiden Werte für ."Is :."/1 mit den zwei Werten flit' ."Is : ."/2· 

Für den ersten Durchstosspunkt gilt somit 

."Is a;'1 -===- - , 

."11 X4 

."Ia tl'2 --. === - . 

."/2 x4 

Wir finden also den Punkt, der an der Grem;e III den Q' 
zugeordneten Punkt Q übergeht. 

:Für den zweiten Dut'chstosspunkt gilt 

."Ia IC2 -- === -. 
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Bei versehwindendem ma rällt dieserPunkt zusammen mit · 

!Ja = 0, !J2 = 0, 

also in X1• 

Die dritte SpUl' wird dargestellt dureh 

!Ja _ m1 ---, 
!Ji m4 

!Ja ma - - ===-. 
!J2 m2 

Diesel' Punkt gelangt sehliesslich in X2 • 

Die viel·te SpUl' ist bestinllut dureh 

!Ja ma -= - , 
!Ji m1 

tJa ma -=_ .. , 
!J2 m2 

so dass man hat 

!J1 m1 
!J2 m2 

Bei verseh windendem ms liefel'n die el'ste zwei Gleichllngen frei
lich beide '!fs = 0, abel' die dritte Gleiehung besagt, dass das 
Verhältniss der Coordinaten '!f1 und !J2 dem Verhältnisse der COO1'
dinaten m1 und m2 von Q' gleich ist. Das heisst : der vierte Durch
stosspunkt liegt in del' Ebe~e welche Q' mit Xa X. verbindet, also 
in dem Sehnittpunkte von Q' X4 mit X1 X2

• Der vierte Congruenz
strahl gcht deshalb durch X4• Obige Untersuchung hat demnach 
erge ben , dass von den vier Strahlen, welehe sieh in einem Punkte 
Q' von Wo treffen, del' el'ste Q' [JIit dem ihm zugeordneten Punkte 
Q, der zweite Q' mit Xi' der dritte Q' mit X2 , der vierte Q' mit X" 
verbindet. 

Die vier Congruenzstrahlen durch Q' in Wo sind al~o die Geraden 
q = Q Q', Q'XI , Q' X 2 , Q' X 4• 

In derselben Weise lässt sich zeigen , dRSs die vier Congruenz
strahlen, welehe nach einem Punkte Q von lOr zielen, die Geraden 
tj = Q Q', Q X1 , QX2 und Q Xa sind. 

Wir haben also gefunden, dass die Geraden, welche eillen will
kürlichen Punkt Q von W x mit X1 , X2 und Xa verbindelI , alle 
Congruellzstrahlen sind und dass dasselbe bei den Geraden zutrifft, 

Verbnnd. der Kon. Akad. v. Wetenseb. (ie Seetie) Dl. X. B 3 
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welche einen beliebigen Punkt Q' von Wo mit Xi' X2 und X4 
verelmgen. 

Jetzt haben wir eme gemme Vorstellung von dem Zustand in den 
singuliiren Ebenen Wo und w%) und in den singulären PUllkten Xl' 
X2 , Xa und X4 • 

Wir schliessen, dass die Ebene w%) drei Strahlenbüschel rnit Xt , 

X 2 und Xa als Scheitel trägt, während die Ebcne Wo drei Stl'ahlen
büschel mit Xl' X2 uud X4 als Scheitel enthält. 

Der Punkt Xl trägt zwei Strahlcnbüschel, von denen der eine 
in WrrJ, der andere in Wo liegt. 

Der Puukt X2 zeigt dasselbe wie Xl' 
Der PUnkt X:q ist Träger eines Strahlenbûscbels in Wx. 

Der Punkt X4 ist Mittelpunkt eiues Strahlenbüschels in wo' 

Die obige Beweisfübrung wird dem Leser zweifellos etwas weit
läufig erscheinen. Wir wollen ihm unmittelbar beistimmen. In der 
'rat können bei dieser einfachen Congmenz die gefundenen Resul
tate auf bedeutend kürzerem Wege abgeleitet werden, und zwar 
am besten in rein geometrisch er Weise. 

Wir bitten diege Betrachtungen lieber als übungsbeispiel für dié 
späteren verwiekelteren Congruenzen deun als Muster eleganter 
Beweisführung aufzufassen. 

~ 5. Die axiale RegelJliiclte einer 1Villlcürlichen Gerade 1. 

Die Gerade t möge W:ro scbueiden in A (XI = al' X2 =a2, X4 = 0) 
Xa Xa 

d . B' (Xi , X2 ' ) un Wo 1D . - = bl , - = 112 ' Xa = 0 . 
X4 X4 

Ibre Gleichnngen lauten sodalln 

Xt = al Xa + b/, X4 ! . 
x2 = a2 xa + b2 X 4 

(6) 

Die Gerade 1 wird einen Congruenzstrahl P [welcher Wx; in P 
(Pt, P2) und Wo in P' (Pt', P2') trifft ] schneidell, wenn sie mit P in 
einer Ebene liegt; deren Gleichung sei 

),t-(Xt - at x a - b/ ( 4 ) +),2 (X2 - a2 Xa - b2' ( 4) = O. 

Diese Gleichung muss befriedigt werden durch alle Systeme 
(Xl' X2 ' Xa ' ( 4), welcheden Gleichungen 

genügen. 

XI = Pt Xa + p/ X4 ! 
,7]2 == P2 Xa + P2' X4 , 
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Wir finden hieraus 

).i (Pi eXa + p/ eX4 - ai eXa - bi' eX4) + ).2 (P2 cl'a + p/ eX4 - a2 eXa - b2' eX4) _ 0, 

oder 

).1 (Pi -~) +).2 (P2 - a2) = 0 I 
).1 (P1'- b1') +),2 (P2'- b,/) = 0 ' 

folglich lautet die Bedingung für die Schneid nng : 

, b' , 1. ' 
Pi - i P-~ :.....;;...._~=_2 __ 2 

P1 - ai P2 -- a2 

oder, vermöge der Relationen 

oder endlich: 

1 , ~_I.' - - b1 "2 
P1 P2 --- - =--=---

(7) 

Die Gleichung der axialen Regelfläche von I ergiebt sich, wenn 
wir noch Pi nnd P2 aus den Gleichnngen Cl) des Congruenzstrahles 
und der Gleichung (8) eliminiren. Die Gleichung (8) schreiben wir 
in diesel' Form: 

b ' 2 b ' 2 ' 2 I 2 ( b' b ') + 2 P1 P2 - i P1P2 -P1 i P2 - al 2 - 02 i P1P2 atpt-
- a2 P2 = 0 (9) 

Aus den Gleichungen (I) folgt 

eXa Pi
2 = eXt Pi - eX41 

eXSP22 = eX2 P2- eX4 . 
. (l0) 

MuItiplizil'en wir (9) rnit eXs ' so ergiebt sich die Gleichnng 

b2' eXs 'Pi
2 P2 - bt' eXS P1P22 - [(JsPt

2 + eXS P2
2

-

- (ai b2' - a2 bi') c1JSPtP2 + ai eXsPt - a2 eXSP2 = o. 
Wir erniedrigen uur ihren Gmd mit Hülfe der Ansdl'Ücke (IO) 

nnd erhalten daiJD 
B 3* 
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b2' X1P1P2 -- b2' X4P2 - b/ X2P1P2 + b/ X4P1 - [t1P1 + {1}~ + {1}z}J2 -

-.2'4 - (a1 b2' -- a2 b1') {1}3 P1P2 + a1 X3P1 - a2 X3 P2 = O· 

oder 

\b2'x1-b/ {1}2 -(a1b2' -a2b/) x31p1P2 + (-{1}1 + a1{1}a + b/{1}4)P1 + 
+ (X2 - a2 X3 - b2' {1}4)P2 = O. 

Setzen wir, der Kürze halber: 

b2' X1 - b/ {1}2 - (a1 b2' - a2 b1') {1}3 = (33' 

- X1 + a1x3 + b/ {1}4 = (32' (11) 
X2 - a2 X3 - b2' X 4 = (31' 

so erhalten WIr 

. (12) 

Es ist nun unsere Absicht vier Gleichungen in P1' P2 und P1 P2 
aufzustellen, aus denen wir dann diese Grössen eliminiren kön
nen. Diese Absicht wird erzielt durch eine wiederholtc Benützung 
der Ausdrücke (10). 

DUl'ch M ultiplikation mit x3 Pi wird (12) verwandelt in 

(3a x3P12P2 + (32x3P12 + (31 {1}aP1P2 =- O. 

Ersetzung mittels (10) ergiebt 

(3ax1P1P2 - (33 x4P2 + {32 X1 P1 - (32{1}4 + (31 XaP1 P2 = 0, 

oder 

Multiplikation mit {1}3P2 würde uns geführt haben zu 

({33 x2 + {32 ( 3)P1P2 - (33 {1}4 Jl1 + (31 X2P2 - (31x4 = O. (14) 

M ultipliziren wir schliesslich (13) mit {fi3 P2' so hekommen wir 

((33 Xi + (31 ( 3) X3P1P22 +" (32X1{1}3P1P2 - (33 x3x4P22 - (32xax4P2 = 0, 

oder, mit Verwendung von (10), 

((33 Xi + (31 ( 3) X2 Pi P2 - ((33 {1}1 + (31 ( 3) {1}4 Pi + (32 {1}1 {1}a P1 P2 -
- (33 {1}2 X4 P2 + (33 x4

2 
- " (32 {1}a X4 P2 = 0, 

oder elldlich 
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({33 {l'tX2 + {32XtX3 + {3tX2x3)PtP2 - . ({33 tCt + {3tX3)X4Pt-
-- «(j3 x 2 + {32 x 3)x4 P2 -t- (33 x 4

2 = 0 . (15) 

Dureh Elimination von Pt,P2 IInd PtP2 aus (12), (13), (14) 
Ulul (15) erhalten wir die folgende Gleichullg 

{33 ,{32 {3t ,0 
6 :-: {3a ,7,'1 + {3t Xi ,{32 tl't , - {33 X4 ,- {32 X4 =0. 

{3a a.'2 + {32 tl'3 ' -. {33 X 4 {3t <7J2 ' -{31X 4 

{3a X1''l'2 + {32XiX3 + (3t,7J2XS' -({33:r:t + {3t''l's)''l' 4' -({33X2 + {32 Xa)x 4' {3ax l 
Multipliziren wit· die erste Hcihe mit Xi x2 ' die zweite mit - x2' 

die dritte mit - Xi' und addiren wir sie zu der viertelI , so 
ergiebt sich 

{33 {32' {3·1 0 
.1 ::=:: {3a''l't + {31x3 ' {32 Xi ,-{33 X4 ,- (32 X4 

{3ax2 + {32 ,va , -{3s X4 ' {31 X2 ,- {3·1 ,'l'4 
=0 . 

o ,-{3ixs,'l'4,-{3~xsx4,(l3tXi + {32 x 2 + (3SX4)X4 i 

N un ist wegen der Gleichullgell (11) 

{3i X'! + {32 x 2 + {3s aJ.! = Xi X2 - a 2 Xi Xa - b2' Xi X4 - Xi X2 + 
+ ai ,7J2 Xs + b/ X2 X4 + b2' Xi X4 - b/ X2 ,'l'4 - (ai b2' - a 2 b/)xS X4 = 

= :-a2 Xi +aix2-(aib2' -a2b/)x4Ix3' 

oder, WCUll Wlr 

setzen , 

(17) 

Durch Substitlltion dieses Ausdrucks in das Ietzte Element der 
Determinante erkennen wir, dass 6 durch Xs x4 teilbar ist. Die 
Divisioll dm'ch Xs x4 ergiebt 

{3a {32 , {31 , 0 

.1' = . {33 Xt + Bi ,'l's' {32 xt> - {3sx4, - - {32 
=0. (18) 

{3s x 2 + {32 xS' - {3sx4, {3i x 2' - {3t 
0 , - {3i x 4' - {32 x 4' -{3o 

Weil {3s' {32' {3t und {3o alle vom ersten G1"ade in Xt , x 2 ' x 3 ' x 4 
sind, ist die Gleichnng (18) vom sec!tsten Grade. 
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Wenn wir {3a' {32' {3i nnd {30 dureh ihre in (J 1) nnd (16) gege
benen Werte ersetzen, 80 sind die Coeffieienten der Gleichnng ans
schliesslieh ausgedrüekt in den die Gerade I bestimmenden Grössen 
ai' a2 , b/ und b2 '. 

Es hat sieh aus dem Obigen gezeigt, dass die axiale Regelfläehe 
einer willkürliehen Gerade / vom aechaten Grade ist. Wir könllen 
die Gleichung dieser :Fläche urn gestalten , indern wir das Coordi
llatensystem so abändern, dass die Kante, welehe früher mit Xa X4 
zusammenfiel, jetzt in 1= A.B' gel egt wird. 

Die hierzu benötigte Transformation lautet 

!Vi = ~i + ai ~a + b/ ~4' . 
!V2 = ~2 + a2~a + b2' ~4' 
!Va = ~a' 
!V4 = ~4' 

vermöge weleher die Gerade I bezeiehnet wird mit 

~i = 0, l 
~2 = O. 

Die Ausdrücke für {3a' {32' {3i und 130 gestalten sieh nun wie folgt 

{3a = b2' (:Xi - ai !Va) - b/ (!V2 - ~ !Va) = 

= b2' (~i + b/ ~4) - bi' (~2 + b'l.' ~4) = b2' ~i - b/ ~2' 
{3'!. = -- ~i' 
{3i = ~2' 
{30 = a2 (!Vi - b/ !V4) - ai (!V2 - b2' c1!,,) = 

= ~(~; + ai ~a) - ai (~2 + ~~a) = a2~i - at ~2' 

Es ergiebt sieh hieraus , dass alle Elemente der Determinante 
einen in ~i und ~2 homogenen ,linea ren Faktor enthalten , 80 dass 
in der ansgearbeiteten Gleiehung jedes Glied einen in ~i und ~2 
homogenen biquadratiachen Faktor enthalten wird. Daher wird die 
Substitution ~2 =). ~I einen Faktor ~l". absondern, oder aneh: die 
Gerade I ist vier facit auf ihrer axialen Regelfläehe. 

Den Schnitt dieser Fläehe mit {J):xJ erhalten wir, indem wir in 
die Gleiehung (I8) !v" = 0 substituiren, wodureh die Gleiehung 

I {3a {32 ' {3t ,0 

{3s !Vt + {3t !Va' {32 lVi> 0 ,- {32 

{3a !V2 + {32 !Va' 0 , {3i!V2' - {3i 
0 0 , 0 , -{30 
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f3a ' 1, 1 
= f30 f3i f32 f3a Xi + f3i Xa , Xi' 0 = 0 

f3a X2 + f32 Xa ' 0, X2 

Diesel' Sehnitt setzt sieh also zusammen aus den dl'ei Geraden 

f30 = 0, f3i = 0, f32 = 0, 

oder 

oder 

AXa, AXi , AX2 , 

und einer kubisehen Kurve. 
Dieser kubisehen Kurve sind wir abel' schon früher begegnet. 

Ihre Gleichung ist keine Rndere als die Gleichung (9), wenn wir 
in dieser Pi und P2 dureh Xi : xa und x2 : xa ersetzen. 

Die Gleichung (9) steIlte ja die Beziehung dar zwischen den 
Coordinaten Pi' P2 der Punkte P, wo die auf I ruhenden Strahlen 
die Ebene (J)%) treffen. Es is daher selbstredend, dass die sämtlichen 
Spuren eine Kurve bilden, welche dem Schnitte von {J):x; mit der 
axialen Regelfläche von I angehört. 

Ersetzen wir Pi und P2 durch Xl : Xa und X2 : Xa ' so kommt 

Fig. 1. 

B Diese Kur\'e geht offenbar durch 
die Punkte Xi' X 2 und X3 • Die 
'l'allgente in Xi winl erbalten durch 
die Substitution x2 = À x3 ' welche 
einen Faktor x3 absondert; dCljenige 
WeI't von À, -welchel' abel'mals einen 
.. Faktor x3 frei macht, bestimmt dann 
die Tangente. 

Dieses Verfahren wird daranf zn
rückgeführt, dass wir den Coeffieient 
der höchsten Potenz von Xi betrach
ten, welcher , gleich N uIl gesetzt, 

quadratische Form ergiebt. 
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Der erwähnte Coefficient ist hier b2' 3]2 - 3]3. 

Die 'rangente in XI ist somit bestiulInt durch 

oder 

3]2 1 
x~ - b

2
'· 

Diese GCl'ade vereinigt Xl mit dem Bildpllnkte B (PI = 3]1 = bI" 
3]2 1 

]J2 = ~~ = bI,) der SpUl· B' von 1 in wo. 
3]3 2 

Es zeigt sich in gleichcr Weise, dass au eh die TUlIgente in X2 

dnrch 11 hindllrchgeht. 
Die Substitution 3]1 = ' 3]3 : b/ und 3]2 = tVg : b2' besagt, dass B 

uuf der Kurve liegt; die Sllbstitution 3]1 = al3]3 , 3]2 = a 2 3]3' dass 
die Kmve auch den Punkt A ellthält. 

Die kubische Kurve schllcidet X2 X3 , oder 3]1 = O. in den 
Punkten , wclchc bestimmt sind dUl'ch 

oder 

aiso in den Punkten X 2 und X3 und in dem Punkte A1 • wo die 
Gerade AX1 die Gerade X 2 X 3 schneidet. 

Ebenso lässt sich beweisen, dass die Kurve Ilnd die Gerade X 2 A 
sich uud die Gerade Xi X 3 in demselben Punkte A2 treffen. 

Die kubische Kurve weist also die folgenden Merkmale auf 
10 sie enthält die PUllkte Xi' X 2 , X 3 , A, B (Bildpunkt von B'), 

A1 = (AX1 , X 2 X 3) und A2 = (A X 2, Xi X 3). . 

2° Der Punkt Bist der rrangentialpunkt VOD XI und X 2 . 

In der Figur 1 ist die betrachtete Kurve schematisch dargestellt. 
Den hier gefundenen Resultaten können wir noch bim:ufii.gen, 

dass die 'l'angente in X 3 angewiesell ist durch 

oder 

file:///y0ty
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Diese Gerade ist offellbar die axiale Projektion "011 A' (dem 
Rildpuukte in Wo von A) a.us der Axe X

a 
X 4 auf die Ebene Ww. 

U m die Tangenten in ~4. aufzufinden, substituiren wir in (19) 

a'1 = ~1 + ai ~a ' 
a'2 = ~2 + a2~S' 

wodurch WIl' die Ecke des Coordinatendreieckes von X s nach A 
verlegeu. Wil' bekommen dann 

(b2
1 

~i - bt' ~2) (~1 + ai ~s) (~2 + (12 ~s) - ~1 (~i + ai ~s) ~s -l-
+ ~2 (~2 + a2 ~s) ~s = O. 

Indem wir den Coe'fficient von ~3 2 gleich N uIl setzen , erhal
ten wij' 

oder 

l: - 1 6 ' "i a1 --- 1 
ë- = -.::.i ----b ; · 
"2 a2 - ~ 

Die Ebene, welche die&e Gemde mit I verhindet, schneidet Wo 

in einel' dUl'ch dieselbe GJeichung dal'gestellten Gerade. 
Die~e in Wo liegende Gerade enthält offen bar den Punkt 

odel' 

~i = (a'I-1 - bi') ~4 
~2 = (a2-

i 
- b2') ~4 

I 

d. h. den Bildpunkt AI in Ww von A. 
Es ist klar, dass die rrangente an der kubischen Kurve die axiale 

Projektion ist des Bildes A' von A, aus der Axe I auf die Ebelle ww. 
Nach diesen Darlegungeu, den Schnitt in Ww betreffend, brauchen 

wir die Schnittkurve in Wo nicht hesonders zu betrachten. Sie wird 
offenbar, ausser den drei Geraden Xi BI, ~B' und X4 BI, aus 
einer kubischen Kurve bestehen , deren Gleichung sich aus (19) 
ergiebt, wenn überall ai und bi', ~ und b./, a's und a'4 verwech
selt werden. 
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Es liegt uns mehr daran die IJoppelkurve auf der axialen Regel
fläche zu erörtern. 

Ein Strabl P liegt mit I in der Bbene 

),1 (Xi - ai Xs - b/ x4) +),2 (X2 - a2 xS - b2' X4) = 0, (20) 

weil 11 

also, wenn 

(21) 

Ein Strahl q liegt in derselben Ebene, wenn den Bedingungen 

(22) 

Genüge geleistet wird. 
Der Strahl p scbneidet den Strahl q, wenll die folgende Glei

chung erfüllt ist (siehe (1)). 

-1, 0, Pi' ~ I 
Pi 

0, -1, 
1 

P2, 
P'l. =0, 
1 

-1, 0, qi' qi 

0, -1, 
1 

q2, 
q2 

oder 

Da Pi - qi = 0 und P2 - q2 = 0 bez. angeben , dass die Strahlen 
P und q in derselben Ebene durch X 2 und Xi liegen, was hier 
nicht del' Fall ist, handelt es sich nur urn die Bedingung 

(23) 
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Für den Schnittpunkt IJ von P und 1 hat man 

oder 

also 

X4 x4 Xg =--=--,. 
Pi 11 P212 

(24) 

welche Gleichungen sich vermöge (23) vertragen. 
Aus (1) geht hervor 

Xi = Pi. x
4 
+ ~ x

4 
=P1 + q1 W .. , (25) 

Pi 1i Pi Pi 11 

Falls Pi' P2' q1 und 12 auch den Gleichungen (21) und (22) 
genügen, ist IJ der Schnittpunkt zweier Strahlen, welche sich beide 
auf 1 stützen; .D istdemnach ein PUllkt der Doppelkurve der axialen 
Regelfläche von I. 

Letztere Erörterungen zusammenfassend, gelangen wir zu dem 
Schluss, dass der Punkt IJ der Doppelkurve, welcher sich in der 
Ebene 

À1 (Xi - ai il:g - bt' x f.) + À2 (X2 - a2 Xg - b2' X",) = 0 (20) 

befindet, bestimmt ist durch 

".. _Pi+qi '" 
"'1 - "'4, 

Pi 11 
(25) 

P2 -+- q2 x2 = x,., 
P212 

(26) 
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] 1 
x3 = -- x\ = -. - a:~, 

Pi q'l P2 q'!. 

wofem Pi' P2' qi ulld q2 die Gleichullgen 

befriedigen. 

).i (Pi - ai) + ).2 (pz - al) = 0 . 

).1 (qi - ai) + ).2 (q'!. - ((2) = 0 . 

(24) 

(21) 

(22) 

Der zweiten det· Gleichungen (21) bez. (22) wird schon d~shalb 
Geuiige geleistet, weil (20) erfüllt ist. 

Urn die Doppelkllrve aufzufindell, müssen wil' PI,P2' qi und q2 
aus den Gleichungen (21), (22), (23), (24), (25) und (26) elimi
lIiren j wir erhalten dauu zwei Gleichungell in ).i: ).2 j eliminiren 
wir ferner ).i:).2 aus diesen und aus der Gleichung (20),_ so be
kommen wir zwei Gleiehungen, in welelten neben den Constanten 
ai> al' b/, bl' nur die Cool'dinaten auftreten j sie stellen mithin Flächen 
dar, weiche die DoppeIkul've enthaltelI. 

Bevor wir dicses Verfabren erledigen, wollen wil' zunächst die 
Auzahl der SchnittpulIkte VOll l mit der Doppelkurve feststellell. 

Wenll der Punkt IJ a/tf l liegt, so scillleiden die Strahlen P 
und q, welche nun l in demselben PUllkte schneiden und mit l in 
eine1' Ebene liegen, die Ebelle w oo in z\~ei Punkten P und Q, 
welche mit der SpUl' A VOIl l in ei nel' Gerade liegen. 

Die Strahlen, welche den Punkt (tri> Xl' X:l' x4 ) gelllein habell, 
treffen woo in Punkten, deren Coordinaten P1>PZ zu bestimrnell siud aus 

X 3 Pi2 
- tri Pi + W! = 0, 

tr3 P,} - X 2 P2 + W! = O. 

Zuerst formen wÏt' das Coordinatelltetraeder so um, dass die 
Kante, welehe llIit X 3 X 4 zusarnmenfiel, jetzt llIit l coiucidirt; 
und zwar mittels der Fol'meln 

Xi = ~i + ai ~I + bi' ~'" 
fX2 = ~2 + a:!.~3 + ó'!.' ~\, 
x3 = ~3' 

x'" -= ~". 

Weitel' setzen wU' del1lentsprechend für emen Plinkt 111 Woo 

;, ;2 
c= 71"1' c= 71"2' 
':>3 ':>a 

so dass 
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Obige Gleichungen gestalten sich Bun wie folgt: 

oder 

~3 (7/'"1 + a1)2 - (~1 + ai ~3 + b/ ~~)(7/'"1 + ai) + ~4 = 0, I 
~3 (7/'"2 + a2)2 - (~2 + a2 ~3 +- 62' ~4) ('11'"2 + a2) + ~4 = 0, 

~3 7/'"1
2 + (- ~1 + ai ~3 - b/ ~i) 7/'"1 + {- ai ~1 + (l - ai bi') ~4l = 0, 

~37/'".} + (- ~2 + ~~3 - b"l.' ~~)7/'"2 + {-a2~2+(l-a.}.b"l.')~4: = O. 

Der Punkt, wo die Strahlen zusammentreffen wird auf I (~1 = 0, 
~2 = 0) liegen, wenB den Bedingungen 

~37/'"/ + (ai ~3 - b/ ~4) 7/'"1 + (1 - ai bi') ~~ = 0 (27) 

~3 7/'"2
2 + (a2 ~3 - b2' ~4) 7/'"2 + (l - a2 b/) ~\ = 0 (28) 

genügt wird. 
Es seien C1 und c/ die Wurzel von (27), C2 und c2' diejenigen 

von (28) . 
Zwei der vier dllrch (27) und (28) gegebenen Punkte werden 

mit dem Punkte A (wofür 7/'"1 = 0, 7/'"2 = 0) in einer Gerarle 
liegen, weUll man hat 

ode I' 

Reide Bedingungen werden zusammengefasst iu der Gleichung 

oder 

ode I' 

oder endlich 
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Die Beziehungen 

Ci + C1' = _ ai ;:1 ~ b/ ;" , 
;3 

C2 + C.,' = _ a'J.;3 -:-:::.-- b2' ;4 
- ;3' 

bringen diese Gleichung in die Form 

Wir finden also drei Werte für ;3:;4 = X3 : X 4 , welche die 
Ebenen bestimmen, welche die 'gesuchten auf I liegenden Punkte 
enthalten. 

Es ist ;\ = 0, oder (tJcr, ' ei ne diesel" Ebenen; sie giebt den 
Punkt A. Dieser Punkt ist kein Punkt der Doppelkurve, zeigt 
sich nber hier, weil die Strahlen Xi A, ~ A und X 3 A alle ihren 
Schnittpunkt mit (tJ0C) in Ahaben. 

Die wirklichen Schnittpunkte von I mit der Doppelkurve hefin
den si eh demnach in zwei Ebenen durch ~ X 2 , welche bestimmt 
sind durch 

oder 

Es liegen also auf I zwei Punkte der Doppelkurve. Diese is somit 
vom dritten Grade. 

Jetzt wollen wir die Doppelkurve analytisch bestimmen , indern 
wir das auf S. 44 entwickelte Programm ausführen. 

Wir ziehen zunächst das zweite Coordinatensystern heran. 
Die Ebene durch I wird jetzt dargestellt durch 

der Schllittpunkt von P und q durch 

;1 Xi - ai XJ - b/ X4 (Pi + qi) - ai - b1'P1 q1 

;\ X4 

._----- , 
P1q1 

also durch 

(31) 

(32) 
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1 1 
~;i = -~~ = -- ~4' . (p4) 

Pt qt P-l.q2 

Aus den Gleichungen (21) und (22) ergiebt sich durch Addition 

oder 

Durch Multiplikation findet man alsdann 

Àt
2
Pt qt - Àt2at (Pt -+ 9.t) + Àt2at2 = À2

2P2q2-
- À/a~(p2 + q2) + À/a/. (36) 

Weil in allen diesen Gleichungen die Grössen Pt + 9.t, P"2 + q2' 
Pt qt und P2 q2 auftreten, setzen wil' 

und 

Pt + qt = Cft, 

P2 + q2 = Cf2 

die Ebene welche den Schnittpunkt mit Xi X2 verbindet erhält 
somit die Gleichung 

Die Gl. (32) bis (36) gestalten sich nun wie folgt 

~1 = (P.Cfl- atp. - b/) ~\ , 

~2 = (p. Cf2-- a2 P. - b2') ~4 , 

~3 = p.~,., . 

. (37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

Das Eliminationsverfahren geht ' nun auf folgende Weise VOl' sich : 
Cft und Cf2 werden mittels (38) und (39) ausgedl'ückt in p. und in 
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die Coordinaten ; diese A usdrücke für 'Pi und 'Pz werden in (41) 
und (42) substituirt; schliesslich wird f.I. durch ~3: ~\ ersetzt. 

Aus (38) und (3U) folgt 

~i + (ai f.I. + b/) ~" 
CJ!1 = --~- - - - -- , 

f.I.~ " 

~2 + (az fL + bz') ~~ 
'P2 = --. fL~i ' 

Dm'ch Substitution diesel' "T erte füI" (JJ1 und 'Pz lil (4 1) erhal
ten wir 

oder 

ode!' vcrmöge (31) 

).1 (ai IJ. - b/) + ).2 (az fL - b2') = 0, 

und wegen (40) 

El'setzen wir in (42) !Pi und 'P2 durch ihre · Ausdriicke, so folgt 

oder 

oder endlich 

Elimination von ).1 und ).z aus (31) und (44) ergiebt schliesslich 

<I> - ~z (ai ~3 - b/ ~4) - ~1 (a2 ~3 - b2' ~\) = 0, ' (45) 

'f =--= ~22 {ai ~1 - (1 - ai bi') ~4} -

- ~12 {a2 ~z - (1 -llz b:/) ~\} = O. (46) 
'-
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Diese Gleichungen stellen zwei Flächen <l> und 'f dar, die sich 
in einem Gebilde schneiden, dem die Doppelkurve angehört. <l> ist 
cine quadratische FJäche, welche die Gerade (~i = 0, ~2 = 0), 
oder I, enthält, 'f eine kuhische FJäche, auf welcher I Doppelge
rade ist. Die Schnittkurve von <l> und 'f enthält demnach die 
Gerade I, doppelt gezählt. 

Jetzt werden wir zei gen , dass die Fläche 'f mit einem zweiten 
kubischen Gebilde, das aus dem Hyperboloïd <i' nnd einer durch 
I hi~durchgehenden Ebene besteht, einen Büschel bestimmt, welchem . 
noch eine derartige zerfallende kubische Fläche angehört. 

Zur bessel"en Übersicht der Rechnung ersetzen wir die Coordi
natenebenen ~3 = 0 und ~4 = 0 durch zwei andere, gleichfalls 
durch Xi Xz gelegte Ebenen ~5 = 0 und ~6 = 0, für welche 

daher 

~5 = ai ~3 - b/ ~4' i 
~6 = a2 ~3 - bz' ~4; I (47) 

Die Gleichungen <l> = 0 nnd 'f = 0 bekommen nun diese Gestalt: 

cl> ~2 ~5 - ~i ~6 = 0 , 

'f - (af b./ - az b/) ~i ~2 (ai ~2 - a2 ~i) + 
+ I (l - a2 b2') ~l- Cl - ai bi')~/I (az ~5 - ai ~6) = O. 

Beachten wir J1un die Identität 

(afbz - a2bi')~f~2(a1 ~2 - a2~i) + 1(1- azb2')~f2 - (1-- afbf')~22 1 (a2~5 - af~6) = 
=== I af(l - a2b/) ~f - a2 (1 -- af b/) ~21 (~~~j - ~f~6) + 

+(a;!~f-a1~2)l~1Ia2bt'~2 +(1-a2b/)~51-~21 a/)2' ~i + (1-afbf')~6I], 

und setzen wir, der K ürze halber, 

atCl - a2 b2') ~f - a2 (1 - ai bf') ~2 = J7, 

a2 ~i - af ~2 = W, 

~1 lazbf' ~2 + (1 - a2 bz') ~51- ~2laf b./ ~f + (1 - ai bf') ~61 = n, 

so lässt sich diese Identität darstellen in der Form 

'f -- V<l> + wn. 

Die beiden quadratischen Flächen cl> und n habell, ausser I 
Verband. der Kon. Akad. v. Wetenscb . (Ie Sectie) DI. X. B 4 
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(';1 = 0, ';2 = 0), eine kubische Raumkurve gemein, welche, ver
möge obiger Identität, auch dem DUl"cbschnitt von 'I' und <I> an-
gehört. . 

Wil" schliessen, dass die Doppelkmve der axialen Hegelf1.äcbe von 
I = AB' der partielIe Durchscbnitt ist VOll 

und 

oder, wenn wir ';5 und ';6 dm·cb ihre in (47) gegebenen Aus
drücke ersetzen: 

<I> - - ';"2 (a1 ';3 - b1' .;\) - ';1 (ai';a - b2' .;~) = 0, . (48) 

n. = - (ai b.I.' - a2 bi') ';1';2 + (1 - a2 b2') (a1';3 - b/ ';4) ';t -
- (1 - a1 b/) (a2 ';:1 - b2' ';4) ';2 = 0, . (49) 

Es ist sofort klar, da~s die Doppelkmve die Ebene W oo , oder 
.;,. = 0, in den Punkten schneidet, welehe bestimmt sind durch 

(at .;.~ - a2 ';t) ';;3 = 0, 

- (ai b/ - a2 bt') ';1 ';2 + I a1 (1 - a2 b2')';1 - a2 (l - ai b/)';~ 1';3 = o. 
Es sind dies die Punkte Xi und X 2 UIId der Punkt, welcher 

ausser A, den Gleichungen 

at ';2 - a2';1 = 0, 

- (a1 bz' - a2 b/) ';1 ';2 + I ai (1- a2 b/) ';1- 02 (1- ai bi') ';21';3 = 0, 

also den Gleichungen 

ai ';2 - a2';1 = 0, 

- (ai IJ2' - a2 bi') a2 ';1 + I a1
2 (1 - a2 b2') - a} (1 - a1 bi') 1 ';J = 0 

genügt. 
Diesel' Punkt ist kei u andrm· als der Schnitt VOll AX3 (a1 ';2-

-a2 ';1 = 0) mit derkubischen Kurve in W oo , welche der SpUl" der 
axialen Regelf1.äche angehört. 

Es ist nun von Wichtigkeit, dass die Doppelkurve dnrch die 
Punkte Xi nnd X2 hindurchgeht und dass sie die Gerade I in zwei 
Punkten schneidet. 

Aus dieser letzteren Tatsache geht hervor, dass die Gerade I 
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zweimal mit zwei Congruenzstralen zu einem Strahlenbiischel ~ehört; 
won ach der Axen!Jrad (Ran!J) der Con!Jruenz zwei is!. 

§ 6. ])ie axiale Re!Jeljtäche einer Gerade 1, welche X3 X 4 8chneidet. 
Wenn die Gerade I die Gerade X3 X~ schneidet, so gilt fül' die 

Coordinaten der Spuren A nnd B' 

sodass 

In der Gleichung (18) der axialen Regelfläche sind nun f33' f3z, 

f3i und f3û dllrch die folgellden Ausdriicke zu ersetzen (siehe. Gl. (11) 
und (16)): 

f33 = Ó./ (t {/'Ji - x 2), 

{32 = - Xi + ai X3 + ói' X" 

{3i = X-}. - tai X;j - tb/ x4, 

f30 = ai (lXi - xJ. 

Die Gleichung (18) lIimmt somit diese }'orm an: 

I Ói'(tXi-X2) ,-(xi-aiX;j-Ó1'X,.) ,+(x2-taixa-tÓ/X4) ' 0 

ói' (tX1-X2)Xi+ -(Xi-aiXa-Ó/ x!j.)xi , -ó/ (tXi -XZ)x4 ,+(xi-aixa-ói' x/J 

+(x2-taix3- tó/X4)X3, -=- O. 

o 

Die kubische Kurve in W;r, bekommt nun die Gleichung (siehe (19)) 

Die Tangente im Punkte X3 bestimmt sich aus 

oder 

B 4* 
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Sie ist die axiale Projektion aus Xa X. des Bildes der Geraden A Xa 

auf die Ebene (J)~. 

Die Schnittpunkte del' Doppelkul've mit I sind nun angeWIesen 
durch (siehe (29» 

(1 - ai bi') (ai ~a - b/ ~S1. --- (1 - t? ai bi') t J (ai ~a - bi' ~~)2 = 0, 

also durch 

Die Doppelkurve schneidet die Gerade I zwei/ach lm Punkte 

~1 = 0, 
~2 = 0, 

ai ~3 - bi' ~4 = O. 

(52) 

Dieser Punkt ist in Bezug auf Xa und X~ dem Punkte 

~1 = 0, 
~2= 0, 

ai ~3 + bi' ~4 = 0, 

wo die Gerade I die Gerade X3 X4 schneidet, harmonisch zugeordnet. 
Die Doppelkurve wird nun bestimmt aus den Gleichullgen (45) 

und (46), weil die Gleichnng (49) entstallden ist nach Multiplikation 
mit dem hier verschwindenden Faktor ai b2' - a2 b/. 

Ersetzen wir in (45) und (46) a"}. durch ta1 und b"}.' durch tb/, 
so erhalten wir 

<l> 0_"': (~:! - t~1) (ai ~3 -- b/ ~!l) = 0, . (53) 

'f == ~22Ia1~1-(1-a1b1') ~41- ~12Ita1~2 -(1- t 2a1b1') ~41 = O. (54) 

Die Ebene ~2 - t~1 = 0 schneidet den kubischen Kegel 'f = 0 
zweimal in I (~1 = 0, ~2 = 0) und einmal in der Gerade Xa A 
(~:! - t~i . 0, ~4 = 0). 

Die Ebene 

hingegen schneidet den Kegel 'f = 0 in einer kubischel1 Plankurve, 
welche also in diesem Falle die Doppelkurve bildet. 

Der Kegel 'f = 0, dessen Spitze E:;j == A ist, geht durch die 
Punkte Xi und X2 und el1thält die Gerade I als Doppelkante. 

file:///taiU


DIE CONGIWENZEN VON U) = c2 : 10 UND 10' = 102 : c. 53 

Die kubische Plankul've ist demnach circnlar nnd hat einen Dop
pelpwzkt anf i. Letzteres entsprirht dem soeben erbaltenen Resultat, 
nach dern die heiden Schnittpunkte der Doppelkul've mit I zusam
mengefallen sind. 

~ 7. ])ie axiale Regeljliiehe eille1' Gerade 11'-' lOelehe Xi X 2 8ekneidet. 
Die Gerade 11'- ' welche in der dUl'cb Xi X 2 gelegten Ebene 

{J)I'- (Xa = P. x!.) liegt, wird dargestellt d urch 

'rrotz der unendlich grossen Werte von ai> az, bi' und bz' können 
diese Grössen doch verwelldet werden, wenn wir ÏIUI', in Übel'ein
stimmnng mit dem in 1. Abschnitte Dargelegten, seizen 

wo 

Die Ausdl'ücke f3J' {3!, f3t nnd f3o, welche in der Gleichung (18) 
der axialen Regelfläche auftreten, bekommell jetzt die folgende 
Gestalt (siehe (11) nnd (16)): 

(). P. (ai X'I + (1.2 Xz) + (p. (l.a + (1.4 ) Xa 
tJa = t (lo, 

a 
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Ersetzt man {3a, f32, {3i und f30 in der Gleichung (18) durch diese 
Ausdrücke, und setzt man, nach Beseitigullg der Nenner, J = 0, 
so findet man die Gleichung der axialen Regelfläche. 

Die kubische Kurve in W oo wird dargestellt durch (siehe (19» 

p. (a:i Xi + ;l~) ao Xi X-}. _ ~i~_ · ;/) X;j J + (p.a:3 + a:iaOX1a'~X3 + 

+ (al Xi +a1X2)aOX/ _ 0 
. J ----: ' 

oder 

I P.(ct1Xi + ct2X2 + ctaxa) + ct4 Xa lx1 x2 + (ct2Xi + cti ,V2)x/ = 0.,/ I (55) 
x,,= O. I 

Diese Kurve schneidet Xi XZ (X" = 0, a?4 = 0) im Schnittpunkte 
Lp. von lp. mit Xi X 2 und in den Punk ten Xi und X 2 • 

Die Gerade 

P. (ct1 (JJi + ct2 X2 + cta aJ3) + ct" Xa = O} 

X" = 0 

hat in Lp. mit der Kurve zwei zusammenfallende Punkte gemein
sam, sie ist a]so die rfangente in LI'-' Diese 'fangente ist offenbar 
die Pl'ojektion von lIJ. aus -X" auf W oo • 

Die 'fan genten in Xi und X 2 schneiden sich hier in X3. Bei 
diesel' Gerade lp. haben wir, wo es sich um die Doppelkurve 
handelt, einen anderen Weg als im allgemeinen :Falle gefolgten 
einzllschlagen. Wir haben ja damals mit den Coordinaten ai und a2 
der Spur von 1 mit Wr; operirt, welche nun beide unendlich sind. 
Die betreffenden Rechnungen sind sonach hinfállig geworden. Wir 
werden deshalb, mit Beibehaltung del' Methode, die Rechnungen 
so abändern, dass wir mit den Grösscn ai' a2 , Di' und D-}.' nichts 
mehr zu schaffen haben. 

Eine Ebene durch lp. wird dargestellt durch 

Der Con gruenzstrah 1 p wird diesel' Ebene angehören, wenn 
man hat 
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Der Strahl q wird in derselben Ebene liegen, falls 

"iqi + "2q2 + cts + À = 0, 

"1 + "2 + ",,-fJ-À= O. 
ql q2 . 

55 

(57) 

(58) 

Der Schnittpunkt von P und q ist also hestimmt durch die 
Gleichungen (24), (25) und (26). 

Es ist nun UIlsere Aufgabe die Grössen P1>P2' qi' q2 und À zu 
eliminiren aus dem System 

.. (25) 

. (26) 

(24) 

"lP1 + "2.P2 + "',i + À = 0 (57) 

"iqi + "'l.Q2 +"3 + À = 0 (58) 

Die zwei Gleichungen, die wil' nach del' Elimination übrig be
halten, bestimmen dann zusammen die Doppelkurve. 

Addireu wil' die Gleichungen (57) und (58), so finden WIr 

Bringen wir die Glieder mit Pl und ql nach ~r anderen Seite, 
so erhalten wir nach Multiplikation 

"t2Piqt = "'/P2q2 + "3("3 + À)(P2+ q2) + (a:a + À)2, (60) 

Dividireu. wir die Gleichungen (59) uu (60) durchpl ql = P2 q2' 
so bekommell sie die Form 
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Mit Verwendung der Gleiehullgen (24), (25) und (26) fin den wil' 

a j <VI + a;}'<V2 + 2 (aa + À) X3 = 0 , (61) 

(a2
2 - a j

2
) X4 + a;}. (a3 + À) x;}. + (aJ + À)2 Xa = 0; 

letztere Gleiehung schreibt sich, vermöge (61), aueh also: 

oder 

(aa + À) (aix j - a~x2) + 2 (a1
2 -a;}.2)x!j, = O. (62) 

Dureh Elimination von À aus (56), (61) ulld (62) ergiebt sieh 
sehliesslieh 

(a j XI + a2 x2+ 2 aaxa) (aJ3-p.x4)- 2 (alx.j + a2x\l +a3x3 +at.x4)x3 = 0 

oder 

und 

[aa (al Xl - a~ x2) + 2 (a i
Z 

- a/) x4] (X3 - p.x4) -

-~~-~~~~+~~+~~+~~=O 

oder 

fi/ .. = (a l x[-a2 X2) ral ,Vi + a2x2 + (P."3 + (4)Xt.]-

- 2 (a[2 - ";}.2) (xa - P.X4)X4 = O. (64) 

Die Gleiehungen (63) und (64) vertreten nun die quadratisehen 
Fläehen <II(.L und fi/ .. , deren Durehschnitt die Doppelkurve enthält. 

Weil die Gel'8de 

ai Xi + a;}. Xz = 0, I 
X4 = 0, 

oder die Gerade Xa L(.L auf den beiden Fläehen liegt und keine 
Doppellinie ist, ist sie von dem Durehsehnitt abzutrennen. Die 
Restkurve ist ein Kegelsehnitt, welcher t/ .. schneidet; er ist ein 
Teil der Doppelkurve. 
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Die Ebene dieses Kegelschnittes bildet rnit der Ebene dUl'ch IfL und 
X 3 LfL [d. h. mit der Ebene (lfL' X 3), deren Gleichung .%1 mi + .%Jm2 + 
+ (fJ-.%J + .%4) m" = 0 lautetJ ein Element des Blischels quadratischer 
Fläehen, welches durch <1>1' und ilfL bestirnmt wird. 

Es gilt nun die folgende Identität: 

2 ("1
2 

- "~2) [("I mi + .%2 mJ ({C3 + ,am,.) + 2 (fJ-"J + &l4) ma m4J + 
+ (fJ-.%3 + "4) [("i m1- .%2 X2) I.%i Xi + "~X2 + (/J..%J + "4) x41-

- 2 (.%i2 
- Ct.}) (xJ - fJ-Xt.) x4] == 

:::.-== ["1 Xi + a2 X2 -1- (/"'"3 + (4) X4J. [(fJ-a3 + (4) ("t X1- "2 X2) + 
+ 2 (a1

2 - .%22
) (X3 + fJ-xt.)J. 

Setzen wir 

(fJ-"3 + ct4) (.%1 Xi - .%2 mJ + 2 ("i2 
- "l') (X3 + fJ-XIj,) = WfL 

so gestaltet sieh die Identität wie folgt 

2 ("/ - .%/) <1>fL + (fJ-"3 + "l) OfL . - VfL' WfL , 

Die Ebene VfL verbilldet IfL mit X3 ; die Ebene WfL enthält daher 
den Doppelkegelschnitt, weleher also dargestellt wird durch 

<1>fL = ("1 Xi + "2 X2) (XJ + fJ-X4) + 2 (fJ-aa + " 4) Xa X4 = 0, (63) 

WfL = (fJ-Ct;} + "4) (ai a/1 - "2X2) + 2 (a12 - "/) (tCa + fJ-X4) = O. (65) 

Der Kegelschnitt geht offenbal' nicht durch Xi und X2• 

Er schneidet IfL im Punkte 

und Xi X2 im Punkte 

"i Xi - .%2 X-}, = 0, 
xa=O, 
X 4 = 0, 

del' im Bezug auf Xi ulld X2 dem Punkte LfL harmonisch zuge
ordnet ist. 
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Der Doppelkegelschnitt wird zur kubischen Doppelkurve vervoll
ständigt durch die Gerade Xi X2 , weil die Doppelkurve ja die 
Punkte Xi und X2 enthalten muss. 

Dass Xi X 2 si eh als Bestandteil der Doppelkurve herausstellt, ist 
auch daraus klar, weil jedcr Punkt Y von X t X 2 zwei Cougl'uenz
strahlen YXt und YX2 trägt, die beide mit Xi X 2 identisch sind 
und lIJ. scbneiden. 

Falls lfJ. überdies Xs X4 schneidet, hat man 

sodass die Grössen f33' f32' f3t und f30 die folgellden Werte auf
welsen: 

Durch Substitution diesel' Ausdrücke in die Gleichung (18) be
korilmt man die Gleichung der axialen Regelftächc der Gerade l(J.' 
welche X3 X. schnr.idet. Da die Gleichung sieh z\yar ein Wenig 
vereinfacht, jedoch vom selben Grade bleibt, werden wir sie nicht 
a usar heiten. 

Die kubische Kllrve in Wrx> wird nun gegeben durch 

fJ. (at {Ct + a2 [C':!.) ali al2 + (a2 [Ci + at all) [CS2 = ti . (66) 

Die 'rangente in Xs ist bestimmt durch 

sie ist die axiale Pl'ojektion aus X3 X4 auf Wrx> von derjenigen Ge
rade in wo' welche das Bild der Gerade X3 LfJ. ist. 

Die 'rangenten in den ~chnittpunkten LfJ.' Xi und X 2 mit der 
Gel'ade X t X! convergiren alle nach Xa. 

Del' Doppelkegelschnitt der axialen Regelfläche würde llunmehr 
bestimmt sein durch (siehe (63) und (65)) 
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<1>",' == (lXi Xi + ~ X) (Xa + p.x/,J = 0 , 
W",' - Xa + P.X4 = O. 

Weil hiel' abel' <1>",' die Ebene W",' enthält, ist diese Combina
tion unzulässig. Die Kurvc ist jedoch ebenso gut bestirnrnt durch 
(siehe (64)) 

Der Schnittpunkt rnit der Gerade l", ist der Punkt L", auf Xi X 2 • 

Der zweite Schnittpunkt mit Xi X 2 ist wieder, in Bezug auf Xi 
und X 2 , dem Punkte h", harmonisch zugeordllet. 

Im Vorgehenden haben wir die Fälle erörtert, wo die Gerade 
l, auf welcher die COllgruenzstrahlen ruhen, ent weder willkürlich 
ist, oder eine besondere Stellung einnirnmt, abel' nicht in einer 
singulären Ebene liegt. Der Grad der axialen Regelfläche war auch 
in allen diesell Fällen sechs. 

§ 8. ])ie axiale llegeljläche einer Gemde 1 in e. 
Wir werden jetzt die axiale Regelfläche einer Gerade 1 in e 

betrachten. 
So bald die Gerade 1 in eliegt, ist die eine ihrer Gleichungen 

für die Durchstosspunkte A und B' gilt somit 

(69) 

(70) 

Die A usdsücke {3a, {32' {31' {3o gestalten sich nUll 111 diesel' 
Weise 

{3J = h' (X1- x2), 

f32 = - (Xi '- aX3 - h' X4), 

{3i = (X2 - axs - h' ,'114), 

f30 = a (Xi - x2)· 

Die Gleichung (18)- lautet demnach 
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b' (iXi-iX2) 

b'iXi(iXi-iX2)+ 
,-(iXi-aiXa-b'iX,.) ,+(iX2-aiXa-b'iX4) 0 

-iXi(iXi-aiXa~b'iX,.),-b"TJliXi-iXJ ,+(iXi-aiXa-b'iX,.) 

+iX3(iX2- aiX3-b'iX",) , 

b'iXiiXi-iX2)- -b'iX4(iXi-iX2) 
=0. 

,+iX2(iX2-aiXa-b'iX4),-(iX2-aiX3-b'iX4) 

-iX3(iXi-aiX3-b'iX4) , 

o 

Bezeichnen wir die vier Horizontalreihen mit Ri, R2' R3 und 
R,., so können wir die Detel'minante dar stellen durch 

oder auch dm'eh 

Ri Ri 

A'= 
R 2 - iXi Ri R 2' 

Ra-iX2 Ri 
-

Ra' 

R4-iX ... R i R,,.' I 

N ennen wir die vier Vertikalreihen die8er Determinante Ki, K2' 
K3' K4' sodass die Determinante sieh schreiben lässt 

so ergiebt eme zweite Umformung 

A' = 1 ~ - iX3 K,., K2' Ka + K2 + iX2 K"" K41 
~ 1 Ki" ~, Ka' K41 " 

Die Vertikalreihen K/ und Ka' sind offenbur dUl'ch (iri - iX2) teil
bar. Wir setzen desbalb. 

mithin 

Eine dritte Operation liefert 

.ó.' = (iXi - iX2? 1 K/, K2 - iXi Ka", Ka", K,. + K3" 1 

= (iXi - iX2? 1 K/, K 2", Ka", .K.,." I· 
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Wir haben nun 

K
3
" = K2+ K3+ f1}2 K 4, 

f1}t-f1}2 

K,."= K
4
+K

3
"= (f1}i-f1}2)K,.+(K2+Ka+f1}2 K,.) = 14+J(l+f1}l K,.. 

f1}t - f1}2 f1}i - f1}2 

Die erste Umgestaltung giebt 

b'(f1}1-f1}2) ,-(xl-af1}a-b'x4) ,+(f1}2-ax;j-b',t',.) 0 

. 1}if1}2-af1};j-b'f1}4) ' 0 ,-f1}1f1}2+axlf1}J+b'f1}~4,+(f1}t-axJ-b'f1}4) 
A == =0 

-f1}if1}i-af1}a-b'J\),tlJ'If1}2-ax~a-b'f1}1f1}4' 0 ,--(f1}2-af1}a-b'f1}4) 

-b' f1}4(f1}t-f1}2) ,f1},.(f1}I-f1}'}.) ,f1}4(f1}t -f1}2) ,-a (f1}I-f1}Z) 

Es ist also 

b' (Xi - X 2) 

Xa (m'}. -- aXJ - b'f1}4) 
, U.s.W. 

- f1}a (f1}t - af1}a - bf1}l}) 

- b'x4 (f1}1 - x2) 

\ 
b' (f1}! - f1}2) I b' 

K." = !!I---=- ~~K4 = _ _ 1_, - f1}a (f1}1 - f1}2) = j - f1}a 

XI - f1}2 f1}t - f1}21-- f1}a ('?;'I - f1}z) - f1}a 

\ (ax3 - b'X4) (Xi -X2) \ axa - b'x,. 

K
2
" = _ f1}2 K2+ f1}1 Ka T _ f1}t f1}2 K 'l. = 

f1}i- X2 

\ 

(af1}J + b' f1}/j.) (f1}1 - f1}2) 

-1 af1}t f1}a (f1}i - f1}2) 

- f1}i - f1}2/ af1}2 f1}a (f1}t - f1}2) 
(f1}If1}1} + f1}2f1},.- aX1f1}2)(tC 1-f1}2) 

\ 

af1}a + b'm4 
. af1}t f1}a 

t 
af1}2f1}a 

f1}1f1}4 + f1}2f1}4- af1}1f1}2 
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K 3"= ~+X;+m2K\ = 
mi - m2 

\ 
- (mi - m2) i-I 

_ 1 a{T};j (mi - m,~) _ 1 (t{T};j 

- ''VI '--- m2 I (m2 -- b' m",) (m1 - m2) -/ X 2 - b' m", 
r (- am2 + 2 mI» (,2'1 - x2) , - a''V2 + 2 m", 

K","= Kt+K3+ X jK" = 
. mi - {T}2 

- (il'i-il'2) 

1 (m! - b' x,,) (il'j - il'2) 
- --- -

il'i - il'2 am3 (il'i - il'2) 

-1 
il'i - . - b' mI} 

{l(l}a 

, (- (l(l}1 + 2 il',,) (il'1 - [C2) \ -a,'Vl + 2il'" 

Wir erhalten daher schliesslich 

= O. (71) 
I 

b' 

, 2 -m3 
~ = -(xt -m2) 

-il'3 , cz,'V2 ma ,m2-b' il'" ,ax3 

,-1 ,-1 

ail'3-b'il'4,il'lw,,+il'#'4-axlil'2,-ail'2+2il'4,-ail'I+2il'4 

Die axiale Regelfläehe der in e befindlichen Gerade 1 setzt sieh 
demnaeh zusammen aus der doppelt zu zählenden Ebene e und 
einer biquadratuJChen Fläehe. 

Die kubische Kurve in W:r; wird jetzt dargestellt durch (siehe (19)) 

b' (mi - il'2) mj il'2 - il'3 (mi + il'2) (il'1 - il'2) + ail''J2 (mi - il'2) = 0, 

und ist deshalb zerfallen in die Gerade 

und den Kegelsehnitt 'Y <Xl : 

(72) 

weleher durch Xl und X 2 , ab er nicht dureh X 3 bindurcbgeht. Die 
Tangente in Xi ist angewiesen durch 

oder 
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sie ist also die Gerade, weiche Xi mit dem Bilde B von B' 
verbindet. 

Der Punkt Bist der Schnittpunkt 
del' Tangenten in X1 und X2 , also 
der Pol von Xi X2 in Bezug auf den 
Kegelschnitt 'y<x>. 

Der Kegelschnitt 'Y '" begegnet X2 X3 

(mi = 0) im Pnnkte Xi und in dem 
Punkte, wofür 

Fig. 2. 

also in dem Punkte Ai, WO AXi die Gerade X 2 X3 trifft. 

11 

In gleicher Weise zcigt man, das del' Kegelschnitt 'Y <Xl und die 
Gemde X2 X3 si eh und die Gerade Xi X3 in demselben Punkte Jt~ 
schneiden. 

Es leuehtet ein , dass del' Schnitt der biquadratischen Fläche 
mit W<Xl aus dem Kegelschnitte 'Y <Xl und den beiden Geraden Xi A 
und X 2 A zusammengesetzt ist. 

Der Sehnitt in Wo ist selbstredend gleichartig beschaffen. 
Die Doppelkul've ist jetzt bestimmt durch (siehe (45) Llnd (46)) 

Ilnd 

'f" = ;/ !a;1 - (1 - ab') ;~I-;/ la;2 - (I-ab') ;41 = 

= - (;1 - ;2) la;i ;2 - (1 - ab') (;i + ;2) ;~I = o. 

Sie besteht offenbar aus der Gerade 

;1 =;2 = 0, 

d.h. I, und dem Kegelsehnitt 

Diesel' Kegelschnitt enthält 41 nnd X 2 , und tl'ifft I im Punkte Cf': 

;1 = 0, 
;2= 0, 

a;3 - b' ;" = 0, 

Er sehneidet die Ebene e im Punkte 

(74) 
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l: _ l: _ 2 (1- ab') l:' I' 
':>1 - ':>2 - ':>\, 

a ' 

a~3 = b' ~4' ! 
oder 

oder endlich 

(75) 

Dies ist dm' Pol L der Gerade I (mi = m2 = ama + b' mIJ.) lm 

Bezug auf den Kegelschnitt e (m12 = m2
2 = 4 ma mIJ.)' 

~ 9. IJie a:.ciale Regeljläche einea Congruenzatraltlea 8. 

Die Gleichnng dieser Fläche wird leichter auf direktem Wege 
als durch Umstaltung der Gleichnng (18)) abgeleitet. 

Ein Stmhl p schneidet einen Strahl a, wenn (siehe (23)) der 
Bedingnng 

genügt wird. 
So bald wir aus der Gleichungen 

und aus (76) die Grössen Pi und P2 eliminiren , sind WIr 
im Besitz der Gleichnng der zu ulltersuchenden Regelfl.äche. 

Aus (1) folgt 

(76) 

(1) 

schon 

Durch Substitution dieser Ausdrücke für Pi nnd P2 In (76) 
erhalten wir 
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oder 

a]so 

oder 

daher 

oder, nach Division durch 4 x3 ; "" 

Die axiale Regelfläche emes Congruenzstrahles ist somit vom 
zweiten Grade. 

Die Fläche schneidet W (Xl in den Geraden 

d.h. X 3 S, und 

oder der axialen Projektion aus X3 X4 auf Woo der Gerade X", sr. 

~ 10. ])ie axiale Regeljläclte eine8 Gongruenz8traltle8 in ti. 

Befindet sich der Strahl in ti, so ist 81 = 82 ; mithin geht (77) 
über in 

Das Hyperboloïd IS demnach in die doppelt zu zählende Ebene 
ti ausgeartet. 

~ 11. ])ie aaJÏale Regeljläclte einer Gerade m in woo. 
Zum Schluss wollen wir noch die axiale Regelfläche einer Gerade 

m in W;D einer analytischen Untersuchung unterwerfen. 
Verband . del' KOD . Akad . v . WetenBCb . (1' Sectie) DI. X. B 5 
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Eine Gerade m in moo ist ein spezieller Fall einer Gerade lp., 
welche X f X 2 schneidet und in der Ebene mp' liegt. Es wird hier 
die Ebene dargestellt durch {c", = 0, also ist 

Substituiren wir diesen Wert für fJ. in die Gleichungen, welche 
die Grössen f3a, f32' f3f und f30 bestimmen, so ergiebt sich (siehe S. 58) 

wo 

f32 = - i:t2 {C4 aO', 

f3f = - /:ti {c", ao', 

f30 = - Gt3 {C", ao', 

Ersetzen WIr III der Gleichung (18)· f3J' f3z, f31 und f30 durch diese 
Ausdrücke so finden WIr 

Gt1{Ct +"#2+a3{Ca ,-lZ.l{C", ,-Gtf{C'" ,0 
!1' = (Gtj{C. +Gt#2+Gt#'a)rr:l-Gt j{C#'4, -IZ.Z{Cf {c", , - (Gtt{Cj+ Gt#2+ Gtfl'a)rr:"" Ct#l4 = 0, 

("f{Cf+Gt#'2+GtJ{C3){C2- Gt##'4, -(Gt1{Cf+Gt#2+Gt#J)rr:"" - Gtj {C2{C'" , Gt1{C4 

o , +Gtf{C4
2 

, +Ct#l",2 , Gta{C", 

oder, nach Division durch {C",3: 

Gtl {Ct + ~{C2 + Gt3{Ca , ~ , Gtl , 0 
{Cf (Gtj{Cf + Gtl{Cz+ GtJ{C3)-Gtt{C#"', ~{Ct ,Gtj{Ct +"-#2 + Gt3{C3, Gt2 

{C2(Gt1 {Cf + Gt2{C2 + IZ.J{Ca)-Gtl{Ca{C4, Gt[{Ct + a#'2 + a:arr:3' Gt[ {C2 , Gt[ 

o ,- Gtf{C", ,-Gt2{C", ,Gt 3 

Substrahiren wir ferner {Cf mal die erste Horizontalreihe von 
der zweiten , und {C2 mal die erste von der dritten, so finden wir 

Gtl{C-j + Gtl{C2 + Gt#3' Gt2 , Gt[ , 0 
- Gtl {Ca {CII , 0 , Gt#'2+Gt~{C3' Gt2 

+ =0. 
- Gtz {C3 {CII , Gtt{C1 Gta{Ca, 0 , Gt1 

(78) 

o , - Gtl{C'" , - Gtl {CII ,Gt3 

= 0. 
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Aus dieser Rechnung geht her VOl' , dass die axiale Regelfl.äche 
von m in W oo zerfalle!l ist in die dreifach zu zählende Ebene woo 

und eine kn bische Regelfl.äche. 
Die Durchschnittskurve in w'" finden wir arp. leichtesten durch 

Substitution von {C4 = 0 in die Gleichung (78), wobei wir selbst
verställdig den Faktor {C4

a weglassen. 
Die Substitution {C4 = 0 liefert 

,~ 

, 0 o 
o 
o 

, ~ {Ci + !X3 {Ca, 0 
o 0 

oder 

N ennen wir M-t den Schnittpunkt von 
jenigen mit X i X3', Ma denjenigen mit 
Xi X 2 , sa besteht die Schnittkurve mit 
W%J aus der Gerade ?n llebst den Geraden 
Xi Mi und X 2 M 2• 

Es sei G der Schnittpunkt von Xt Mi' 
undX2M 2, welcher also bestimmt ist durch 

!Xi{Ci = !X!{C2 = -!Xa{Ca •• (79) H~ 

Die, Schnittkurve mit Wo wird ermit

Ol 

- 0 
,~ 

x, 

Fig. 3. 

telt durch Substitution van {C3 = 0 in (78); man bekommt sodann 

I ~ {Ct + !Xz {C2 , !X] !Xi , 
0 0 , !Xl {C2 , 
0 , ~{Ct 0 , 
o 

oder 

(~{Ci + !XZ{C2) (!X3{Ct{C2 + !XZ{Ct{C4 + !Xt{C2{C4) = o. 
Diese Kurve ist deshalb zusammengesetzt aus 

dem Bilde van Xa Ma und dem Kegelschnitte 
p., welcher in Wo der Geraden m in Woo zuge
ordnet ist. 

Es sei ferner H der Schnittpunkt dieser , 
beiden Linien. 

Der Punkt H' wird nun bestimmt durch 

~!X3{Ci = - ~!X3{C2 = (!XZ
2 

- ~2) {C4' (80) 

Die Doppelkurve der axialen Regelfl.äche 

0 

!Xl o , -
!Xi 

X, 

n' 

X3 

Fig. 4. 
B 5* 
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einer in w~ befindlichen Gerade l~, bestand (siehe S. 56) aus der 
Gerade Xi X2 und einern Kegelschnitte , ~elcher durch die Glei
chungen (63) und (65) bestirnmt ward. 

Wenn wir fL einen \U1endlich grossen Wert erteilen, so gehen 
diese Gleichungen über in 

(etta'i + ct2 a'2 + 2 ctaa'a) a'1j, = 0, 

cts (ctia'i - ct#2) + 2 (ett
2 
-' ct/) a'1j, = O. 

Der Kegelschnitt ist infolge dessen zerfallen in eine Gerade der 
Ebene w~ und in die Gerade 

cti a'i + ct2 a'-}. + 2 ctaa'3 = 0, 

ct3(IXja'i - ct2a'~ + 2 (cti
2 

- ct22)a'li = 0, 

(81) 

(82) 

Diese Gerade ist also die Doppelgerade dm der kubischen Regel
fläche von 1Jl. 

Wir können diese Gerade dm auch durch die Gleichungen 

cts ct/ - ct/' 
a'i -= - - a'3 + a'li 

cti . cti ctol 

(83) 

ct3 ct22 - ett
2 

a'2 = - - a'a - a'1j, 
ct2 ct~ ct3 

(84) 

darstellen . 
Aus diesel' Form der Gleichungen ist es unmittelbar ersichtlich, 

dass die Gerade dm sowohl den Punkt G wie den Punkt H' enthält. 
Diejenigen Punkte von dm, wo zwei unendlich benachbarte Erzeu

genden (Congruenzstrahlen) zusammentreffen, sind die Zwickpunkte 
(Cllspidalpunkte). Dieselben liegen demnach auf der Fokalfläche. 

Die Ebene, welche durch (83) dargestellt wird, verbindet dm 
rnit Xz; sie schneidet deshalb den Fokalkegel F2' (der durch die 
erste der Gleichungen (3) verb'eten ist, in zwei Geraden durch X2 , 

welche wir n und n' nennen werden. 
Eine - kleine Rechnung ergiebt, dass die Gerade n bestimrnt 

ist durch 

und die Gerade n' durch 

a'z a'3 a'1j, 

- 2 ctol (ct1 - ct2) = (ct1 - ctz? - ct}' 
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Der Schnittpunkt K von n mit der durch die Gleichung (84) 
bestimmten Ebene ist gegeben dm'ch 

Der Schnittpunkt K' von n' mit derselben Ebene ist bestimmt 
durch 

Es zeigt sich also, dass der Punkt K in der Ebene $ (Xt = x2) 

liegt nnd dass der Punkt K' sich in der Ebeue $' (x2 = - Xi) 

befindet. 
Weil K sich sowohl auf F2 wie in $ befindet, liegt dieser Punkt 

auf dem Kegelschnitte e in $, daher auch auf Et . Der Punkt K' 
befindet sich auf dem Kegelschnitte el in ê, somit auch auf Rt. 

Die Gerade dm schneidet also die Fokalfläche auf den Kegel
schnitten e und e'. Die Schnittpunkte K und K' sind die Zwick
punkte der Doppelgerade. 

Die 'forsallinien sind die Congruenzstrahlen, welche sich auf K 
und K' stützen, 

Die Cool'dinaten Pi und Pi der Spur Tm des durch K hindurch
gehenden Strahles sind bestimmt durch 

tl/aPi
2 

- X i Jl1 + X 4 = 0, 
X3P,/-X2 P2 + X4 = 0, 

also 111 diesem Falle durch 

woher 

("1 + "2? Pi
2 + 2 ("t + "2) "3Pi + eta

2 
= 0, 

("1 + "2)2 P22 + 2 ("t + "2) "3 Pi + "3
2 

= 0, 

X 2 "a p.,=-=- . 
- X 3 CI:t + "2 

(87) 

(88) 

Die Coordinaten gellügen der Gleichullg "i Xi + "2X2 + "3X3 = 0; 
del' Strahl schneidet ja die Gerade 1Jl, welche auf der Fläche die 
Rolle der einfachen Leitlinie spielt. 
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Der Torsalpunkt 1:n wird offenbar durch die Gleichungen (87), 
(88) und {C4 = 0 dargestellt. 

Die Torsallinie t VUB Kist 
der Congruenzstrahl durch Tm; 
ihre Gleichungen lauten also: 

Sie berührt den Kegelschnitt e im Punkte K . 
Der zweite Torsalpunkt Tm' ist bestirnmt dUl'ch 

und liegt offenbar ebenfalls auf ?n. 

Die zweite Torsallinie t' wird dargestellt durch 

"3 "i - "2 Xi = ----X3 ----X4 · 

"1 .- "2 "3 

und berührt den kegelschnitt e' im Punkte K'. 

(91) 

(92) 

(93) 

(94) 

Die kubische Regelfläche der in WrsJ liegen den Geraden ist hier
mit gellügend erörtert. 

~ 12. Es soU jetzt die Regelfläche untersucht werden, welche 
durch die Doppelgrade dm beschrieben wird, wenn m urn emen 

Punkt A (Xi = ai' X2 = a2 , X!, = 0) rotirt. 
. XJ 'CJ 

Da die Gerade 1Jl stets durch den Pankt A gehen muss, besteht 
zwischen den Grössen "1' "2 und "3 die folgende Beziehung 

(95) 

Setzen WIr, zur besseren Ûbersicht, 
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"-t - = !Pt, • (96) 
Gl:3 

so wird die Doppelgerade dm bestimmt durch (siehe (81) und (82» 

!Pt(]Jt + !P2(]J2 + 2(]J3 = 0, (98) 

!Pt(]Jt - !P2(]J2 + 2 (!pt
2 

- !P22)(]J4 = 0 , (99) 

während !Pt und !P2 durch (95) verbunden sind, also durch 

(100) 

Durch Elimination von !Pt und !P2 aus den Gleichungen (98), 
(99) und (l00) erhalten wir die Gleichung der durch dm erzeugten 
Regelfläche. 

Aus (98) und (100) geht hervor 

Setzen wir diese Ausdrucke für !Pt und !P2 in (99) ein, so fill

den wir 

(]Jt «(]J2 - 2 a#3) + (]J2 «(]Jt - 2 at (]Ja) + 
a2(]Jt - at (]J2 . 

oder 

! 2 (]J1(]J2 - 2 (a2(]J1 + at (]J2) (]Ja I (a2(]Jt - at (]J2) + 

+ 2(]J,.!-(]Jt2+(]J22+4(at(]Jt-a#2)(]J3+4(-a/+a22)(]J321 = 0, · 

oder endlich 

«(]Jt(]JZ-a.2,(]J1(]Ja-a1(]J2(]Ja) (a2(]Jt- at(]J2)-

- (]J4!(]Jt2_(]J22-4(at(]J1-a2(]J2)(]J3 + 4 (at
2-a2

2)(]J/1 = 0 (101) 

Diese Gleichung stellt also die Regelfläche (dm) dar, welche 
sonach vom dritte'll Grade ist. 

Die Schnittkurve in w~ «(]J,. = 0) wird gegeben durch 

«(]Jt(]J2 - a2(]J1(]J3 - at (]J2(]Ja) (a2(]Jt - at (]J2) = O. (102) 
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Sie besteht aus der Gel'ade X 2 A und einem durch Xi' X 2 und 
X3 hindurchgehenden Kegelschnitt Y 00. 

Die Tangenten in Xi und X 2 an dem Kegelschnitte begegnen 
sich ofren bar im Punkte A. 

Die Schnittkurve der Regelfläche (dm) in Wo (eX;) = 0) wird durch 
die Gleichung 

vel'treten. 
Diesc Gleichung stellt eme kubische Kurve dar, welche durch 

die Punkte Xi' X 2 und A;j (den Schnittpunkt von X 3 A mit Xi X 2) 

hindurchgeht, und in X4 eincn Doppelpunkt aufweist, deren Tan
genten X4 mit den Punkten E und B verbinden. Die 11angenten 
in Xi und X 2 sind die Bilder von Xi A und X 2 A. Sie schneiden 
sich in dem gleichfalls anf der Kurve liegenden Punkte A' (eXi : eXlj, = 

= 1 : ai' eX2 : eXlj,= 1 : a'}., eXJ = 0). 
Der Kegelschnitt y CX) nnd die Gerade X 3 A, welche zusammen 

den Durchschnitt von (dm) mit WCX) bilden, schneiden sich ausser 
X3 , im Pllnkte B, wofür gilt 

Dieser Punkt B muss ein Doppelpunkt des Schnittes in Wo sein; 
er ist also ein Punkt der Doppelgerade b.. der Regelfläche (d"..). 
Auch X4 , der Doppelpunkt des Schnittcs in Wo, liegt auf b... Die 
Doppelgerade b.. von (d",) wird daher durch die GleicllUngen 

(105) 

dargestellt. 
Die einfache Leitlinie ist mit dem Congruenzstrahle a = AA' 

identisch, welcher A mit seinem Bilde A' in Wo verbind et. Diese 
Gerade wird ja durch jede Gcrade dm geschnitten, weil sie auf 
der axialen Rcgelfläche jeder Gerade m liegt. 

Eine Ebene V durch die einfache Directrix ist bestimmt durch 

oder 

Substituiren wir diesen Ausdruck für eX4 in die Gleichung Cl Ol) 
der Regelfläche (dm), 80 folgt: 
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(À1 + À2) (Xi X 2 - a 2 x 1 X a - ai X 2 tl}a) (a2 X1 - a 1 x 2) -

-I À1 a 1x 1 + À 2 a 2 X 2 - (À1 a/ + À2 a 2
2
) x3 1 X 

X !tl}1
2 

- tl}Z2 - 4· (ai tV1 - ~(lJ2) X j + 4 (a1
2 

- al) x/I = O. 

Diese Gleichung stellt die Gesammtheit der drei Ebenen dar, 
welche X 4 mit den drei Geraden verbinden, die V ruit (dm) ge
meinsam hat. 

Diese dl'ei Ebenen schneiden Wo (xa = 0) in den drei Geraden, 
welche durch 

oder 

hestirumt sind. 
Den dl'ei in V befindlichen Geraden gehört die einfache Direc

trix a an; diese wird aus X4 durch die Ebene 

projektirt, welche Wo in der Gerade 

schneidet. 
Die projektirenden Ebenen del' beiden anderen Geraden in V 

schneiden Wo deshalb in den beiden Geraden, welche zusammeu durch 

(l07) 

dargestellt werden. 
Wenn die beiden in V liegenden Geraden zusammenfallen, vcr

einigen sie sich in einer rrorsallinie; a uch die aus X4 projektirenden 
Ebenell coincidiren dann, ebenso wie ihre Spuren in wo' ln diesem 
FalIe muss die Gleichung (l07) offenbar zwei zusam17lenjallende 
Geraden darstellen ; dies trifft ZU, wenn 

entweder 
oder 

Es folgt vermöge del' Gleichung (106) hieraus, dass die Ebenen 

und 
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- das sind die Ebenen (Xi' a) und (X2, a) - die beiden TorsaJlinien 
/1 und /2 enthalten. Sie schneiden deshalb die Doppelgerade L,. in 
den Zwiekpunkten Ki und K 2• 

Die Ebene (Xi' a) trifft L,. in einem Punkte, welcher bestimmt 
ist dureh 

Xa X4 

2a
1 

- 2~ - 1 = a
2
2 ' 

(108) 

Dieser ist also der Punkt Ki' 
Der Punkt K 2 wird gegeben dureh 

Xi X-}. X a X 4 

2a
1 
= 2~ = 1 - a

1
2' 

(l09) 

Der Zwiekpullkt Ki liegt offenbar auf dem Fokalkegel ~ 
(X1

2 = 4 Xa x4), während K 2 sich auf F2 befindet. 
Wir können die beiden Zwiekpunkte aueh :81s diejenigen Punkte 

auffassen, welche L,. ausser X4 mit der :Pokalfläche gemeinsam hat. 
Die Torsallinie /1 ist diejenige Gerade dm, welche durch Ki 

hindm'chgeht; Sle ist daher, vermöge (98) und (99), durch 

2 ai qJ1 + 2 ai. qJ2 + 2 = 0 , 

2 ai !Pi - 2 a2 !P2 + 2 a2
2(!p/ - !p/) = 0, 

also dureh 

ai !Pi + a2!P2 + 1 = 0 , 
a1!P1 - a2!P2 + a2

2 (!P12 - !p/) = 0, 

bestimmt, so dass man hat 

Die Gleiehungen der Torsallinie /1 lauten demnach 

(110) 

Die Torsallinie ist somit mit der Gerade Xi Ki identiseh und 
daher eine Kante des Fokalkegels F1• 
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Ebenso ist die Torsallinie /2 mit der Gerade X2 ](2 identisch 
und durch 

(lll) 

bestimmt. 
Der Schnittpunkt von /1 mit a ist der eine Torsalpunkt auf der 

einfachen Directrix. Für dies en Punkt hat man offen bal' 

(112) 

Derselbe ist del' Punkt Afi' wo a den Fokalkegel F1 berührt. 
Del' zweite rrorsalpunkt ist der Berührungspunkt A[2 VOD a mit 

dem Fokalkegel F2 ; er wird durch 

(113) 

dargestellt. 
Wir sehen daher, dass die beiden Torsalpunkte mit den · Brenn

punkten des durch A bestimmten Congruenzstrahles identisch sind. 
Mit dem Vorigen ist auch die Untersuchung dieser kubischen 

Regelfläche erledigt. 
Jeder Punkt A in w~ bestimmt eine kubische Regelfläche (dm)' 

für welche a = AA' die einfache Directrix ist, während die Dop
pelgerade ho den Punkt X, mit dem durch 

bestimmten Punkte B verbind et. 
Wenn A alle Positionen in der Ebene Wo durchläuft, so beschreibt 

die einfache Directrix die Strahlencongruenz und die DoppeIgerade 
den Strahlenbündel, welcher X4 zum Scheitel hat. 

~ 13. IJie Regeljläche der Congruenzatraltlen, welclte au f einen 
dm'ch die Punk te Xi und X 2 Itindurcltgehenden Kegelacltnitt ruiten. 

Zum Schluss werden wir die Regelfl.äche untersnchen, welche 
von denjenigen Strahlen erzeugt wird, die auf einem durch Xi und 
X2 gelegten Kegelschnitt ruhen. 

Ein solcher Kegelschnitt befinde sich in einer durch Xi X 2 hin
durchgehenden, mit w,.. bezeichneten Ebene 
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Diesen Kegelschnitt werden wir mit 'Y IJ. andeuten. 
Der in wIJ. befindliche Kegelschnitt 'Y IJ. werde durch 

IX3 {33 iC1 iC2 + iC1 (IXz{3aiCa + ":3 (32 iC4) + iC2 (iC1 {33 iC3 + IX3 (31 iC4) + 
+ (iXo{33iC/ + IXJ {3oiC42

) = 0, (114) 

iCa = fMJ4 . (115) 

dargestellt. Die eigentümliche Form der Gleichung (114) ist im I. 
Abschnitte (S. 16) erklärt. 

Die Gleichung der Regelftäche wird ermittelt, indeIll man aus 
(114), . (115) und den beiden Gleichungen (1) die Coordinaten 
iC1 , iC2 , 'Ca und iC4 eliminirt ; man ei-hält sodann eine Gleichung 
in Pi und Pi; diese ist die Beziehung, welche zwischen den Coor
dinaten Pi' P2 der Spur P eines Congruenzstrahles p besteht, wenn 
dicser Strahl den Kegelschnitt schneidet. Eliminirt man ferner aus 
dies er Gleich ung mit H ülfe "on (1) die Grössen Pi und P2' so be
kommt man die Gleichungell der zu untersuchenden Regelfläche. 

Die Elimination von iC3 giebt 

IX3 {33 iC1 iC2 + (lXi (33 fJ- + IXa (32) iC1 iC4 -+ (lXi (33 IJ- + IXJ (31) iC2 iC4 + 
+ (IXo (33 fJ-2 + IX3 (30) iC4'J. = 0, 

iC1 = (Pi fJ- + ..!.) iC4 , 
Pi 

iC2 = (P2 fJ- + ;) iC4· 

Durch EliminatioD VOD iC1 und iC2 und Beseitigung der Nenner 
erhält man 

IXJ {3a fJ-2Pi2 p'!.2 + (IX2 (33 fJ- + IX3 (32) fJ-Pi2p2 + (iXt f3a fJ- + IXJ (3i) fJ-P1P2
2 + 

+ IXa {3J fJ-p/ + IXJ {3J fJ-p/ + (IXo (3a fJ-2 + IXJ (30) PiP2 + 
+ (IX1{33fJ- + IX3{3i)P1 + (IX2 {33 fJ- + IX3 {31.)Pl. + IXJ{3J = Ö, (116) 

oder 

ersetzen, so finden wir 
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['1'0.2'1.2'2 + Y1.2'1.2'a + Y2.2'2.2'a + '1'0' .2'nJl1Pi + ['1'/ .2'1.2'a -'1'0.2'1.2'4 + 
+ '1'1".2'32 - Y2.2'J.2'4]P1 + [Yi' .2'2.2'a - '1'0.2'2.2'4 + '1'.;." .2'a2 - Y1.2'a.2'4JP2 + 

+ ['1'0".2'32 - (Yt' + '1'2').2'3.2'" + YO.2'42J = 0 . (118) 

Der Kürze wegen setzen wir 

... (119) 

die Gleichung (118) bekommt nun die :Form 

(120) 

Ebenso wie auf S. 36 die Gleichungen (13), (14) und (15) aus 
der Gleichung (12) abgeleitet wurden, kÖllnen wir Bun aus (120) 
die folgenden Gleichungen herleiten : 

(6a.2'1 + 6t {]}a)PtP2 + (62.2'1 + 60{]}a)P1 - 63.2'4P2- 62 .2'4 = 0, (121) 

(6a.2'2 + 62a':3)P1P2 - 63{]}4'p1 + (9t .2'2 + 60.2'a).P2 - Ot.2'4 = 0, (l22) 

(63 .2't.2'2 + 82 {]}t{]}a + 8t {]};l{]}a + 80.2'a~.Pt.P2 - (0 3 .2'1 + 6t {]}a) .2'4Pt-
- (63 {]}2 + O2 .2'3) .2'4P2 + 63 .2'",2 = O. . (123) 

Durch Elimination von.pt, .P2 und PtP2 aus (120), (121), (122) 
und (123) ·bekommt man 

03 , O2 , 01 , 80 

Ll ___ 63 .2'1 + 6t {]}a , 62.2't + 0#3 , - - 03 .2'4 , -02 .2'1} =0. 
03.2'2 + 8;l{]}3 ,--B3{]}4' Ot.2'2 + Oo.2's , -Ot{]}4 
8;iVt.2'2 + 8iJ1t.2'a + 8t.2';.!.2'a+ 8#32

, -(Oa.2'ct-Ot.2'a).2'4, -(8#2+ 8#3).2'4,0#4
2 

lndem man zu der vierten Horizontalreihe .2'1.2'2 mal die erste, 
-.2'2 mal die zweite und - {]}t mal die dritte. addirt, erhält man 

63 , 82 , 8t , 60 

Ll = ~3.2't+61.2'a, 62{]}t ~ Oo{]}a , - 63{]}4 , - O2.2'4 =0. 
1}3a:2+0z{l}3,-0;;{]}4 ,61.2'2 + Oo.2'a , - 6t .2'4 
80.2'32 ,-(9#2+8t{]}4}xS,-(0#t + 8#4){]}a, 0#1.2'2+ 81.2't{]},.+6z{l}#4 +-03.2'4

2 

Durch Einsetzung der Ausdrücke (119) für 03 , 82, 8t und 60 
findet man folgendes Resultat 
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SetzeIl" wir weiter , zur Erleichterung der Übersicht, 

(124) 

6' = 
83 a;'1 + 81a;'a, B2 a;'1 + 80 a;'J' - 8aa;'4 , - 82 a;',. 

83 a;'2 + 82 a;'3 , - B3 a;'4 81 a;'2 + 80 a;'3 • - 81 a;'4 
=0. 

~ ,-~ ,-~ ~ 

Snbtrahiren wir von der zweiten Horizonralreihe a;'1 mal die erste 
nnd von der dritten a;'2 mal die erste, so folgt 

8t a;'3' 80 a;'3 , - (8t a;'t + 8J a;'4)' - (80a;'t + 82a;'1j,) 

82a;'a,-(82a;'2+ 83a;'1j,), 80 a;'3 ,-(80 a;'2+ 8ta;'4) 
=0. 

80 , - 81j, , - 8;-, 80 

Wir finden weiter 

8t a;'t + 83 a;'4 = (Y2' a;'1a;'2 + Y2" a;'1a;'a + Y 2 a;'2a;'4 + Yo' a;'3a;'4) a;';l, 

82 a;'2 + 83 a;'4 = (Y1' a;'1a;'2 + Y1 a;'1a;'lj, + Y/ a;'2a;'a + Yo' a;'3a;'4) a;'a· 

Der Kürze halber setzen wir 

(125) 

nnd erhalten nnnmehr 
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gleiehfalls gilt 

Ofa'f + 03a',. = 07 a'3, 

02a'2 + 0;ja'4 = Os a'3; 

OOa'f + O~a'l. = 05a'3' 

00 a'~ + Of a'", = 06a'3' 

Substituiren WIr diese Ausdrücke in die Gleichung der Regel
fläehe, so erseheint sie noehmals teilbar dureh alt Naeh Teilung 
dureh a'a2 bekommen wir 

tl." = 

03 , O2 , Of , 00 

Of , 00 , -- 07 , - 05 

O~ , - 08 , 00 , - 0", 
00 , - 04 , - 05 , 06 

=0. . (126) 

Die Grössen 0 sind alle in den Coordinaten vom zweiten Grade; 
demnach ist die Gleichung (126) vom achten Grade. 

Hieraus ergiebt sieh, dass die Regelfläche der Strahlen, welehe 
auf einen willkürliehen durch Xl und X2 gelegten Kegelschnitt 'Y '"' 
ruhen, vom achten Grade ist. Es erhellt, dass der Kegelschnitt 'Y '"' 
selber auf dieser Regelfläehe eine vierfache Kurve ist. 

Den Sehnitt mit lLJ ex> erhalten wir, indem wir in der Gleiehung 
(126) a'4 = 0 setzen ; die Grössen 0 bekom men sodann die fölgenden 
Werte (siebe (119), (124) uild (125»: 

(127) 

Die Gleiehung (126) gestaltet sieh nun folgendermassen: 

I.v ' 2 (' /f ,,,, ( , + ",,,, "2 I I~ O~l a'2+'Yl ~,l a'S+'Y2a'2a'S+'Y0 a's, 'Y! a'1;'Yl a'S.i"'S' '1'2, a'2 'Y~, a'S.i"'S' '1'0" a's I 
('Y2,a'2 +'/'2" a'S) a's ' '/'0 ,a's " '-('/'~,a'2;'/'2 a'S)a'l'IO,~l,1]S =0.(128) 
('1'1 a'l +'1'1 a'S)a'S '-('/'1 a'l +'/'1 a'S)x2'-'/'0 a's. ,-'/'o a'2a'a 

" 2 """ i'/'O a's ,-'/'o a'2 a's ,-'1'0 a'l a's ' '1'0 a'l {l]2 
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Es geIten noch die folgcllden Beziehungen : 

'/'0 = (,1,2 a3 {33 • \ 

'/'1 = fJ- (a2 (33 fJ- + a3 (32), l 
'/'2 = fJ- (al (33 fJ- + a3 (31), 
'/' 0' = ao {33 fJ-2 + a3 {3o ' 
'/'1' = fJ-a3 {33 ' 

nnd daher 

'/'2' = fJ-&t3 {33 ' 
'/'1/' = al {33 {J + a3 {31 ' 
'/'2" = a2 {33 fJ- + a3 {32' 
'/'0" = &'tg {33 ' 

2 " '/'0 = fJ- '/'0 ' 
I I " 

'/'1 = '1'2 = fJ-'/'0 ' 
'/'1 = fJ-'/'2" , 

'/'2 = fJ-'/'1'" 

(129) 

(l30) 

Mit Hülfe der Gleichungen (130) können wir die Gleichung 
(nach 'feilung dUl'ch '/'0") in dieser Form schreiben : 

Wir muItipliciren die zweite Horizontalreihe mit X'l.' die dritte 
mit Xi' nnd addircn dann X;} mal die vier te zu den in dieser Weise 
erhaltenen Reihen ; es folgt dann 

2 '1 11 +" +'2( "+") fJ- '1'0 X1X2+ fJ-'/'2 XiXil fJ-'Yi (J)#3 '1'0 ilJJ, fJ-'/'0 Xi '1'1 Xa X3 

(fJ-'/'o/' X/ + '1'2" X2XJ + '/'0/: X}) XJ 0 

(fJ-,/,0" Xi
2 + '1'/' Xi x;} + 'Yo"x}) X,i , -(fJ-Yo" Xi

2+,/,/ Xi Xa+'Yo" X/)X'l.' 

I "9 q 

'/'u XJ- ,-'1'0 XiXa 

-(fJ-'YO"Xl+,/,-}."X-;.Xa+'O"X3
2)Xi ,0 

=0. o ,0 

Jetzt multipliciren wir die erste Vertikalreihe mit Xi X 2 und 
addiren zu der also entstalldenen Reihe Xi xJ mal die zweite, x-). Xa 
mal die dritte und Yo" x} mal die vierte Vertikalreihe. Wir finden 
nunmehr 
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ader 

.xi2.x/l1C,u.Yo".x/+Yi".xi.xa+Yo" .x/) C,u.Yo".x2
2 +Y2 ".xz'Ca + Yo".x/) = 0 , (131) 

wo, ZUl' Ahkürzung 

gesetzt wurde. 
Die Gleichung (128), welche nach M ultiplikatian mit r.iJi

2 .x2
2 in 

die Farm (131) gebracht ist, erscheint deshalb gleichberechtigt mit 
den folgenclen drei Gleichuugen: 

. (133) 

In der Gleichllng 11 = 0 erkennen wir die Gleichung (116), 
wenn in dieser Pi Ulld pz clurch mi:.xJ und .x2 : ma ersetzt sind. 
Die zweite der Gleichungen (133) stellt zwei Geraden durch X2 , 

die dl'itte zwei Geraden durch Xi dar. 
Der Schnitt von w'" mit der betreffenden Regeltiäche ist deshalb 

aus einer biquadratischen Kurve 11 = 0, zwei Geraden dumh Xi 
und zwei Geraden durch X2 zusall1mengesetzt. 

Wir wollen nunmehr die Bedentung der durch Xi und X2 hin
durchgehcnden Geraden erforschen. 

Die Congmenzstrahlen, welche anf den in woo befindlichen Geraden 

ruhen, liegen alle In der Ebene 

1 
.xi = Pi ma + - m4 

Pi 

Ehenso liegen alle Strahlen, welche die Gerade 

.xi = qi ma, .x4 = 0 

schneiden, in der Ebene 
Verband. der Kon. Akad. v. Wetenseb. (ie Sectie) Dl. X. 

(134) 

B6 
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(135) 

Die Schnittlinie der Ebenen (134) nnd (135) ist auch die Schnitt
linie der Ebenen, welche den durch Addition und Snbstraktion 
von (134) nnd (135) erhaltenen Gleichnngen 

(136) 

nnd 

(137) 

entsprechen. 
Für die beiden Geraden, ' welche durch 

dargestellt werden, gilt 

11 

+ 71 Pi q1 = - --,,' 
WYo 

1 
P1Q1 = -. 

fJ. 

Die auf diesen Geraden rnhenden Congruenzstrahlen liegen dem
nach in den Ebenen, die sich in der Gerade 

(J}a = fJ-t1J4 I 
" " . 70 (J}1 + 71 (J}4 = 0 . 

(138) 

schneiden. 
Diese Congruenzstrahlen ruhen also alle anf der durch die Glei

chungen (138) vertretenen Gerade~ 

Ersetzen wir 70" und 7/ dli.rch ihrc aus (129) hervorgehenden 
Ausdrücke, so bekommen die Gleichungen (138) diese GestaIt: 

(J}a = fJ.(J}4' I 
"'3{3a(J}1 + (~{3JfJ. + "'a{31) (J}4 = 0, 

oder 

(J}3 = fJ.(J}4' · I 
"'3 {33 (J}1 + (ti {3a (J}3 + t:I.a {31 (J}4 • 

(139) 
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Diese Gleiehungen stellen aber (siehe (114) und (115)) die Tan
genten in X2 an dem Kegelsehnitte 'Y fL dar, weleher alle die Regel
fläehe erzeugenden Congruenzstlahlen trägt. 

Dieses Ergebniss ermöglieht uns folgendes Z!l behaupten: 
Wenn der bewegliehe Congruenzstrahl längs dem gegebenen 

Kegelschnitte 'Y fL gleitet, wird sein Sehnittpunkt sieh dem Punkte 
X 2 in einer dnreh die Tangente in X2 bestimmten Richtung nähern. 
Die Strahlen, welche in dem X2 unendlieh benaehbarten Punkte des 
Kegelschnittes auf diesem ruhen, werden entweder in W oo oder in 
Wo liegen, und zwei Strahlen werden sieh in Woo, zwei in Wo befin
den~ Es sind nun die beiden in woo befindliehen Strahlen, welehe 
dem Schnitte der Regelfläehe mit W«J angehören. 

Die beiden anderen in woo liegenden Strahlen, welehe durch Xi 
gehen nnd durch 

dargestellt werden, ruhen aus demselben Grunde in dem Xi unend
lich benaehbarten Punkte auf dem Kegelschnitte 'Y fL" 

Die beiden durch Xi gehenden Geraden sind gleichfalls die 
beiden Tangenten au der Kurve TI in ihrern Knotenpunkte Xi. 
Analoges kann von den beiden Geraden durch X 2 behauptet werden. 

Der Schnitt der Regelfläche mit Wo ist offenbar auf gleiehartiger 
Weise zusammengezetzt. 

~ 14. lJie Regejtläche der Oongruenzatrahlen, welche au! einem 
durch Xi und X 2 .r;elegten, in W oo bejindlichen Ke!Jel8chnitt ruhen. 

Wil' wollen uns mmmehr mit dem Falle besehäftigen, wo der 
Kegelsehnitt 'Y fL in der Ebene woo liegt, und demllach mit 'Y «J zu 
bezeichnen ist. 

Wil' haben nur in den obigen Gleiehungen 

fJ.. = 00 

Zl1 setzen. 
Der Kegclsehnitt 'Y 00 wird somit dureh 

dargeste II t. 
Die Grössen "I erhalten Hun die folgenden Werte (siehe (129)): 

B 6* 
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70 = P.2Ct3 , 

71 
2 = P. Ct'}. , 

72 = p.2~ , 

, 2 
70 = P. Cto , 

I 
71 = p.Ct3 , 

72' = fJ-Ct3 , 

71" = p.Ct1 , 

72" = p.Ct'}. , 

70" = CtJ 

wo der Faktor f33 gestrichen ist. 
Die Ausdrücke 0 bekom men also die folgende Gestalt (siehc (119), 

(24) und (125)): 

O;j = p.2 (CtJ (J}1(J}2 + CtJ(J}t(J}3 + Ctt(J}:,l(J}3 + Cto(J}}), 

62 = - p.2 (CtJ(J}1 + ~(J}a) (J}4, 

61 = - p.2 (Cta (J}2 + CtJ aJ3) (J},., 

IJ 2 2 
110 = P. Ct3 aJil , 

64 = - p.2 Ctl (J}",2, 

65 = - p.'1.~(J}42, 
IJ 2 2 
116 = P. Cto(J}4 , 

67 = p.2 (~(J}2 + Cto (J}a) (J}iJ., 

Oa = p.2(Ct:.l(J}t + CtO(J}3)(J}4' 

Die Gleichung (126) der Regelfläche erscheint demnach in dieser 
Form 

1Ctfl't(J}:,l + Ctf1Jt(J}3 + Ctt(J}#a + ttoaJJ2, - (CtJ(J}t + CttaJa)aJ4, - - (CtJ(J}2 + Ct~(J}J)!1JIj"CtJ(J}il2 
ti" - (CtJ (J}2 + Ct2 aJ;j) (J}iJ, Ct3 (J}4

2 
, - (~aJ2 + Ctom3)(J}I"Ctt(J}4: = 0, 

- (Ct;>, (J}1 + Ct1 (J}a) (J}4 , - (Ct~(J}t + Ctoma)m4' Ct~(J}il2 ,Ct,,(J}il 

2 ", 2 IV. "'42 N _fYI 2 
Ct3 (J}4 Ct:,! "'4 -:l '" ''''''Ir'il I 

oder, nach Teilung durch (J}1j,4: 

CtJ(J}1(J}2+Ct,,(J}1(J}a + Ctt(J}#a +ttoma2 
,-(Ct J(J}1 +Ct1(J}a)(J} 4'-( CtJ(J}2 +Ct#a)m 4,Ct;;(J} l 

roo- -(Ct;j(J}2 + Ct2(J}a) Ct~(J}4 ,-(~(J}2+Ctom3) ,Ct1(J},. =0.(141) 

- (CtiJ(J}1 + Ct1(J}a) ,-(Ct#1+a oma) , CtJ(J}4 ,a~(J}1j, 

Die Regelfläche del' Congruenzstrahlen, welche auf einem durch 
X1 und X2 gelegten, in Q)", befindlichen Kegelschnitt 'Y ':IJ ruhen, 
ist oemnRch vom vierten Graoe. 
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Setzen wir {lJf! = 0, so finden WIr 

~fl'1{lJ~+"#'1{lJa+"1{lJ2{lJ3+aorc32, 0 0,0 
-("6{lJ2+ "2{lJa) , 0 , - ("1{lJ2+"o<'lJ3), 0 = 0 
-("J{lJ1+~{lJ3) ,-("#'1+"O{lJ3), 0 ,0 

oder 

(a2{lJ1 + "o{lJa) (~{lJ2 + "o{lJa) X 
X ("a{lJ1,'lJ2 + "2{lJ1{lJa + a1{lJ~{lJ3 + cto{lJ/) = O. 

Der Schnitt mit w'" besteht also aus dem 
Kegelschnitt 'Y 00 und aus den zwei Geraden, 
welche X 1 nnd X 2 hez. mit den Punkten 
frJ1 und M 2 verbinden, wo 'Y 00 die Geraden 
X2 X3 und X1 X3 trifft, und sieh im Punkte X 
A sehneiden. 3 

Der Sehnitt in Wo ({lJa = 0) wird dureh 

oder 

B 

Fig. 6. 

=0 

("1,'lJ1 +ct .. {lJ/t) (ct .. {lJ2+",,{lJ/t) ("orc1{lJ2+~,'lJ1{lJ,. +a2,'lJ:;{lJ4 +a6{lJ4 2) = 0 .( 1'42) 

dargestcllt. 
Er ist aus dem durch X 1 und X 2 gehenden Bildkegelsehnitte von 

'Yal und zwe~ Geraden durch X 1 ulld X 2 zusammengesetzt. 
. Der Pul von X1 X2 in Bezug auf diesen Bildkegelschnitt ist durch 

bestimmt. Bs ist offenbar das Hild Af des Punktes A. 
Auf dieser Regelfläehe giebt es noch eine Doppelkurve, welche 

wir mit wenig Mühe bestimmen könllen. 
Bin Congrnenzstrahl P (P1' pJ schneidet 'Y 00 , wenn der Gleichung 

gellügt wird. 
Bin Strahl q (q1' q2) tut dasselbe, wenn man bat 

cta q1 q~ + ct~q1 + ctt q2 + cto = O. • . . . . (144) 
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Die Strahlen P und q sehneiden sieh, wenn der Beziehung 

(28) 

genügt wird, während ihr Sehnittpunkt dureh 

Pi + qi 
()Ji =---tlJ4 , 

P1qi 
(25) 

'" _Pi + q2 '" 
"'2 - "'4' 

P2q2 
(26) 

1 ] 
1173 =--1174 =- 1174 

Piqi P2q2 
(24) 

bestimmt ist. 
Es sollen die Grössen Pi' P2' q1 und q2 aus den Gleiehungell 

(143), (144), (23), (24), (25) und (26) eliminirt werden. 
Die Elimination van q2 aus (144) und (23) ergiebt 

ctaPl qt 2 + ct2P2 q1 + ctlPI q1 + ctOP2 = 0 . (145) 

Eliminiren wir P2 aus (145) und (143), so finden wir 

cta
2

P12 q1
2 + ctl cta (PI + q1)PI fit + (~l! - ct2

2
)P1 q1 -

- cto Ct2 (PI + qt) - ct0
2 = 0, 

oder 

" 2 + Ct ct PI + qt +(ct 2_ct 2) _1_ ._ , ct tL. PI + qt . _i __ a 1 3 1 2 0-;: . 
PI ql PI q1 PI ql PI ql 

ct 2 
- __ 0 - - 0 (146) 

Pl2 ql2 - . 

Mit HüIfe der Gleiehungen (24) und (25) lässt sieh diese Glei
chung also s~hreiben: 

oder 

k2 - cta 2 1174
2 + &tt cta 1171 1174 + (ct12 - ~ 2) ()Ja 1174 - cto ct2 1171 l17a -

- ct0211732 = O. ' . (147) 

Diese Gleiehung stellt einen quadratischen Kegel k2 mit X 2 als 
Spitze dar. 
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Hätten wir zuerst PI und ql eliminirt, so würden wir einen 
quadratisehen Kegel kl mit Xl als Spitze gefunden haben, dessen 
Gleichung lautet: 

kl - ~ 2 
(IJ 4

2 + ~ aa (IJ2 (IJ 4 + (a2 
2 - ~ 2) (IJa (IJ 4 - a o al (IJ2 (IJa -

- ao2 (IJa 2 = O. (148) 

Der Kegel k2 schneidet. die Ebene (IJ4 = 0 in der Gerade Xl X2 
und in der Gerade 

a2 (IJl + ao (IJa = 0 , 

d. h. in der Gerade X 2 M2 . 

Der Kegel kl sehneidet woo in Xl X 2 und 111 der Gerade 

d. h. in der Gerade Xl MI' 
Es haben die beiden Kegel kl und k2 daher ausser der Gerade 

Xl X2 eine kubische Raumkurve gemein, welche die Punkte Xl 
und X 2 und den Punkt A enthält, wo die Geraden Xl MI und 
X2 M2 sieh sehneiden. 

Der Kegel k2 sehneidet (IJa = 0 (wo) in Xl X2 ulld in der 
Gerade 

~ (IJl + aa~(IJ4 = O. 

Der Kegel kl dagegen sehneidet Wo in Xl X 2 und in der Gerade 

a 2 (IJ2 + aa (IJ4 = O. 

Der Sehnittpunkt B' dieser beiden Geraden, welcher dm'eh 

bestimmt ist, liegt aneh auf der kubischen Raumkurve. 
Für diesen Punkt gilt 

(149) 

El' ist der Bildpunkt des Punktes B in W oo , welcher dureh. 

oder durch 
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bestimmt ist. 

"s IlJI + "1 IlJs = 0 , I 
"s1lJ2 + "21lJS = 0 

(150)" 

Dieser Punkt Bist offenbar der Schnitt der Tangenten in Xl 
und X 2 an 'Y 00' also der Pol von Xl X2 in Bezug auf 'Y:o. 

Es leuchtet ein, dass die hier betrachtete kubische Raurnkurve 
mit der gesuchten Doppelkurve identü,ch ist. 

Wir haben ahm gefunden, dass die Doppelkurve der Regelfläche 
r x, welche erzeugt wird durch die auf einem durch Xl und X2 

gelegten, in lJ)D befindlichen Kegelschnitt 'Y 00 ruhenden Strahlen, 
eine kuóische Raumkurve ist, welche Xl' X 2 , den Schnittpunkt A 
von Xl MI und X2 M2' ulld das Bild B' des in Bezug auf 'Y 00 der 
Gerade Xl X2 zugeordneten Poles B enthält. . 

§ 15. ])ie Regeljläche der Strahlen, welche sich stiitzen au! einelt 
in lJ)", óejlndlichen durch Xl und X 2 gelegten Kegelschnitt, in BezufJ 
au! welchen Xs del" Pol von Xl X 2 ist. 

In diesem speziellen .Falle ist der oben erwähnte IJunkt B mit 
dem Punkte Xs identisch. 

Wir haben offenbar 

zu setzen. 
Die Gleichung des Kegelschnittes lautet 

(151) 

Die Regelftäche wird sornit (siehe (141)) dUl·ch 

-"JIlJ"}. 

-"a IlJ1 

, "a 1lJ4 , - "vIlJa 0 
, - "01lJ;j '''31lJ4 0 

=0, 

"J o , 0 , "0 

oder durch 

(152) 

dargestellt. 
Der Schnitt In lJ)00 wird durch 
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del' Schnitt m Wo (tZ'3 = 0) durch 

(153) 

angewlesen. 
Die Doppelkurve ist nun (siehe (147) und (148)) durch 

gegeben. 
Wir könnell also vorläufig nul' behaupten, dass die Doppelknrvc 

in ein Gebilde allsgeartet ist, welches zum Teil der Ebene wVi 
(Cc:v<v3 + Cc:JtZ'4 = 0), zum 'reil der Ebene W v (Cc:J <v3 - aatZ'4 = 0) 

2 

angehört. 
Substituiren wir in (152) Cc:o tZ'J = - Cc:3 tZ'4' so folgt 

oder 

Die Ebene W v (Cc:JtZ'J + Cc:J tZ'4 = 0) schneidet demnach die Regel-
1 

flächc in den Doppelgeraden Xi X 2 und XVi E, deren letztere die 

Schnittlinie von W v mit del' Ebene eist. 
i 

Die Substitution Cc:lltZ'J = + Cc:J tZ'4 giebt 

[(}4
2 «(JJi + (JJ2? = o. 

Die Ebene lVv"l. (Cc:otZ':J - Cc:J tZ'4 = 0) schneidet somit die Fläche in 

den Doppelgeraden Xi X2 und X
v2

' E', von denen die Jetztere die 

Schnittlinie von W v mit del' Ebene e' ist. 
2 

Die kubische Raumkurve ist deshalb in drei Geraden, nämlich 
X i X2 , Xv E und Xv E' ausgeartet. 

i 2 ~ 

~ 16. Die Regeljtäche der Straltlen, welche au! eznem durch 
Xi' X 2 und X3 gelegten Kegelschnitt ruhen. 

Zum Schluss wollen wir den Spezialfall erledigen, wo der Kegel
schnitt 'Y 00 den Punkt X3 enthält. 

In diesem Falle haben wir 
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ao= O. 

Demnach lauten die Gleichungen des Kegelschnittes 

a 3 iJl1 (J}2 + a 2 ,Vi (J}3 + ai (J}2 (J}a = 0, I 
(J}4= O. 

Die Regelfläche wird nunmehr durch 

l
a 3(J}1(J}2 + a#'i(J}3+a 1(J}2(J}a, - (aaX1+ai(J}3)(J}tr., - (aaX2+ a }.(J}3)(J}""aaX",2 

- (a3(J}2 + ai.(J}a) ,aJ(J}", ,- a 1(J}2 ,~(J}", 

- (aaX1 + a i (J}3) , - a#'1 a 3(J}", ,al(J}", 

, 0 

dargestellt. 

(154) 

=0 

Addirell WH' (J}1 mal die erste, (J}2 mal die dritte und (J}1 (J}2 mal 
die vierte Horizontalreihe zu der ersten , so finden wir, nach Tei
lung durch (J}4' 

o , - ai (J}a(J}4 , - a;l(J}a(J}"" ai (J}1 + a l (J}2 + aa(J}", 

- (aa (J}2 + a]. (J}3) , aa(J}"" - ai (J}2 ~ 
- (aJ (J}1 + ai (J}a) , - a;?(J}1 a 3(J}tr. a). 

o 
Addiren wir zu der zweiten Horizontalreihe (J}l. mal und zu der 

dritten (J}1 mal die vierte, so folgt 

o ,- a 1(J}a(J}", , - a 2(J}a(J}", , ai <111 + a;l(J}2 + aaXl> 

o a). 
=0.(155) 

- ~(J}3 , a 2(J}2 + aa(J}4, 0 ai 

o 
Diese Gleichung ist vom dritten Grade und vertritt die Regel

fläche der Strahlen, welche auf dem durch Xi' X 2 und X 3 geleg
ten Kegelschnitt ruhen. Vertanschen wir in (155) (J}a nnd (J}I., so 
erhalten wir die Gleichung (78); es ist ja auch der durch Xi' X 2 

und Xi! hindurchgehende Kegelschnitt das Bild derjelligen Gerade 
in Wo, welche durch 

~lV1 + a:.2(J}2 + a3(J}", = 0 } 
(J}a= 0 

gegeben ist. Die hier untersuchte Regelfläche ist also mit der 
axialen Regelfläche der genannten Gerade identisch . 

. Für die Eigenschaften dieser Fläche dürfen wir somit auf die 
in ~ 11 gegebenen Darlegnngeu hinweisen. 
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§ 17. Die obigen analytischen Untersuchungen haben "bis jetzt 
nur die rein geometrischell Eigensehaften der mit diesel' Congruenz 
zusammenhangenden Gebilde erörtert. Es liegt nun nahe nns anch 
urn die Gestalt dieser Gebilde zu kümmern. Diese Gestalt lässt 
si eh freilich im AIIgemeinen sehr bequem erkennen, wenn die 
Gleiehungen der Gebilde anf ein rechtwinkliges Axenkreuz bez(~gen 
sind, und zwar mittels dieser 'rransformationsformeln: 

. (156) 

X-tJ 
x2 = , 

C 

h-z 
xs =--' 

ft 
z 

x = -- . 
4 ft 

In den vorliegenden Untersuchungen aber würde eine derartige 
Transformation der Übersichtlichkeit der Gleichungen bedeutend 
schaden, weil eben die gewählten Coordinaten am meisten der 
Beschaffenheit der betFeffenden Gebilde entsprechen. 

Wir ziehen deshalb die homogenen Gleichungen VOl', und wollen 
aus ihnen die Gestalt der Figuren zu erkennen versuchen. Dies ist 
nicht schwer, indem die 'ratsache, dass die Punkte Xl und X2 

mit den Kreispunkten und die Punkte Xs und X4 bez. mit den 
N ullpunkten der Abbildungsebenen [wJ und [WiJ identisch sind, 
n11S sofort über die Gestalt der Gebilde Aufsehluss giebt.. 

In dem Folgenden beabsichtigen wir nun die wichtigsten 
Gleiehungen in Hinsieht auf die Gestalt zu deutel1, wobei wir ' 
gleichfalls die Hesultate allgemeiner Art kurz zusammenfassen 
werden. 

a). Der Feldgrad der Congruenz ist zwei, ihr Bii.ndelgrad vier, 
ihr Axengrad zwei. 

Urn über den Gang der Strahlen eine möglichst klare Vorstellung 
zu gewinnen, betonen wir, dass von den vier Strahlen, welche nach 
einen willkürlichen reellen Punkt zielen, 8tet8 nur zwei reelt Bind. 
Dies ergiebt sich durch die folgende Überlegung. 

Ein Strahl jJ i~t reelI, wenn er eine reelIe SpUl' in woo hat, 
Xl X + i!! x2 X - i!! d. h. wenn die Grössen jJ - - p - - - ---1-;;-- c '2- x - C 

3 3 
conjugirt complex sind. 
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Es seten alo, !lo, Zo die Coordinaten von T; so werden Pi und 
P2 durch 

oder durch 

c (h - ZO)Pi2 
- h (alo + i!lO)P1 + czo = 0, . (157) 

c (h - ZO)P22 
- h (alo - i!lO)P2 + CZo = ° . (158) 

bestimmt. 
Weil die Coefficientcn der GleicllUng (158) den analogen Coetfi

cientell der Glcichung (l57) conjugirt sind, so sind auch die 
W ul'zeln von (158) den W urzeln von (157) conj ugirt. 

Nennen wir also die Wurzelll von (157) 

ai + i {31 , a 2 + i {32' 

so sind die Wurzeln von (158) 

Es ist demnach zweimal ein Wert von P2 einem Werte von P1 
conjugirt; daher sind von den vier Spuren der durch (alo, !lo, zo) 
gehenden Strahlcn zwei reeH, d.h. nur zwei der viel' auf (alo, !lo, zo) 
ruhenden Strahlen sind reell. 

b) Singuläre Ebenen sind: 
P die Ebene [w] mit drei Strahlenbiischeln, deren Scheitel in 

den Kreispunkten I und J und in dem N ullpunkte 0 liegen; 
2° die Ebene [w'] mit drei Strahlen büscheln, deren Mittelpunkte 

Z ",r' sieh im N ullpunkte 0' und in den Krei:;-
, :; ' punkten I und J befinden; 

0; 
----'-.ç:--~~::----- .x 3" die Ebene der reeHen Axen (al1 = al2) 

Fig. 7. 

mit einem Strahlensystem der zweiten 
Klasse, welches einen Kegelschnitt e um
hüllt; die Gleichungen von e lauten 

'> '> ~ "h . h2 al"+4c-z··-4c· zz=O,! (159) 
!I=O; , 

der Kegelschnitt eist daher eine Ellipse, 
welche 0 X in 0 und 0' X' in 0' berührt 
und deren Mittelpunkt mit dem Punkte 

ft 
al=O, !I=O, z= - , 

2 

file://-/-ifii
file:///oJjL
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d. h. der Mitte von oa identisch ist; 
40 die Ebene der imaginiiren Axen (Xi = - x2) lUit einem 

Strahlengebilde zweÏter Klasse, welches einen Kegelschnitt e' ulUhüllt; 
die K urve e' wird durch 

ft2//_ 4 C
2

Z
2 + 4 c2ftz = 0 I 

x=Or 
(160) 

dargestellt, und ist eine H!Jperbel, welche 0 Y in 0, 0' Y' in 0' 
berührt und ebenfalls die Mitte von 00' zum Mittelpunkt hat; 

5°. jede Ebene, welche einen Congruenzstrahl lUit einem der 
Kreispunkte I oder J verbindet; sie trägt ein Strahlengebilde zweiter 
Klasse, welches einen Kegelschnitt umhüllt. 

c) Singuläre Punkte sind: 
P der Punkt 0 mit einem Strahlenbüschel in der Ebene [w J; 
2° der Punkt 0' mit einem Strahlenbüschel in der Ebene [w'J; 
3° die beiden Kreispunkte I nnd J in den Ebenen [w J und 

[w'J mit Strahlenbüscheln in diesell Ebenen. 
d) Alle Congruenzstrahlen berühren zwei imaginäre Kegel (Cylinder), 

die bez. in den Kreispunkten I und J ihre Spitzen haben. Die 
Berührullgspunkte (Brennpunkte) der Congruenzstrahlen sind im All
gemeinen imaginär. Die beiden Cylinder bilden zusammell die 
Fokaljtäcfte. 

Die Fokalcylinder sind durch 

(X - i!J)2 _ 4 z (lt - z) = 0 
c2 ft2 

(l61) 

angewlesen, sodass ihl'e Gesammtheit, die Fokalfläche, durch 

dargestellt wird. 
e) Die "J!'okalfläche trägt zwei quadratische Doppelkurven, welche 

ihreu einzigen re ellen Bestandteil bilden. 
Der eine Kegelschnitt liegt in der Ebefie Cr = 0) der 1'ee11en 

Axen und ist mit der durch 

ft2 X2 + 4 c2 Z2 - 4 c2 ft z = 0 I 
!J = Ó (" 

(159) 

da1'gestelltel1 Ellipse e identisch. 
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Der andere Kegelschnitt. liegt in del' Ebene (x = 0) der imagi
nären Axen und fällt mit der dUl'ch 

h2y? - 4 C2Z~ + 4 c2 hz = 0 

x=O 

bestimmten Hyperbel e' zusammen. 

(160) 

j). Die axiale Regelfläche einer willkürlichen Gel'ade I, die [10 J 
in A und [w'J in B' schneidet, ist eine Fläche vom sechsten Grade, 
auf welcher I eine vierfache Gerade ist. Zwei der vier Bliittel' sind 
abel' stets imaginär. 

Der Schnitt in [10 J enthält die drei Geraden Aa, AI und AJ' 
und eine kubische Kurve (siehe (19) S. 39). 

Diese kubische Kurve ist circular und geht durch die Punkte 
0, A, und den Bildpunkt B der SpUl' B' in [w']. Der Punkt B 
ist 'l'angentialpunkt der Kreispunkte. 

Die rrangente in 0 ist die axiale Projektion aus 00' des iu [w'J 
liegen den Bildes der Gerade OA. 

Die rrangente in A ist die axiale Projektion aus der Axe I auf 
die Ebene [w J des A zugeordneten Punktes A'. 

Die axiale Regelfläche von I enthält eine cil'culare kubische 
Doppelkurve, welche I zweifach schne-idet. 

'Venn die Gerade I die Gel'ade 00' schneidet, so wird die 
Doppelkurve eine kubische circulare Plankurve mit einem Doppel
punkt auf I. 

Wenn die Gerade I (l(Jo) den Ebenen [w ] ul1d [w' J parallel ist, 
und ihr Schnittpunkt mit der unendlich fernen Gerade der Ebellell 
[w J und [w'J mit L(Jo bezeichnet wird, so geht die kubische Knrve 
in [w J dnrch L(Jo, während ihre 'l'angente in diesem Pnnkte die 
Projektion von l,J. aus A' auf r wJ ist. Der gemeinschaftliche 'l\m
gentialpunkt der Kreispunkte liegt nun in O. 

Die Doppelkurve ist hier aus einem Kegelschnitt und der unend
lich fernen Gerade der Ebenen [w J und r w'J zusammengesetzt. Die 
Richtung des Schnittpunktes diesel' beiden Bestandteile ist zur 
Richtung von 1(Jo rechtwinklig. Der Doppelkegelschnitt schueidet 
natürlich auch die Gerade Zw 

Wenn I der Ebene [w J parallel ist und überdies 00' schneidet, 
so ergiebt sich die 'l'angente in 0 an der kubischen Kurve in [w J 
als die axiale Projektion aus 00' auf [w J derjenigen in [w'J liegenden 
Gerade, welche das Bild ist der mit 1(Jo parallel en durch 0 gehenden 
Gerade in [w J, wähiend die Asymptoten . alle nach 0 convergiren. 
Die Doppelknrve ist jetzt aus einem der Ebene [w ] parallel en Kegel-
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schnitte und der unendlich fernen Gerade von [w J zusammengesetzt. 
fI) Die axiale Regelfläche einer Gerade l, welehe in der Ebene 

der reellen Axen liegt, besteht aus der zweifach zu zählenden Ebene 
der reeJlen Axen und einer biquadratischen }'läche, welcbe t als 
lJojJpel[jerade trägt. 

Die kubische Kurve in [w J ist jetzt ausgeartet in die Gerade 
OX und in einen Kreis, dessen Mittelpunkt B der Bildpunkt der 
Spur B ' von t in [w'J ist. Der Kreis uud die isotrope Gerade AI 
sehneiden sich und die isotrope Gerade OJ im nämlichen Punkte 
Al' Ebenso treffen der Kreis uud die isotrope Gerade Lij sieh 
und die isotrope Gerade Ol in demselben Punkte A2. Der Schnitt 
der Regelfläche mit [10 J ist aus dem oben erwähnten Kreis nnc! den 
beiden isotropen Geraden AI uud AJ zusRmmengesetzt. 

Die Schnittkurve in [w'l hat offenbar diesel be Gestalt. Auf der 
biquadratischen Fläche befindet sieh noch ein D'oppelkreis, welcber 
die Gerade t in einem Punkte Cp. schneidet. 

Der Kreis scbneidet die Ebene der reellen Axen, ausser Cp., 
noch im Pole L von t im Bezug auf die Fokalellipse e. 

h. Die axiale Regelfläche eines Congruenzstrahles sist eine qua
dratische Fläche. 

Del' Schnitt in [w J besteht aus del' Gerade, welcbe 0 mit del' 
SpUl' 8 von s in [10 J verbindet, uud aus der orthogonalen Projek
tion derjenigen in [w'J liegen den Gerade , welche 0' mit der Spur 
8' von s in [W'J vereinigt. 

z} Die axiale Regelfläche eines in der Ebene del' reellen Axen 
befindlichen Congruenzstrahles besteht nur aus diesel', doppelt zu 
zählenden Ebene. 

j). Die axiale Regelfläche einer in [w J liegenden Gerade 1n ist 
vom dritten Grade. Sie trägt 1Il als einfache Leitlinie. 

Der Schnitt in [10 J ist aus del' Gerade 1Jl uud aus den beiden 
Geraden IMi und J jJ12 zusammengesetzt, wo Mi den Schuittpuukt 
von 1Jt mit OJ und M 2 denjenigen von 1IZ mit Ol bezeichnet. Die 
beiden Geraden IMI und J M 2 schneiden sich in eillem Punkte 
G, weleher das Spiegel bild des N ullpullktes 0 in Bezug auf 'IJl ist. 

Der Schnitt in [u,'J besteht aus dem Bilde deljenigen dnrcb 0 
gehenden Gerade, welcbe mit 'IJl parallel ist, und aus einem durch 
0' gebenden Kreis p., welcher die Gerade m abbildet. Beide Linien 
schneiden sich, ausser 0', noèb in einem Punkte H'. 

Die lJoppelflerade dIJ! verbind et G mit H'. 
Die Zwickpunkte K und K ' sind die Schnitte von dm mit den 

Ebenen der reeUen und imaginären Axen. 
Die Torsallinien t und t' sind bez. die rrangenten in K an der 
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Fokalellipse in der Ebene der reeUen Axen und in K' an del' 
Fokalhyperbel in der Ebene der imaginären Axen. 

Die Torsalpunlde 'l~1l und 1"", sind die Schnitte von IJl bez. mit 
der reellen und der imaginären Axe in [U) J. 

k), Wenn wir die Gerade ?Jl um einen Pllnkt A rotiren lassen, 
so beschreibt die Doppelgerade dm eine kubische Regelfläche. 

Der Sehnitt diesel' Fläche mit [ 10 J besteht aus der Gel"ade 0..1 und einem 
Kreis 'Y Cl) , welcher durch 0 geht und seinen Mittelpunkt in A hat. 

Die Schnittkurve in [W'J ist eine circulare kubische Kurve, welche 
in 0' einen Doppelpunkt hat, Illit den Coordinatenaxen als Tan
genten. Ihre reelle Asymptote verläuft parallel mit 0..1. Der Tan
gentialpunkt der Kreispunkte ist dem Punkte A zugeordnet. 

Der Kreis 'Yex: und die Gerade 0..1, welche zusammen den 
Schnitt in [10] bilden, treffen sieh, ausser 0, im Punkte B der 
Geraden OA, fürwelchen AB = 0..1 ist. 

Die lJoppelgemde ó. deI' Regelfläche (dm) verbindet 0' mit B. 
Die einjache Leitlinie von (dm) ist mit dem Congl'Uenzstrahle 

a = AA' identisch. 
Die Zwickpunkte lÇ und K 2 sind die Punkte, wo ó., ausser (J, 

die Fokalfläche trifft. Sie ' sind imaginär. 
Die beiden Torsallinien ft und /2 verbinden Kl (anf FI ) mit 

1(= Xl) und K 2 (auf F2) mit J (= X2 ). 

Die Torsalpunkte Ar. und Ar, sind die beiden Brennpunkte von a. 
Wenu der Punkt .A die Ebene [U) J durchläuft, so beschreibt ó. 

den Strahlenbündel (J nnd a die Congruenz. 
1). Wir wollen jetzt die Regelfläche betrachten, welche erzeugt 

wird durch die auf einem durch Xl und X2 gelegten Kegelschnitt 
'Y ~ ruhendell Strahlen. Dieser Kegelschnitt ist offenbar ein Kreis 
in einer ruit Lw] paralleIen Ebene. 

Die betreffende Regelfläche ist vom achten Grade und hat in 
den Kreispunkten von [10] vierfache Punkte. 

Der Schnitt in [w ] besteht aus zwei Geraden durch I, zwei 
Geraden durch J und einer ' bicircularen biquadratischen Kurve, 
deren 'l'angenten in den Kreispunkten I und J identisch sind mit 
den Linieu, welche diese Klll've zum vollständigen Schnitt ergänzell. 
Die beiden Geraden durch 1 können auch als diejenigell Congru
et1Zstrahlen beh'achtet werden, welche in dem I unmittelbar vor
angehenden Punkte auf dem Kreise 'Y ~ ruhen; analoges gilt für 
die beiden Geraden durch J. 

1JZ). Wenn der Kreis 'Y ~ in [10] liegt, und daher mit 'Y Cl) be
zeichnet werden muss, ist die Regelfläche vom vierten Grade, und 
bat die Kreispnnkte von [10] zu Doppelpunkten. 
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Der Schnitt in [w J besteht aus dem Kl'eis Yal und aus den 
beiden Geraden, welche die Kreispunkte I und J bez. mit den 
Schnittpunkten MI und M2 von Yal mit OJ und Ol verbinden; 
MI I schneidet M 2 J in A. 

Der Schnitt in [W'J besteht aus qem Kl'els, der 'Yal abbildet, 
und aus zwei isotropen Geraden, welche nach dem Bildpunkte B' 
des Mittelpunktes B von 'Yal convergiren. Der Bildkreis von 'Y 00 

hat seinen Mittelpunkt in dem A zugeordneten Punkte A'. 
Auf der Regelfläche liegt noch eine 1cubiBche Doppel1curve, welche 

circnlar ist und durch die Punkte A und B' hindurchgeht. 
Jeder zu [w J paralIele Schnitt ist eine bicirculare liquadmti8che 

Kurve mit .Doppelpun1ct. 
Dieser Doppelpunkt ist die Spur der Doppelkurve in del' 

Schnittebene. 
n). :Falls der Mittelpunkt B von 'Yal in 0 liegt, ist der Schnitt 

in [w J aus dem Kreis 'Yal und aus der doppelt gezählten unend
lich fernen Gerade zusammengesetzt. 

Die Schnittkurve in [W'J besteht aus der doppelt zu zählenden 
unendlich fernen Gerade und aus dem Bildkreis von 'Yal. 

Die Doppelkurve ist hier in drei Geraden ausgeartet, nämlich in 
die unendlich ferne Gerade van [w J, eine in der Ebene der reeUen 
Axen befindliche, zu diesen paralIele Gerade und eine in der Ebene 
der imaginären Axen liegende, zu diesen paralIele Gerade. 

0). Wenn der Kreis 'Yal den Punkt 0 , enthält, ist seine Regel
fläche vom dritten Grade. Sie ist mit der axialen Regelfläche der
jenigen in [~/J liegen den Gerade identisch, welche den gegebenen 
Kreis zur Bildkurve hat. 

Die Umformungen der Gleichungen in solche mit triorthogonalen 
Coordinaten sind hier fast gänzlich unterlassen, und zwar deshalb, 
weil die meisten Gleichungen dadurch viel weniger übersichtlich 
werden. Sollte es sieh urn die lJimert8ionen der Figuren handeln, 
so kann man die entsprechenden Substitutionen ausführen. 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetenseb. (le Sectie) Dl X. B 7 
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B. IJie' OonfJr'uenz, welehe der Funktion 

, w2 
w =-

e 
anfJehört. 

~ 1. In den folgenden Betrachtungen werden wir im Allgemei
nen die Reihenfolge der vorigell Abteilung beibehalten. 

Ein Punkt P In Woo set durch 

der zugeordnete Punkt P' in Wo durch 

bestimmt. 
Der Strahl PP' wird alsdallll durch 

dargestellt. 

a:1 = PI a's + PI' aJ4' 

a'2 = P2a's + P2' a'4 

Vermöge der Ausdrücke 

geiten die folgenden Beziehungen 

PI' = e (u' + iv') = cw' = 1 
Pl2 (u + iv)2 . w2 

P2' = eCu/-iv') = 1. 
P22 (u - iv)2 

Wir haben deshalb zn setzen 

, 2 
PI =PI ' 

/ 2 
P2 =P2 ' 

wonach die Gleichungen eines der Congruenz von w' = 10 2 : C ange
hörenden Strahles diese Form erhalten: 

Xl = PI Xs + PI 2 X4 , I 
X2 = P2XS + P22X4' 

(1) 
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~ 2. Bündelgrad und Feldgrad. 
Der Bündelgrad wird ermittelt, wenn wir in (1) die Grössell 

all' al2 , ala und al4 als feste Coordinaten betrachten und untersuchen, 
wie viel Combinationen (PI' P2) durch dies es Wertesystem be
stimmt werden. 

Wenn wir die Gleichungen (1) in der Form 

al4Pl 2 + alaPI - all = 0 , I 
al4P2

2 + alaP2 - al2 = 0 I 

schreiben, so leuchtet SofOl't ein, dass ein Punkt (all' al2 , ala' al4 ) 

zwei Werte für PI und zweiV'rT erte für P2 anweist; wir erhalten 
demnach vier Combinationen (PI ,P2)' Diese bestimmen die Spuren 
P der vier Congruenzstrahlen, welche nach dem gegebenen Punkt 
zielen. 

Wir sehen also, dass der Bündelgrad vier ist. 
Eine Ebene, welche durch 

!Xl all +!X2 al2 + lXa ala + 1X4 al4 = 0 

dargestellt wird, enthält einen Congruenzstrahl P, wenn sie dem 
Ebenenbüschel angehört, welcher paIs Axe hat und durch die 
beiden Ebenen (l) bestimmt ist. 

Es gilt daher die Identät 

wonach 

ÀI (all -PI alg -PI 2 
ala) + ~ (al2 - 'P2 alg -P22al4) = 

= all all + "2 al2 + "gala + 1X4 al4 , 

À1 = 1X1, 

À2 = 1X2, 

- (À1P1 + ~P2) = 1X3 , 

- ()'1Pi2 + À2P2
2

) = 1X4' 

Die letzten zwei Gleichungen bestimmen die Werte von Pi und 
P2' welche den in der gegebenen Ebene liegenden Strahlen entsprechen. 

Den Gleichungen 

lXiPt + "2P2 + IX;) = 0 , I 
IXfpt2 + 1X2P:l2+ "4 = 0 . 

(2) 

wird durch zwei Paaren \Pi' Pi) Genüge geleistet. 
Es liegen deshalb in der gegebenen Ebene zwei Congruenzstrahlen , 

d.h. der Feldgrad ist zwei. 
B 7* 
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~ 3. ])ie Folcaljläelte. 
Von den beiden Gleichungen (1), welche zusammen einen Con

gruenzstrahl P bestimmen , stellt die erste eine Ebene durch X2 , 

die zweite eme Ebene durch Xi dar. 
Wenn wir Pi alle Werte erteilen, wird die erste Ebene einen 

Kegel mit X 2 als Spitze umhüllen, des3en Gleichllng wir erhalten, 
indem wir die D.iskriminante der genannten Gleichung verschwinden 
lassen. Sie lautet deshalb 

Der durch die Ebene mi = Pi miJ + p/' m" umhüllte Kegel ist daher 
vom zweiten Grade; er so11 mit F2 bezeichnet werden. 

Der durch die Ebene m2 = P2 miJ + p/ m" umhüllte Kegel wird 
durch 

dargestellt, und hat seine Spitze in Xi' 
A us dem Vorgehendell erhellt, dass die eine Ebene, welche den 

Congruenzstrahl P trägt, den quadratischen Kegel F2' die andere 
dnrch P gelegte Ebene den quadratischen Kegel ~ berührt. Del' 
Congl'Uenzstrahl pist demnach eine gemeinschaftliche Tangente der 
beiden Kegel Fi und F2• 

Wir gelangen also Zll der Einsicht, da88 die Strahlen der Gon
gruenz, welelte der Bezieltung w' = w2 

: e angeltört, die gemei1l8eltaft
lielten Tantjenten 8ind der beiden Kegel 

~ ... 4 m2m,. + m3
2 = 0, I 

F2 . •• 4 m1m~ + m32 = O. 
(3) 

Weil ein Pllnkt von ~ zwei zusammenfallende Strahlen trägt, 
und dasselbe von einem Punktc von F2 gilt, haben wir F1 und 
F-}. als die beiden Bestandteile der Folcaljläelte zu betrachten . . 

Áuch hier sollen diese Kegel Folcallcegel gel1annt werden. 
Die beiden Fokalkegel bestimmen Zllsammen einen Büsrhel qua

dratischer Flächen, welcher durch 

Ài (4 m1m,. + m32) + À2 (4 m2m~ + m3
2
) = 0 

dargestellt wird. 
Das dnrch Ài + À2 = 0 Rllgewiesene Gebilde hat die Gleichung 

(mi - mJ m,. = O. 

Diese Fläche ist also in zwei Ebenen ausgeartet, welche zusam-
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men die biqnadratische Schnittkurve von Rt und F2 enthalten müssen. 
Die durch 

dargestellte Ebene e trägt deshalb einen Kegelschnitt e, welcher 
sowohl Fi wie F2 angehört. 

Die Ebene W"'({C4=0) berührt die beiden Kegel in der GeradeX1X2• 

Wir sehen somit, dass die beiden Folkalkegel sich und w'" Jängs 
Xi X 2 berühren nnd überdies noch einen Kegelschnitt e gemeinsam 
haben, welcher sich in der Ebene 

(4) 

befindet 
Der Fokalkegel F1 berührt die Coordinutenebene Xi Xa X4 ({C2 = 0) 

in Xi X4 , während F2 die Ebene X2 Xa X4 ({C1 = 0) in X2 X4 beriihrt. 
Der Kegelschnitt e berührt deshalb die Gerade Xa X" in X" nnd 

die Gerade Xa E in E (l, 1, 0, 0). 

~ 4. 8inguläre Elementen. 
Eîne Ebene ist singnlär, enthält also nnendlich viele Strahlen, 

wenn die beiden Gleichnngen 

(/,1]J1 + (/,2]J2 + (/,a = 0, 1 
(/,1]J1

2+ (/,2]J2
2+ (/,4 = 0 I 

eine der Grössen Pi nnd]Jz, oder beide, nn bestimmt lassen. 
Nach Elimination von ]J2 fin den wir 

Die Bedingungen sind daher 

(/,1 ((/,1 + (/,2) = 0 , 
(/,1 (/,3 = 0, 

~(/,4 + ~a2 = O. 

Diesen Gleichungen wird genügt' 
10 dm'ch 

wonach (siehe (2)) 

die Gleichnng der Ebene wird daher 

(2) 
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Diese Gleichung (siehe Cl)) stellt die Berührungsebene des Fokal
kegels ~ dar, welche den Strahl p enthält, also die Ebene, welche 
diesen Strahl mit Xi verbindet. 

Wir erkennen also, dass jede Ebene, welche einen Congruenz
strahl mit Xi verbindet, singulär ist. Die in diesel' Ebene hefind
lichen Strahlen umhüllen offenbar den Kegelschllitt, in dem der 
Fokalkegel Rl. die Ebene (p, Xi) schneidet. Jede Ebene (p, Xi) ist 
demnach eine singuJäre Ebene mit einem Strahlensystem VOll der 
7.weiten Klasse. 

Auf analoger Weise finden wir, dass auch jede Ebene, welche 
einen Strahl P mit X2 verbindet, singulär ist und ein Strahlen
system zweiter Klasse enthält. 

Betrachten wir besonders die Ebene (p, Xi), in welcher der 
durch Pi = 00 hestimmte Strahl liegt, so erkennen wir (siehe (1)) 
in diesel' die Ebene [Vii = 0, d. h. (J)rD. 

Die Ebene (J)rx; ist also auch singulär. Wir werden das in ihr 
befindliche Strahlensystem später erörtern. 

2°. Den Beziehungen zwischen den Grössen ct1 , ct2 , "3 und ct,., 

welche P1 unbestimmt lassen, wird a~ch genügt durch 

"1+~Z=0' 
"3 = 0, 
~1i=0. 

Diese Bedingungen liefern die Ebene 

Die Ebene eist also auch singulär. Dies wurde bereits früher 
erkannt, als sich zeigte,- dass die Ebene ê die heiden Fokalkegel 
im nämlichen Kegelschnitte e schneidet. 

Die singulären Punkte werden gefunden duch die Überlegung, 
dass in 

,xi = P1,x3 + P1
2 

,x41 

,x2 = Pj.{J}3 + pZ2 {J}4 

entweder Pi oder P2 unbestimmt werden muss. 
Es leuchtet em, dass Pi unbestimmt ist, wenn 

der Punkt X2 ist demnach singulär. 

(1) 
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Auf analoger Weise gelangen wir zu der Ûberzeugung, dass 
Buch Xi ein singulärer Punkt ist. 

Wenn wir die Gleichungen (l) subtrahirel1, so folgt 

Ein Strahl pist durch PI und P2' sIso Buch dnrch Pi -P2 und 
Pi + P2 bestimmt. 

Wenn wir aber in (5) 

setzen , so wird die Grösse Pi -P2 unbestimmt. 
Der Punkt (eXi = eX2' eXa = 0, eX", = 0), d. h. der Punkt Eist 

daher auch singulär. 
Weil die Congruenzstrahlen die beiden "E'okalkegel berühren, 

und die drei Punkte Xi' X 2 und E auf die Gerade Xi X2 liegen, 
während überdies die beiden Fokalkegel durch w", längs Xi X 2 

berührt werden, so werden die Strahlensysteme, welche d urch die 
singulären Punkte Xi' X2 und .E gehen, in ihrer ganzen Aus
dehnung in Wrs> liegen müssen. 

Es sind deshalb Strahlen büsehel mit Xi' X2 und Bals Seheitel. 
Wir werden zunäehst zeigen , dass diese drei Strahlenbüsehel 

zusammen das ganze Strahlensystem bilden, welches sieh in der 
singulären Ebene Wrs> befindet. 

Ein Strahl P wird aueh bestimmt dureh seine SpUl' p' in wo' 
welehe die Coordinaten 

, , 
, ?li , ?l2 , 0 

Pi = -,' P2 = --" !Is = 
?l1i ?l1i 

hat. 
Wenn wir Pi und P2 bez. d ureh p/i und P2'! ersetzen, so gestalten 

die Gleiehungen (1) sieh wie folgt: 

'i + ' eXi = Pi eXJ Pi ex"" 

!i -+ ' eX2 =P2 eXa P2 eXli' 

oder 

Die Substitution p/ = !ft' : ?I",' , P2' = ?l2' : !fli' liefert 
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Wir legen nunmehr den Punkt T (mi' al2 , ala, miJ, der den- Strahl 
trägt, in einen Punkt Q der Ebene W>L>, so dass mij. = 0 wird. 

Die Spur (!Jt', !J2', !J1j.') in Wo ist alsdann durch 

!Jij.' (!Jij.' mi2 - !Ji' ms2) = 0, 
I ( I 2 '2) 0 !Jij. !Jij. m2 -!J2 ala = 

bestimmt. 
Diesen Gleichungen entsprechen vier Punkte, nl.: 

I !Jij.; = 0, 
!Jij. = O. 

Der erste Punkt hat die Coordinaten 

und ist somit der Q zugeordllete Punkt Q'. 
Die Verbindungslinie q = QQ' is der Congruenzstrahl, welcher 

Q mit seinem Bilde QI vereinigt. 
Der zweite Punkt ist Xi; der zweite durch Q gehende Con

gruenzstrahl ist demnach die Gerade Q Xi' 
Der dritte Punkt ist X 2 ; der dritte nach Q zielende Congruenz

strahl ist also Q X2• 

Der vierte Punkt liegt auf Xi X2 und ist bis jetzt unbestimmt. 
Wie in der vorigen Abteilung (§ 4), wird auch hier der Punkt 

T in der Nähe der Ebene woo angenommen, wonaeh die Grössen 
!J4' :!Jt und !J1j.':!// bez. nach Potenzel1 von all}: alt und allj.: al2 ent
wiekelt werden. 

Wir setzen nun 

und 

I 

!/4 ,=!/, 
!/t 
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!I = "+ {3x + 'Y x'!. + .... 
Man erhält daun aus 

die Gleichungen 

und 

I~ + ({3 - 1) x + ')'x'!.+ . .. 12 
. (~+ {3x + 'Yx'l + ... ) C::y . 

Durch Gleichsetzung der Coefficiellten gleicher Poten zen von x 
bekommt man . 

2 ~ ({3 - 1) = {3 (::)2, 

({3 _1)':1 + 2 "7 = 'Y CXa)2 
_ Xi . 

Die Lösungen dieser Glcichungen sind die folgenden: 

wonach 

alsa für verschwindelldes x: 

oder 
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eX = 0, f3 = 0, -(XD2 
1- - , 

x 

daher 

oder 

Ebenso finden WIr für das Verhältniss !Ir.' : !l2' zwel Werte, riJ.: 

!Ir.; = (X~V. 
!l2 x/ 

Die vier Spuren werden errriittelt; indem man die zwei Werte 
für !Ir.' :!I/ mit den zwei Welten für !Ir.' : !l2' combinirt. 

Die vier .spuren erhält man also für verschwindendes x (xr. = 0) ans 

d.h. q; 

d. h. Xi; 

, d. h. X 2 ; 

!Ir. - 0 ,- , 
!l2 

, , 

) 
!li =!l2' 

oder d.h. E. 
!Ir.' = 0, 
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Die vierte Spur ist demnach der Punkt 15. Die vier durch Q 
hindurchgehenden Strahlen sind also QQ', QX1 , QX2 und QB. 

Von den vier Strahlen, welche auf dem in W<TJ liegendell Punkte 
Q ruhen, sind daher drei in W<TJ enthalten. 

Die Ebene w'" trägt also drei Strahlenbüschel von ' Congruenz
strahlen, deren Scheitel in Xi' X2 und 15 liegen. 

Auch hier haben wir, zur Vorübung, die Beweisführung etwas 
breit gestaltet. 

~ 5. ])ie axiale Regeljläche einer willlcürlichen Gerade l. 

Die Gerade 1 möge w'" in A (tel = ai' te2 = a2, te4 = 0) und 
te3 tea 

. B' (tel 1.' te2 b ' ) h 'd Wo In - = ui , - ,= 2, tea = 0 sc nel en. 
te4 te4 

Ihre Gleichungen lauten demnach 

tei = ai te3 + bi' te4, I 
te2 = a2 al3 + 62' al4' ' . 

(6) 

Wenn 1 durch den Congruenzstrahl P (welcherwXJ in P (P1' P2) 
und Wo in P' (p/, P2') trifft) geschnitten wird, so muss (vergl. die 
analoge Stelle in Abteilung A, ~ 5, S. 35) der Gleichung 

, b' , b' P1 - i P2- 2 (7) -
Pi- a1 P2- U2 

oder, vermöge der Beziehungen 

, 2 
P1 = Pi , 

, 2 
P2 =P2' 

der GJeichung 

(P2 - a2) (P12 - bi') --:- (Pi - a1) (P22 
- b2') (8) 

genügt werden, indem diese die zwischen den Coordinaten P1 und 
P2 (der Spur P in lt)",) hestehenden Beziehung ausdrückt, falJs der 
Strahl P die Gerade 1 schneidet. 

Die Gleichung der axialenRegelfläche wird ermittelt, indem man 
aus den Gleichungen (1) und (8) P1 und P2 eliminirt. 

Die Gleichung (8) lässt sich wie folgt schreiben : 

P12P2-P1pl-a2P12+ alP~2+ b2'P1- b/P2-(ai b2'-a2b1') = 0, (9) 

Aus den Gleichungen (1) ergiebt sich 

te4P12 = - te3Pi + te1 , 

al4P2
2 

== - te3P2 + al2· l . (10) 
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Multipliciren wir (9) ruit il1~ und crsetzen il14Pi2 und il14P22 durch 
ihre Ausdrücke (10), so finden wir 

( -- il12 + a2 il1a + b2' il1",) Pi + (il1i - aiil1a - b/ fIJ",) P2 + 

+ t - a2fIJi + ai il12 - (ai b2' - a2 b/) il1",l = o. 
Setzen wir, der Kürze halber, 

- fIJ2 + ~il1a + b2' fIJ", = {3~ , I 
fIJi - ai fIJ2 - b/ fIJ", = {3i , \\ 

- a2 il1i + ai il12 - (ai b2' - a2 bi') il1", = {3o' 
. (11) 

so bekommen WIr 

. (12) 

Wir versuchen wiederum mit Hülfe der Ausdriicke (10) vier 
Gleichungen in Pi' P2 und PiP2 aufzustellen, aus welcheo. wir diese 
Grössen eliminiren können. 

Multipliciren wir (12) mit fIJ",Pi' so finden wir 

{32 il1",Pi
2 + {31 il1",P1P2 + {30il1",P1 = 0, 

oder mittels (10), 

- {32 il1aPi + {32 il11 + {31il1",PiP2 + {30fIJ4P1 = 0, 
oder 

Ebenso erhalten wir durch Multiplikation rnit fIJ4P2 schliesslich 

{32fIJ4PiP2 + (- {3i fIJa + {30fIJ",)P2 + {3i fIJ2 = o. . (14) 

Endlich rnultipliciren wir (13) mit P2, wonach 

{31 fIJ",P1P2
2 + (- {32 fIJa + {30fIJ",)P1P2 + {32 fIJiP2 = 0, 

oder, nach Verwend ung von (10), 

t- ({31 + (32) fIJa + {30il1",lP1P2 + {3ifIJ~P1 + (32 il1iP2 = O. (15) 
\ 

Die Elirnination von P1,P2 und P1P2 aus (12), (13), (14) und 
(15) ergiebt die folgende Gleichung 

o {32 {31 , {3o 
à - {31 fIJl} . ,- {32il1a + {3ofIJtp 0 ,{32il11 - 0 

{32 fIJ4 0, -{31il1a+ {3ofIJtp {3i il12 - • 

-({31+{32)il13 +{30fIJ~, {31 fIJ2 {32 fIJi ' 0 
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Wir ersetzen die zweite Horizontalreihe durch die Summe der 
zweiten und der dritten, und die dritte durch deren Differenz, und 
erhalten somit 

o ~ ~ ,~ 

(131 +132)a'4 , -13iCa+13fiC4,-131a'a +13#4,13#1 +131a'2 = o. 
(131-132)a'4 , -13#a+130a'4,+131a'a-13#t",13iC1-131a'2 

- (131 + 132)a'J + 13#4, 131a'2 132a'1' 0 

Wenn wir nnn a'a mal die erste Horizontalreihe zu der zweiten 
addiren, so folgt 

o ,132 ,131 ,130 

(131 + 132)a'4 ,13Ja'4 ,13oa'4 ,13~a'1 + 131a'2+13oa'a o. 
(131-13Ja'4 ,-13#a+13#4,131a'a-13#4,132a'i-13ia'2 
-(131+132).xa+13<fL'4,131a'2 , 13z a'i ,0 

Nun ist 

/32a'1 + 131a'2 + 13Ja'a = - a'1a'2 + a2a'1a'a + ó2' a'1a'4 + 
+ a'1a'2- a1a'2a'a - bi' a'2a'4- a2a'1a'a + a1a'Za'3 -(a1bz' - a2bi')a'aa'4 = 

= (bz' a'1- b1' a'2 - (ai b2' - a2b1') a'ala'4, 

oder, wenn WIr 

. (16) 

setzen , 

(17) 

Substituiren wir diesen Ausdruck in die obige Gleichung, so 
erscheint diese teil bar durch a'4' Nach Teilung durch a'4 erhalten wir 

o A,~,~ 

6' ~i + 132 130, 130 , 13a = 0, 
(131-132)a'4 , -13#3+13#4, 131a'a-13<fL'4' 13#1-131a'2 (18) 

-(131+132).xa+13oa'4, 131{(f2 ,132a'1 ,0 

Die Grössen 130, 131' 132 und 133 sind alle linear in a'i, a'2' a's, a'4 ; 
die Gleichung (18) ist demnach vom 8eclt8ten Grade. 

Wenn wir 13iJ' 13i, 13t. nnd 13J durch ihre Ausdrücke (11) nnd 
(16) ersetzen, so enthalten die Coefficienten der Gleichnng (18) 
ausschliesslich die Grössen a1 , a2 , bi' und b'},', welche die Gerade 
l bestimmen. 
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Die axiale Regelfläche einer willkürlichen Gerade list offenhar 
vom 8ech8ten Grade. 

Wie in der vorigen Abteilung wel'den wir die Gleichung (18) 
umgestalten, indem wir die Kante X:3 X~ des Coordinatentetraeders 
in AB' = 1 legen, und zwar mittels der Transformation 

mi = ~i + ai ~3 + bi' ~4 , 
m2 = ~2 "+ a2 ~3 + b2' ~4 , 
m3 = ~3' 
m" = ~4. 

Die Gerade 1 wird n un dureh 

dargestellt. 

~i = 0, 
~2 = 0 

Die Ausdrüeke für (3o,)' {3t, {32 nnd {33 werden nun 

(3o,) = - ~ (mi - bi' m4) + at (m2 - b2' m4) 

= - a2(~i + ai ~3) + ai (~2 + a2~3) = - a2~i + ai~2' 
{3t = ~t, 
{32 = - ~2' 
{33 = b2' (ll]t - ai ma) - b/ (m2 - a'}. Wa) 

= ó/ (~i + bi' ~4) - bt' (~2 + b2' ~4) = b2' ~t - bt' ~2' 

Alle Elementen der Determinallte ent halten also einen in ~i und ~2 
homogenen linearen Faktor. In der entwiekelten Gleiehung wird sieh 
daher in jedem Glied ein in ~i und ~2 biquadratischer Faktor vor
finden, won ach erschlossen wird, dass 1 auf ihrer axialen Regel
fläehe eine vier fache Gerade ist. 

Den Schnitt der Regelfläche mit (Voo finden wir, indem wir in 
(18) m4 = 0 setzen; WIT bekommen dann 

oder, da für m" = 0 die Beziehungen 

{3i m2 + 130 m3 = - {32 W1 + {3a t1J4 = - {32 mi 

{32 mi + 130 m3 = - 131 m2 + {33 m" = - 131 m2 
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geIten, 
0, 1 , 
1 , 0 , 
0, - Xa, 

Der Schnitt besteht also aus den drei Geraden 

oder 

oder endlich 

AE, 

und aus einer kubischen Kurve. 
Die Gleichung der kubischen Kurve ergiebt sich aus (9) nach 

der Substitutioll P1 = X1 : Xa und P2 = x'}. : Xa (siehe ZUl' Erläuterung 
Abt. A S. 39). 

Die Substitution Iiefert 

2 2 2 + 2 +b ' 2 bi 2 X1 X2 - X1 X2 - ~ X1 Xa a1 x'}. Xa 2 X1 Xa -- .. 1 X2 Xa -

- (a1b,/ - a2 b/)xaa = O. (19) 

Diese Kurve enthält die Punkte Xi' X2 und E, abernicht den 
Punkt Xa• 

Die 'fangente in X1 ist durch 

angewiesen; sie lst offenbar mit A~ identisch. 
Ebenso fällt die Tangente in X2 mit AX). zusammen. 
Der Punkt A gehört auch der Kurve an; er ist der gemein

schaftliche Tangentialpunkt von X1 und X2• 

Die Kurve trägt auch die Punkte, welche durch 

oder 
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bestimmt sind; es sind also die vier in w~ dem Punkte B' zuge
ordneten Punkte B, Bi, B2' B3' 

Die Tangente in A wird am leichtesten ermittelt, indem wir die 
Tetraederecke X3 in A legen, etwa durch die Substitution 

ilJi = ~i + ai ~3' I 
i1J2 = ~2 + ~~3' 

Diese giebt alsdann 

Der Coefficient von ~32, gleich NuU gesetzt, ergiebt 

oder 

~i ai
2 

- bi' 

~2 = a,}-·b/ 

Diese Gleichung kommt auch derjenigen Gerade in Wo zu, 
welche die axiale Projektion aus 1 der genannten Tangente ist; 
die se Gerade geht offenbar durch den Punkt 

oder 

~1 = (ai
2 

- bi') ~4' I 
~2 = (a2

2 
- b2') ~/P 

ilJi = 01
2 

ilJl", 

ilJ2 = a} ilJl., 

d. h. durcb den in Wo liegenden Bildpunkt .4' von A. 
Die 'rangente in A an der kubiscben Kurve in w~ ist deshalb 

die axiale Projektion aus 1 auf w~ des Bildes A' von .A. 
Der Schnitt der axialen Regelfläche mit Wo ist jetzt nicht dem 

Schnitt in w~ analog. Er ist nämlich eine Kurve sechsten Grades, 
deren Gleichung durch die Substitution ilJa = 0 aus (18) folgt, und 
daher lautet: 

o , {32 {3i' {3o 
{3i + {32 ,{3o , {3o ,{3a - 0 . (l9a) 

({3i - (32)ilJ4 , {3oilJ4 , - {3oilJ", , {32 ilJi - {31 ilJ2 - • 

{3o/IJ", , {3i ilJ2 , {32 ilJi , 0 
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In dieser Gleichung hat man (siehe (11) und (16)) 

zu setzen. 

{3o = - a2 xi + ai x2 _ . (ai b2' - a2 bi ')x"" 

{3i = Xi - bi' x,., 
{32 = -{}J2 + bz' x"', 
(33 =b2' Xi - bi' x2 

Statt in der hier skizzirten Weise die Gleichung der Kurve 
sechsten Grades ). abzuleiten, wollen wir sie . lieber dadurch zu 
erhalten versuchen, dass wir }\ durch einen Stl'ahlenbüachel (m) 

in Wo mit B' als Scheitel und einen zu diesem projektivischen 
Kegelschnittbüschel li erzeugt denken. Die Zuordnung gesehieht 
alsdann in der Weise, dass der Kegelschnitt li das Bild derjenigen 
Gerade n ist, welche die IJ entsprechende Gerade m (auf Xi X2) 

schneidet. 
Eine Gerade m durch B' in Wo wird durch 

eme Gerade n durch A in woo durch 

dargestellt. 
Die Geraden n und m schlleiden sieh, wenn der Beziehung 

genügt wird; WIr können alsdaml setzen : 

I/i = PILt, 
1/2 = PfLz· 

Die Gleichung von n bekommt daher die Form 

fLi Xi + fL2 X2 - (fLi ai + fL2 az) {}Ja = 0 , 

und ihr Bildkegelsehnitt li in Wo ist also durch 

fLi V Xi + ILz V X2 - (fLi ai + fL2 a2) ~ = 0 , 

oder durch 

bestimmt. 
Verband. der Kon. Akad. v. Wetenseb. (io Sectie) DI. X. B 8 
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Die Substitution 

aJi = ~i + bi' ~4 • 
aJ2 = ~2 + b2' ~4. 
aJ4 = ~(P 

welche die Ecke X4 nach B f versetzt, giebt für m die Gleichung 

und für li: 

,U.i4(~i + bi' ~4)2+ ,u24(~2 +b2' ~4)2+ (,ui ai + ,u2~)4~42-

-2~~~+~~~+~~-2~~~+~~~+~~~-
- 2,u22 (,ui ai + ,u2a2)2(~2+b/ ~4)~4= O. 

Durch Elimination von ,ui und ,u2 erhalten wir 

~24(~i + bi' ~4)2+~i4(~2+ b2' ~(l+(a2~i -ai~2)4~42-
-~~l~22(~i + bi' ~4) (~2+ b2' ~4) - 2~22(a2~i-ai~2)2(~i + b/ ~4) ~4-
-2~/(a2~i-ai~2?(~2+b2' ~4)~4= O. (19b) 

Diese Gleichung stellt offenbar die Kurve X dar. 
Die Kurve À schneidet Xi X 2 in den durch 

oder 

bestimmten Punkten • also zweimal in Xi' zweimal In X 2 und 
zweimal in E. 

Die Tangenten in Xi sind dnrch 

oder 

angeWlesen, und demnach in der Gerade 

oder 
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zusammengefallen, also in der Gerade, welehe Xl mit dem Bilde 
A' von Avereinigt. 

Wir folgern hieraus, dass Xl ein Rüekkehrpunkt ist, und dass 
seine Tangente dureh A' geht. Es leuehtet ein, dass dasselbe aneh 
von X 2 gilt. Die Punkte Xl und X 2 sind anf der axialen Regel
fläehe uniplanar. Jeder dur eh Xi X2 gelegte Sehnitt haf. in Xl nIld 
X 2 Rüekkehrpnnkte. . 

Die Kurve À berührt die Gerade Xl X2 in E. 
Sie hat überdies in B' (~1 = 0, ~2 = 0) einen vierfaehen Punkt, 

dessen Tangenten bestimmt sind dnreh 

oder 

oder 

oder 

bl '2 ~24+ b2'2~14+ (a2~I-al ~2)4- 2bt' b2' ~12~22-
- 2 bl'(a2~1 - al ~2)2~22- 2b2'(a2~1 _. al ~2)2~12 = 0, 

1
0 + (~1 V b2' - ~2 V bI ') = a2 ~l - al ~2 ' 

2
0 + (~l Vb2' + ~2 Vb/) = a2 ~l - al ~2' 

oder 

Die axialen Projektionen diesel' Geraden aus I auf (J):%) werden 
dureh diesel be Gleiehungen angewieseIl. Sie tragen die vier Punkte 

oder 

~l = (al + Vb l ') ~a' I 
~2 = (a2 + V b2') ~a' \ 

mI = + Vb< . ma' I 
m2 = + V b2 • ma ' 

welehe mit den vier Bildpunkten B, BI' B2' Ba des Punktes 
B' identiseh sind. Die vier 'fan genten im vierfaehen Punkte B' 

B 8* 
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sind demnach die axialen Projektionen aus l auf Wo der vier Bil
der von BI, oder der vier nach B' zielen den Congruenzstrahlen. 

Betrachten wir jetzt die auf der axialen Regelfläche befindliche 
Doppelkurve. Wir werden dabei demselben Gedankengang wie in 
der vorigen Abteilung folgen. 

Ein Strahl P liegt mit l in der Ebcne 

).1 (Xi - ai Xa - bi' X,,) -t- ).2 (X2 - a2 Xa - b2' X,.) = 0, (20) 

wenn die Identität 

und also die Bedingungen 

erfüllt sind. 

).1 (Pi - a1 ) + ).2 (P2 - az) = 0, I 
).i (Pi2 

- b1') + ).2 (P22 - bz') = 0 

Ein Strahl q liegt in derselben Ebene, wenn man hat 

).1 (qi - a1) + ).}, (q2 - ~) = 0, I 
).2 (qi2 

- bi') + ).2 (q22 
- bz') = O. 

Der Strahl P schneidet den Strahl q, falls der Gleichung 

-1, 0,Pi,Pi2 

0, I,P2,P22 

- 1, 0, qi, qi2 =0, 

0, - 1, q2, q22 

oder 

genügt wird. 

(21) 

(22) 

Die Bedingungen Pi - qi = 0 und P2 - q2 = 0 betreffen den 
FaIl, wo die Strahlen p nnd q in der nämlichen Ebene durch X2 

oder Xi liegen; wir behalten daher nur die Bedingung 

Pi + qi = P2 + q2 . (23) 

Den Schnittpunkt IJ von P und q bestimmt man aus 

oder 
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(Pi - qi)te3 = - (Pi - qi)(Pi + ql) te4, I 
(P2 - q2) te3 = - (P2 - q2) (P2 + q2) te4, 

welehe Gleiehungen sieh vermöge (23) vertragen. 
Aus (1) folgt weiter 

ilJi = - Pi (Pl + ql) ilJ4 + P12 te4 = -Pi ql telp • (25) 

te2 = -P2 (P2 + q2)te4 + P22 te4 = -P2q2 flJ4· . (26) 

Wenn die Grössen Pl, P2, ql und q2 aueh den Gleiehungen (21) 
und (22) genügen, so ist IJ der Sehnittpunkt zweier Strahlen, 
welehe beide 1 schneiden; IJ ist alsdann ein Punkt der Doppelkurve 
der Axialen Regelfiäehe von 1. 

Obigen Gedankellgang zusammenfassend, können wir behaupten, 
dass der in der Ebene 

Àl (tei - ai flJa - bi' te4) + ~ (te2 - a2 tea - b2' te4) = 0 (20) 

befindliehe Punkt IJ der Doppelkurve dureh 

ilJl = -PlqiflJ4' . (25) 

ilJ2 = -P2q2te!P . (26) 

flJ3 = - (Pl + ql)tC4 = - (P2 + Q2)flJ4·· (24) 

bestimmt ist, wenn Pi' P2 Ql und Q2 den Bedingungen 

).i (Pi - at) + À2 (P2 - a2) = 0 

À l (Ql - at) + ).2 (q2 - a2) = 0 

gellügen. 

(21) 

(22) 

Die Gleiehungen der Doppelkurve erhält man, indem man aus 
(21), (22), (23), (24), (25) und (26) Pl, P2 Q1 und Q2 eliminirt; 
wir bekom men dann zwei Gleiehungen in À1 : ).2' aus welchen wir 
mit Hülfe von (20) das Verhältniss ).1 : ).2 fortschaffen können. Es 
blei ben dann zwei Gleiehungen übrig, in welchen neben den Con
stanten al' a2 , b/ und b2' nur die Coordinaten auftreten; sie stel
len zwei Fläehen dar, welehe sieh in der Doppelkurve sehneiden. 

Zunächst stellen wir die Anzahl der Schnittpunkte von 1 mit der 
Doppelkurve fest. 
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Wenn der Punkt IJ au! I liegt, so schneiden die Strahlen p 
und q, welche sich auf !-treffen und mit I in einer Ebene liegen, 
die Ebene Wa> in zwei Punkten P und Q, welche mit der Spur 
A von I in einer Gerade liegen. 

Die Strahlen, welche nach einem Punkte (tl'i' tl'2, tl's, tl',.) zielen, 
treffen Wa> in Punkten, deren pi-Coordinate durch 

tl',.P1.
2 + tl'aPi - tl'i = 0, 

und deren p2-Coordinate durch 

tl',.P22 + tl'aP2 - tl'2 = 0 

gegeben ist. 
Die Formeln 

tl'i = ~i + ai ~a + bi' ~4' 
tl'2 = ~2 + a2~a + b2' ~,., 
tl'a = ~a, 

tl'i! = ~4 

bringen die Kante Xa X,. des Coordinatentetraeders nach I = AB'. 
Diesen Bezeichnungen entsprechend, wird ein Punkt in Wa> durch 

angewlesen, wonach 

Die Gleichungen (1) gestalten sich nun derart : 

oder 

~4 (7T"i t ai): + ~a (7T"i + ai) - (~i + ai ~a + b< ~4) = 0, I 
~,.(7T"2 T a2) + ~a (7T"2 + a.2) - (~2 + a2 ~3 + b2 ~4) = 0, 

~4 7T"i2 + (~a + 2 ai ~4) 7T"i + 1- ~i + (a i
2 

- bi') ~,.l = 0, I 
~4 7T"22 + (~3 + 2 a2 ~4) 7T"2 + 1- ~2 -t- (a22 - b2') ~,.l = O. 

Wenn der Punkt, durch den die Strahlen gehen, aufl(~i = 0, ~2 = 0) 
liegen soU, 80 bekom men die Gleichungen in 7T"i und 7T"2 die Form 

~,. 7T"i2 + (~a + 2 ai ~4) 7T"i + (ai2 
- b/) ~4 = 0, !. (27) 

~4 7T"22 + (~3 + 2 a2 ~4) 7T"~+ (a2
2 

- b2') ~4 = 0.'. (28) 
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Es seien c1 und C1' die W urzeln von (27), C2 und c/ die W urzeln 
von (28). 

Der Punkt A ist dureh 

'71"1 = 0 , '7I"ry= 0 

bestimmt. 
Es werden zwei der vier dureh (27) und (28) angewiesenen 

Punkte mit A in gerader Linie liegen, wenn (vergl. Abt. AS. 45) 
die Bedingung 

erfiillt ist. 
Aus (27) und (28) geht hervor: 

die obige Bedingung erhält also diese Gestalt: 

Die Sehnittpunkte" von I mit der Doppelkurve liegen demnaeh 
in denjenigen zwei Ebenen dureh Xl X2 , welehe dureh (29), oder durch 

bestimmt sind. 
Es befinden sieh daher auf I zwei Punkte der Doppelkurve, 

welehe somit, da eine dureh I gelegte Ebene ausserhalb I einen 
Punkt der Doppelkurve liefert, vom dritten Grade ist. 

Wir wollen jetzt die Doppelkurve analytisch behandeln. 
Die Kante Xa X4 des Coordinatentetraeders wird wieder nach 

I = AB' verlegt. 
Die Ebene dureh I wird nun durch 

dargestellt. 
Der Schnittpunkt IJ VOll P und q ist durch 
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also durch 

~l = -(PI ql - al (Pt + ql) + bl'l ~4' (32) 

~2 = - (P2 q2 - a2 (P2 +, q2) + b2 '1 ~4' (33) 

~3 = - (PI + ql) ~4 = -(P2 + q2) ~4 (34) 

bestimmt. 
Aus den Gleichungen (21) und (22) werden durch Addition und 

Multiplikation die folgendell Beziehungen hergeleitet: 

und 

Wir setzen 

Al2PI ql - Al2a1 (PI + qt) + Al2al
2 = 

= A2
2P2 q2 - A2

2a2 (P2 + q2) + A/·a2
2• 

Pl ql = q>l ' 

P2 q2 = q>2' 

PI + ql = P2 + q2 = - fL , 

. (36) 

wonach die den Schnittpunkt ]) mit Xl X2 verbindende Ebene durch 

. (37) 

dargestellt wird. 
Die Gleichungell (32) bis (36) verwandien sich nun ,in 

~l = - (q>l + fLal + b/) ~4' (38) 

';2 = - (q>2 + fLa2 + b2') ~4' (39) 

~3 = fL';4' . (40) 

(At + A2 ) fL = - 2 (Al al + A2 a2), (4]) 

Àt 2q>1 + À12 fLal + Àl2al
2 = A2

2q>2 + À2 
2 fLa2 + À22a22. (42) 

Durch Elimination von fL aus (40) und (41) erhält man 

VII + A2) ~3 + 2 ()'l al + A2 a2) ~4 = 0 . (43) 

Aus (38) und (39) folgern wir 
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'PI = - ;i + ~4 + bi') ;4 , 

;2 + (p.az + bz') ;4 
'Pz = - . ;4 

Die Suhstitution dieser Ausdrücke in (42) ergiebt 

- ).1
2
;1 - ).I Z (p.al + b1');4 + ).I Z p.a1 ;4 +).lzalz~4 = 

= -}.zz~z-}.zz (p.a2 + bZ')~4 + ).2Zp.a2~4 + ).ZzaZz~4' (44) 

oder 

}.lzl~l + (bI' - a1
Z) ~41 = }.2zl~2 + (bz' - az

Z) ~41· (44) 

Zum Schluss wollen wir mittels (31) )'1 und ),z aus (43) und 
(44) eliminiren ; wir finden dann 

<l> - (~l - ~2) ~3 + 2 (az ~l - al ~2) ~4 = 0, . (45) 

'Y _ ~z21~1 + (bt' - al
Z) ~41- ~lzl~z + (bz' - az

2) ~41 = O. (46) 
• 

Durch diese beiden Gleichungen werden zwei Flächen dargestellt, 
welchen die Doppelkurve angehört. 

ct> ist eine qmidratische Regelfläche, welche die Gerade l (~l = 0, 
~z = 0) trägt. 

'Y ist eine kubische Regelfläche, auf der l Doppelgerade ist. . 
Der Schnitt von ct> und 'Y enthält also die doppelt zu zählende 

Gerade l. Ausserdem haben die beiden Flächen noch die Gerade 
AB (~l = ~z' ~4 = 0) gemeinsam. Der Restschnitt ist demnach 
eille kubische Raumkurve. 

Wir setzen 

mithin 

~3 + 2 al ~4 = ~5' I 
~3 + 2 az ~4 = ~6' 

t _ ~5 - ~6 . 
"4- 2 (0l -_az)' 

(47) 

die Gleichungen ct> = 0 und 'Y = 0 bekom men daher die folgende 
Gestalt : 

ct> = ~2 ~5 - ~l ~6 = 0 , 

'Y = 2 (al - az) (~l - ~2) ~l ~2 + 
+ I(bz' - a2

Z) ~lZ - (bI' - al
Z) ~zzl (~5 - . ~6) = O. 
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Es gilt nun die Identität: 

2 (ai - a2) (~i- ~2) ~1 ~2 + \(b2'- a2
2) ~i2- (b/-a/) ~221 (~5- ~6)

-\(b2' - a2
2) ~1 - (b1' - a12) ~21 (~2 ~5 -- ~1 ~6) + 

+ (~1 - ~2) [~1\2 a1 ~2 + (b2' - a2
2

) ~51- ~2\2 ~ ~1 + (01' - a1
2

) ~6IJ· 

Setzen WIr, zur Abkürzung, 

(b2' - ~2) ~1 - (b1' - a/) ~2 = V, 

~1- ~2= W, 
~1 \2 a1 ~2 + (b2' - al) ~51 - ~2\2 ~ ~1 + (0/ - a/H61 = n, 

so nimmt obige Identität diese Form an: 

Die beiden quadratischen Flächen cJ> und n haben, ausser l 
(~1 = 0, ~2 = 0), eine kubische Raumkurve gemein, welche ver
möge der ldentität auch dem Schnitte .von 'f und <I> angehört. 

Es ist demnach klar, dass die Doppelkurve der axialen Regel
fläche von l = AB' der partielIe Schnitt ist von 

und 

Wenn wir ~5 und ~6 durch ihre A usdrücke (47) ersetzen, so 
finden wir 

cJ>-~2(~3+ 2at~4)-~1(~3+ 2a2~4)= 0, . (48) 

n= 2 (a1 - a2) ~1~2 + (02' - ~~ (~3 + 2a1~4) ~1-
- (0/ - a/) (~3 + 2a2;4) ~2 = O. (49) 

Die Doppelkurve schneidet w«> (;4 = 0) offenbar in den durch 

(~1- ~2) ~3 = 0, 
2 (at - a2) ~1 ~2 + 1(02' - a2

2
) ~1 -- (b/ - a1

2) ~21 ~3 = 0 

bestimmten Punk ten , also in den Punkten X1 und X2 und in dem 
Punkte, welcher, mit A, den Gleichungen 

;t- ~2 = 0, 
2 (at - aJ ~1 ~2 + \(02' - ~2) ~1 - (01' - a12

) ;21 ';3 = 0, 
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oder 

~1 - ~2 = 0, 
2 (ai - a2) ~1 + I (b2' - a2

2) - (bt ' - al)l ~a = 0 

genügt. Dieser Punkt ist der Schnittpullkt von AB (~t - ~2 = 0) 
mit der kubischen Kurve in Wa>, welche dem Schnitt der axialen 
Regelfläche angehört. 

Die Doppelkurve enthält die Punkte Xi und X2• 

Aus der Tatsache, dass 1 die Doppelkurve in zwei Punkten trifft , 
geht hervor, dass 1 zweimal mit zwei Congruenzstrahlen einem 
Strahlenbüschel angehört; d: h. der !xengrad der Oongruenz i8t zwel. 

§ 6. ])ie a/lJ'iale Regeljläche einer Gerade 1, welche Xa Xl. 8chneidet. 
FaUs die Gerade 1 die Gerade Xa X4 schneidet, hat man für 

die Coordinaten der Spuren A und B' in Wa> und Wo 

wonach 

Die Grössen f3o, {3t, {32 und {3a der Gleichung (18) erhalten nun 
die folgendell Werte (Siehe (J 1) und (16» 

{3o = - ai (taJ1 - aJ2), 

{31 = aJ1 - ai aJa - bi' Wlu 

{32 = - w2 + tatwa + tbt' WIp 
{3a = b/ (tw1 - wJ. 

Die Gleichung (18) gestaltet sich daher wie folgt: 

o , -w2+tataJa+tbt' WIJ. 

6' = ,'Vt - W2 - (1- t) (a1wa + bl'(4) , -al(tw1-WZ) 

- laJ1 + [ez - (1 + t) (alWa + bt '(4)l w4 ,( -w2+tatwa+tb1'(4)wJ-a1(taJ1-wJaJ4> 

-:(W1-W2)wJ-a1( taJ1- ( 2)W4-( l-t)(at aJa+bt' aJ4)wa ,(w1-a1Wa-b1' aJ4)W2 

aJ1-alaJa-bt'x4 ,-at (taJ1-aJJ 

-a1(taJ1-aJ2), ,b/(taJt-aJ2) I = O. (50) 
(aJt-a1aJa-bt aJ4)wa+a1( taJt-aJ2)aJ4 ,-2aJtaJ2+( ataJa+bt aJ4)( taJt-aJ2) 
(-wz+tataJa+tbt'aJ4)aJ1 0 I 
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Die kubische Kurve in W;JJ ist jetzt durch (siehe (19)) 

XtX2(Xt - x2) - at(txt2 - X22)a:3 + bt'(txt - x2)xl = 0 (51) 

bestimmt. Sie enthält nun auch den Punkt X3 , dessen Tangente 
durch 

oder 

gegeben, daher mit der Gerade X3 A identisch ist. 
Die Schnittkurve ). in Wo hat nun die Gleichung 

~24 (~t + ot' ~4)2 + ~/. (~2 + tOt' ~4)2 + a/" (t~1 - ~2)'" ~\2_ 
-- 2 ~l~22 (~1+ 01' ~4) (~2 + tb1' ~4) - 2 a12~22(t~1-~2?(~t +0/ ~J ~4-
- 2 a1

2 ~l (t~1 - ~2)2 (~2 + tbt' ~4) ~4 = 0 , 

welcher jetzt ebenso durch 

genügt wird. 

~1 = - bt' ~4' 
~2 = - tb1' ~4 

lndem wir die Coordinatenecke wieder von BI nach XI} zurück
führen, und zwar mittels der Formeln 

~t = Xt - Ot' Xl, , 

~2 = X2 - tOt' XI} , 

~4 = Xl" 

so finden wir für À diese Gleichung: 

(x2 - tbt'X4)4X/ + (Xt- b/xSJ, X2
2 + a t

4 (txi - X2)4 X4
2-

- 2 (xt - bt' X4)2(X2- tOt' XI})2X1X2 - 2' a/(x2- tb/ X4)2(tX1-X2)2XtX4-
- 2 a12 (xi - Ot' X4)2 (txt - X2)2 X2X4 = O. 

Der Punkt XIj, erscheillt hier als ein Doppelpunkt, dessen Tan
genten durch 

oder 

dargestellt werden. 
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Der Punkt Xl, ist demnach ein Riiclckehrpunlct, mit der Gerade 

als Tangente; diese Gerade verbind et offenbar X. mit A'. 
Die Doppelkurve der axialen Regelfläche wird nun die Ebene 

Wo in den Punkten Xi' X2 und Xi> treffen. Ihre Schnittpunkte mit 
l sind nun durch (siehe (29)) 

t (tai
2 

- bi') (~3 + 2at ~I/J2 - (ai
2 

- b/) (~3 + 2 tai ~4)2 = 0 (52) 

bestimmt, während die Kurve durch 

<I> ~2 (~3 + 2 ai ~4) - ~i (~3 + 2 tai ~4) = 0, (53) 

n - 2 ai (1 - t) ~i ~2 + t(b/ - tai
2

) (~3 + 2 ai~l,) ~i -
- (bt '- ai

2
) (~3 + 2 tai ~4) ~2 =- 0 (54) 

dargestellt wird. 
Die kubische Doppelkurve ist hier, im Gegensatz zu dem ana

logen Fall in der vorigen Congruenz, noch immer eine Raum
kurve. Dies lässt sich erklären aus dem U mstande, dass die Punk te 
Xa und XIl in der jetzigen Congruenz nicht singulär sind. 

§ 7. ])ie aaJÏale RefJeljläclte einer Gerade lf'-' welche Xi X! 8cltneidet. 
Die Gerade l werde jetzt in eine durch ~ X2 gehende Ebene 

gelegt, z. B. in die Ebene Wf'- (eX3 = IJ- eXil)' Ihre Gleichungen seien 

~eXi + ~eX2 + "3eXa + ""eX4 = 0, 
eX3 = IJ- eXit.. 

Wenn wir in den in § 5 befindlichen Ausdrücken 

b/ = _ IJ- ~ ao , 
J 
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setzen , so ist auf das unendlich werden der Coordinaten ai' a2' 
bi' uud b2' Rücksicht genommen. 

Die Grössen f3o, f31' f32 nnd f33 (siehe (11) nnd (16)) erhalten 
nun die folgenden Werte : . 

lndem man die se Ausdrücke in die Gleichnng (18) einsetzt und, 
nach Fortschaffung der Nenner, J = 0 setzt, so findet man die 
Gleichung der axialen Regelfläche von lw 

Die .kubische Kurve in Wr;o wird (siehe (19)) durch 

J(éC1 - éC2) éC1 éC2+["1 éC1
2

+ "2 éC2
2 + 1,u.("1 éC1 + "2 éC2 + "3 éC3) + "4éC3l éC3] éC3aO= 0, 

oder 

und 

"l éC1
2 + "'l éC2

2 + 1,u.("1 éC1 + "2 éC2 + "3éC3) + ""éCsl éC3 = 0 (55) 

dargestellt. 
Die Kurve zerfällt also in die Gerade Xi X 2 nnd einen Kegel

schnitt. Dieser schneidet Xi X2 in den Punkten 

daher in den Bildern desjenigen Punktes in Wo, welcher durch 

oder 

bestimmt ist; also des Punktes L"" wo die Gerade I", die Gerade 
Xi X2 schneidet, wobei dieser als Punkt von Wo betrachtet wird. 

Die Geraden AX1 , AX2 und AB, welche im allgemeinen Falle 
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die kubische Kurve in Wa> zu einem Gebilde sechsten Grades er
gänzen, sind nun alle, weil .A = LI'- auf ~ X2 liegt, mit Xi X2 

zusammengefallen. Ausserdem enthält die kubische Kurve die Ge
rade Xi X2 als Bestandteil. 

Der Schnitt der Regelftäche mit WX) enthält also viermal die 
Gerade ~ X 2 und einen Kegelschnitt. 

Die Schnittkurve ;. in Wo wird (siehe S. 113) durch die Glei
chungen 

fJ-1 Va'1 + fJ-2 Va'2 - (fJ-1 ai + fJ-2 a2) V a'1j, = 0, 
fJ-1 a'2 - b2' a'4 

fJ-2 = -- ,/'11 - bi' a'fj, , 

also durch 

(a'2 - b2' a'J ~ - (a'1 - bi' a'1j,) V a'2 + 
+ I a2 a'1 - ai a'2 + (ai b2' - a2 bt') a'41 V a'4 = 0 

dargestellt. Mit Verwendung der Ausdl'ücke fül' ai' a2 , b1', b2' 

uud ~ fin den wir 

oder, nachdem wir die Wurzelgrössen fortgeschafft, und dllrch a'1j,2 

geteilt haben, 

[fJ-2("1
2

a'i + ~2a'2)a'fj, -1"ia'1 + "2a'2 + (fJ-"s + "4)a'412J

- 4 fJ-4"t2(l,2
2

a'fa'2 a'l' = O. 

Der Schnitt . ;' besteht daher aus der doppelt Zll zählenden Ge
rade Xi X 2 und einer biquadratischen Kurve, welche die Gerade 
Xi X2 in den vier durch 

((I,i a'i + "2 a'2)4 = 0 

bestimmten Pllnkten schneidet. Diese Schnittpunkte sind also in 
dem Schnittpllnkt LI'- von tI'- mit Xi X2 zllsammengefallen. 

Die Kurve hat in LI'- einen Doppelpunkt, dessen beide Zweige 
die nämliche Tangente ~ X2 haben, während die Kurve in LI'
vier Punkten mit Xi X2 gemein hat. 

ZUl' Auffilldung der Gleichungen der Doppelkurve, müssen wir 
die Rechnung des aUgemeineu FaUes wiederholen, weil hier ai' a2 , 

bi', b/ und ~ unendlich gross sind, und die Betrachtungen auf 
S. 116 und ff. hinfallig werden. 

Sie werden jetzt in der folgenden Weise abgeändert. 

file:///Z~Xi
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Eine durch lIJ. gelegte Ebene wird durch 

.:I!tXt + ":1 X2 + &taXa + a4 X4 +}. (xa - fJ.X4) = 0 . (56) 

dargestellt. 
In dieser Ebene befinden sich die Strahlen P und q, wenn den 

Beziehungen 

· (57) 

und 

· (58) 

genügt wird. 
Der Schnittpunkt von P und q bestimmt sicb aus 

Xt = -Pi qi X,., (25) 

X2 = -P~q2x4' (26) 

Xa = - (Pt + q1) X4 = - (P2 + q2) X,.. (24) 

Aua den Gleicbungen (57) uud (58) folgt 

uud 

1Zt
2P1 q1 = a2

2
p2 q2 + ct2 (as + }.) (P2 + q2) + (as + }.)2, (60) 

oder, vermöge (24), (25) und (26), 

· (61) 

und 

-~~=-~~~~~+~~+~+~~ 

Die letzte Gleichung gestaltet sich mittels (61) wie folgt: 

2 2 (ctt + ":1) (cta + }.) 
lZt Xi - ct2 X2 - /Z.2 (a3 + }.) Xa + 2 Xa = 0 

oder 



DIE CONGIWENZEN VON 20' =C2 : 10 UND liJ' =202 : C. 129 

Die Blirnination von À !tus (56), (61) und (62) ergiebt schliess
lich 

(,T;j - fk1!,,)i(a j + a 2)."-'j - 2aa,?}!,1 + 2(ai ,'l'1 + a']!-T-}. + a jtl'3+a4tl'4)cT4 = 0, 

oder 

und 

oder 

12 (a/,Tj - a 2
2 ,'l'~) + (ai - a 2) a;!,T;!1 (c'l';j - {k.T4) -

- (ai - a2) (ai '?!1 + a2'?}"2 + aac'l'a + a4,T4),Ta = 0, 

fi(L = .: 2 (a12,Ti - a/ c'l':l.)(tV;j - fLtl',,)-

- (ai - a 2) (a l tl'i + a 2c'l'2 + (fLaJ + a 4)c'l'41 c'l'3 = O .. (64) 

Es gilt feruer die se Identität: 

fL (al - &t2) [(al + a2) c'l'a (tl'a - fLtl'4) + 2 (al tl'i + a 2 tl'2 + (p.aa + a4) tl'41 tl'4] + 
+ 2 [2 (al 2 tl'l - a2 2,x2) (tl'a- fLX!.) - (al - 1".t2) (al tl'l + a2 X2 + (fLOCa + a4) x41 xa] = 
== (Xa - f~(4) [2 (al +a2) (al x1 - a 2( 2) + (aI

2 - a 2
2) p.xa-2 (al -a2) (p.aa +a4)x4J, 

odeI', ·wenn wir 

set7.en, 

2 (al +~) (al Xl - a2 ( 2) + (a1 2 - a2
2

) P.Xa -
- 2 (al - a2) (fLaa + a4) tl'4 = TV", 

Die Ebene WIL schneidet <l>(L in den Geraden 1", und Xi X2• 

Die Ebene WIL schneidet die Fläche <l>(L in einem durch 

<l>(L = (a1+ á "l)tl'3(,Ta-{k.'l')+ 2 (ctjxi+ a2tl':l.+ (fL<Xs+ a 4,)tl'41tl'4= 0, (63) 

7~L ~ 2 (ctj + a2) (~tl'i- <X2tl'2) + (ctj2 - a/) p.tl'a-

- 2 (ctj - a2) (p.aa + a~) tl'4= 0 . (65) 

gcgebenen Kegelschnitt, we1cher die Punkie Xi und X~ nicht ent
hält. EI' schneidet 1", in dem Punkte 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetenscb. (1' SectIe) Dl. X. B 9 

file:///a-iXi
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und Xi X 2 in dem Punkte 

~il1Ji - ~ 11J2 = 0, 
l1Ja = 0, 
11J4 = 0, 

welcher L~ in Bezug auf Xi und X 2 harmonisch zugeordnet ist. 
Die Doppelkurve, welche im allgemeinen Falie eine kubische 

Raumkurve ist, zerfällt hier in die Gerade Xi X 2 und den obigen 
Kegelschnitt. 

Wenn die Gerade l~ ausserdem XaX4 schneidet, so gilt 

wonach sich für die Grössen {3o, {3i' ~ und {j3 die folgenden 
W erte erge ben: 

Dm'ch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichung (18) er
halten wir die Gleichllng der axialen Regelfläche. Die kubische 
Kurve in w oo . besteht jetzt fiUS der Gerade Xi X 2 und dem Kegel
schnitte (siehe (55) S. 126) 

~l1Ji2 + ~211J22 + fJ.. (~iI1J1 + ~~11J2) 11J3 = 0, (66) 

welcher durch X3 hindumhgeht und in Xa durch 

~l1Ji +~11J2= 0, 

also durch die Geradc X3 LIJ. berührt wird. 
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Die Kurve À sechsten Grades in Wo ist in die doppelt zu zählende 
Gerade Xt X2 und die biquadratische Kurve 

[,u.2(at2Xt +a/i1J2)x4-(at xt +a2(2)2J2-4,u.4a/a22xtX2X42=O (66a) 

ausgeartet. DieseKurve enthält jetzt auch den Punkt X4 , sogar als 
emen Doppelpunkt, dessen rrangenten durch 

oder 

bestimmt und deshalb In der Gerade 

d. h. der Bildgerade VOll X 3 LfI., zusammengefallen sind. Der Punkt 
X" ist sornit ein Rückkehrpunkt, dessen rrangente mit dem Bilde 
von X 3 LfI. identisch ist. 

Die Doppelkurve besteht aus der Gerade Xi X2 und aus emem 
Kegelschnitte , welcher nun diese Gleichungen hat: 

q,fI.' == (Cti + ~) Xa (Xa - ,u.(4) + 2 (ct1 Xt + .x.2 (2) X4 = 0 , (67) 

JlTfI.' = 2 atXt- 2 a2x2 + (ai - ct2) P.X3 = O. (6H) 

Ihr Schnittpnnkt mit lIJ. ist durch 

angewiesen, indess sie wieder Xi X2 in dernjenigen Puukte trifft , 
welcher LfI. in Bezug auf Xi und X2 harmonisch zugeordnet lst. 

Wir haben jetzt einige Fälle zu erledigen, wo die Gerade I in 
einer singulären Ebene liegt, und ihre axiale Regelfläche somit von 
niedrigeren Grade ist. 

~ 8. Die axiale Regeljläche einer Gerade I in e. 
Wenn die Gerade I in eliegt, so lautet die eine ihrer Glei

chungen: 
B 9* 
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wonaeh die Durehstosspunkte A und B' sieh aus 

bestimmen. 
Die Ausdrüeke f3o' f31' f32 , f3a erhalten jetzt diese Form: 

f30 = - (l (xl - x2), 

f31 = Xl - aXa - b'x4 , 

f32 = - X 2 + (lXa + b'x4, 

f3a = b' (Xl - x2), 

sodaRs die Gleiehung (18) si eh verwandelt in 

o ,-~+~+~ 
xI-X2 ' - a(xl-x2) 
(Xl +x2-2atr.a-2b'x4)X4 ' (x2-axa-b'x4) x~-a (XI-t/]2).T4 , 

- (tl,'t-x2) (xa+ax4) (iI-'l-axa-ó'x4) x2 

xl -a.xa-bx4 ,- a(xl-x2) 

- a(xl-x2) b'(xl-x;) 

(ÜÜ) 

(70) 

(Xt-axS-ó'X4)xa+a(xl-x2)X4' - 2XIIL'2+(axa+b'1L'4) (Xl +X2) 
- (x2-axa-b'1L'4) Xl 0 

Wenn wir (xl + x2) mal die erste Horizontal reihc zu dem Dop
pelten der vierten addiren, so wird diese dUl'eh (Xl -X2) teil hul'. 
Teilen wir dann aueh die zweite Horizontalreihe d ureh (xl - x2 ), 

so behalten wir 

o 
1 ,-a 

=0. 

(Xl +x2-2axa-2b'X4)1L'4 ' 

- (lL'a+ax4) 

(x2-aJJa-l/.v4) xa-a (xl -X2) x4' 

x2+axa+b'x4 

xl -a.xa-b'x4 ,- a(xl-x2) 

-a r 
(xl-axa-b'X4)Xa+a(,vI-,v2)X4' - 2tl'lx2+(a'Z'a+b'x4) (Xl +X2) 

Xl +axa+b'x4 ' - a (Xl +X2) 

Addiren wir jetzt - (Xl + x2) x4 mal die zweite Horizontalreihe 
und xa mal die vim-te zu der dritten, so folgt 

=0. 
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o , - X2 + aX3 + b'tlJ4 , 

1 ,--a 

- x 3
2 - 3 ax3x 4 - 2 b'X4

2 , 2 x 2 (x3 + ax4) , 

- (x3 + ax4) tl'2 + aX3 + b'x4 , 

Xl - atl'3 -1/x4 , - a (tl'l - .z'2) 

-a b' 

2 Xl (.z'3 + ax4) ,- 2 Xl X2 
=0. 

Xl + aX3 + b'x4 , -- a (Xl + .2'2) 

Schliesslich ersetzen Wir die erste Horizontalreihe durch die 
Snmme der ersten und vierten und die vierte durch ihrc Differenz; 
Wir bekom men alsdann: 

, lla'l 

, a b' 
=0. (71) 

. 
Die axiale Regelfläche emer Gerade 1 in ê besteht also aus der 

doppelt zu zählenden Ebene ê und aus einer biquadratischen 
Fläche. 

Die kubische Kurve in (J}"" wird jetzt (siehe (19)) durch 

dargestellt. Sie ist demnach in die Gerade 

oder 

und in den Kegelschnitt 'Y "" : 

(72) 

ausgeartet. 
Der Kegelschnitt 'Y "" enthält die Pnnkte Xi und X 2 • Seine Tangente 

in Xi ist durch 

bestimmt, also mit der Gerade Xi A identisch. 
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Wir sehen dahel', dass die Tangenten in Xi und X 2 sieh in A 
sehneiden, wonaeh A der Pol von Xi X 2 in Bezng auf rex> ist. 

Der Kegelsehuitt rex> wird dureh seine Tangenten Xl A und X2 A 
zu dem biquadratisehen Durehsehnitt der axialen Regelfläehe ergänzt. 

Die Kurve sechsten Grades}, hat Hun die folgende Gleichung: 

~24 (~l + b' ~4)2 + ~14 (~2 + 1/ ~S!. + a4 (~l - ~2)4 ~42-
- 2 ~t2 ~22 (~1 + b~ ~,.) (~2 + b' ~,.) - 2 a2 ~22 (~1 - ~2? (~i + b' ~4) ~4---
- 2a2~i2(~1-~2?(~2 + b' ~") ~4 = 0 , 

oder 

!~22 (~i + b' ~4) - ~i2 (~2 + b' ~!.)12 + 
+a2 ~4(~i-~2? !a2~4(~1--~2)2_2~22(~i +b'~4)-2~12(~2+b'~4) 1= 0, 

oder endlieh 

(~t - ~2)2 [!~l ~'2 + b' (~l + ~2) ~412 + 
+ a2 ~4 !a2 ~"(~i- ~2?- 2 ~22 (~l + b' ~4) - 2 ~i2(~2 + b' ~4)IJ = o. 
Sie besteht also aus der doppeJt zu zählenden Gerade X" E und 

einer biquadratisehen Kurve, welehe den Schnitt der biquàdra
tisehen Reg~Ifläche mit Wo bildet. 

Diese Kurve hat in Xl einell Rüekkehrpunkt, dessen 'rangente 
dureh 

oder dm'eh 

angewiesen ist, und deshalb mit der Gerade Xi AI zusammenfällt. 
Die biquadratisehe Kurve hat also in Xl nnd X2 Rüekkehrpunkte, 

deren 'rangenten sieh im Bilde A' von A schneiden. 
Es leuchtet ein, dass die Gerade I in e auf der bi quadratisch en 

Regelfläehe IJoppelgerade ist. 
Neben dieser Doppelgerade besitzt die Regelfläche aber noeh 

eine Doppelkurve, welehe dureh (siehe (45) und (46)) 

<I> (~1- ~2) ~3 + 2 a (~l- ~2) ~4 = (~l- ~2),(~a + 2 a~4) = 0, 

'f - ~l ~2 (~1 - ~2) - (b' - a2
) (~12 - ~22) ~4 = 

= - (~l _. ~2) !~l ~2 + (b' - a2
) (~l + ~2) ~41 = 0 

bestimmt wird. Sie ist demnach ein Kegeuwnnitt, welcher dureh 
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dargesteHt wird. 
Dieser Kegelschnitt enthält die Punkte Xi und X2 und schneidet 

I im Punkte Of': 

~1=~"!.~ 0, 
~3 + 2 a~4 = O. 

Er trifft die Ebene ê, ausscr lD Ol'-' 
lm Punkte 

oder 

~1 = ~2 = 2 (a2
_ b') ~4' 

~3 + 2 a ~,. = 0 , 

Xi = X2 = ~i + ft ~3 + b' ~4 = 

I . 

L 

=2a2~4-2b'~4-2a2~4+b'~4=-b'~4' Fig. 8. 

also 

(74) 

(75) 

Diesel' Punkt ist der Pol L der Gerade I (Xi = {Ct. = a(J]2 + b' x4) 
in Rezug auf den Kegelschnitt e: 

X3
2 + 4Xi X4 = x3"!. + 4X2X4 = o. 

Wir können noch erwähnen, dass die Tangente ll1 0l'- au dem 
Doppelkegelsr.hnitte die Gleichungen 

~i + ~2 = 0, 
~3 + 2 a~4 = 0 

hat, und somit den Punkt E ' von Xi X2 enthält. 

§ 9. Die aa:iale Regeljliiche eines Gongruenzstrahles 8. 

Auch hier soH die axiale Regelfläche eines Congruenzstrahles auf 
direkten Weg ermittelt werden. 

Ein Strahl P schneidet den Strahl s, wenn die Beziehung 

(76) 

gilt. 
Es sollen nun Pi und P2 aus (1) und (76) eliminirt werden. 
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Aus (1) geht hervol' 

- X a + V~ma2 + 4X2X4 p- . 
2- 2X4 

Die GleicllUug '(76) el'giebt a1so 

-Xa + V X3
2+ 4xtx~ -xa+ Vml+ 4XlX~ 

P1-P2= 2x
4 

- . 2X4 . -(St-sJ, 

oder 

. + V xa'F + 4-x1 xr, + l / xF + 4X~ X4 = - 2 (81- 82)X4, 

a1so 

xa2 + 4X1 X4 + x/ + 4x2 xq - 4 (8t - 82)2X42 = 

= + 2 V xa4 + 4 (x1 + x2) {J}} ~ + i 6a:; {J}2{J},.2~ 
oder 

!2{J}/+4(X1 +X2){J}4-4(st-82)2x42r.J =4{J}} + 16({J}j +X2){J}}{J}I.+ 64 {J}1{J}2{J}42 
, 

oder endlich 

Die axiale Regelfläche eines Congruenzstrahles ist also ein Hyper
boloid. 

Die Fläche schneidet Wo in den Geraden 

oder 8E, und 

{J}1 - X 2 + (81 - 82){J}a == 0, 

d. h. 111 der Gerade 8 1 E, welche JjJ mit dem Punkte 81 : 

verhindet, der mit S das Bild 8 1 gemeill hat. 

~ 10. Die a{J}iale Regeljläche eine8 Congruenz8trahle8 UI ê. 

Wenn der Congruenzstrahl 8 in ê liegt, hat man 

wonach (77) sich In 
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ver wandelt. 
Das Hyperholoid ist daher in die doppelt zu zählende Ebene 

ê ausgeart.et. 
Zum Überflusse bemerken wir noch, dass die Ebene e' (X1+X2=O), 

welche in der vorigen Congruenz singulär war, jetzt nicht singulär 
i&t. Auch die Ebene Wo ist nunmehr nicht singulär. 

~ 11. lJie axiale Regeljläche einer Gerade m in Wa>. 

Eine III {ooo befindliche Gerade 1ll ist ein besondrer Fall einer 
Gerade lp., welche in der Ebene Wp. liegt. Wir haben n1. jetzt 

fJ..= 00 

zu setzen. 
Die Ausdl'ücke {3u' {31 {32 und {3J gestalten sich nun (siehe S. 126) 

wie folgt: 

wo 

{3o = ((,ax,.ao', 
{31 = ((,2 X 4 ao' , 

{32 = ((,1 x4 aO" 

{33 = (((,1 Xi + ((,ZX2 + ((,aXa) ao', 

Ersetzell wu {3o, {31' {32 nnd {3J III der Gleichung (18) durch 
die obigen FOl'men, so ergiebt sich 

o , ((,IX,. , ((,ZX4 , ((,aX,. 

t::.' == (((,1+((,2)a;>4 ,ftiJJ4 '((,3X,. ,((,1X1+((,#2+((,aXa = 0, 
--(((,1-((,2)X,.2 , (-((,1Xa+((,aX4)X,., (((,#3-ctaX,.)X,., (ct1X1-yJX,. 

[-(((,1 +((,2)X3+((,aX4I X4, ((,##4 , ((,1X1X,. , 0 

oder, nach Teilung durch x4
a : 

o , ((,1 , ((,.2 , t:taa',. 

((,1 +((,Z , ((,3 , ((,3 , ((,1X 1 + ((,#2+ ((,aXa 

-(((,1-((,Z)X4 , -((,1a'a+((,3a'4' cti1Ja-((,aa',., (((,1a'1-~2)a',. 
=0. 

-(((,1 + ((,2)Xa + ((,aa'4' ((,Za'2 ,((,1a'1 0 

Die axiale Regelfläche ist demnach in die dreifach zu zählende 
Ebene W oa und eine kubische Regeltläche zerfallen. 

(78) 
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Der Schnitt in llJoo hat die Gleichung 

o o 

= 0, 
ct1 + ct~ ctJ ,ct;) ,ct1 tV1 + ct2 tlJ2 + ct3 tlJa 

o ,"- ct1 tlJa , ct2 tlJa , 0 

- (ct1 + ct2) .va, ~ 'Vz , ct1''V1' 0 

oder 

El' ist offenbar ausgeartet in die Gel'ade 1Jl und In die doppelt 
zu zählende Gerade Xi X2• 

Der Schnitt In llJo ist bestimmt dm'ch 

o , ct1 ct2 , ct3 tlJ~ 

cti + ~ ,ct.J , ct.d , ct1 tlJi + ct;,! tlJ2 

- (ct1 - ct2) tlJ,., ~a tlJ4' - cta tlJ4 , (ct1 tlJi - ct;,! tlJz) tlJ4 

ct.d tlJ4 , ct.l tlJ2 , cti tlJi> 0 

oder 

Dieses Gebilde besteht aus der Gerade Xi X2 und 
BildkegeIschnitte f1 der in llJoo liegen den Gerade m. 

Der Kegelschnitt f1 bcrührt Xi X2 im Punkte 

=0, 

aus dem 

(80) 

d. h. irn Bildpunkte Ma' des Punktes Ma, wo m und Xi X2 sich 
schneiden. 

Die Doppelkurve der axialen Regelfläche einer in llJ,.,. liegenden 
Gerade bestcht (siehe S. 130) aus der Gerade Xi X2 und aus 
einem Kegelschnitte , welcher durch die Gleichungen (63) und. (64) 
dargestellt ist «65) wird hier hinfällig). 

Indem wir fJ. = 00 setzen , erhll.lten diese Gleichungen die folgende 
}'orm: 

[(ct1 + ct;,!) tlJa - 2 ct3 tlJ41 tlJ4 = 0, 

12 (ct1
2 
tlJi- ct2

2 
tlJ2) -+ (cti - ct2) ctatlJal tlJ4 = O. 

Der " Kegelschnitt ist offenhar in eine Gerade der Ebene llJoo 

und in die Gerade 
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(lXi + tX..!)x3 - 2IX3 XIj. = 0, I 
2 IXi

2 
Xi - 2 IX,/ X 2 + (lXi - tX.2) IX3 X 3 = 0 

139 

(81) 

(82) 

am;geartet. Sie ist also die lJoppelgerade d
lll 

der ?Jl zugehörigen 
ku bisehen Regelfläehe. 

Man ersieht ohne Mühe, dass die Gerade dm aueh den Puukt 
Ma' enthält. 

Die Zwiekpunkte, d. h. diejenigen Punkte auf 1Jt, wo zwei un
endlich benaehbarte Congruenzstrahlen sieh treffen, gehören llatür
lieh der }'okalfläche an. 

Die Ebene (81) trifft den Fokalkegel P~, ausser in ~ X2 , noch 
in der Gerade 

("1 + IX~)X;! - 2 IXaX,! = 0, I . 
2 (lXi + IX2)X2 + IX3 Xa = 0, . 

und den Fokalkegel F2' aussel' m Xi X2 , in der Ge~ade 

(lXi + IX2)tl'a - 2 IX3 X 4 = 0, I 
2 (lXi + tX.2)Xi + IX3 Xa = 0. 

Der eine Schnittpunkt von d
lll 

mit derPokalfläche ist der Punkt 
M3'; der zweite ist mit demjenigen 
Pnnkte K idelltisch, weleher durch 

(lXi i- ~)X3 - 2 IX3 X4 = 0, 1(81) 

2 ("1 + ~)Xi + IXaX3 = 0, I (83) 
2 (lXi + tX..!)x2 + IXJXa = 0, (84) 

oder 

angewiesen . ist. 

Fig. 9. 

(81) 

(B3) 

(81) 

(84) 

Der PUllkt K befindet sieh daher in der Ebene B, ulld zwar 
auf dem Kegelsehnitt e. 

Die Zwickpunkte sind also die Punkte Ma' und K. 
Es erhellt ohne Weiteres, dass die durch Ma' gehende Torsallinie 

mit der Gerade Xi X 2 ideiltiseh ist, nnd dass die dureh K gehende 
Torsallinie dnrch 

(1) 
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also hier durch 

("1 + "2?P1
2 + 2 "a ("1 + "2)P1 + ~2 = 0, I (86) 

("1 + "2)2p22 + 2 "3 ("1 + "Jp2 + "a2 
= 0 

bestimmt ist, wouuch 

(87) 

(88) 

Diese Coordinaten genügen del' Bcziehung "1 <'Vi .+ "2(1]2 + ";3(1]3= 0 j 
der Strahl schneidet ja anch die Gerade 11/" welche die einjache 
Leitlinie der Fläche ist.. Der lhrsalpun1ct l' wird durch die Glei
chungen (87), (88) nnd (1]4 = 0 dUl'gest.ellt. 

Die Torsallinie t, welche durch K geht, ist der durch T hill
durchgehende Cougruenzstrahl, also 

(89) 

"a "3
2 

(1]2 = .- (1]3 + ') (1]4' 
"1 + "2 ("1 + "2)-

(90) 

Sie berührt den Kegelschnitt e im Punkte K. 
Der zweite ')'orsalpunkt ist der Punkt Ma, wo 1Jl die Genule 

Xi X2 trifft , dahel' : 

~1 (1]1 + "2 (1]2 = 0, I . 
(1]a = o. (91) 

Die zweite Torsallinie ist, wie schon oben bemerkt wurde, ruit 
der Gel'ade Xi X2 idcntisch. 

~ 12. Wenn die in woo befindliche Gerade 1ll um einen durch 

(92) 

gegebenen Pllnkt A rotirt , so wird die Doppelgerade dm eme ge
wisse Regelfläche beschreiben. 

Wei1 die Gerade 'In stets den Punkt A enthält, sinu die Coeffi
cienten "I' "2 und "3 durch die Beziehnng 
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verkniipft. 
Wir setzen wieder 

(96) 

(97) 

Die Doppelgerade d", ergieht sich alsdann (siehe (81 und (82» aus 

(epi + ep2)X3 - 2x", = 0, . 

'2ept
2 

Xt - 2epl X2 + (epi - ep2) X3 = 0, 

(98) 

(99) 

während die Grössen ept und ep:!. (siehe (95» verbunden sind durch 

(100) 

Es sollen jetzt, ZUl' Ermittelung der durch ·dm beschriebenen 
Regelfläche, ept lllld ep2 aus (98), (99) und (100) eliminiIi werden. 

Aus (98) und Cl 00) folgern wir 

Die Substitution diesel' Ausdrücke in (99) el'giebt 

2 (xa + 2 a2 Xl.)? Xi - 2 (x3 + 2 at x"'? X2 -

- 21xa + (at + a2)x",l (ai - a2) X 3? = 0, 

oder 

( ,'/]t- x2)xl + 4 (a~xt - at x;l)x3 X", + 4 (a2
2xt - a t

2xJx",2-

-(at - a2) /</]3 + (at -+ a2) x",l xa
2 = O. (lal) 

Diese Gleichung stellt die Regelfläche (dl1,J dar, welche offenbar 
vom drillen Grade ist. 

Der Schnitt in (J)X) wird dUl"ch 

(102) 

bestimmt. 
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Er ist also aus der doppelt gezählten Gemde Xi X 2 , und der 
Gerade Ah zllsammengesetzt. 

Der Schnitt in Wo hat die Gleichung 

(103) 

Er besteht aus aer doppelt zu 7.ählenden Gel'ade Xi X 2 und aus 
der Gerade 

d.h. Xt"A'. 
Aus der Gleichung (101) erkennen WIr, dass Xi X 2 die Doppel

ge rade Ll der Regelfläche ist. 
. Die einfache Leitlinie ist natürlich der Congrllenzstrahl a = AA', 
welche A mit seinem Bilde A' in Wo vereinigt. Sie wird ja durch 
jede dm geschnitten, weil sie der axialen Regelfläche jeder dm angehört. 

Ein Punkt 

).1 aJ1 + ).2 aJ2 = 0, 
aJa = 0, 
aJt,,= 0 

der Doppelgerade Ll trägt zwei Geraden dm. 

(104) 

Eine Gerade dm wird bestimmt durch die Lilliencoordinaten 
epi und ep2 derjenigen Gemde ril, auf deren axiale Regelfläche sie 
Doppelgerade ist. 

Aus (99) und (100) geht hervol', dass ein Punkt (104) ZWeI 

l?aal'e (ep., ep2) bestimmt, also zwei Geraden 11l, und deshalb zwel 
Geraden dm. Diese zwei Paare (ept' ep2) sind durch 

gegeben. 

).2 ep1 2 +).1 ep22 = 0 , 

ai epi + a2 ep2 + 1 = 0 

Die Elimination von epi ergiebt 

(105) 

(l00) 

Die beiden hieraus fliessenden Werte von ep2 coincidiren, wenn 
man hat 

d. h. lm Punkte Xi (aJ2 = 0, tVa = 0 , tV4 = 0) ruhen zwei unendlich 
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benachbarte Geraden dm. Der Punkt Xi ist demnach ein Zwiclcpunlct. 
In derselben Weise zeigt man, dass auch X2 ein Zwickpunkt ist.. 

Indem wir À1 = 0 setzen, finden wir aus (106) 

und daher aus (100) 

1 
<P2= - ' - , 

a2 

Die Torsallinie A von Xi ist somit durch 

oder durch 

bestimmt. 

tCa + 2 a2 aJ4 = 0, I 
2aJ2 - a 2 aJa = 0 

(110) 

Die Gerade /1 liegt in der Ebene aJ2 - a 2 11]3 - a 2
2 aJ 4 = 0 und 

schneidet den Congruenzstrahl a (einfache Leitlinie von (dm» in dem 
Torsalpunkte A f2 : 

aJ1 11]2 11]3 11]4 
--_ .:... =-2= - =-
- ai (a1- 2 a 2) a 2 2 a 2 -1 

(112) 

Dieser Punkt A f2 ist der Berührungspunkt von a mit dem 
Fokalkegel F2 • 

Die rrorsallinie /1 verbindet also Xi mit dem Brennpunkte A f2 

des Congruenzstrahles a = AA'. 
Die zweite Torsallinie (/2) wird ebenso X2 mit dem rrorsalpunkte 

A{1' dem zweitell BrelJnpunkte von a, vereinigen. Ihre Gleichungen 
sind 

11]3 + 2a1 11]4 = 0, I 
2.2'1 - a1 l1]a = 0, 

währcnd der zweite rl'orsalpunkt A f1 durch 

11]1 aJ2 aJ3 

al - a2(2a1 -~) - 2a1 

angewlesen wird. 

(111 ) 

-1· 
(113) 
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Jeder Punkt A in woo bestimmt eine derartige Regelfläehe (d,,,), 
auf der a = AA' die cinfache Leitlinie, Xt Xz die Doppelgcrade ist. 

Wenn wir A die ganze Ebene Woo bc!'chreiben lassen, so wird 
die einfache Leitlinie die Strahleneongruenz erzeugen; die Doppel
gemde dagegen bleiht immer mit der Gerade Xt X2 identisch, 
während Xt und X2 sich stets als Zwickpunkte verhaltCll. 

§ 13. Die Re!Jeljläche de?' Con!Jruenz8trahlen, welche all! einem 
dU?'ch die Punkte Xi und X 2 hindu?"Ch!Jehenden Ke!Jeüwhnitt ruhen. 

Wir legen den Kegclschnitt 'Y f.L' auf welehem die Erzeugenden 
der zu untersuehenden Regelfläche fllhen, in die Ebene Wf.L' 

und g"..,cn ihm die Gleiehungen 

~~~~+~~~~+~~~+~~~~+~A~+ 
+ (~of333)a2 + a.af3otV",2) = 0, . (114) 

(Vergl. 1. Absehnitt, S. 20). 
Die Erzeugenden der jetzigen Regelfläehe haben diejenigen Coo1'

din aten (Pi> P2), welehe der dureh Elimination von 3)t, ,7)'1.' 3)3 und 
3)", aus (1), (114) und (115) ermittelten Beziehung genügen. Die 
Elimination von 3)3 liefert 

Ct.J {3a3)13)2 + (~2{33fJ- + Ct3(32)3)t3)4 + (Ctt!33 fJ- + Ct3{3t),7)2,7)4 + 
+ (Cto{33 fJ-2 + Ct:J30)3),.2 = 0, 

3)t = (PtfJ- + p/) 3),,, 

3)2 = (P2fJ- + p/) 3)4' 

Dm'eh Elimination von 3)t nnd 3)2 gelangen wir zn 

Ct3 {33Pi2P2
2 + Cta {33 fJ-Pt2 P2 + CtJ {3;1 fJ-PtP22 + (Ctz {33 fJ- + Ct3 (32)Pt

2 + 
+ (Ctt {33 fJ- + Ct3 (3t) P22+ Ct3 {33 fJ-2P1P2+ (Ct2 (33 fJ-+ Cta(32) fJ-P1 + 

+ (Ctt {33 fJ-+ Ct3 (3t) fJ-Pz + (Cto f3a fJ.2 + Ct.J (3o) == 0, (11 G) 
oder 

(117) 

nnd erhalten dann 
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[Yoa'a2-(Yi + Y2)a'3a'4 + Yo' a'",2JpiP2 + [-YOa'2a'3 + Y2 a'2a'",

-Yi' a'3a'",+ Y/ a'",2]Pi+ [-Yoa'ia'a+ Yia'ia'",- Y2' a's'll"'+Y2" a'",2]P2+ 

+ [YOa'ia't. + Yi' a'ia'", + Y2' a't. a'", + Yo" a'42] = O. (118) 

Setzen wir, der Kürze wegen, 

(119) 

so können wir (1l8) in der folgenden Form schrei ben : 

(.120) 

Aus dieser Gleichung können mittels (1) oder (10) drei andere 
Gleichungen in PiPt., Pi und P2 abgeleitet werden (vergl. S. 77). 

Wir multipliciren (120) mit a'4Pi und erhalten dann 

6al1JhPi2P2 + 62a'4Pl + 6111J",PiP2 + 60 11J4 P1 = 0, 

oder nach Verwendung von (10): 

- 6;jl1JaP1P2 + 6;jI1J1P2 - 62a'sP1 + 62a'1 + 6i ·11J4P1P2 + 6ua'4P1 = 0, 

oder 

(6;ja'a - 6i a'!,)P1P2 + (62 a'a - 60 tlJ4)P1- 6;j{CiP2- 62 11J1 = O. (121) 

Ebenso, durch Multiplikation mit a'4P2: 

(63 I1JS - 62a'4)P1P2- 6aa'2P1 + (61I1Ja- 60 a'4)P2- 61a'2 = O. (122) 

Schliesslich multipliciren wir (121) mit a'4P2' wonach sich ergiebt 

(63 a's - 6i a',.)a'4PiP·l + (62a's- 60 a'",)a'4PiP2 - 6S a'ia'",P22-
- 62a'1a'",P2 = 0, 

also nach Benutzung von (10): 

- (6sa'3 - 61a'4) a'3PiP2 + (6aa's- 6111J4) a'2Pi + (62 a';j - 60 a'4) a'4P1P2 + 
+ 63 a'i a'aPt. - 63 a'i a'2 - . 62 a'1 a'4P:l. = 0 , 

oder 

[6sa'l-. (61 + 62)a';ja'4 + 60 a'42]P1P2-(63 a'a - 61a'4)a'2P1-
- (6aa'a - 62a'4)a'iP2 + 63 a'1a'2 = O. . (123) 

Verband . der Kon. Aknd. v . Wetenscb. (1' Sectie) Dl. X . BlO 
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Wenn wir nun PtP2, P1 und P2 aus (120), (121), (122) nnd 
(123) eliminiren , so bekommen wir die folgende Gleichung: 

Indem wir flJ/ mal die erste, - flJ3
2 mal die zweite und - flJa 

mal die dritte HOl'izontalreihe zu der vierten addiren, erhalten wir 

Os , O2 , 01 ,00 j 
~ _ 0#3- 01flJ4, O#s- Oofll4 , ~ Oam1 ,-6.flJt = O. 

O#s- 02flJ4' -0#2 ,0 jflJS-Oofll4 ,-OtflJ2 

Oofllil2 
, (01flJ2+ Ooflls)flJ~, (O#t + Ooflla)flJ4,Oafll1flJ2'+ 0#'1EeS + 01flJ#S + Oofll3 

Die Beziehungeh (119) gestatten uns die folgenden Reduktionen 
auszuführen: 

01flJ2 + Ooflla = -'YoflltflJ#a + 'Y1flJ1flJ#4-'Y2'flJ2flJ#4 + "12" flJ#il
2+ 'Yofll1flJ#3 + 

+'Y/~1flJ#4 +'Y~ïflJ#aflJ4 +"10" flJ#4
2 

= (')r'1flJtflJ2 +'Y1'flJ~flJS +'Y;'flJ#4 +Yo" fC#4)flJ4, 

02fC1 + Ooflls = ('Y2fC1flJ2 + "12' fC2flJ3 +'Yt" flJ1fCil +"10" fCsflJ4)flJ4, 

0#,'tflJ2+ 0#1,2'S+ 01flJ2flJ3+ Oofll3
2 

= 'Yofll1flJ#32-('Y1+'Y2)flJi flJ#aflJ1i +"10' flJ1flJ#4
2
-

. 2+ . ' , ,2 +' " 2 -'Y<f1J1flJ#a 'Y#tflJ##4-'Y1 flJtiVa aJ4 "11 fC1fC#4 -

-'Yofll1flJ#32 + "I1.flJ1flJiCif1J4-'Y/ ,]]2,1} lflJ4'+'Y2" aJ2flJam4
2 + 

+ "+' 2 +' 2 + " 2 2 'Yofll1flJ:lflJ3~ "11 flJ1flJa flJ4 "12 flJ2flJa flJ!j, ro flJa flJ4 
" ('YO'flJ1fC2+iy/fC1fC3+'Y~"fC#s+'YOHi32)fC42. · 

Der Kürze halber, setzen wir noch 

(124) 

Die Gleichung der , Regelfläche erscheint also teil bar durch flJ42
; 

nach dieser Teilung ergiebt sich 

~ ,~ ,~ ,~ 

A _ OsflJa - 01. flJi , 02 flJa - OOflJ4, -Oa flJ1. , - 02 fC1. 

03 flJa - ' 02 flJ4, -Oa fC2 ,01 flJS - 00aJ4:. - 01. aJ2 
=0. 

00 ,04 ,;05 , Oa 
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Subtrahiren wir llJa mal die erste Horizontalreihe von der zweiten 
und von der dritten, 80 folgt: 

Oa, O2 01 00 

A' = - 011lJ4' - 0#4 , - (Ofl1 + 01IlJa), -(0#11 + OollJa) =0. 
- 0J.C4 , - (0.,1lJ2 + OJ.Cs) , - 0#4 . , -(01IlJ;.! + Oft3) 

00 , 04 05 06 

Eine kleine Reduktion ergiebt 

Oa llJ2 + O~llJa = (- 71 1lJ;.! llJa + 70' 1lJ2 1lJ", - 71' 1lJ3
2 + 71" IlJs1lJ4) 1lJ"" 

OJ IlJ1 + 01 1lJa = (- 72 1lJ11lJJ + 70' IlJt 1lJ4 - 72'1lJ} + 7/ llJaIlJ4)1lJ4 , 

oder, wenn WIr 

setzen , 

Oa llJ2 + 02 1lJa = °7 1lJ4' 
OallJl + OlllJa = °sIlJ4 , 

während wÏl' oben gefunden ha ben : 

011lJ2 + OollJa = °4 1lJ4' 

02 1lJ1 + OollJa = °5 1lJ4' 

Wenn wir diese Ausdrücke in die Determinantengleichung ein
setzen, so erscheint diese abermals durch 1lJ4

2 teilbar ; nach Teilung 
durch 1lJ4

2 bekommt man: 

°a, O2 ' Ol' 00 
I 

A"- Ol ' 00 ' 08 , 05 =0. (126) 
O2 ' 07 ' 00 , 04 

00 ' 04 ' 05 , 06 

Die Grössen 0 sind alle vom zweiten Grade in den Coordinaten, 
wonach die Gleichung (126) vom achten Grade ist. 

Wir sehen somit, dass die Regelfliiche der Strahlen, welche auf 
einem willkürlichen, durch Xl und X2 gelegten Kegelschnitt r ~ 
ruhen, vom achten Grade ist; es leuchtet ein, dass r ~ auf dieser 
Regelfläche eine vierfache Kurve ist. 

Der Durchschnitt mit Wa;) wird ermittelt, indcm wir in der 
Gleichung (126) 1lJ4 = 0 setzen ; die Grössen 0 erhalten dann die 
folgenden Werte (siehe (119), (124) und (125)): 

B 10* 
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Os = 'Yo flJs2
, 

O2 = - 'Yo flJ2 ciS' 

01 = -'YOflJlflJS' 

00 = 'YOflJl flJ2, 

04 = 'Yl flJl flJ2 --I- 'Y/ flJl flJs' (127) 

05 = 'Y2 flJl flJ2 + 'Y2' flJ2 flJS ' 

06 = 'Yo' flJl flJ2 + 'Yl" flJl flJs + 'Y2" flJ2 flJs + 'Yo" flJS
2, 

07 = - ('Y2 flJl flJs + 'Y2' flJS
2), 

Os = - ('Yl flJ2 flJs + 'Yt' flJS
2). 

Die Gleichung (126) verwandelt sich. daher in: 

'YrflJ3
2 
,- 'YoflJ2flJa ,- 'YrflJtflJ3 , 'YrflJtflJ2 

-'YrflJtflJ3, 'YrflJtflJ2 ,-('Y2aJt +'Y2' flJa)flJ3,('Y#t +'Y:/ aJa)flJ"} 

-YrflJ#J'-( 'YtaJ2+Y/ aJa)aJa, 'Y rflJtaJ;! ,(y taJ;!+Y/ aJ3)aJt 
=0. (128) 

'YrflJtaJ2' (YtaJ2+'Yt'aJa)aJt, (Y#t +Y2'aJS)aJ;!, Yo'aJtflJ2+Y/ flJtaJa+'Y2" flJ#3+ 'Yo"aJ} 

Die Grössen Y waren durch die folgenden Ausdl'ücke definirt: 

Yo = cta {3a, 

Y t = }J-ct3 (33 , 
Y"2 = }J-ct3 (33 , 
Yo' = }J-2 ct3 (33' 

Y/ = (ct] (3;j fL + ctJ (32)' ~ 
Y 2' = (CI.f (33 fL + ct3 (3t) , 
Y/ = }J- (ctz (33 fL + ct3 (32)' 
'Y2" = fL (ctt (33}J- + ct;j (31) , 
Yo" = (cto (33 fL2 + ct3(30), J 

aus welchen diese Beziehungen hervorgehen: 

Yt = 'Y2 = }J-Yo, I 

, 2 
'Yo =}J- 'Yo, 

'Yt" = fLY/, 

Vermöge (130) schrei ben WIr (128) in dieser Form: 

2 
'YrflJa ,-';'tflJ#3 , -'YrflJtaJ3 , 'YrflJtaJ2 

---'lrflJtaJ3, 'YrflJtaJ2 ,-(}J-YrflJ1 +Y2' aJ3)tlJ;j,(fL'YrflJt+"f2' aJ3)aJ2 

-YoaJ2aJ3,-(}J-'YrflJ2+'Yt' aJ3)aJ;j, 'YrflJtaJ2 , (}J-YrflJ2+'Y/ aJ3)aJt 

(129) 

(130) 

'YrflJtflJ2' (fL Y rflJ2+Y t' aJ3)aJt, --(}J-Y uaJt+'Y 2' aJ3)aJ~,fL 2y rflJtaJ2+}J-Y 1.' aJtaJ3+}J-Y 2' aJ#"J+Yo" aJ3
2 

=0. 
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Wir multipliciren die zweite und die dritte HOl'izontalreihe mit 
ilJ3 und addiren zu del' neuen zweiten Reihe ilJi mal die erste, und 
zu der neuen dritten Reihe ilJ2 mal die erste. Wir erhaIten dann 

l
ilJ32'-'YoilJ"2.ilJ3 , -'YoilJtilJ3 , 

0, 0 , - ilJa('YoilJt2+ ,u.'YoilJtilJa + "12' ilJ/), 

o ,-ilJ3 ('YoilJ} + ,u.'YoilJ2ilJ3+'Y1'(Ca~, 0 , 
lilJ2, (,u.'Yo(Cz+'Yt' ilJa)ilJl " (,u.'YoilJt+'Y2'ilJa)ilJ2 , 

'YOilJ1ilJ2 

ilJ2('YoilJl + WYoilJt ilJ3 + "12' ilJa
2
) 

ilJt('YoilJ} + ,u.'Y#'}f-7/a + 'Yt'ilJa
2
) 

=0. 

,u. 2'YOilJt ilJ2+ /J.'Y/ ilJiilJ3+ ,u.'Y2' ilJ'}!-7/a+'Yo"ilJ} 

.Jetzt lt1ultiplicirell WIl' die letzte Vertikalreihe mit ilJa
2 und ad di

ren zu ihl': "10,7/1 ,7/2 mal die erste, ilJ1ilJa mal die zweite und ilJ2ilJ3 

mal die dritte Vertikalreihe; wir bekom men dann 

oder 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. 
Die Gleichnng (128), welche nach Mllltiplikation mit ilJ3

4 in die 
Form (l31) gebracht wurde, ist deshalb als die Gesarnmtheit ' der 
folgenden drei Gleichllugen zu betrachten: 

rr = 0, 

"10 ilJi
2 + {J.'Yo ilJi ilJ3 + "12' ilJ3

2 = 0, 
'YoilJ:}.2 + ,u.'YoilJzilJa + "11' ilJ3

2 = O. 

(133) 

Die Gleichung rr = 0, welche den nicht-geraden Bestandteil des 
Dllrchschnittes darstellt, würde natürlich auch erhalten sein, wenn 
in (116) P.i und P'l. durch ilJ1: ilJa llnd (&2: ilJ3 ersetzt wären. 
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Die zweite der Gleichungen (133) bestimmt zwei Geraden dumh 
X2 , die dritte zwei Geraden durch Xi ' 

Der Schnitt von Wa:> mit der Regelfläche der Congl'uenzstrahlen 
welche auf einem dm"ch Xi und X2 gelegten, sich in der Ebene 
i1J3 = p.i1Jl}. befindenden Kegelschnitt 'Y (.I. ruhen, besteht al80 aus einel' 
biquadl'atischen Kurve rr = 0, aus zwei Geraden durch Xi und aus 
zwei Geraden durch X2 , 

Auch an diesel' Stelle wollen wir die Bedeutung jeller Geraden 
zu erforschen versuchen, 

Die Congruenzstrahlen, welche auf der in Wa:> befindlichen Gerade 

ruhen, liegen In der Ebene 

Die auf 

<'l:?l = ql m3 , i1J4 = 0 

ruhenden Sb'ahlen befinden sich in 

(134) 

(135) 

Die Ebenen (134) ulld (135) haben diesel be Schnittlillie wie die 
Ebenen 

i1J3 = -(PI + Ql)i1J4 , ' (136) 

2tl'1 = (PI + Ql) tl'3 + (P1 2 + Q1
2

)i1J4 , (137) 

Für die zwel Geraden, welche durch 

angewlescn sind, gilt 

Die Congruellzstrahlen, welche diese beiden Geraden schneiden, 
liegen demnach in den Ebenen, welche sich schneiden in der 
Gerade 
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oder 

1113 = fLl11lj" 

70l11i + 72' 111",= 0, 
(l38) 

aIso, wegen (129), 

1113 = fLl11"" 

aa{33 l11i + (a j {33fL + (X.J{3i) 1114 = 0, 

oder 

1113 = fL 1114' 

aa {3a 1111 + ai {3:J l11a + aa {311114 = o. I . (139) 

Die fmgliche Schnittlinie ist dIlher identisch mit der Tangente 
in X2 an dem Kegelschnitt r fI.' welcher alle Congruenzstrahlen trägt. 

Die beiden Geraden dUl·ch Xi' welche dem Schnitte in W oo a.nge
hören, sind offenbar die COllgruenzstrahlen durch den Xi voran
gehenden Punkt von r fI. , . während die beiden Geraden durch X2 

die Strahlen sind, welche nach dem X 2 unendlich benachbarten 
Punkte von r fI. zielen. 

Die beiden Geraden durch Xi sind ausserdem die 'l'angenten an 
der Kurve n in ihrem Doppelpunkte X1 ; dasselbe kann VOl! den 
zwei Geraden durch X? behauptet werden. . 

Der Schnitt in Wo fordert l11a = 0; für die Grössen 8 finden wir 
daher die folgend6n Ausdrücke: 

IJ '2 
Ua = 70 1114 , 

82 = 721112111", + 71" 111",2, 

81 = 71 1111 1114 + "12" 1114
2

, 

80 = 70 11111112 + 71' 11111114 + 72'1112 111", + 70" 1114
2

, 

84 = 71 1111 1112 + 72" 111'}. 1114' 

85 = 7211111112 + 7/ 1111 111"" 

86 = 70' 1111 1112 , 

87 = 70' 1112 111"" 

8s = 70' 11111114· 

(127a) 

lndem wir diese Werte in die Gleichung (12.6) einsetzen, erhaiten 
wir die Gleichung der gesuchten Kurve. Sie ist vom achten Grade 
und nicht ausgeartet, weil die Ebene Wo keinesingulären Eigen
schaften aufweist. 
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~ 14. Die Re!/eljläche der Congruenzalrahlen, welche au! einem 
dut'ch Xi un.d X2 gelegten, in .(JJ00 bejindlichen Kegelachnitt ruhen. 

Der betreffende Kegelschnittmuss mit 'Y 00 bezeichnet werden. 
Wir haben ja in dem Obigen nul' 

f.J.= 00 

zu setzen , wonach del' Kegelschnitt 'Y 00 durch 

"JIV1 1V2 + "2 1V1 lVa + "1 1V2 1V3 + aolV} = 0, I. (140) 
IVIj. = 0 

angewlesen wird. 
Die Grössen "I sind nun definirt durch 

"10 = "3' 
"11 = f.J.t:t.a, 

"12 = f.J."3 ' 

"10' = p.2"J' , 
"11 = fJ-"2 ' 

" 2 
"11 = P. "'2' 

wo der Faktor {33 gestrichen ist. 
Die Ausdrücke 0 bekommen nun diese Gestalt (siehe (119), (124) 

nnd (125)): 

03 = p.2"J([}lj,2, 

O2 = p.2":2 1Vlj,2 , 

01 = p.2"1 ([}lj,2 , 

00 = p.2"J ([}!j,2, 

Olj. = p.2 ("11V2 + "0 IVs) 1Vlj, , 

85 = f.J.2 ("2([}1 + "01V3)1V1j., 

06 = P. 2 ("a ([}1 ([}2 + IZ..! 1V1 312 + "1 w~ ([}3 + "0 lVa 2) , 

87 = P. 2 
("a IV2 + "2IVa) 1Vlj, , 

Os = p.2 ("3 ([}1 + "1IVS) 1Vlj,. 

Die Gleichung (126) der Regelfläche nimmt alsdann die folgende 
Forrll an: 
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CtaX4
2

, Ct#4
2 

,Cti fElj,2 ,Ct.flJ/!2 , 

111_ ~ifX42, CtJ!}4
2 

,(Cti !}i +CtifX~)il'4' (Ct~il'i+Ctoil'~)il'4 
À = 2 ., " =0, 

Ct'l.il'4 ,(Ct;jil'2+Ct~,V~)aJlj" CtO(!}4- , (Ctiil'2+Ctoil';))aJ4 

Ctvil'4 Z, (Cti aJ2+ CtuaJa)aJ", (Ct~aJi + Ctvil'J)il'", Ctuil'iaJ2+Ct#iil'a+Ctiil'#a+Ct#s2 

oder, nach Teilung durch aJ44: 

Cts ,Ct,) , Cti , CtJ 

r ~ = Cti fX4 , CtoaJ" , Ct)ci + Ct l eVa , Ct2aJi + Cto'il'a = O. 
Ct2aJ4 , CtaaJ2 + (:t.l.aJa ,CtoaJl} ,Cti il'2 + fXo aJ~ (141) 

I CtOil'4
2

, (Cti aJ2 + CtoaJs) aJ", (Ct~aJi + Ct\lil's) ,'L'!p CtsaJ,aJ2 + Ct2 3!i il'a + fXtaJ:1,il'a + CtoaJ./ 

Die Regelfläche der Oongruenzstrahlen, welche auf einem durch 
X, und X2 gelegten und , in ll)", befindlichen Kegelschnitt 'Ya> ruhen, 
ist demnach vom vier/en Grade. 

Der Schnitt In Wa> (aJ" = 0) wird bestimmt durch 

~,~ ,~ ,~ 

0, 0 , Ct3 aJi + ~i aJa , Ct2 il'i + Cto il's 

0, CtJ il'2 + Ct~ il'a, 0 , Cti il'2 + Cto il'a 
=0, 

0, 0 , 0 ,fXsil'iaJ2 + Ct2il'iil'3 + Ctiil':1,aJa + Ctoil's2 I 

oder 

Der Schnitt in Wa> bestcht also aus dcm Kegelschnitte 'Ya> und 
aus seinen beiden Tangenten in Xi nnd X 2 ; diese Tangenten schnei
den sich in dem Pole B von Xi X2 in Bezug auf 'Ya>. Hiel' erken
nen wir einen eigentümlichen Unterschied mit der vorigen Oon
gruenz, wo 'Ya> durch die Geraden Xi Mi und X2 M2 (siehe S. 87) 
zu einer biquadratischen Kurve ergänzt wird. ' Im Übrigen ist die 
Ähnlichkeit der Determinante (141) mit der entsprechenden in der 
Abteilung A auffallend. 

Die Schnittkurve in Wo (il's = 0) wird durch 

Ct3 , Ctz , Cti ,~ 

Cti il'4 , Cto aJ4 , Cts il'i , Ct2 aJi 
=0 (142) 

I CtzfX\, 
Ct;) il'2 , Ctoil',. , Cti il'2 

Ctoil'1! , Ct,aJ..! il'lj" ~il'iaJ", Ct3 aJi aJ2 

bestimmt. 
Sie ist die Bildkurve von 'Ya>. In Xi und X2 hat sie Rückkehr-
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punkte, deren Tangenten Xi und X 2 mit dem B zugeordneten 
Punkte B' verbinden. 

lm Allgemeinen wird ein Schnitt mit einer Ebené durch Xi X 2 

in Xi und X 2 zwei Rückkehrpullkte besitzen, deren 'rangenten sieh 
auf der Gerade BB' schneiden. . 

Wir bestimmen nun die Doppelkurve welehe sich auf der Regel
fläehe befindet. 

Ein Congruenzstrahl P (Pi' Pt) sehneidet r ao , wenn der Beziehung 

a.3PiP2 + a.2Pi + tli P2 + cXo = 0, . (143) 

em Strahl q (qi' q2) trifft r ao, wenn der Bedingung 

genügt wird. 
Die Sb'ahlen p und q schneiden sieh, wenn man hat 

während ihl' Schnittpunkt dm'ch 

bestimmt ist, 

c1li = -Pi q1 c1lfl , 

c1l2 = -PZq2 c1l,P 

c1l3 = - (Pi + qi)c1lfl = - (P2 + q2)c1l", 

(144) 

(23) 

(25) 

(26) 
(24) 

Es sollen jetzt aus (143), (144), (23), (24), (25) und (26) die 
Grös~en Pi' P2' qi und q2 eliminirt werden, 

Die Elimination von q2 aus (144) und (23) ergiebt 

a.3!'iqi + a-aqi2
.- Y2qi + tliPi-tliP2 + (a.i + a.2)Qi + a.o = O. (145) 

Durch die Elimination von P2 aus (145) und (143) erhält man 

a.3
2
P1Qi(P1 + Qi) + a.1a.SCP1 + Q1? + 2a.2a.3!'1Q1 + 

+ (a.i
2 + ~~ + a.Oa.s)(Pi + Qi) + 2a.oa.1 = O. (14.6) 

Mit Hülfe von (24), (25) und (26) schrei ben wir 

1c2-a.a2c1lic1la + a.ia-ac1l32 - 2~a-ac1lic1lfl- (a./ + a.i a.2 + a.oa..J )c1l3 c1l" + 
+ 2a.Otli c1lfl2 = O. (147) 

Diese Gleichung stellt eillen quadratisehell Kegel 1c2 , mit X2 als 
Spitze, dar. 

Hätten wir zuerst Pi und Qi elimillil't, so würdell WIr zu 
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let -aa2
(lJ2(lJ3 + aJ."'a(lJa2 

- 2at IX-a(lJ2(lJ4- (a'/.2 + at al. + ao aa) (lJ3(lJ,! + 
+ 2aOC!,2(lJ4

2 = 0 (148) 

gelangt sein. 
Diese Gleichung vertritt e111en quadratischen Kegel let mit Xf 

als Spitze. 
Der Kegel le2 schneidet W XJ in Xf X 2 und 111 der Gerade 

d. h. in der Tangente X2 B an r 00. 

Der Kegel lef durchbohrt' w'" gleichfalls in Xt X2 und überdies 
in del' Gerade 

d. h. in der 'rangente Xt B an r 00. 

Ansser del' Gerade Xf X2 haben die beiden Kegel let und le2 offenbar 
eine kubische Raumkurve gemein, welche die Punkte Xf , X 2 nnd B 

(150) 

enthält. 
Der Kegel le2 schneidet Wo in X t ~ und in der Gerade 

während der Schnitt von 'lef mit Wo aus Xt X2 und der Gerade 

zusammengesetzt ist. 
Der Schnittpunkt IJ diesel' Geraden wird durch 

(lJf (lJ2 (lJ4 
--2=--2=-
ao af ao a 2 at ~ aa 

bestimmt, liegt deumach auf der Gerade 

welche X4 mit dem Bilde B' von B vereinigt. 
Die Doppelkurve der Regelfläche ist also eine leubi8che Raur/l

leurve, welche die Punkte Xf , X 2 , den Pol B von Xf X2 in Bezug 



156 DIE CONGRUENZEN VON ro' = c2 : 10 UND 10' = ro~: c. 

nuf 'Y '" und den in Wo auf der Gerade X4 B' befindlichen Punkt 
.JJ enthält. 

Es erhellt, dass jeder Schnitt miteiner Ebene durch Xi X 2 

ausser pen beiden Rückkehrpunkten Xi nnd X 2 noch . einen Dop
pelpttnkt aufzuweisen hat. 

§ . 15. J)ie Re/leljläche der Straltlen, welche 8ich 8tützen auf 
eine1lt in woo durch Xi und X2 /lele.qten Ke/lelschnitt, wofür X3 der 
Pol von Xi X2 i8t. 

In dern vorliegenden .FalIe ist der Pol B von Xi X2 m Bezug 
auf 'Y 00 mit dem Punkte X3 identisch. 

Es gilt nunmehr 

die GIeichung von 'Y 00 ist dahcl' 

( 151) 

Die Gleichung der Regelfliiche lautet jetzt (siehe (141)): 

o o 
=0, o '''0 XIj, ,"J Xi '''0 X 3 

o '''3 X 2 ,"J 'V4 ,",) X3 

"0 X1j,2, "0 X3 Xlp "0 X3 X4, "3.xi X'}. -1 ~o X/" 

oder 

Die Schnitte mit w'" und Wo werden durch 

dargestellt. 
Diese ]etzte Kurve besteht a]so aus einem doppelt zu zählenden 

Kegelschnitt, in Bezug auf welchen XIj, der Pol von Xi X j ist. 
Wir bemerken beiläufig, dass ein Kegelschnitt in woo nul' dann 

in einen in Wo liegenden Kegelschnitt abgebildet wird, wenn er 
durch Xi und X 2 geht und X 3 der Pol von Xi X 2 ist. 

Die Doppelkurve ist jetzt durch 
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bestimmt. 

l1Ja ("al1J. - "o11Jlo) = 0, 
11J3 ("3 11J2 - ao 11J,,) = 0 

Der eine ihl'er Bestandteile ist die Gerade 

"3 11J1 - ao l1Jlo = 0, I 
"a l1J"]. - "0 11Jlo = 0, I 

welehe in der Ebene eliegt, und den Punkt X 3 trägt. 
Der andere 'Bestandteil der Doppelkurve befindet sieh in <Ca = 0; 

er ist offenbar der Kegelsehnitt 

welcllen wir oben nIs den Schnitt der Regelfiäche mit Wo erkannten. 

~ 16. Die Regeljläehe der Strahlen, welehe all! einem dureh 
X1 , Xz und X3 gelegten Kegelsehnitt runen. 

Zum Schl nss wollen wir den Fall erledigell, wo y 00 durch X 3 

geht; man hat dann 

ao=O 

zu setZell. Die Gleichung von y 00 lautet nun 

(154) 

Die Regelfiäche entspricht der Gleichung 

"3 '''2 '''1 ,0 
"1 <Clo' 0 , "3 <C1+ "1 <Ca, "#1 

"'l<Clo' "a<C2+ "'l 11J3' 0 ,"t<C2 

=0. (155) 

10 , ". <C-}.11Jlo , ~ <Ci l1J" , aa <Ct <C2+ ,,-}. <Ci <Ca + "1 <C'}. <Ca 

Diese Fläche ist immer vom vierten Grade, in Gegensatz zu dem 
entsprechenden FaIl in der vorigen Congrnenz, wo die Fläche in 
woo nnd in einer kuhischen Regelfiäche ansgeartet war. Dort war 
ja X3 ein singnlärer Punkt, während X3 hier keine SinguIaritätcn 
zeigt. 

Der Grad der Regelfiäche eines KegeIschnittes in Wao wird nur 
dann herabgedriickt, wenn diese Kurve das Bild einer in Wo be
findlichen Gerade ist. Die Gleichung dieses Bildkegelschnittes ist 
dann f3t <c1

2 + f32<c2
2 + f34<ca

2 = O. Derselbe gehöl't aIso keiner der 
hier betrachteten Kurven an. 
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Der Schnitt der Regelfläche (155) rnit W:rJ wird durch (siehe S. 153) 

dargestellt. 
Die Schnittkurve in Wo hat die Gleichung 

"3 , "2 , "1 0 

"I tIJlj, , 0 , "<I tIJ
i 

, "2 tIJ1 =0, . 
"2 tIJlj, , "JtIJz , 0 , "1 tIJ2 

0 , "1 tIJ2 tIJIj, , "~tIJ1 tIJ4 , "J tIJ1 Wz 

und enthält demnach den Punkt X 4 (das Bild von Xa). 
Die Doppelkurve ist jetzt durch 

le2 = "J
2
W1WJ + "1"#/ - 2"~"JW1W4 - "1("1 + 0l2)tIJ#4 = 0, 

let = "}W2W3 + 0l2""Wa
2 

- 2"i".lW2W4 - "i"1 + "2)tJJ#4 = 0 

angewlesen. 

(142a) 

(147 a) 

(148a) 

Die kubische Raumkurve schneidet. jetzt w.", ausser ~ und Xz, 
im Punkte B, die Ebene Wo aber in X 4• 

Die biquadratische Kurve in Wo hat also in X 4 einen Doppelpunkt. 
Wenn der Kegelschnitt r~, auf dem die Strahlen ruhen, in 

der Ebene Wo liegt, haben WIT nur 

p.=0 

zu setzen. 
Die so erhaltene Regelfläche wird ganz und gar rnit der Regel

fläche eines willkürlichen, d urch Xi und Xi gelegten Kegelschnittes 
übereinstirnmen. Die Ebene Wo ist ja nicht singulär und unter
scheid et sich daher nicht von einer heliebigen durch Xi X 2 gel eg
ten Ebene Ww 

§ 17. Wie bei der Congruenz von w' = c2
: w, wollen wir hier 

abschliessen mlt einer genaueren Beschreibung del' Gestalt der be
trachteten Gebilde, ohne · jedoch alle Gleicbungen anf triorthogonalen 
Coordinaten zu beziehen. 

Wo diese Umformung erwünscht ist, verwenden wir die folgenden 
Formeln: 
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(156) 
ft-z 

ilJ3=---' 
ft 

Eine kurze Zusammenfassung der oben erhaltenen Resultate möge 
hier folgen. 

a). Der Feldgrad der Congruenz ist zwei, ihr Bündelgrad vier, 
ihr Axengrad zwei. 

Von den vier Strahlen, welche nach emem re ellen Punkt T 
zielen, sind stets nur zwei' reell. 

Die COOl·dinaten Pi und Pi d~rjenigen Strahlen, welche sich in 
emem Punkte (ilJo, !lo, ... zo) schneiden, t1rhält man aus 

eZOPi2 - e (ft - zo) Pi + ft (ilJo +. z!Jo) = 0, 

eZOP22 - e (ft - zO)P-J. + ft (ilJo - i!lo) = o. 
(157) 

(l58) 

Die Wurzeln von (158) sind also den Wurzeln von (157) com
plex conjugirt. Von den vier Combinationen . (Pi' :P2) giebt es daher 
zwei, für welche Pt + P2 und PiP2 reell sind. 

b). Singuläre Ebenen sind 
10 die Ebene [w ] (z = 0) mit drei Strahlenbuscneln, mit den 

Seheiteln in Xi' X2 und B,' d. h. iIi den beiden Kreispunkten I und 
J und in dem unelldlieh fernen PUllkte Xco ' der reellen Axe; diese 
Strahlenbüschel sind also alle aus paralleien Geraden zusammen
gesetzt; 

2" die Ebene der re ellen Axen (ilJi = ilJ2 oder !I = 0) mit einem 
Strahlengebilde zweiter Klasse, welehes einen Kegelschnitt 'e umhüllt. 

Dieser Kegelsehnitt wird dureh 

oder 

oder 

ilJ3
Z + 4 ilJi ilJll = 0, I 

ilJi = ilJ2, 

(ft - z? + 4 ilJZ · 0 , 
ft2 fte 

!I = 0, 



4 h m z + e (h - z)? = 0, I 
,0/=0 

dargestellt, ist demnach eine Hyper
bel, welche 00' in a und OX in 
in Xx> berührt, wonach OX Asymp
tote ist, indess ihr Mittelpunkt mit 

e 
m=-, y=O, z=O, 

2 

zusammenfällt; 
3° jede Ebene, welche einen Con-

Fig. 10. gruenzstrahl mit einem der Kreis-
punkte I oder J verbindet; sie trägt 

ein Strahlengebilde zweiter Klasse, welches einen Kegelschnitt umhüllt. 
e). Singuläre Punkte sind 
10 der unendlich ferne Punkt X'" auf der reellen Axe in [w ] 

mit einem Büschel parallel el' Geraden in [w J; 
20 die beiden Kreispunkte I und J der Ebenen [w ] und [w' J 

mit Strahlenbüscheln in der Ebene [10]. · . 
d). Alle Congruenzstrahlen berühren zwei imaginäre Kegel (Cylin

der), von denen jeder einen der Kreispnnkte I und J als Spitze hat. 
Die Berührungspunkte (Brennpunkte) der Congruenzstrahlen sind 
im Aligemeinen imaginär. Die beiden Cylinder bilden zusammen die 
Fokalfläcbe. 

Die .Fokalcylinder haben die Gleichungen 

(h - z)? + 4(m + iy)z = 0, 
h e 

(h - z? + 4(m - iy)z = 0; 
h e 

(162) 

die Fokalfläche ist demnach durch 

16(m'! + y?)z? 8mz(h - z? (h - z)1I. . 
e? + eh + - h-?' - = 0 (163) 

bestimmt. 
e). Die Fokalfläche hat eine quadratische Doppelkurve, welche 

in der Ebene (,0/ = 0) der reellen Axen liegt nnd mit der durch 

4 h m ~ + eCh - z? --:- 0, I . 
,0/=0 

dargestellten Hyperbel e identisch ist. 

(159) 
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Die beiden }'okalcylillder berühren ausserdem einander und die 
Ebene [w J in der unendlich feruen Gerade von [w J. 

Diese bildet mit der Hyperbel eden reellen Bestandteil der 
Fokalfläche. 

f). Die axiale Regelfläche einer willkürlichen Gerade I, welche 
[w J in . A und [w'J in B' schneidet, ist eine Fläche sechsten Grades, 
mit der vier/aden Gerade I. Zwei der vier Blätter sind immer 
imaginär. 

Der Schnitt von [w J mit dieser Regelfläche besteht aus den drei 
Geraden AI, AJ und AX" llnd aus einer circularen kubischen 
Kurve, welche durch Xoo, d mch A und durch die vier Bildpunkte B 
der Spur B' von I in [w'J geht. Der Punkt A ist überdies der 
gemeinschaftliche Tangentillipunkt der Kreispunkte. Die Tangente . 
in A ist die axiale Projektion aus I auf [w J des Bildes A' von A. 

Der Schnitt in [w'J ist eine Kurve sechsten Grades;., welche 
in den beiden Kreispunkten I und J Rückkehrpunkte hat, deren 
Tangenten sich im Bilde A' von A schneiden . 

Die Kreispunkte sind uniplanare Punkte der Regelfläche. Jeder 
Schnitt mit einer zu [w J parallelell Ebene hat ja in I und J zwei 
Rückkehrpunkte. Die Kurve )\ berührt noch die unendlich ferue 
Gerade im Punkte Xoo der reellen Axe. Sie bat überdies in B' 
einen vierfachen Punkt, dessen Tangenten die axialen Projektionen 
aus I auf [w'J der vier nach B' zielenden Congruenzstrablen sind. 

Die axiale Regelfläche von I besitzt eine circulare kubische IJop
pelkurve, welche I in zwei Punkten trifft. 

Wenn I die Gerade 00' schneidet, so enthält der Schnitt in 
[w J den Punkt 0 und wird daselbst durch 0.1 berührt, während 
die Kurve )\ in A' einen Rückkehrpunkt hat, dessen Tangenten 
mit 0'.1' zusammenfallen. 

Die Gerade OU' gehört der Regelfläche in ihren ganzen Aus
dehnung an. 

Die Doppelkurve hat keine speziellen Eigenschaften aufzuweisen. 
Wenn die Gerade I (l(J.) den Ebenen [w J und [w' J parallel ist, 

so zerfällt die kubische Kurve von l wJ in die unendlich ferne 
Gerade und in einen Kegelschnitt; dieser trifft die unendlich ferne 
Gerade in zwei Punkten , welche die Bilder . des unendlich fernen 
Punktes h(J. von 1(J. sind. 

Der Schnitt der Regelfläche mit [w J besteht aus dem erwähnten 
Kegelschnitte und aus der vierfach zu zählenden unendlich feruen 
Gerade. 

Die Schnittkurve À ist in die doppelt zu zählende unendlich 
ferue Gerade und eine biquadratische Kurve zerfallell, welche In 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetenaeh. (ie Sectie) Dl. X. Bll 
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L", einen Doppelpunkt hat, und daselbst mit der unendlich fernen 
Gerade vier Punkte gemein hat. 

Die Doppelkurve ist aus der unendlich femen Gerade von [w J 
und aus einem Kegelsehllitt zusammengesetzt. Letzterer sehneidet 
die unendlich feme Gerade in einem Punkte, dessen Richting der
jenigen von I", normal ist; er sehneidet aueh die Gerade · lw 

Wenn 1(J. mit [w J parallel ist und ausserdem 00' schneidet, so 
enthält der Kegelschnitt in [w J den Punkt 0; die Tallgente in 0 
ist mit 1(J. parallel. 

Die Kurve À ist aneh hier in die doppelt zu zählende unendlich 
ferne Gerade und in eine biquadratische Kurve zerfallen. Letztere 
hat in 0' einen Rüekkehrpunkt, dessen Tangente das Bild der mit 
1(J. parallellen durch 0 gehellden Gerade ist. 

Die Doppelkurve besteht aus der unendlich femen Gerade von [w J 
und aus einem Kegelsehnitt, weleher I", sehneidet und dessen Sehnitt
punkt mit der unendlieh fernen Gerade von [w J normal zu I", ist. 

g) Die axiale Regelfläche einer Gerade I in der Ebene der 
reeUen Axen zerfállt in diese, doppelt zu zählende , Ebene und III 

eine biquadratische Fläche, auf welcher I Doppelgerade ist. 
Die kubische Kurve von lW J ist in die reelle Axe und in 

einen Kreis ausgeartet. Dieser Kreis hat seinen Mittelpunkt in der 
Spur A von I in IW J und wird dUl'ch die beiden isotropen Geraden 
durch A zu dem biquadratischen Schnitte ergänzt. 

Die Sehnittkurve in [w'J ist biquadratiseh und hat in den Kreis
punkten Rückkehrpunkte, deren Tangenten sieh im Bilde A' von 
A treffen. 

Die Doppelkurve ist ein Kreis, dessen Ebene zu [w J parallel ist. 
Dieser Kreis schneidet die Ebene der reeUen Axen in dem auf I 
befindlichen Punkte C(J. und in dem Pole L von I in Bezug auf 
die Fokalhyperbel e. Die Tangente in C(J. ist den imaginären Axen 
parallel. 

h) Die axiale Regelfläche eines Congruenzstrahles 8 ist eine qua
dratische .Fläche, deren Schnitt mit [w J aus denjenigen Geraden 
hesteht, welche bez. durch die Spur S von 8 in [w J und durch 
ihr Spiegelbild in Bezug auf die reelle Axe hindurchgehen, und 
dieser letzteren Axe parallel sind. 

Der Sehnitt in r w'J ist eine Parabel, deren Axe mit der reeUen 
Axe identisch ist. 

i) Die axiale Regelfläche eines in uer Ebene e liegenden Con
gruenzstrahles enthält nur diese, doppelt zu zählende, Ebene. 

j) Die axiale Regelfläche einer in [w J befindlichen Gerade mist 
vom dritten Grade, und trägt mals einfache Leitlinie. 
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Der Schnitt mit [w ] ist aus der doppelt zu zählenden unendlich 
fernen Gerade und aus der Gerade m zusammengesetzt. 

Der Schnitt mit [w'J ist in die unendlich ferne Gerade und in 
den Bildkegelschllitt p. van m zerfallen. Der Kegelschnitt p. ist eine 
J;'arabel, deren A.xe derjenigen Gerade parallel ist, welche die dm'ch 
o gehende, mit m paralIele Gerade abbildet. 

Die lJoppelgerade dm ist zur Axe der Parabel · p. parallel; sie 
schneidet die Ebene der reellen Axen in einem Punkte K der 
}'okalhyperbel e. 

Der unendlich ferne Punkt Ma' der Parabel p. ist der eine 
Zwiclcpunlct; der andere ist K. 

Die durch frls' gehende Toraallinie ist mit der unendlich fernen 
Gerade van [wJ, die in K ruhende Torsallillie ist mit der Tan
gente in. K an der Fokalhyperbel e identisch. 

Der erste Toraalpunlct ist der unelldlich ferne Punkt auf m. Der 
zweite ist der Schnittpunkt van m mit der reellen Axe. 

Die zweite Torsallinie kaull also auch betrachtet werden als die aus 
dem Schllittpunkte van 'I1l mit der reellen Axe an e gelegte Tangente. 
Der zweite Zwickpunkt ist der Berühruugspunkt dieser Tangente. 

Ic) Wenn wir die Gerade m urn einen Punkt A rotiren lassen, 
sa beschreibt die Doppelgerade dm eine Icubiache Regelfläche. 

Der gchnitt mit [w J besteht aus der doppelt zu zählenden unend
lich fernen Gerade und aus der durch A gehenden, zu der reellen 
Axe paralleien Gerade. 

Der Schnitt mit [w'J · ist z~rfallen in die doppelt zu zählende 
unendlich ferne Gerade und in die Gerade, welche a mit dem 
Bilde A' van Avereinigt. 

Die lJoppelgerade b. ist mit der unendlich fernen Gerade van 
[wJ identisch. Die Zwickpunkte liegen in den Kreispunkten I und J. 

Dieeinfache Leitlinie ist der Congruenzstrahl a = AA'. 
Die Torsalpunlcte sind die Rrennpunkte Aft und Af2 van a. 
Die Toraallinien sind die Geraden IAft und JAt2 • 

Beschreibt der Punkt A die Ebene [w J, sa faUt die Doppel
gerade a immer mit der unendlich fernen Gerade zusammen; die 
Zwickpunkte behalten ihren Sitz in den Kreispunktell; die einfache 
Leitlinie a erzeugt die Strahlencongruenz. 

l) Ein durch Xl und X2 gelegter Kegelschnitt rf' ist offenbar 
ein zu [w ] paralleler Kreis. 

Wir ha ben also die Regelfl.äche derjenigen Strahlen zu betrachten 
welche sich auf eillem zu [w ] parallel en Kreise '1",. stützen. 

Diese Regelflächeist vam achten Grade nnd had in den Kreis
punkten vierfache Punkte. 

B 11* 
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Der Schnitt mit [w] besteht aus zwei durch 1, zwei durch J 
gehenden Geraden, und aus einer biquadratischen Kurve, welche in 
den Kreispunkten Doppelpunkte hat uud daselbst berührt wird durch 
die Geraden, welche sie zu dem vollständigen Schnitte ergänzen. 

m) Die Regelfläche eines in [w] befindlichen Kreises roe ist vom 
vierten Grade. 

Der Schnitt in [w J besteht aus dem Kreis r cx> nnd seinen isotropen 
Tangenten. 

Der Schnitt in [w' J ist ei ne biquadratische Kurve, welche in den 
Kreispunkten Rückkehrpunkte hat, deren 'rangenten sich in dem Punkt 
B' schneiden, welcher dem Mittelpunkte B von rex; zugeordnet ist. 

lm Allgemcinen wird ein mit [w J parallel er Schnitt in den Kreis
punkten Rückkehrpunkte besitzen, deren Tangenten sich auf der 
Gerade BB' treifell. Auf der Regelfläche befindet sichnoch eine circu
lare kubische Doppelkurve, welche den Mittelpunkt B von r 00 enthält, 
während ihre Spur im Endlichen in [w'] auf der Gerade O'R' liegt. 

Jeder mit [w] parallele Schnitt hat, aUSiier zwei Rückkehrpunktell in 
den Kreispnnkten, noch einen gewöhnlichen Doppelpunkt aufzuweisen. 

n) Wenn der Mittelpunkt B von r 00 sich in 0 befindet, so ist 
der Schnitt in [w] aus dem Kreise r 00 und den beiden iso tropen Ge
raden durch 0 zusammengesetzt. 

Der Schnitt in [w'J besteht aus einem Doppelkreise, dessen Mit
telpunkt in 0' liegt. 

Die Doppelkurve ist in den letztgenannten Kreis und in eine 
der Ebelle der reeUen Axen angehörende Gerade zerfallen. 

0) Wenn der Kreis roo durch 0 geht, so gehört die Gerade 00' 
der Regelfläche an. Die iu [w'J befindliche Kurve hat ja in 0' einen 
Doppel punkt. 

Die, hier nicht ausgeartete, kubische Doppelkurve, enthält natür
lich die Kreispunkte, den Mittelpunkt B von r 00 und den Punkt 0'. 

Die Regelfläche der Strahlen, welche auf einem in [w'] befind
lichen Kreis ruhen, unterscheidet sich nicht wesentlich von der 
Regelftäche des Kreises r 1'-' 

Hiermit ist unsere Aufgabe, die Congruenzen von w' = c2 : W 

und w' = w2 
: C zu studiren, erledigt. Die Untersuchungen sind 

rein analytisch gehalten, weil sie in dieser Form am besten als 
Einführung in die späteren Entwickelungen dienen können. 

Die obigen Congruenzen lassen sich aber auch sehr bequem rein 
geometrisch behandeln; die betreifenden Entwickelungen finden sich 
in meiner Inauguraldissertation. 1) 

') M. J. VAN U VEN : Conforme Afbeelding door Stralencongruenties. 



DRITTER ABSCHNITT. 

Analyae irrationaler Kurvengleichungen. 

§ 1. Nachdem wIr Im vongen Abschnitte die zwei einfachsten 
abbildllngsfáhigen Stralencongruenzen erledigt haben, wollen wir 
uns 11 uu beschäftigeu mit den verwiekelteren Congruenzen, welche 
den FUllktionen . 

entsprechen , wo N eine willkürliche rationale Zahl darstellt. 
Die hier in Frage kommenden Congruenzen gehören zwei Rubriken 

an, für welche N bez. positiv und negativ ist. 
Wenn N positiv ist, so soH die Congruenz 'Prtraóoliach, wenn N 

negativ, hyperóoliach genannt werden. 
Diese Namen sind offenbar den geometrischen Gebilden ent

nommen, welche den einfaehsten Vertretern beider Gruppen, 

w' = w2 und ww' = 1 
entsprechen. 

'IJl 
Im Allgemeinen wird N eine gebrochene Zahl sem, z. B. -, Es 

n 
liegt also auf der Hand die folgenden zwei rrypen zu untersuchen 

~ 1-~ 
w' = W nc n, 

-~ 1+~ 
w' = W n C n 

wo der Faktor c der Homogenität wegen eingeführt ist. 
§ 2. Ein Congruenzstrahl werde wiederUlll durch die Gleichungen 

3}i = P13}3 + Pi' 3}1j" I 
3}2 = P2 3}a + P2' 3}1j, 

(1) 

dargestellt, deren Bedeutung hiel' nicht erklärt zu werden brauchL 
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Da die Grössen Pt' Ulld P2' im Folgenden bez. den Ausdrücken 
m m 

Pt ± n und P2 ± n gleich sind, so leuchtet ein, dass wir uns zu be
schäftigen haben mit Gleiehungen von der Form 

m m 

(2) 

WO At, A2 und Aa ganze Funktionen von Pt und P2 darstellen. 
Von vornherein ist es kIar, dass wir uns vorläufig auf Gleichun

gen von der Gestalt 

(3) 

besehränken können, weil die Form (2) hieraus durch die Snbsti
tutionen 

(4) 

erhalten wird. 
Setzen wir nunmehr 

(5) 

so verwandelt sich die Gleiehung (3) in 

t t 

(Otqt)n + (02q2yn + 1 = 0, 

welehe, indem WIr 

(6) 

setzen , diese Gestalt annimmt: 

1 t 

X1n + X2n + 1 = 0 (7) 

Es empfiehlt si eh , aus später zu erwähnenden Gründen, C01l8tante 

Coefficienten hinzuzufügen, wonaeh wir schiiesslich zu 

1 t 

P1 X tn + P2 X2n + Pa = 0 . (S) 

gelangen, wo Pt> P2 und P3 constant sind. 
Die dureh diese Gleichung vertretenen Kurven heissen Kurvell 

von Lamé. Durch Einführung homogener Coordinaten verwandelt 
sie sieh in 
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1 1 1 

P1(J}1n + P2 (J}2n + Pa(J}an = O. 

Die Kurve ist daher triangulär-8!Jmmetrisch. 

§ 3. Wir fragen zuerst nach dem Grade der Gleichung, welche aus 

1 1 

P1X i n + P2 X2n -I- P3 = 0 . (8) 

entsteht, wenn in dieser die gebrochenen Exponenten fortgeschafft 
werden. 

Betrachten wir Xi und X 2 als nicht-homogene (z. B. rechtwink
lige) Coordinaten eines Punktes, dann stellt die Gleichung (8) eine 
gewisse algebraische K urve dar, welche den N ullpunkt (Xi = 0, X 2= 0) 
nicht enthält. 

Der Grad dies er Kurve stimmt ülierein mit der Anzahl der 
Punkte, welche eine durch den Ursprung gehende Gerade 

(9) 

mit ihr gemein hat. 
Die Substitution (9) III (8) ergiebt 

1 i 1 

P i X/ï" + P2 c
n Xin + Pa = 0, 

oder 

(l0) 

1 

Da cn hier n-deutig ist, so gilt dassclbe von dem Ausdruck für 
Xi; es ist somit klar dass, weil jeder Wert von Xi vermöge (9) 
einen Wert von X 2 bestimmt, die Gerade X2 = c Xi ausserhalb des 
Anfangspunktes n Punkte mit der Kurve gemein hat. Weil sie in 
dem Coordinatenanfang lceinen Punkt mit der genannten Gerade 
gemeinsam hat, ist die Kurve vom nten Grade. 

Wenn al80 in der Gleichung 

1 i 

P1Xin +p2XZn + Pa = 0 

die gebrochenen EflJjJonenten fortge8chaJft werden , belconl11zt man eine 
Gleichung nten Grade8 in Xi und X 2 • f f 

Mit welchen Exponenten treten nun die Coefficienten Pi' ~UDà. 
Pa in der rationalisirten Gleichung auf? . iJtIlIfJ'" 
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Zur Erledigung dieser Frage setzen wir zunächst 

(11) 

wonaeh die Gleichung (8) sieh also gestaltet: 

1 1 

~n + Yt + 1 = 0. (12) 

Durch Fortschaffung der gebrochenen Exponenten gelangt man 
zu einer Gleiehung nten Grades in Yi und Y2' etwa zu 

(a1 ~n + a/ ~n-t Y2 + a/ Yt-2 Y2
2 + ... + a2 Y2n) + 

+ (bt ~n-t + bt ' ~n-2 1'; + b/ Yt-3 l? + ... + b2 Yt-i) + ... 
.. . +(k4 Yt +k2 Y2)+a3 = 0, (13) 

in welcher alle Coeffieienten constant sind. 
Die Substitutionen (11) ergeben nun. naeh Beseitigung der 

Nenner: 

(at Pin' Xt + at' pt(n-i) P 2n Xi n-i X2 + ... + aZp 2n' Xt) + 

+ (biPt(n-i) P3n Xt-i + bt' pt(n-2) P2n P 3n Xtn- 2 X2 + ... + 
+ bzP2n(n-t) PtXt-i) + ... + 
+ (kiPt P3n(n-i) Xi + kzPt pt(n-i) X2)+ a3Pt'= 0.. (14) 

Hierau8 geht hervor, da88 die Ooefjicienten Pi' P 2 und P3 in der 

Endgleifjhung homogen in der n2ten Potenz auftreten. 
Setzen wir in (12) 

v !/1 v_lh 
.Li= - ' .L2- , 

!h !h 
(15) 

so folgt 
1 1 - -

!/t +!/t +!/t = 0; (16) 

diese Gleichung bekommt naeh Rationalisirung diese Gestalt: 

(al!/ln + al'!/ln-i!/2 + al"!/t-2!/22 + ... + a2!/2n) + 

+ (b1!/ln-1 + bl'!/l n-2!/2 + bl"!/l n-3!/22 + ... +b2!/2n- i)!/S + 

+ ... + (kl!/l + k2!/2}!JS n-i + as!/s n = O. (17) 

Weil in (16) die Coordinaten !/l' !/2'!/S involutorisch erscheinen, 
so wird auch die rationalisirte Gleichung (17) eine symmetrische 
Funktion dieser Coordinaten aufweisen. Man hat also 
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al = a2 = as = a, 
al' = a2' = bi = b2 = kl = k2 = a', 

u. s. w. 

Man hat daher 

(aPI n' Xl n + a' PI n(n-i) P2 n Xl n-i X2 + ... + aP2 n' X2 n) + 
+ (a' PI n(n-i) Ps n Xt- i + a" PI n(n-2) P

2 
npS n Xl n-2 X2 + ... + 

+ a' P2 n(n-1) Ps" X2 n-i) + ... + 
+ a'P

I 
nPsn(n-i) Xl + a' P

2
n psn(n-1) X

2 
+ aPsn2 = 0, (IS) 

oder wenn wir 

setzen , 

Diese ist also die Gleichung, welche man erhält, wenn In 

111 - - -
PI {(JIn + P 2 flJ2

n -t- Ps flJS
n = 0 (20) 

die gebrochenen Exponenten fortgeschafft werden. 
Von VOrD herein ist es einleuchtend, dass die Endform (19), zu 

welcher man durch Rationalisirung von (20) gelangt, von der 
Bedeutung der Pt, P2 llnd Ps unabhängig sein muss. DieseForm 
wird ja vollständig bestimmt durch die Art llnd Weise, auf welche 
die Coordinaten flJI , flJ2 llnd flJs verbunden sind. 

Wenn wir voraussetzen, daas PI' P2 und Ps homogene Polynomia 
r ten Grades in flJI , flJ2 und flJs sind, so ist es klar, dass jedes Glied 
von (19) vom Grade 

rn2 + Tl 

in den Coordinatell flJI , flJ2 und flJa sein wird. 
Handelt es sich urn die Gleichung 

'!!.. 1U m 

PI flJ1 n + P 2 flJ/' + Ps flJs n = 0 , (21) 
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WO PI' P2 und Pa homogene Polynomia rten Grades in élJl' élJ2 und 
élJa sind, so wird der Grad der rationalisirten Gleichung 

rn2 + mn. 

Die obigen Betrachtungen lassen sich demnach m der folgenden 
Behauptung zusammenfassen: 

lJie Gleichung 
m m 7n 

P1élJ1n + P 2 élJ2
n + P 3élJ3n = 0, (21) 

zn welcher P1, P 2 und P3 homogene Polynomia rten Grades in élJ1' 
fl}z und fl}a 8ind, 10ird sich, nach Beseitigung der gebrochenen Efl}po
nenten, in eine Gleichung jolgender Gestalt verwandein : 

a (Pt' fl}1mn + Pt' fl}2mn + Pt' fl}3mn) + a' (pt(n-1) P2fl}1m(n-1) fl}2m + 
+ Pt pt(n-1) élJ/n fl}2tn(n-t) + p/,(n-1) Pt fl}1m(n-1) élJa

m + 
+ P n(n-1) P 'n m m(n-1) '" m + P np n(n-1) fl} m fl} m(n-1) + 

2 3 "'2 "'3 1 3 1 3 + Pt pt(n-1) fl}2m fl}3m(n-t»)+ .. = O. (22) 

lJiese Gleichullg ist vom Grade 

rn2 + mn. 

~ 4. Wir wollen nunmehr aus der Gleichung 
m m 

P1fl}1n + P 2 élJ2-:;' + P 3élJ3n = 0 

elmge Eigenschaften der durch sie dargestellten Kurve herleiten. 
Gelegentlich werden wir eine Coordinate gleich N uIl zu set zen 

haben; alsdann erfahren die Faktoren Pt, P2 und Ps, welche von 
allen drei Veränderlichen abhängen, gewIsse Vereinfachullgen. 

Mit 
(Pk )! 

bezeichnen wir den Ausdruck, der sich ergiebt, wenn man élJ!=O 
in Pk substituirt; wir haben somit 

(23) 

Es mögen zuerst die Schnittpunkten der Kurve mit der Gerade 
élJ3 = 0 bestimmt werden. Sie sind offenbar durch 

m m 

oder 
(24) 

gegeben. 
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Diese Gleichung würden wir aber nicht erhalten, wenn wir 
(Ca = 0 setzten in der rationalel1 Gleichung, welche vom Grade 
mn in den Coordinaten (explicit) und vom Grade n2 in den Faktoren 
Pi' P2 und Pa ist. 

Weil die Schnittpunkte der Kurve mit der Gerade (C3 = 0 ein
mal keine anderen sein können als diejenigen, welche durch die 
Gleichung (24) bestimmt werden, und der Grad dieser Gleichung 
n mal zu niedrig ist, so muss die Substitution (Cs = 0 in der End
gleichung die se Gestalt haben: 

(25) 

Während also die Gleichung (24) so viel Schnittpunkte mit 
(Ca = 0 bestimmt als ihr Gmd angiebt, so zeigt die Gleichung (25) 
dass jeder Schnittpunkt n-fach zu zählen ist. 

Wollen wir 80mit die Punkte aufjinden, welche die Kurve mit 
der Gerade (Ca = 0 ge1Jlein8am hat, 80 haben wir in der gegebenen 
Gleichullg (Ca = 0 zu 8etze7t, die 1'e8ultirende Gleichung rational zu 
mach en und nachher jeden der durclt letztère be8timmten Punkte n-fach 
zu zählen. 

Die Glieder, welche man erübrigt, wenn man in der rationali
sirten Gleichung (Ca = 0 setzt, sind gerade die Glieder höchsten 
Grades in i1]i und i1]2' Die obige Überlegung el'möglicht uns diese 
Glieder zu bestimmen. 

Ihre Gesammtheit ist nl. mit der linken Seite der Gleichung (25) 
identisch. 

Die rationalisirte Gleichung hat somit die Form 

So weit (Ci und i1]2 explicit in 'f' auftreten, erscheinen sie höch
stens im Grade m (n-l). 

FaIls Pi' P'}. und Pa lineare Polynomia in i1]i, (C2 und i1]a sind, etwa 

so gilt 

Pi PH i1]i + Pi2 (C2 + Pi3 i1]a, 

P2 =P'l.i (Ci + P22 i1]2 + P23 (Ca, 

P3 -Pai i1]i + P32 (C2 + Pas i1]a, 

(Pt)a -pui1]t + Pt2i1]2' 

(P2h . P2t(Cl +P22(C2, 

(P 3)a = Pai i1]i + P32 (C2' 
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Die rationale Gleichung (21) ist sodann vom Grade 

während die Gleichung (24) vom Grade 

m -t- Jl 

ist. 

In diesem Falle hat die K urve mit der Gerade te3 = 0 m + n 
verschiedene Punkte gemein, von denen jeder n-fach zu zählen ist. 

Wir setzen nun vomus, dass X3 (tei = 0, te2 = 0) ein k-facher 
Punkt ist, wonach die Substitution 

k Faktoren tei absondert. Die höchste Potenz, ullter der tea er
scheint, ist demnach in der rationalen Gleichung urn Ic niedriger 
als der totale Gmd. 

Es mllSS also auch in der Gleichung (22) der Grad in te3 niedri
gel' als der totale sein. Wenn der Grad in te3 demjenigen in tet 

gleich wäre, so würde er auch, wie oben gezeigt worden ist, llach 
der Rationalisirung diesem gleich sein. Umgekehrt: ist in 

1U 111 m 

Pttetn + P2 te2
n + P3 te3

n = 0 . (21) 

der Gmd in te3 niedriger als derjenige der ganzen Gleichung, so 
weist dieses auf einen vielfachen Pllnkt in X3 hin. 

Zum Beispiel wählen wir 

", + (aa' tei + aa" te2)X3
n = o. 

Der Grad dieser Gleichung ist 1 + 1!! . 
n 

In der .A.nnahme 
m>n 

m 
ist der höchste Gmd in te3 nul' - . 

n 

In diesem FalIe ist X 3 also ein vielfacher Punkt. 

(27) 

Die rrangenten in Xa ergeben sich, indem man diejenigen Werte 
für ).. bestimmt, für welche dllrch die Substitution tez = ).. tei einen 
oder mehrere }'aktoren tei abgetrennt werden. 

Die Gesammtheit dieser Tangenten wird offenbar ermittelt, indem 
man den Faktor der höchsten Potenz von tet gleich N u11 setzt. 
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In dem obigen Beispiel ergiebt dieses Verfahren 

(28) 

Sämmtliche Tangenten in Xa sind somit in der durch die Glei
chung (28) bestimmten Gerade vereinigt. 

Es bleibt noch die l!'rage zu beantworten: welche ist die Ord
nung . des singulären Punktes Xa? 

Die rationale Gleichullg enthält als Glied höchsten Grades in al3 

P n' ",mn 
a "'a . 

Der Faktor der höchsten Potenz von al;) ist deshalb Pan' oder 
(aJ' ali +aa" alJ"'. 

Wir schliessen hieraus, dass der Punkt Xa ein n2·facher ist und 
daRs sämmtliche n2 Tangenten mit der Gerade 

znsammenfallen. 
Wir können die Gültigkeit dieser Überlegungen noch erweitem 

bis zu dem Falle, wo ali, al:! und ma lineare Funktionen der Coor
dinaten !/i, !/2 und !Is sind. 

Die allgemeinste Form der gegebenen Gleicbung, rur welche die 
ohige Betrachtung zulässig ist, lautet deshalb 

. m 

Pi (ali' flJ2 , flJa)· (bi' flJi + b/ flJ2 + bt' flJaF + 
1· 

r 
m 

+ Pa (flJi' flJ2 , als). (ba' ali + ba" flJ2 + bJ'" flJa)n = 0 . (29) 

r 

Äls Beispiel wählen wir 

mmm 

al2 (flJ1 + biala)n - flJi (al2 + b2 ala)n + (a:!flJ1 - a1al2)flJt = O. (30) 

Machen wir diese G1eichung rational, so wird sie vom Grade 

mn + n2
• 

Man erhält offenbar die höchste Potenz von ala, indem man in 
den Binomen flJ1 + bi flJs und flJ2 + b2 ala nur die Glieder mit ala 
beibehält. Die höchste Potenz erkennt man somit in 
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m m m - -
cZ'2(b1 cZ'3)n - cZ'i (b2 cZ'J)n + (a2 cZ'1 -afcZ'2)cZ'an . 

. m 

Der Faktor von cZ'3 n ist daher 

m m 
- -

bi n cZ''}. - bt cZ'i + ~cZ'i - ai cZ''}.. 

Der Punkt X 3 ist auch hier singulär von der Ordnung n2
• Die 

höchste Potenz von cZ'a ist ja nach dem Rationalisiren cZ'3mn
; ihr 

Exponent ist mithin urn n2 niedriger als der totale Grad. 
Die Tangenten in X3 bestimmt man jetzt aus 

m m 
(31) 

oder 

m 
-

cZ'i bin -' ai 
(32) 

m cZ'j. 
bt-~ 

Es sind hier sowohl der Zähler als der Nenner n-deutig. Der 
Bruch kann also n2 verschiedene Werte erhalten. 

Wenn entweder der Zähler oder der N enner, oder beide (wie 
in diesem Bruche) unveränderliche Glieder enthalten , sind von den 
n2 möglichen Werten keine zwei einander gleich. 

Da die rechte Seite von (32) n2-deutig ist, so stellt diese 
Gleichung n2 verschiedene Tangenten durch X 3 dar. 

Wir folgern somit, dass der n2-fache Punkt X3 '1l2 verschiedene 
Tangenten besitzt. 

Wollen wir untersuchen, ob ein gegebener Punkt ein gewöhn
lic1ier oder eiu vielfacher Punkt der Kurve ist, so ändern wir 
zuerst das Coordinatendreieck in der Weise ab, dass der fragliche 
Punkt zu einer Ecke wird; sodann untersuchen wir ob der höchste 
Grad, unter welchem die entsprechende Coordinate auftritt, dern 

. totalen Grade der Gleichung gleich ist, oder hinter ihm zurück
bleibt. Im letzteren Falle liegt der Punkt auf der Kurve. 

Es ist nicht immer leicht herauszufinden, ob der Grad in cZ'a 
niedriger ist als der totale. 

In dem herangezogenen Beispiel zeigte Xa sich schon in der 
irrationalen Gleichung als ein Punkt der Kurve. In anderen Fällen 
dagegen sind wir häufig gezwungen die gebrochenen Exponenten 
wenigstens teil weise zu beseitigen, damit der Grad in cZ'a als 
niedriger als der totale erscheine. 
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Diesen letzten Fall werden wir ebenfalls durch ein Beispiel 
erläutern. Wir wählen wieder die Gleichung: 

Die Schnittpunkte mit der Gerade xa = 0 bestimmen wir aus 

m m 

X2 Xl n - Xl X2 n = 0, 

oder 

Oa der totale Gmd nicht m + n, sondetn n(m + n) ist, so sind 
die Schnittpunkte. tatsächlich durch 

oder 

X n 2 
(JJ n l (x m-n _ (JJ m-n)n - 0 

I 2 1 2 - (31) 

angewlesen. 
Die Gerade xa = 0 schneidet daher die Kurve n2 mal in Xl' 

n2 mal in X2 und n mal in den m-n Punkten , welche durch 

gegeben sind. 
Es ist einer dieser Punkte durch 

bestirnmt. 
Wir wollen nunmehr die Ordnung der Singularität dieses Punktes 

erörtern. 
Zuerst verlegen wir eine Ecke des Coordinatendreiecks in diesen 

Punkt, und zwar mittels der Formel 

(32) 

wir finden somit 

m ~ 

(Xl + x2') (Xl + bI xaf - Xl (Xl + x2' + b2 xa)n + 
tlI 

+ l(a2 - al) Xl - al x 2 '1 x/i" = O. (33) 

Der gegebene\ Punkt ist jetzt durch 
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bestimmt. 

re'2 = 0, 
tl'3 = 0 

Indem wir die höchste Potenz von ref herausfil1den wollen, haben 
wir darauf Acht zu geben, dass einige GJieder sich beim Rationa
lisiren aufheben. 

Wir schreiben zuerst die Gleichung (33) wie foJgt 
m m "' 

re1(ref + rez' + b'}!-7J3)n = (ref + re2')(re1 +btreii" + !Ca.l-af)rcf-afre,(jre3n, 

und potenziren die beiden GJieder mit n; wir fil1den dal1n 

re/'(ret + re/ + b2re3)m = (re1 + re2't(re1 + blre~yn + 
" - m j m 

+n(rej + re/)"-1(re1 + bjreJ)n(n- )!(a2-aj)rel-a1re~'lrean + .... + 

oder 

m m 

+n !ret-j+Cn-l)ret-2rez'+ .. +re2"1-
11!ref m- n + .. 1!(a2-af)ref- ajre2'j're3n + 

+ .. +!(a2-a1)rej-a1re2'lnream, 

oder endlich 

wo R nur diejenigen Potenzen von re1 enthält, welche niedriger 

sind als rJZ + n - 1 und m + Tl - ~ • 
n 

Da wir 'In > n, also ~ > 1 vorausgesetzt haben, und die beiden 
n 

Glieder mit rejm+n sich aufheben, haben wir nur die Glieder mit 
retm+n - t zu betrachten. 

In der auf NuH reducirtel1 Gleichung (34) ist der Faktor von 
re

t
m+n - t 

11l (re2' + bz rea) - (n re2' + mbt"re3)' 

Indem wir diesen Ausdruk gleich N uH setzen , bekommen WIr 

in der also entstandenen Gleichung 

m (re2' + b2 re3) - (n.([}2' + mbt rea) = 0 (35) 

die Darstellung der Tangent-e im gegebenen Punkte. 
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Der totale Grad der Gleiehung (34) ist ?1l + n, der Grad der 
rationalen Gleiehung dagegen n(m + n). Wil' sehliessen hieraus, 
dass die Tangenten dnrch 

bestimmt werden, nnd erkennen_, dass der gegebene Punkt ein 
n-faeher ist, nnd dass sämmtliehen Tangenten in del' dureh (35) 
dUl'gestellten Gerade vel'einigt sind. 

Die Gleichung (35) lässt sieh anch in dieser Weise sehreiben: 

oder 

Aus diesem Beispiel geht hervor, dass man bei der Umformung 
daranf zu achten hat, dass der Coefficient der höchsten Potenz der 
betreffendell Coordinate explicit el'scheint, 

~ 5. Wil' wollen diesen Abschnitt heelldigen mit einer kurzen 
Wiederholung des a.lJgemeillsten, in ihm gewonnenen Resultates. 

Es sei gegeben die Gleiehung 

m 

m 

+ P 3 (a'i' a'2' a's)· (b3' a'i + b/ a'2 + b3'" a'3)n = 0, 

wo Pi' P 2 und P 3 homogene Polynomia r ten Grades in den Coor
dinaten a'i' a'i und a'3 sind. 

Dureh Rationalisirung bekommt diese Gleiehung den Grad 

Man findet die Schnittpnnkte der dureh · sie dargestellten KUl've 
mit der Gerade Xi X2 , indem man a'a = 0 setzt, die erhaltene 
Gleiehung rational macht, sie auf N ull reducirt und nachher die 
linke Seite mit einer solchcn Zahl potenzirt, dass der totale Grad 
zu lIln + rn2 wird. 

Wollen wir die Schnittpunkte mit einer willkürlichen Gerade 
bestimmen , so älldern wir das Coordinatendreieck 111 der Weise 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetensch. (Ie Sectie) Dl. X. B 12 
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ab, dass die gegebene Gerade rnit einer Seite zusarnrnenfàllt; sodann 
wenden wir obiges Verfahren an, 

Dm zu entscheiden ob die Ecke X3 des Coordinatendreiecks ein 
gewöhnlicher oder singulärer Punkt der Kurve sei, untersuchen 
wir, ob die höchste Potenz, untel' welcher {Ca vorkomrnt dem totalen 
Grade der Gleichung entspricht oder niedriger ist. 

lm ersteren Falie befindet X3 sieh nicht aut' der Kurve, irn 
. letzeren waM, Es ist hier bei häufig notwendig wenigstens einen 
'reil der gebroehenen Exponenten wegzuschaffen) darnit wir der
jenigen Glieder los werden, welche beim Rationalisiren sich auf
heben, Hat man entweder in der gegebenen Gleiehung, oder in 
einer von ihr abgeleiteten, festgestellt, dass del' Grad in {Ca urn !e 
niedriger ist als del' totale, und ist der totale Grad (mn + rn2

) : N, 
so schliesst man, dass Xa ein !eN-facher Punkt ist. Der Faktor 
<Il ({C1' {C2) der höehsten Potenz von {Ca (offen bar ein Polynomiurn !eten 
Grades in Xi nnd tlJl ), bestimmt die !e versehiedenen Tangenten in 
Xa, von denen jede N-fach zn zählen ist, won ach sie tatsächlich durch 

N ) <Il (a71 , aJ2) = ( 

dargestellt werden; d. h. X3 ist eiu !eN-facher Punkt mit!e N-fachen 
Tangenten, deren Gesammtheit durch 

dargestellt wird, 
Handelt es sich urn einen willkürlichen gegebenen Punkt, so 

wird das Coordinatendreieck in der Weise transformil't, dass der 
gegebene Punkt zu einer ihrer Er.kell wird, wonach die obigen 
Regeln angewandt werden. 

Den im Vorigen dargelegten Opel'ationen liegt der Gedanke zu 
Grunde, dass eine J:t'orm extremen (höchsten oder niedrigsten) Grades 
nach Beseitigung del' gehrochenen Exponenten von cxtreinem Grade 
bleibt. Dieses Prinzip ergiebt sich am einfachsten aus der geome
trischen Deutung der Gleichung; dicse ist ja unahhängig von 
etwaigen algebraischen Umforrnungen. 



VIERTER ABSCHNITT. 

IJie Oonllruenzen. VOlt w'''=c"-mw'lt und w'nw'" = c",+n. 

~ 1. Es sollen jetzt. die Congruellzen untersucht werden, welche 
den Verwandtschaften 

+!!! 1-~ -~ 1+~ 
10' = W n C n und w' = 10 11 C n 

entsprechen. 
Die Congruenz, welche der Funktion 

+ ~- 1-~ 
w' = W nc n 

angehört, ist die typische paraboli8che Congruenz, während die 
Congruenz, welche die Funktion 

-~ 1+~ 
w' = W nc n 

abbildet als Muster einer h!Jperboli8chen Congruenz betrachtet wer
den kann. 

Das hierzu erforderliche analytische Verfahren erleidet eine be
deutende Vereillfachung, wenn wir uns der irrationalen statt der 
rationalen Gleichungen bedienen können; mit Rücksicht darauf 
haben wir im vorigen Abschnitte eine Methode vorausgeschickt, 
welche uns ermöglicht aus ternären Gleichungen rnit gebrochenen 
}~xponenten die Eigenschaften der durch sie dargestellten K urven 
zu erkenilen. 

Jedes Glied der Untersuchung soli gleichzeitig rur die beiden 
Congruenzen ausgeführt werden damit die Übereillstirnrnnng und 
der Unterschied zwischen ilmen urn so deutlicher hervortreten. 

~ 2a. Einführung in die parabollstbe Oonllruenz. 
Die parabolische Congruenz vertl'itt die Funktion 

B 12* 
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oder 

(la) 

Wir setzen voraus 

m>n .. (2) 

Es sei w = u + iv, w' = u' + iv'. Ein Congruenzstrahl wird 
n un definirt als die Verbind ungslinie des Punktes (te = u, y = v, 
z = 0) der Ebene [w J mit dem Punkte (te = u', y = v', z =h) 

der Ebene l w'J . 
. Wir ziehen sofort das homogene Coordinatensystem heran, und 

setzen denmaeh 

te + iy = Ctei , 

te --- ~y = Ctez , 

h -z =hte3' 
(8) 

Z = hte4• 

Es seien (tei" te2' , te4" teJ' = 0) die Coordinaten desjenigen Punktes, 
der vermöge der Funktion (la)dem Punkte (tei , tlJ2 , te3' te4 = 0) 
zugeordnet ist. Hieraus ergeben sieh die folgenden Beziehungen 

'n 'n 'n tei te2 te4 (4a) - - ---:;:; . 
teim tem 

2 te3 

Setzen WIr noch für emeu Punkt der Ebene [wJ odel' Wa:; 

(5) 

so ist es klat' , dass em Strahl der parabolisehen Congruenz durch 
die Gleichungen 

m 

m (6a) tei = Pi .:c3 + Pi n te4' 

bestimmt wird. 
Durch Wegsehaffung der gebrochenen Exponenten gelallgt man zu 

(tei -Pi teat = Pi
m 

tet, I 
(tez -P2 teat = P2

m 
tet· . 

(7 a) 



DIE CONGRUENZEN VON w'n=cn-mwm UND W'nlOl11 =cl11+n • 181 

~ 2b. Einfühl'ung in die hyperbolische Congruenz. 
Die hyperbolische Congruenz vertritt die Funktion 

- ~ 1+~ 
w' = W n C n 

oder 
w'n wm = cm + ". (lb) 

Die Verwandtschaftsgleichungen zwischen den Coordinatell (<2'i' · 

<2'Z' <2's, <2'4 = 0) (siehe (3)) eines in w'" liegenden Punktes und den 
Coordinaten (<2'.', <2'2', <2'4', <2'3 = 0) des in Wo befindlichen Bildpunk
tes, lauten jetzt: 

(4b) 

Der Congruenzstrahl wird nunmehr durch 

m (6b) 

dargestellt. Diese Gleichungen gestalten sich nach Beseitigung der 
gebrochellen Exponenten folgendermassen: 

(<2'1 - Pi <2'S)"P1 m = <2'4
m

, I, . 

(<2'2 - Pz<2'S)np2m = <2'4
m

. \ 
(7b) 

~ 3a. ])er Bündelgrad und der Feldgrad der parabolischen Con
gruenz. 

Aus (7 a) geht hervor, dass eiD einziges WerteRystem (<2'1' <2'2' <2'S, <2'4) 

m Werte für Pi und 1n Werte filr P2 bestimmt, also mZ Combina
tionen (Pi' p-J.) anweist. Hieraus folgt, dass sich auf einem willkür
lichen Punkt im Raume 1Jt2 COl1gruenzstrahlen stützen, oder m. a. W. : 

der Bündelgrad der parabolischen Congruenz ist m2
• 

Der in Wo befindlichen, durch 

{31 <2'1' + {32 <2'/ + {34 <2'1.' = 0 

dargestellten Gerade b' müspricht in w'" eine K urve (3, deren 
Gleichung lautet: 

'H'l. m m 

{31<2'1
n + {32<2'2» + {34<2'3

n = o. 
Diese Kurve ist, wie im lIl. Abschnitte dargelegt ward, vom 

Grade m.n. 
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Eine durch bi gelegte Ebene schneidet (1) 0:> in der Grade a, 
welche die Kurve (3 in mn Pllnkten P trifft , deren Bilder P' auf 
bi liegen. In dieser Ebene befinden sicl! also mn Congruenz~trahlen 
pp', oder 

der Feldgrad der parabolisch en ConfJruenz ist mo. 

~ 3b. Der Biindelgrad und der Feldf/rad der h!Jperbolischell Con
fJruenz. 

Vermöge (7 b) bestimmt ein Punkt (mi' f.Cl , f.C3, f.C4) 1Jl + n Wel-te 
für Pi und m + n Werte für pz, also (m + n? Combinationen 
(Pi' pz)· Hieraus ergiebt sieh, dass ein willkürlicher Punkt des 
Raumes (m + n)2 Congruenzstrahlen trägt, won ach wir behaupten 
können: 

der Bündelgrad der hyperbolischen ConfJruenz 1·8t (m + 0)2. 
Wir denken UDS wieder eine Ebene, welche Wo in der durch 

{31 tI:1' + {3z [()/ + {3, tI·/i ' = 0 

dargestellten Gerade b' schneidet. Dieser Gerade entspricht In (1)00 

eine Kurve (3, welche die Gleichung 

111 m m 

{31 f.C1 -n + {32f.C2 -n + {34f.Ca-
n -.:... 0 

oder 
rn 'IJl 1)1 Hl ut 'm 

{31f.Cz n f.C3 n + {3z,'()an f.C1n + {34f.C1
n f.Czn = 0 

hat. Machen wir diese Gleichung rational, 80 wird sie vom Grade 
2mn. Die Bildkurve (3 von b' ist daher vom Grade 2?Jltl. Die 
genannte Ebene schneidet (1)00 in der Gerade a, welche die Kurve 
(3 in 2mn Punkten P trifl't, deren Bilder P' sich auf b' befin
den. Die Ebeue enthält also 2mn Congruenzstrahlen P P', oder 

der Feldgrad der hyperbolischeo ConfJruenz ist 2mo. 

~ 4a. Die Fo1calfläche der parabolischen ConfJruenz. 
Die Ebene 

'In 

(6a). 

welche den Congruenzstrahl penthalt , geht durch Xi. Wenn P2 
seine 00 1 vielen Werte durchläuft, umhüllt die Ebene (p, Xi) 
einen Kegel mit Xi als Spitze. 

Die Gleichung dieses Kegels erhalten wir, indem wir die Dis
kriminante der rationalisirten Gleichung (6a) verschwinden lassen. 
Wir finden alsdann 
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Der durch die Ebene (p, Xi) umhüllte Kegel ist also vom Grade 
m; wir wollen ihn ll1it l!~ bezeichnen. 

Der Congruenzstrahl pist offen bar eine Tangeute des Kegels Fi . 

J n analoger Weise zeigt es sich, dass j eder Congruenzstrahl auch 
einen Kegel ]i; berührt, dessen Spitze in X 2 liegt, und dessen 
Gleichung lautet: 

(9a) 

Der Congruenzstrahl p kann also als eine gell1einschaftliche Tan
gente der beiden Kegel 1i't und Fz betrachtet werden. 

Rin Punkt (a:'i, a::z , a::3 , 'l}4) bestill1mt (siehe Ga)) 1Jl Werte für 
p.!., trägt demnach 17l Bel'ührungsebenen von Fi . Die beiden Kegel 
sind deshalb von del' Klasse 11l. 

Von den 'IJl Berührungsebenen, welche man aus einem auf Fi 

liegen den Punkte an 1i't legen kann, sind zwei zusammengefallen, 
und zwar in die Berühl'nngsebene jenes Punktes. Derselbe Punkt 
trägt m Berührungsebenen au F2• Von den m2 gemeinschaftlichen 
Tangenten sind also 211l paarweise zusammengefallen. Wir haben 
aus diesem Grunde den Kegel l!~ als einen Bestalldteil der Fo1cal
.fläche zu betrachten. Es erhellt sof ort , dass der zweite Kegel, F2' 
der andere Bestandteil der Fokalfläche ist. 

Die beiden Kegel 1i't und F 2 bilden daher zusammen die Fokal
fläche der Congruenz; also: 

die Fokalftäcbe der paraboliscben Con!Jruenz be8teht aU8 zwei Kegeln 
Fi und F2' bez. mit Xi und X2 al8 Spitzen, von denen 8owohl der 
Grad wz'e die Klasse m i8t. .Die Con!Jruenz8trahlen 8ind die !Jemein-
8chaftlichen Zan!Jenten der beiden Fo1cal1ce!Jel F i und Fz. 

Die Kegel 

Ti' A m+B m-n n_o .L'i· . •. a::3 a::z a::4 -

und 

berühren sich und die Ebene ll)XJ in der Gerade Xi X 2• 

Die Ebene ll)oo (a::4 = 0) hat 11l mal die Gerade Xi X2 ll1it den 
beiden Kegeln gemein. Die Gerade Xi X 2 ist eine n-fache Kante 
der beiden Kegel, während sämmtliche durch Xi X 2 hindurchge
henden Blätter durch die Ebene ll)XJ berührt werden. 

Die beiden Kegel haben, wie hieraus hervorgeht, mn mal die 
Gerade Xi X2 gemein. 
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Weil ihr Gesalumtschnitt · vom Grade 1Jl2 ist, so wird der Hest
schnitt vom Grade 1Il (11l- n) sem. 

Jede der rn - n durch 

bestimmten Ebenen hat mit den beiden Kegeln dieselbe K urve 
rnt.en Grades gemem. Der Restschnitt ist deshalb aus 11l - n Plan
kurven mten Gl'ades zusammengesetzt, deren Ebellell durch 

angewlesen sind, wenn 

Es ist klar, dass jede der Ut -- n Plankurven aueh von der 7Il
ten 

Klasse ist. 
Der Berührullgspunkt P {1 des Strahles P mit dem Kegel P~ (erster 

Brennpunkt von p) ist gegeben durch 

m 

<Vi = Pi <Va + Pi n Il!lp 

also durch 

<VI (J)'1. <Va <V4 
- ---

Pi C'!jJ2m-;:n _ npi m-;:n) 
m m-n 

(m - n)p~n mpZ ." -n 

(IDa) 

Der zweite Brennpunkt P(2 von p ist bestimmt durch 

<Vi 
----- - (lIa) 

'" 
(IJl - '1t)P1 n 

~ 4b. Die Folcaljtäche der hyperbolischen Congruenz. 
Ein Congruenzstrahl P (Pi' pJ wird ruit Xl verbunden durch 

die Ebene 

m 

<V2 = P2 <V3 + p~ n <V4• (6b) 

Diese Ebene umhüllt bei veränderlichem P2 einen Kegel Fi' mit 
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Xi als Spitze, dessen Gleiehung sich ergiebt, indem .die Diskrimi
nante von (6b) gleich N uIl gesetzt wird. Sie lautet somit: 

Der durch die Ehene (p, Xi) umhüllte Kegel Fi ist daher vom 
Grade nz + n. 

Der Strahl pist offenbar eine Tangente an diesem Kegel Ft, 
und gleichfalls au einem zweiten Kegel F2' welcher durch 

dargestellt wird, seme Spitze in X2 hat, und auch vom Grade 
'IJl + n ist. 

Wie in ~ 4a, lässt sich auch hier beweisen, dass die beiden 
Kegel Fi und F2 von der Klasse 111 + n sind und zusammen die 
:Fokalfläche der Congruenz bilden; wir behaupten daher: 

die Fokalft.äche der lIyperbolischen ConfJruenz be8teld aU8 zwei Kegeln 
Ft und F2' bez. rnit Xi und X 2 a18 Spitzen, von dellen 8owohl 
der Grad wie die Kla~se m + n i8t. ])ie 8trahlenconfJruenz i8t die 
Ge8amrntheit der fJemein8chuftlichen TanfJenten der beiden FokallcefJel 
Ft und F2 • 

Die beiden Kegel Ft und F2 schneiden sieh in eillem Gebilde 
vom Grade (m + n)2. 

Jede der m + n durch 

angewiesenen Ebenen schneidet die beiden Kegel in derselben Kurve 
vom Grade 1Jt + n. Der Schnitt der beiden Kegel zerfällt demnach 
in 1Jl + n Plankurven vom Grade m + n und von der Klasse 
1Jt + n; die se befinden sich in den Ebenen 

wenn 

Die Gerade X3 X4 trifft jeden Kegel 1Jl mal in XI und n mal 
in X3 , währelld Wo in X4 mit den beiden Kegeln 1Jl + n, und w~ 
in X3 mit ihnen 1Jl + n Punkte gemeiu hat. 

Es ist also X4 ein 1ll-facher Punkt, dessen Beriihrungsebenen in 
Wo vereinigt sind, und X3 ein 1z-facher Punkt, dessen sämmtliche 
Berührungsebenen mit WXJ zusarnmengefallen sind. 

Der Brennpunkt Prt (Berührungspunkt mit Ft)ist bestirnmt durch 
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In 

iXi = Pi iX3 + Pi - n iX~ , 

m 

oder dureh 

(lOb) 

Der zweite Brennpunkt, P(2, wird dargestellt dureh 

iX2 =~ = iX4 
In + n m + n m --,-n-=--m--:-+-n ' (lH) 

In + nPI-n - /1P2 n 

~ 5a. Die Bingu/ären Elelllente der paraboliseben Con!lruenz. 
Singulär ist 
1°. jede Ebene, welche einen Congruenzstrahl P mit einem der 

Punkte Xl oder X2 verbindet, und somit durch eine der Glei
ehungen (6a) dargestellt wird; 

eine solche Ebene, z. B. (p, Xl) sehneidet den Fokalkegel F2 
in einer Kurve die sowohl vom Grade 1Il wie von del' Klasse 1Il 

ist; sämrntliche Tangenten dieser Kurve sind Congruenzstrahlen, 
da die Ebene (p, Xl) den Fokalkegel ~ berührt; die Ebene 
(p, Xi) enthält also ein Strahlenge bilde van der Klasse 'lil; 

2°, jede der Ebenen ê Tm _ n , welche dureh 

bestimmt sind; in jeder diesel' Ebenen liegt ja eine Kurve vom 
mten Grade !lnd von der mten Klasse, welehe auf den beiden Fokal
kegeln liegt und deren Tangenten deshalb Congruenzstrahlen sind; 
es enthält daher jede Ebene ê Tm _ n (T:=~ = 1) ein Strahlenge
bilde von der Klasse 'lil; 

3°. die Ebene Wrr;; wir werden zeigen, dass sieh in diesel' Ebene 
befinden zwei Strahlenbüsehel bez, mit Xi Ulld X2 als Scheitel und 
tJl-n Strahlenbüsehel deren Spitzen mit den auf Xi X2 liegen den , 
dureh iXim-n = iX2

m - n bestimmten Punkten ETm _
n 

zusammenfallen. 
Singuläre Punkte sind 
1 0, die Punkte Xi und Xl' jeder mit einem Strahlenbüschel 

In Wrr;; . 

2°. die Punkte ET , J'eder mit einem Strahlenbüsehel in Wrr;, m-n 
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Diese Aussagen wollen wir nunmehr beweisen. Wie im Il. Ab
schnitt, betrachten wir die Congruellzstrahlen, welehe naeh einem 
in Wa> liegenden Punkt zielen. Zuerst wollen wir einen Congruenz
strahl p dureh die Coordinaten Pi' und P2' seiner Spur P' in Wa> 

bestimmen. In diesem Falle hat der Strahl diese Gleiehungen: 

(12a) 

oder 

Setzen Wlf noch 

sa finden WIr 

( ' ')m m 'n 'm-n X1!14 - X4!/1 = X3 !/1!14 , 

( ' . ')m. m 'n 'nl-n X2!14 - X4!12 = X3 !/2!14 . 
(13a) 

Befindet sieh der Punkt P (Xi" X2 ,X3' Xl,,) in Wa>, sa hahen wir 
X4 = 0 zu setzen , wonach wir erhalten: 

oder 

X1
m!l4'm = X/"!l1'n y4'"·-n, 

x')."'!I,.'11I = Xa
m !//n!l4'm-n, 

!I 'm - n (m m 1/ 'n '" m!l 'n) - 0 
,. "'iJ" - "'3 1 - , 

!I 'm - n (m m!l'n _ m m!l'n) - 0 
4. . "'2 4 "'3"2 - • 

Die Spuren P' sind also bestimmt durch 

oder 
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die n·2 durch diese Gleichungen angewiesenen Punkte P' sind offen
bar die n? in Wo liegenden Bilder P' des in w~ liegenden Punktes 
P; es· zeigt sieh, dass von den rn2 Strahlen, welche nach einem 
Punkte P in w'" zielen, n2 den Punkt P mit seinen n2 in Wo be
iindlichen Bildern P' verbinden; 

oder 

diese Gleichungen bestimmen n(rn - n) mal den Pllnkt Xi; WIr 

folgern hieraus, dass von den m2 durch P gehenden Strahlen, 
n (m - n) mit der Gerade P Xi zllsammenfallen; 

oder 

'n · 0 1/1 = , 
!l4/m

-
n = 0; 

n (m - n) Strahlen verbinden also den Punkt P mit X 2 ; 

'm-tl 0 !l4 =, 
!I",'m-n = 0; 

die Cm - n? übrigen Durchstosspunkte liegen alle auf der Gerade 
Xi X 2 , sind jedoch vorläufig noch nicht völlig bestimmt. 

Die Lage dieser letzten Punkte ergiebt sich, wenn wir zuerst 
den Punkt P in der Nähe von W;x, annebmen - sodass Xl, zwar 
nicht null, abel' doch klein ist - und nacbber den Abstand zu w'" 

verschwinden lassen. 
Wenn X", klein ist, wird aucb !I 4' einen geringen Wert haben. 

1 

Wir entwickeln daber !I"" :!I/ nach Potenzen von (Xl,: Xir-n und 
1 

"14' : !l2' nacb Potenzen von (X4: ( 2)m-n. 

Zu diesem Zweck setzen wir 
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und 

!h: [J}l> ,=!j, -=[J}, 
!ji [J}i 

1 
--=p, 
m-n 

Die erste der Gleichungen (l3a) lautet . alsdann: 

oder, nach Elirnination von '!I, 

[a + j3[J}P+Y[J}2P + .. +(À-I)x+ .. +1T[J}mp + .. Jm= 
= [,,+J6,xP+Y[J}2p+ . . +).[J}+ . . +û[J}mp+ . . Jm-n~:)m. 

Durch Gleichsetzen der Coefficienten gleicher Potenzen von [J} 
findell wir 

(J})m 
m"m-i {3 = (m-n) "m-tl-i {3 G: ' 

I m 

(À-l)m+Pm_n,,+Qm_I1{3+ ... =lTm-,,~:) +P'm-n"+Q'm-n{3+···· 

Diesen Bedingungen wird genügt durch 

oder 

Ga)n ,,= - ; 
1 

wir erhalten dann 
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m 

(~)n !I = \0;: + {3reP + Y,rJ2P + ... , 
also für verschwindendes re 

m 

oder 
m 

dieser Ausdruck ist n-deutig; 

2°. a = 0, {3 = 0, "I = 0, ... À = 0,. , . (_1)711 = crm-n~:)"I, . .. 

oder 
m 

a= 0, {3= 0, "1= 0, ... À= 0, .. . cr= (_ :~m-fl, 
wonach 

oder 

'" , m::n 

~:' = (-::) ; 

es sei T eine der (m_n)ten Wurzeln von ( - ::) m und Tm_a eme 

der (m_nyen Wurzeln von + 1; wir haben alsdann 

!I,.: = T~_n T; 
!li 

weil lJt und m-n keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, so ist 
T:!_n eine primitive W urzel; wir können sie ebenfalls T m-fI nennen; 
der Ausdruck für !l4': !li' wird sodann 

!l4: = Tm _ n 11; 
!li 

dieser Ausdruck ist (m-n)-deutig. 



In analogel' Weise finden wir für das Verhältniss !/4': !/2' zwei 
Ausdrücke, nl.: 

m 

!l4,' __ (fC3)n 
!l2 fC2 

(n-deutig) , 

, 
!l4, = Tm-tl T «m-n)-deutig). 
!l2 

Man erhält die 'lIZ
2 Durchstosspunkte, indem man die 'lIt Ansdrücke 

für !l4': !li' mit den m Ausdrücken für !l4': !l2' combinirt. 
Die Sp uren sind demnach an der Grenze (rc.~ = 0) bestirnmt durch 

d. h. die n2 Punkte P', . (l4a) 

, 
!/4,=Tm_n T=O, 
!l1 

, n 
!l4 _ (fC3) ,- , 
,0/1 fC1 , 
!l4

, = 'Tm_nT= 0, 
!l2 

, 
!l4, = T m-n T, 
!l1 . , 
!l4, = Tm_ n T, 
!/2 

d. h. n (m-n) mal Xi>. (15a) 

d. h. n ('lIl-n) mal X2 ,. (16a) 

d. h. (m-n) mal jeder 
der Punkte E'Tm _ n • 

(17a) 

Die ('lIl-n? auf Xi X 2 liegen den , hisher noch nicht hestimmten 
Punkte sind also in Gruppen van (m-n) in die 'lIl-n Punkte 
E'Tm _ n zusammengefallen, welche gegeben sind durch 

fC1
m

-
n = fC2

m
-

n
, I 

fC3 = fC4 =O. 
(l8a) 

Von den m2 sich in P treffenden Strahlen verbinden daher n2 

Geraden P mit seinen n2 Bildern p'; n(m-n) vereinigen P mit · 
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Xi' n(m-n) P mit X 2 , Die übrigeIi (m-n)2 Strahlen verbinden 
P rnit den 1Jt-n Punkten BTIll - n und jeder von ihnen muss (Jn-n)
fach gezählt werden, 

Die Ebene w'" enthält demnach einen n(nz-n)-fachen Strahlen
büschel mit X 1 und einen n(m-n)-fachen Strahlenbüschel mit X2 

als Schei tel , während sie ausserdem noch 1ll-n Strahlenbüsr.bel 
enthält, von denen jeder einen der Punktc ETm - n als Scheitel hat 
und (m-n )-fach zu zählen ist. 

Die obigen Bet.rachtllngen zusamrnenfassend, könncn wir folgendes 
behaupten: 

.Die parabolische Congruenz hat al8 singuläre Ebenen: 
1°, jede Ebene (p, Xi) und Cp, X 2) mit einem 8trahlengebilde van 

der Klas8e m; 

2°, jede der Ebenen E Tm _ n mit eine17l Strahlengebilde van der 
Klas8e m; 

3°, die boene w'" mit n(m-n )-fachen Strahlenbiiachel?l in Xi Ulld 
X2 und (m-n)-fachen StrahlelzbÜ8cheln in jedem der 11l-n Punkte 

B"-m-n-

I/we singulären Punkte 8ind 
1°, Xi und Xl 1izit nCm-n)-fachen Strahlenbiiacheln in W:o; 

2°, diem-n Punkte E Tm- n mit (1ll-n)-.fachen Strahlenbiischeln in w"', 

~ 5b. Die 8ingulä1'en B'lementen der hyperbolischen Congruenz, 
Singulär ist: 
10

, jede Ebene, welche einen Congruenzstrahl p rnit einem der 
Punkte X 1 oder Xl verbindet, daher dUl"ch eine der Gleichungen 
(6 b) dargestellt wird, eine solche Ebene, z,B. Cp, Xi), sehncidet den 
Fokalkegel F2 in einer Kurve, deren Gmd und Klasse beide 1Jl + n 
sind; weil die Ebene Cp, X!) den Fokalkegel Fi beriihrt, sind alle 
Tangenten jener Kurve als Congruenzstrahlen zu betrachten; die 
Ebene (p, Xi) enthält somit ein Strahlengebilde von der Klasse m + n; 

2°, jede der Ebenen eT ,welchednrch 
'>I+n 

m m+n _ m m+n 
"'1 -"'2 

bestimmt sind; in jeder dieser Ebenen liegt ja eine Kurve, deren 
Grad nnd Klasse beide m + n sind; diese Kurve befindet sieh auf 
den beiden Fokalkegeln , won ach ihre Tangenten als Congruenz
strahlen zu betrachten sind; es enthält demnach jede der Ebenen 
eT (T n1 + n = l)eiD Strahlengebilde von der Klasse m + n; 

m+n m+n 

3°, die Ebenen Wrr; nnd wo' Wie in ~ 5a wollen wir aueh hier 
die N atur der Singularität naehher erörtern, 
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Wir werden alsdann finden, dass WYJ drei Strahlenbüschel enthält, 
deren Scheitel in Xl' X2 und Xa liegen, während Wo d rei Strahlen
büschel mit Xl' X2 und X4 als Scheitel trägt. 

Singnläre Pnnkte sind 
1°. die Pnnkte Xl nnd X2 , jede niit emem Strahlenbüschel ll1 

W" nnd einem in wo; 
2°. die Pnnkte Xa nnd X4 , bez. mit emem Strahlenbüschel m 

w«> nnd wo' 
Bei der Untersnchnng der Singnlarität der Abbildungsebenen 

w«> nnd Wo wolleu wir den Congruenzstrahl p Bueh hier dnrch 
die Coordinaten PI' nnd P2' seiner Spnf P' in Wo bestimmen. 

Der Strahl P hat sodann die Gleiehungen 

oder 

Setzen WIr 

so folgt 

, 
, !h 

P2=' 
lil> 

(l2b) 

(l3b) 

Wenn der Punkt P (aJ1' aJ2 , aJ3 , aJ4) in w'" liegt, wonaeh aJ
" 

= 0 
ist, 80 erhalten wir die Gleichungen 

oder 

Die Spuren P' sind also bestimmt dureh 

oder 
Verhnnd. der Kon. Akad. v. Wetensch. (ie Sectie) Dl. X. B 13 
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m 

m 

die '(t? durch diese Gleichungen bestimmten Punkte p' sind offen
bar die n2 in Wo liegendeu Bilder P' des in w~ befindlichen Punktes 
P; wir schliessen also, dass von den (m + n)? Strahlen, welche 
sich in einem in W%J befindlichen Punkt P treffen, n? den Punkt 
P mit seinen n'l. in Wil liegenden Bildern P' verbinden; 

oder 

!Jlj,'m = 0, I 
'I/'n - o. ,72 - , 

diese Gleichungen liefern mn mal den Punkt Xi' weshalb von den 
(ril + n? dllrch P gehenden Strahlen mn in der Gerade PXi ver
einigt sind; 

oder 

Xim!Ji'n - X;3m!Jlj,'fI, = 0, 
!JIj,'m = 0, 

'n 0 !Ji = , 
!JIj,'m= 0; 

Wir ersehen, dass mn Strahlen P mit X 2 verbinden; 

die übrigen ril? Sp uren befinden sich alle auf der Gerade Xi X 2 , 

sind jedoch noch nicht gemtuer bestimmt. 
In der Absicht die Lage dieser letzten Punkte vollständig zu 

erörtern, legen wir (wie in ~ 5a) den Punkt P in die Nähe von 
Wx, wodurch :Cl, zwar nicht nult, sondern Iclein ist. Es ist dem
zufolge auch !J4' klein, weshalb wir das Verhältniss !J4' :!J/ nach 

i i 

Poten zen von (x4 : xd"+n und !Jlj,' : !J2' nach Poten zen von (Xl, : x2)"'+n 
entwickeln werden. 
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Wir setzen also 
, 

114, ,=!I, 
!l1 

1 
1n+n =p, 

!I = IX + {3mP + 'Ya;~P + ... + k""P + ... + <Tm + 

Die erste der Gleichungen (13b) erhält somit diese Gestalt: 

( )m _ lil +11 CWI)m !I- m -!/ -, 
mi 

oder, nach Elimination von !I, 

[IX + {3mP + 'Ym2p + ... + kmp + ... + (CT - 1) m+ . .. Jm = 

= [IX + {3mP + 'Ym~P + ... + kmp + ... + CTm + ... Jm+n c::)m . 
lndem wir die Coefficienten der gleichen Poten zen von m ein

ander gleich setzen, finden wil' 

Diesen Bedingungen wird genügt durch 

oder 

wonach 
B 13* 



196 DIECONGRUENZEN VON W'n=Cn-mW iti UND w'nWm .èm+n• 

m 

(
iXa) n 

!I = iXi + {3iXP + Yf1J2p + ... , 
also für verschwindendes iX 

m 

oder 

m 

dieser Ausdruck ist n-deutig; 

2°. 0::=0, {3=O, y=O,.:. ).=0, ... (O"'-lr=O, 

oaer nz mal: 

" = 0 , (3 = 0 , . '. y = 0,. .. ). = 0 , . ".. 0'" ------:- 1., 

wonach 

!I = f1J, 

oder 

dieser eindeutige Ausdruck ist nz-fach zU zählen. 
In analoger Weise fin den "wir für das Verhältniss !I,.' : !/2' ZWel 

Ausdrücke, n.l. 

~~ 

!l4: = (f1Ja) n (n-deutig), 
!l2 f1J2 

, 
!/4" = iX,. (m-fach zu zählen). 
!l2 iXz 

Die (nt + n)2 Spuren werden ermittelt, indem wir die 'In + n 

Ausdrücke für !I,.': !li' mit den m + n Ausdrücken für !/q': !h) 
combiniren. 

Die Durchstosspunkte sind alsö all der Grenze (iX,. = 0) be
stimmt durch 



1° 

3°. 

4°. 

oder 
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m 
n 

d. h. die n2 PunkteP', . (146) 

. ~:: = c::) 
!/4: = (JJr" _ 0 (m-fach), 
!/1 (JJi 

m , n 
!/r", = (''Ca) 
!/1 (JJi 

, 
!l4 _ (JJr" _ 0 (m-fach) > ,- -
!l2 (JJ~ 

, 
!l4 (JJ4 

(m-fach) , -,=-
!li (JJi 

, 
!l4 (JJ4 

(m-faeh) , ---, = 
!l2 (JJ2 

, 
!li tlJi (m2.fach). ,= 
!l2 (JJ2 

d. h. mn mal Xi' . .(156) 

d. h. rmt mal X 2 , (166) 

(176) 

Die 111
2 auf Xi X 2 liegen den Pankte, welche bisher noch HlI be

stimmt waren, sind offenbar alle zusammengefallen in den Pllnkt., 
wo die Gerade XaP die Gerade Xi X 2 trifl't; sie sind also als die 
Sp uren von m2 Strahlen zu betrachten, welche alle in der Gerade 
Xa P vereinigt sind. 

Von den (m + n)'!. llach P zielendelI Strahlen verbinden also n2 
' 

den Punkt P mit seinen n2 Bildern p ', mn P mit Xi' mn P mit 
X 2 , während m2 Strahlen P mit Xa verbinden; 

Analog können wir nachweisen, dass von den (m + n)2 Strahlen, 
welche sieh in einem in Wo liegenden Punkt QI treft'en, m2 den 
Punkt QI mit 'seinen m2 Bildern in Woo, mn Q' mit Xi' mn QI ruit 
X] und n2 ' QI mit X4 verbinden. 

Die Ebene W;r, enthält, so schliessen wir, einen mn-fachen Strahlen
büsehel mit Xi' einen mn-fachen Strahlenbüschel ,mit X 2 nnd einen 
1Jz

2-fachen Strahlenbüsehel mit Xa als Seheitel. 
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Die Ebene Wo dagegen trägt eillen mn-fachen Strahlenbüschel mit 
Xi' einen mn-fachen Strahlenbüschel mit X 2 und einen n2-fachen 
Strahlenblischel mit X-, als Scheitel. 

Das Obige kurz zusammenfassend, kommen wir also zu dem fol
genden Resultat: 

Die hyperbolistbe Congruenz hat al8 Singoläre Ebenen: 
1°. jede Bbe'lle (p, Xi) u7zd (p, X2) mit einem St1'ahlengebilde 

von der Kla88e m + 0; 

2°. jede der Ebenen eT mit einem Strahlengebilde von der 
m+n 

Kla88e m + U; 

3C>. die Ebene WXj mit mn-fachen StrahlenbÜ8cheln zn Xi und X2 

und mit einem m?-fachen Strahlenbü8chel in X3 ; 

4°. die Bbene Wo mit mn-fachen StrahlenbÜ8chel'll zn Xi und X2 

und mit einem n2-fachen Strahlenbii8chel in X-,. 
Ihre singolären Ponkte 8ind 
1 0. Xi und X 2 , jede mit mnjachen. StrahlenbÜ8cheln zn W:zo 

und Wo; 

2 0. X3 mit einem m2-fachen SlrahlenbÜ8chel in Wx; 

3°. X~ mit einem n2-fachen StrahlenbMchel in Wo. 

~ 6a. Die amiale RefJeljläche einer durchaU8 willlcürl*,efl Gerade 
in der parabolisthen ConfJruenz. 

Wir wollen die AfIJe der Regelfiäche mit I, ihre Spur in Wrso mit 
A, ihre Spur in Wo mit B' bezeichnen. 

Jeder Punkt von I trägt m2 Congruellzstrahlen; die Gerade list 
demnach eine m2-fache Gcrade auf ihrel' axialen Regelfiäche. 

Jede dUl'ch I gelegte Ebene enthält noch mn Strahlen; sie hat 
also mit der axialen Regelfiäche die se mn Geraden und ausserdem 
noch die 1Jt2-fache Gerade I gemeill; der Gesammtschnitt ist deshalb 
vom Grade m2 +- mrt = m (m + n), wonach wir zu diesem Schlusse 
gelangen: 

])er Grad der amia!en RefJeljläche eine'f willlcürlichen Gerade in 
der parabollsthen COllfJruenz i8t m(m + u). 

Die Punkte A und B' werden bez. durch 

bestimmt. 
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Die Gerade I bekommt alsdann die Gleichungen 

Ein durcb 

tet = alte3 + 0/ telj" I' 

tei = a'l.te';j + Oi' telj, . 

"I 

'" 

(18) 

(6a) 

gegebener Congruenzstrahl , p schneidet I, faUs er in der Ebene 

Àt (tet - at tea - b/ tet,) + À:! (tez - az tea - Oi' te4) = 0 (19) 

liegt. Es sollen also Pt und P'}. den folgenden Bedingungen Genüge 
leisten : 

~ (Pt -at) + À2 (Pi -a2 ) = 0, } 
In m 

Àt (p?-Ot') + À'}. (Pi n-02') = 0, 

aus denen, durch Elimination von ).t und ).2' die Beziehung 

m m 

Pt'" - 0/ Pi' ri - Oz' 
- (20a) 

hervorgeht. 
Die Gleichung der axialen Regelfläche ergiebt sieh, indem man 

Pt und P2 aus den beiden Gleichungen (6a) und aus der Gleichung 
(20a) eliminirt. 

Die Gleichung (20a) stellt, wenn Pt und Pi bez. dureh tet : teJ 

und tei : teJ ersetzt sind, auch den geometrisehen Ort derjenigen 
Punkte in Wor; dar, durch welehe Strahlen gehen, die I schneidell. 
Dieser Ort bildet demnaeh einen Bestandteil des Schnittes von Wor; 

mit der axialen Regelfläche. 
}1'ür (20a) lässt sich auch sehreiben: 

"tn Ot 

(P2-aZ)ptn- c.pt-at)pzn + OiPt-Ot'P2-- (ato/-ai)t') = O. (21a) 

Wir ändern das Coordinatendreieck zuerst in der Weise ab, dass 
die Ecke X3 11ach A (tet = at teJ , te'}, = a2 teJ ) verlegt wird. Solehes 
geschieht mittels der folgenden rrran::;formationsformeln: 

tel = ~l + al ~3' 
te2 = ~2 + a2 ~3 ' 
te3 = ~3' 

. (22) 



200 DIE CONGRUENZEN VON w'n=cn-mwm UND w'nwm=cm+n. 

Setzen wir noch 

so haben WIr 

~1 ~2 
~3 = '11"1' ~3 = '7/"2' 

PI ="'-1 + al' I 
P2 = '7/"2 + a2· I 

(23) 

(24) 

Durch die Substitution dieser Ausdrücke für PI und P2 in (20 a) 

bekornrnen wir 

'fn ttt 

'7/"2 ('7/"] + a1)n- '7/"1 ('7/"2 + a2 )n + b2' '7/"1 - bI' '7/"2 = 0, . (25a) 

oder, wenn wir '7/"1 durch ~1 : ~3 und '7/"2 durch ~2: ~3 ersetzen, 

Verrnöge des im lIl. Abschnitte Dargelegten , erhält diese Glei
chung, l1ach Wegschaffung der gebrochenen Exponenten, den Gmd 
n(m + n). Der ob€n erwähnte geometrische Ort is demnach eine 
Kurve vorn Grade n(m + n). Weil der Gesammtschnitt- der Regel
fläche mit W:r; vom Grade m(m + n) sein rnuss, so wird die dm·eh 
(26a) bestimrnte Knrve zu dern vollständigen Schnitt ergänzt durch 
einem Gebilde vom Grade (m + n) (m - n) = m2 - n2• 

Zu den Congruenzstrahlen welche sich auf 1 stützen gehören auch 
die Geraden AX1 ' AX2 ~nd AET", _ n. 

In ~ 5a ist nachgewiesen worden " dass die Geraden AX1 und 
AX2 als n(m - n)-fache unel jede der Geraden AET

m
_

n 
als (m-n)-

fache Congruenzstrahlen zu betrachten sind. Diese Geraden bilden 
also zusarnmen eine Figllr vom Grade 2n(m -11) + (m - n) (m-n)= 
= (m + n) (m ~ n) = m2 - n2. Es Ieuchtet ein, dass diese .Figur 
die Kurve (26a) zum vollständigen Schnitt ergänzt. 

Wir haben also gefunden, dass der 8chnitt der arciale'f.l RefJel
jtäclte einer will1cürliclten Gerade 1 = AB' mit Wr:r; zusammenfJesetzt 
ist aus einel' Kurve vom Grade n(m + n), ausserdem aus den je 
n(m - n)-faclt zu zählenden Geraden AX1 und AX2 , und schliesslich 
aus den m - n, je (m - n)-fach zu zählenden Geraden AET

m
_

n
. 

Wir wollen nunrnehr die in Wr:r; liegende Kurve einer besonderen 
Retrachtung unterwerfen. Ihre Gleichung ist, wie wir ersahen, 

m ~I m 

~2 (~1 + a1~3) n - ~l (~2 + a2~3) n + (b2'~1 - b1'~2) ~3 n = o. (26a) 



Die höehste hierin vorkommende Potenz von ';1 ist ';1 n (weil 

1Jl > n). Del' Coeffieient von ';1 ïï ist ';2' Es enthält also in der 
rationalell Gleiehung der Coeffieient der höehstell (1lln ten

) Potenz von 
';1 den Faktor ';2n•. Wir schliessen daher, dass die 'fan geuten in 
X1 dureh 

angewiesen sind, und kommen also zu der Einsieht, da88 Xi ein 
n2-facher Punlct i8t, de88en 8ä11Z'intliche Tangenten in die Gerade 
AX1 zU8ammengefallen 8ind. 

In derselben Weise lässt sieh zei gen , da88 X 2 ein n?-fache1" Punlct 
i8t, de88en Tangenten alle in AX2 vereinigt Bind. 

Die Schnittpunkte mit Xi X 2 (';3 = 0) ergeben si eh (siehe lIL 
Abschnitt) aus 

oder 

tnt",_tnt",=o 
"2 <;i <;1 "2 , 

oder 

t " t " (t m-Y, t m-n) - 0 
"1 <;2"1 - <; 2 -, 

also III der rationalen Gleichung aus 

Hicraus folgern wir, dass die Kurve die Gerade X1 X2 sehneidet: 
n2 mal in dem (n2-faehen) Punkte Xi' rt2 mal in dem (n2-faehen) 
Punkte X 2 und 11 mal in jedem der 'in - n Punkte h T • 

m-n 

Bevor wir die Punkte ET untersuehen, wollen \vil' uns zuerst 
"m-n 

mit dem Punkte A (';1 = 0, ';2 = 0) besehäftigen. Die höchste 
m 

Potenz von ';3 in (26a) ist ';3 11
• Der Coeffieient von ';3" ist 

1n 1n 

ai n ';2 - a/I" ';1 + b2' ';1 - b/ ';2' 

Die 'fangenten in A werden also dureh 

oder dureh 
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(27a) 

bestimmt. 
Wenn wir das Coordinatelltetraeder Xi X2 Xa X4 durch das 'retrae

der Xi X 2 AB' ersetzen, und zwar mittels der FOfmeln 

i1Ji = ~i + ai~3 + bi' ~4' 
i1Jz = ~2 + a 2 ~3 + b"}.' ~4' 
i1Ja = ~3' 
i1J4 = ~4' 

so wird die Gerade I durch 

~i = 0, } 
~2 = 0 

dargestellt. 

(28) 

Die Gleichung (27 a) liefert sodann die Ebenen, welche I mit 
den in A an der Kurve in W CJJ gelegten Tangenten verbinden; die 
nämliche Gleichung (27 a) weist auch die Spuren dieser Ebenen 
in Wo an. Wir beachten nun, dass diese Spluen durch die Punkte 
gehen, welche gegeben süid durch 

m 

~i = (ai
n - b/) ~4' 
m 

~2 = (a2n- b"/.') ~4' 

oder, wenn wir zu dem ursprünglichen Coordinatensysteme zuriick
kehren, dureh 

m 

m 

oder 

Es erhellt aus dieser Form, dass diese Punkte mit den n2 in 
Wo liegen den Bildern A' des in Ww liegen den Punktes A iden
tisch sind. 

Die durch (27a) dargestellten EbeJten vereinigen daher I mit den 
n2 Punkten A', wonach wir die in A an die Kurve in Ww gelegten 
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Tangenten als die a:.cialen P?·ojeldionen aus I anf W rJ der '11.
2 Bilder 

A' von A betrachten können. 
Das hiermit gewonnene Resultat lautet deshalb: 
ner Punld A i8t ein n2-facher Punkt der ](urve in wC%). Seine 

Tangenten 8ind die a:.eialen Projektionen aU8 I auf WC%) der 0
2 in Wo lie

genden Bilder A' von A. 
Dieses Resultat würde sich in geometrischer Weise ergeben haben 

dut'ch die Überlegung, dass die Berührungsebenen au den Blättern der 
Fläche, welche sich in I durchsetzen, durch diejenige Congruenz
strahlen bestimmt werden, welche nach dem Berührungspunkte zi€léll, 

Wir wenden uns jetzt den Pllnkten E.r zu. Weil diese Pllnkte 
-nl-n 

alle dieselben Eigenschaften haben, so genügt eB einen von ihnen 
Zll untersuchen; dieser Punkt werde mit Br bezeichnet, und habe 
die Coordinatell :.c2 = T:.c1 , :.ca = 0 oder ~2 = T ~1' ~3 = o. 

Zuerst verlegen wir die Ecke Xl in h"'.,. mittelB der Formel 

~2 = T~l + f2. 
Die Gleichung (26a) verwandelt sich Bomit m 

m Ut 

(T~l + ~2')(~1 + al~3)n- ~1 (T~l + ~2' +al~3t + 
m 

+ (hz' ~1 - bi' T ~1 - bt' ~2') ~3 n = o. (29a) 

Der PUllkt ET ist jetzt durch 

gegeben; wir haben demnach die höchste Potenz von ~1' d. h. 
~+1 ~+1 ~ 

~1 n Zll betrachten. Der Faktor von ~1 n ist T - T n = 
11't-n m-n 

= T Cl - T --n-) = 0, und versch windet also, wenn T n = 1. 
Wir müssen daher die Gleichung rational machen, oder wenigstens 
einige der gebrochenen Exponenten vertreiben. Wir schrei ben Sle 
dazll folgendermassen: 

1'n m m 

~I (T~ 1 +~2' +a2~3)n = (T~ I +~/) (~1+al~3)n + I (b2'-b/T) ~l-b/ ~2'1 ~3n 

und potenziren nun mit n. Es folgt dann 

lIL (n-l) '" 

+ n (T~l + ~2't-l (~1 + al ~a)-n-I (b/ - bi' T) ~1- bi' ~J ~3n + 

oder 
+ .... + I(b/- b1'TH1- b/ ~2'ln ~3m, 
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In 

X I (b2'-b/ TH1- b/ ';2'1 .;/' + 0 0 0 • • • (30a) 

Die höchste Potenz von ';1 ist mIn scheinbar ';1n1+n
• Wenn abel' die 

Gleichung auf N uH reducirt wird, ist der Coefficient von ';1m+n 

Hieraus ist ersichtlich, dass die höchste Potenz von ';1 tatsäch

lich nicht ';1m+n sondern .;/"+n-1 ist (es iRt ja 'fit + n-l > 1It+1t-~, 
. n 

Ol 'fit 1 wel - > ). 
n 

Der Faktor von ';t'"+n-1 III der auf N\lll reducirten Gleichung 
ist jetzt 

Die Tangenten in ET sind demnach bestimmt durch 

oder 

also lID ursprünglichen Coordinatensystem rlurch 

oder 

Hätten wir die Gleichung gänzlich rational gemacht , so würde 
der Grad n(1Jl + n) geworden sein und nicht 1'Jl + n, wie die 
Gleichung (30a) zeigt, aus welcher wir die 'rangente (3la) be
stimmt haben. Die vollständig rational gemachte Gleichung würde 
deshalb für die 'llangenten in h~ 
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geliefert haben. Wir schliessen derrmach, dass der Punkt ET ein 
n-facher Punkt ist, dessen sämmtliche Tangenten zusarumengefal
len sind in die Gerade, welche durch die Gleichung (3la) darge
stellt wird. 

Diese Gerade enthält offenbar den Punkt T, wofür ' 

(m - n) ~t + mai ~3 = 0, 
Cm - n) ~2 + lIla2 ~3 = 0, 

oder 

~1 ~.) ~a 
- -

mal mU2 -(m-n) 
(32a) 

. Dieser Punkt T erscheint unabbängig VOll T; er liegt daher auf 
der rrangente jedes Punktes ET. Ausserdem befindet er sich auf 
der Gerade 

d. h. der Gerade Xa A. 
Wir können somit den Punkt T bestimmen als den Scbnittpunkt 

der Gerade X3.t1 mit der rrangente in einem der Punkte ET, Z. B. 
im 'Punkte Et, der durch 7 = T m - n = 1, also durch ilJi = ilJ2 ange
wiesen ist. 

Die ,l'angente in Bt hat die Gleichung 

Indem wir die letzten Resultaten zusammenfassen, können wir 
den folgenden Satz aussprechen: 

lJie m - n Punlcte E Tm - n sind alle n-fache Punlcte, VOll denen 
jeder n zDsammenfallende Tangenten besitzt. IJiese Tangenten verbin
den die Punlcte ETm- n mit riem Punlcte 1\ welcher sich im 8chnitt
punlcte von X 3 A mit der Tangente (33a) in Et (ilJt = ilJ2) befindet. 

Zum Überflusse bemerken 'wir noch, dass der Punkt Xa nicht 
auf der Kurve liegt (siehe(2la)). 

Wir wollen jetzt den Schnittder axialen Regelfläche mit Wo 

betrachten. 
Indem wir die Spur P' eines Congruenzstrahles p in Wo durch 
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anweisen, so wird der Congruenzstrahl durch 

(34a) 

bestimmt. Dieser Strahl wird sich in der durch I gelegten Ebene 
(19a) befinden, wenn den Bedingungen 

nni 
).1 (p/m_ a1) +).2 (p/m_ aJ = 0, . 

).i (pt' - bt') + ).2 (pz' - b /) = 0, \ 

also (nach Elimination von Àt und ).2) der Bedingung 

(35a) 

genügt wird. 
Wenn man nun p/ durch Oli: Ol", und p/ durch fIJ2 : fIJ", ersetzt, 

so hekommt man die Gleichung des Ortes der Spuren der Con
gruenzstrahlen, welche I schneiden. Dieser Ort ist somit ein Bestand
teil des Schnittes von Wo mit der axialen Regelfläche. 

Wir verlegen jetzt die Ecke X. des Coordinatendreiecks in die 
Spur B von I (fIJi = bt' fIJ4 , fIJ2 = bz' fIJt), benutzen also die Transformation 

Überdies set7.en Wir 

woraus sich ergiebt 

fIJt = ~i + b/ ~4' 
012 = ~2 + b2' ~4' 
fIJ", = ~4 ' 

(36) 

(37) 

(38) 

Indem wir diese Ausdrücke in (35a) suhstituÏren, finden wir 

oder 

n 

(7i1' + bi')m - ai , 
7ii 

n 

(7i?,' + bz')m- ~ 
-

file://-/-pixt
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(39a) 

Wir ersetzen nun 7ri ' und 7r2' durch ihre Werte (37) utld ge
langen sodann zu 

n n n 

~2 (~i + b/ ~dm - ~i (~2 + b/ ~~)m: + (a~ ~i - ai ~2) ~~m = o. (4Óa) 

Diese Gleichung bekommt nach vollständiger Rationalisirung den 
Grad m (m + n), wOllach der oben erwähnte Ort vom Grade 
'»t(m + n) ist, also von demselben Grade wie die axiale Regelfläche. 
Hieraus geht hervor, dass der SChllitt der axialen Regelfläche mit 
Wo nur RUS der genannten, durch (40a) dargestellten Kurve besteht. 

Die höchste Potenz von ~i ist ~ii; indem man ihren Faktor gleich 
Null setzt, erhiilt man 

n n 

(~2 + b/ ~4)m - 02 ~4m = 0, 

oder 

Die völlig ausgearbeitete Gleichung würde also für die Tangen
ten in Xi 

gegeben haben. Wir crsehen, dass Xi hier ein mn-facher Punkt ist, 
von dessen Tangenten je m in einer der n Geraden zusammengefallen 
sind, welche dargestellt werden durch 

oder 
m 

~2 + b~' ~\ = a/ ~I .. 
also lm alten Coordinatensysteme durch 

(41a) 

Es sind diese 'rangenten offenbar die n Geraden, welche Xi mit 
den n2 Bildern A' von A verbinden. 

Die obigen Betrachtungen gestatten uns Folgendes zu behaupten: 
.Der Sc/mitt der amialen Regeljläche mit Wo hat in Xi einen 

mn-fachen Punkt, in dem je m Tangenten zusammengefallen sind mit 
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einer der 0 Geraden, welehe Xi mit den 0 2 Bildern A' der Spur 
A vonl in W<r> verbinden. 

])a88elbe !Jilt in Bezu!J auf X 2• 

n 

Die höchste Potenz von ~4 ist ~!j.m. Indem wir ihren Coefficient 
verschwinden lassen, finden wir für die 'rangente in B': 

n n 

bt'm ~i - b/m ~2 + a2 ~i - ai ~2 = 0 , 

oder 

~i -
~2 

(4.2a) 

In Bezug auf das Coordinatentetraeder Xi X2 AB' wird I durch 
~i = 0, ~2 = 0 angewiesen und stellt (42a) die Ebene dar, welche 
die Tangente in B' mit I verbindet, und auch die Gerade, in welcher 
diese Ebene die Abbildungsebene W<r> schneidet. 

Diese letzte Gerade geht offenbar durch den Punkt 

n 

n 

welcher m den ursprünglichen Coordinaten durch 

dargestellt wird. 
Es vertreten diese beiden m-deutigen Gleichungen zusammen 

die m
2 Punkte B, in welche der in Wo liegende Punkt B' auf W<r> 

abgebildet wird. Wir gelangen somit zu der Einsicht, da8s der 
Purdct B' der Schnittlcurve mit W<r> ein m2-faeher Punlct ist, dessen 
Tan!Jenten die aa:iale Projelctionen aus I au! Wo der m2 Bilder B 
sind, welehe in W<r> dem Punlcte B' entapreehen. 

Die Gerade Xi X 2 schneidet die Kurve in den Punkten , welche 
bestimmt sind durch 

'Ut tn 

~2 ~1 n - ~i ~2 n = 0, 
oder 
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also in der rationalen Gleichung dnrch 

l: mn l: mn (l: ",-n _ l: "'-n)'" - 0 "1 "2 "1 "2 -. 
Die in Wo befindliche Kurve schneidet daher Xi X 2 mn mal im 

(mn-fachen) Punkte Xi' mn mal irn (mn-fachen) Punkte X2 und 
m mal in jedem der Punkte h.... . 

'm-u. 

Die Punkte Er werden auch hier untersncht, indem man Xi 
'IH-n 

in einen dieser Pnnkte, nl. Er (bestimmt dnrch ~2 = T~1) verlegt, 
und zwar mittels der Formel 

Die Gleichnng (40a) bekommt alsdann die se Gestalt: 

n n 

(T~1 + ~,/) (~1 + b1'~"yrn - ~1(T?1 + fl.' + b/?~ym + 
n + I (a2 - Ta1)?1 - a1~2'1~,.m = O. (43a) 

Der Punkt Er ist jetzt durch 

bestimmt. Wir haben demnach die höchste Potenz von ?1' d. h. 
11. n n m-n 

?/+m zn betrachten. 1hr Coefficient ist T - Tm = Tm (T'" -1), kann, 
vermöge T m- n = 1, also Nnll sein. Wir sind daher genötigt die 
Gleichung (34a) umzuformen, und schreiben 

n n n 

?1(T?1+?/ +b2' ?~)m = (T?1+-?2') (?1+b1 ' ?~);;; + l(a2-a1T)?1-a1?2'1?~m. 
Wir potenzil'en beide Seiten mit m nnd erhalten 

~t'}I (T~1 + ?2' + b/ ~4r = (T~1 + . ~2')'" (?1 + bi' ~4r + 
n(m-1) n 

+ m (T~1 + ?2')"'-1 (~1 + bi' ~~)-"'-I(a2 - a1T) ~1 - a1~2'1 ?,.m + 

oder 

+ ... + (a2 - a1T) ~1 - ai ~2'lm ~t, 

~rITn~t + nTn-1~t-1(~2' + b2'~") + ... 1 = 
=ITm~1111 + mTm-1~2' + ... II~t + n~t-1b1'~4 + .. ·1 + 
+ mITm-1~1m-1 + (m-l)Tm-2~1",-2~2' + ... 1 >< 

n n 

X 1~1n-m+ .. ·II(a2-a1T)~1-a1~2'1?4m+ ... 
Verband. der Kon. Akad. v. Wetenseb. (ie Sectie). DI. X. 

(44a) 
B14 
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Der Coefficient der höchsten Potenz von ~i (~1m+n) ist, wenn 
die Gleichung auf Null reducirt wird, 

" 1'atsächlich ist also die höchste Potenz nicht ~lm+n sondern ~1m+n-m 

(es ist ja 11l + n - ~> rn + n-I, da ~< 1). 
lil rn 

n 
1n-n--

Der Coefficient von ~i mist 

n 

~",m , 

es werden also in der rationalen Gleichung die 11angenten in ET durch 

~t=O 
angewlCsen. 

Es erhellt, dass ET ein n-fachel' PUlIkt ist. Da Xi X 2 in ET 11l 
Punkte mit der Kurve gemein hat, so ist es klar, dass die n 'ran
genten in ET alle in Xi X2 vereinigt sind nnd in ET 11l Pnnkte mit 
der Kurve gemein baben. 

Wir gelangell also zu diesem Satz: 
])ie KU1·ve, in welcher die axiale Re,fJeljläche die Ebene Wo schnei-

det, hat in jedem der Purllcte ET einen n-fachen Punkt, des8en 
1n-n 

siilll1JltHche TanfJenten in Xi X~ vereinifJt sind. Die TanfJcnte Xi X2 

hat in jedemder Punkte ET m Punkte mit der KU1"VC fJe11lcin. 
nt-rl 

Aucb hier bemerken wir beilänfig, dass derPunkt X\ sich nicht 
auf der Kurve befindet. 

Wir wollen jetzt die Punkte Xi Ulld X 2 als Punk te der Fläcbe 
et was nähel' betrachten. 

Die in der Nähe von Xi anf der Regelfläche liegenden Punkte 
gehören den Congruenzstra.hlell an, welche Wo in der ~ähe von ~ 
schneiden. Diese Congruenzstrahlen stützen sich deshalb auf 1 in 
der Nähe ihrer SpUl' A in" w"'. 

Die llach einem Punkte X (Xl' X 2 , Xa, x",) zielenden Congruellz
strahlen werden durcb die Gleichnngen 

(34a) 

bestimmt. 
Die erste dieser Gleichungen liefert rn ~T erte für Pi , d.h. 11l 
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Geradell in Wo durch X2 , auf welchen die Spuren P' del' Strahlen 
p liegen müssen; .ieder Wert von pt' nestimmt daher eine Ebene durch 
X uud X2 , in welcher ein durch X gehender Strahl p liegeu muss. 

Die 1Jl Werte p/, welche aus der zweiten Gleich ung (34a) folgen, 
hestimmen ebenfalls 1it Ebenen durch X und Xi' welche einen 
solehell Strahl p tragen. 

Wenn X in W oo liegt, hat man fl}4 = 0, wonach die erste Glei
chung (34a) oder 

sieh verwandelt 111 

Es sind also m - n We1'te von .Pi' unendlich gross geworden; 
von den m durch Xi X~ gelegten Ebenen Bind daher m - n mit 
lOm zusarnmengefallen. Die übrigen 'Il Ehenen .verbinden X2 mit 
den n2 nach X in lOm zielen den Congruenzstrahlen. 

Wenn X mit ..d identisch ist, so sind diese n Ehenen durch 

(45a) 

hestimmt. 
Nehll1en wir nun X in der Nähe von Aan, so werden die n 

Ehenen nul' wenig von der nEbenen (45a) verschieden sein, während 
die übrigen m - nEbenen beinahe mit Woo coincidiren. 

Die Congruenzstrahlen, welche nahe bei X2 ausmünden und 
demnach die Berührullgsebenen in X2 an der Regelfläehe bestim
men , befinden sich also ander Grenze (X _ A) in oen Ebenen (4 5a). 

Wir ziehen hieraus den Schluss, dass die Berührungsebenen in 
Xl an der Regelfläche durch (45a) dargestellt werden; analog lässt 
sich zeigen, dass den Bel'ührungsebenen in Xl die Gleichungen · 

(46a) 

zukommen. 
In dem Schnitte der Regelfläche mit Wo Bind Xi und X2 heide 

mn-fache Punkte. Da die Ebene Wo nicht singulär ist, 80 wird 
der Schnitt Wo nicht wesentlich von dem Schnitt in irgend einer 
anderen durch Xi X2 gelegten Ehene (él'3 = f"'OJ4) verschieden sein. 
Jeder Schnitt mit einer Ebene él'3 = fM14 hat sIso in XI nnd X2 

mn-fache Punkte, weshalb Xi und X2 auch mn-fache Punkte der 
Regelfläche sind. Der Tangentellkegel von Xi> welcher vom Grade 

B 14* 
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mn sein muss, ist in mn Ebenen aU8geartet, von denen je 'IJl mit 
einer der nEbenen (46a) coincidiren. Der Tangentenkegel \'on X 2 , 

vom Grade mn, besteht aus mn Ebenen, von denen je 11l mit einer 
der Ebellen (45a) zusammenfallen . . 

Wir sind al80 zu den folgendell Satz gelangt: 
In der parabolischen Gongruenz Bind au! der aflJialen Regeljläche 

einer willlcürlichen Gerade Xi und X 2 beide mn-fache PUit/de. ])ie 
Tangenten in, Xi befinden sich in mn Bbenen, von denen je m 1:n 
einer der nEbenen (46a) vereinigt sind, während die Tangenten 
in X 2 in mn Bbenen liegen, von denen je m in ftiner der nBbenen 
( 4 5a) vereinig t sind. 

Die Ebenen (46a) schneiden Wo in den Geraden 

in denen wir die Tangenten in Xi an der Durchschnittskurve erkennen. 
Dieselben Ebenen durchdringen dagf'gen Wu in den Geraden 

Diese Geraden sind alle in AXi vereinigt, welche Gerade die 
einzige Tangente in Xi an der Durchschnittsfigur war. 

Die Kurve in W oo hatte in Xi einen n2-fachen Punkt. Ausserdem 
enthielt der Gesammtschnitt noch n (m - n) mal die Gerade AXi , 

sodass Xl in Bezng auf den Gesammtschnitt als ein n2 + n (m - n) = 
mn.-faeher Punkt zu betrachten ist. 

Es geIten diese letzten Ergebnisse natürlich auch c.p. für X2• 

Wir werden nun die Punkte ET betrachten. 
m-n 

Diese Untersuchung soli nur mit eiuem dieser Punkte, n.l. mit 
dem Punkte .E~, vorgenommen werden. 

Da die Congruenzstrahlen, welche in ET ausmünden, dem Punkte 
A elltspringen, so haben wir aufzufinden, wo die Congruenzstrahlen, 
welche einem nahe an A liegenden Punkte Y entstammen, eine 
dUl'ch Xi X 2 gelegte Ebene flJ3 = fJ,.flJr" treffeIl. 

Es seien X (flJi,flJ2,flJ3,flJl}) und Y (fjt>!/2,!la,!l4) zwei Punkte des 
Congruenzstrahles p; so bestehen die folgenden Gleichungen: 

m 

(47a) 

l1t 

(48a) 

m 

!fi -Pi!1a == Pi n !lIp (49a) 
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on 

C50a) 

Aus (47a) und (49a) finden wir 

ill l -Pi illa 1/1 -Pf!l3 
-

!Ir,. 
wonach 

(5) a) 

und 

(52a) 

Aus (47a) , (5Ia) und (52a) folgt sodann 

illaYi - illi!l3 = ({Ci !14 - ill4!1f)", 
aJa!lr,. - ill4?/J ill3!1" - ill4!1a 

oder 
(53a) 

In gleicher Weise lässt sieh aüs (4.Sa) und (5 Oa) herleiten: 

(54a) 

Wenn wir Y festhalten und X beweglich denken, stellt die 
Gleichung (53a) 111 Ebenen dar, welche alle durch Y und X 2 gehen, 
während (54a) 1Jl durch Y und Xf gelegte Ebenen anweist. Die 
beiden Gleichungen bestimmen zusammen die m2 nach Y zielenden 
Congruenzstrahlen. 

Es wird nun der Schnittpunkt Y dieser Strahlen in einen Punkt 
gelegt , welcher sieh auf I nahe an A befindet, und somit ange
wiesen ist dureh 

oder 

!li = af!/3 + 0< !Ir,., I 
!l2 = a2!13 + o-}. !Ir,., \ 
!Ir,. = P!la, , 

!li = (af + b<P)!la, I 
!l2 = (a2 + b']. P)!l3, \' 
!Ir,. = P!la, , 

wo p ellle kleine Grösse darstellt. 

(o5a) 



214 DIE CONGRUENZEN VON w'n=cn-mwm UND w'nwm = cm+n. 

Urn den 7,ustaud im Punkte ET (aJ2 = TaJ1, aJil = aJ4 = 0) zu 
studiren, verlegen wir die Coordinatenecke X1 nach ET, und zwar 
mittels der Formel 

Die Gleichungen der in Y zusammentreffenden Strahlen gestalten 
sich alsdann folgendermassen: 

laJ4 (T!/1 + 1/2')- (TaJ1 + aJ2'),~hjm = 
= I(TaJ1 + aJ2').Y3 - aJ3 (T.Y1 + .1Jz'W (aJ4.1J3 - aJ3J/4)',,-n ; 

der PUllkt Y ist indess durch 

gegeben. 

.1J1 = (at + b1'p).1J3' 

T.1Jt + .1J2' = (a2 + b2' P).1Ja, 

(53a) 

(56a) 

(57a) 

Die Substitutioll (57a) liefert in den Gleichungen (53a) und (56a) 

I(at + bt'p)aJ4 - paJ1jlll = laJ1 - (ai + b/p) aJjjn (aJ4 - paJ,J )'n-n, (58a) 

l(a2 +b2' P)aJ4-p~TaJ1 +aJz')jm= ITaJ1 +aJ2'-(az+b2' p).x3jn(aJ4 -paJ3r-n. (59a) 

Diese Gleichungen stellen daher zusammen die Strahlen dar, 
welche nach dem nahe bei A auf l liegendenPunkte Y zielen. 

Ihre Sp uren in aJ3 ,= fl$4 werden dm'ch die Gleichungen 

I(at +ót'p)X4-p.x1l lll = IX1-p.(at +bt'p)aJ4jn(l-pP.)m-nX4m-n, (60a) 

l(a2 + Ó2'P)X4 - P(TX1 + x2')jm = 
= ITx1 + x~' - p.(a2 + b/p)X4jn(l - pp.yn-n xt,,"l-n (61a) 

geliefert. 
Diese Spuren befinden sich in der Nähe von ET, d. h. vom Punkte 

wonach ihre Coordinaten x 2' und X4 kleine Werte aufweisen wer
den. Wir setzen darum 

X4 = Z,! 
' , 

X 2 = ).z, 
(62a) 

wo z eme kleine Grösse (larstellt, und erhalten somit: 
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!(ai + bi'p)z - paJilm = !aJi _. p.(ai + b/p)zln(l- pp.)m-n zm:...n, 
!(a2+b2' p)z-p('TaJi+Àz)l"'= !'TaJi + Àz-p.(a2+ b2'p)zln( l_pp.yn-nzm-n, 

oder 

!- paJi + (ai + b/ p)Zllll = !aJi - p.(ai + b/p)zln(l - pP.r-nzm- n, 
!-p'TaJi+(a2+b/ p-Ap)zlm= !TaJi-(P.a2+p.b2' p-À)zln(l-pp.)m-nz",-n. 

lndem wir diese Pormen nach Potenzen von z entwickeln und 
Potenzen mit Exponenten grösser als 1 vernachlässigen, finden WH 

(-p)lIIaJi"'+1II(-pyn-i(ai +bi'p)aJ/n-iz= 
= !aJ/1 -np.(ai +b/ p)aJt-izl (l_pp.)'n-n zm-n, 

(- p'T)'llaJi lll + m ( - p'T)"'-1(a2 + bz' p - Àp) aJim-iz = 

= !TnaJi
n - n'Tn- i(p.a2 + p.b2'p - À)aJin-izl(l- pp.)'n-n z,n-no 

Durch Teilung entsteht hieraus 

-PaJi +m(ai +b/ p)z aJi-np.(ai +bl'p)z 
_p'TIII-,,+1aJi +m'T"'-U(a2+b2' p-Ap)z = TaJi-n(/Ul2+ p.b,/ P-À)z' 

also, wenn wir wieder z2 vernachlässigen und die Relation 'Tm -
n = 1 

beachten, 

oder 

- p'TaJl
2 -t- m(ai -t- b/p) TaJiZ + np (p.a2 + fJ.b!'p _ . A)aJiZ = 

= - p'TaJi
2 + 1Jl (a2 + b/p - Àp)aJ1z + npp.(ai + b/p)'TaJtZ, 

m(ai+b/ p)T+npp.(a2+b2' p)-npÀ=m(a2+b2'p)-lIlÀp+npp.(ai +b/p)T, 

also 
). = !a2 - 'Tai + P (b 2' - 'Tb/)l (m - p.pn) . (63a) 

(m - n)p 

Es empfielt sich un!'! klar zu mach en , wie weit wir der Lösung 
des vorliegenden Problems näher gerückt sind. 

Wir hatten als Sammelpunkt der Strahlen den Punkt Y gewählt, 
welcher sich auf l in der Nähe von A befindet. 

In Bezug auf das Coordinatentetraeder BT X2 X3 XIj. werden die 
dem Punkte Y entstammenden Strahlen durch (58a) und (59a) , ihre 
Spuren in aJa = /J.!l}/j, durch (60a) und (61a) dargestellt. 

Weil diese Spuren nahe an E.T liegen müssen, setzten wir 
aJ/j, = z und aJ2' = Àz an, wo z eine kleine Grösse und À die 
Richtungsconstante der Gerade bezeichnet, welche ET mit einer 
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del' betrachteten Spuren vereinigt. . Diese Verbindungslinie geht 
offenbar, wenn Y ruit A coincidirt, die Spur also in ET fàllt, in 
die Tangente in ET über. 

Diese Richtungsconstante À haben wir ruittels der Gleichung (63a) 
bestimmt. 

Weil der in (63a) für À gegebene Ausdruck eindeutig ist, fallen 
sämmtliche in der Nähe von ET liegellden Sp uren Iängs derselbelt 
Gerade mit ET zusammen, m. a. W.: der Punkt ET besitzt nur 
eine einzige 'fangente. 

Die Richtungsconstante del' 'fangente stellt sich heraus, indem 
man in (63a) p = 0 setzt. Wir fin den alsdann 

À = 00, 

wofern fJ< endlich ist. 
Ist fJ- dagegen unendlich gross, so ist fLpn, so lange p elldlich 

ist, gross in Bezug auf 1Jl; der Ausdruck (63a) nimmt für fL = 00 , 

p = 0 diese Form an: 

In allen Ebeneu X3=f.I.3J~, für welche fJ- endlich ist, d. h. in 
a.llen durch X1 X2 gelegten Ebenen, ausgeno11l1Jlen W"" wird die 
einzige Tangente in ET durch À= 00 , a1so vermöge (62a) dm·ch 
X4 = 0 bestimmt; sie fällt denmach mit der Gerade Xi X 2 ZU

sammen. 
In der Ebene Wrx; aber liegt die Sache anders; in ihr wird die 

Tangente von ET d urch 

also durch 

oder 

(64a) 

angewlesen. 
Durch die Transformation 
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mi = ~i + ai ~3 , 
m2 = ~2 + a2~a, 
ma = ~a 

verwandelt Bieh diese Gleiehnng In 

Es ist diese Gleiehung mit del' Gleiehung (3Ia) identiseh, welehe 
ja aueh die 'fangente in ET an der in (/)rLJ befindliehen Kurve 
darstellt. 

Die Gesammtheit der Tangenten in ET all den Sehllittkurven 
aller Ebenell m3 =p..{l},. findet man, indem man in (63a) p..durch 
ma: m!!. und À dureh (m2-Tm1): m~ ersetzt.' Man erhält sodann 

oder 

Es befiilden sieh daher alle in ET an der axialen Regelfläehe 
gelegten 'l'angenten in der Ehene (/)rLJ; welehe hier so zu sagen 
sieh in der Gerade (64a) durehdringt. 

lm Schnitte mit (/)u war ET ein n-faeher Punkt. Es ist also ET 
aueh ein n-faeher PUllkt in jedem Sehnitt mit einer dureh Xi X 2 

gelegten Ebene, daher aueh eill n-faeher Punkt auf der Regelfläehe. 
U nser Schluss lautet denmach : 
In der parabolisch en Congruenz 8ind au! der amialen Regeljläche 

einer willkürlichen Gerade die Punkte ETm~n alle u-fache Punkte. 

Die Tangenten bejinden 8ick in nEbenen, welche alle in (/)rLJ ZU8am
'I1lengefallen 8ind. lJie 'I'angenten an der 8chnittkurve mit (/)rLJ 8ind 
dagegen die Geraden, welche die Punkte ET

m
_

n 
mit dent 8chnitt

punk te von X a A uni der Gerade (33a) verbinden (siehe S. 205). 
Auf der Regelfläehe liegt noch. eille lJoppelkurve. Jede durch I 

1 t Eb ... S hl d· . h· mn (mn - I) P k ge eg e ene tragt Ja mn tra en, Ie SIC In 2 un -

ten sehlleiden. Diese Sehllittpunkte gehören zwei nicht-unel1dlieh
benaehbartel1 El'zeugendell der Regelfläehe an, sind daher Doppel
pUl1kte. 

Es leuehtet eill, dass die Doppelkurve mit einer dureh I gelegten 
mn('I1ln-l) . 

Ebene 2 - Sehmttpunkte liefert, welehe ausserhalb 1 liegen. 
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Der Grad der Doppelkurve ist bekallnt, so bald man die Anzahl 
der Schnittpunkte von I mit der Doppelknrve kennt. 

lm Folgenden wollen wil' ein Verfabl'en darlegen, durch welcbes 
die Anzahl der Schnittpunkte bcstimmt werden 1cann. Dieses Ver
fahren ist, faUs 1Jl und n kleine Zahlen· sind, gewiss nicht das 
kürzeste; wenn abel; 1ll und n gross sind, so sichert die hiernnter 
beschriebene Methode am meisten ein brauchbares Resultat. 

Es sei e (Y1' Y2' Ya, Y4) ein Punkt der Gerade I. Nach e 
zielen m2 Congruenzstrahlen p, welche als die Schnittlinien von 1Jl 

Ebenen durch CX1 mit 1Il Ebenen dUrch ex"}. bestimmt sind. Die 
1Jl durch eX1 gelegten Ebenen schneiden (J)I%) in m Geraden durch 
X;, welche durch 

gegeben sind, wenn Pt. der Gleichung 

( )n m n - 0 Y2 -P2Y3 ~P2 Y4 - (ü5n) 

genügt. 
Wir denken uns den Punkt C in del' Ebene cXa = fJ-cX4 , wonach 

Ya = fJ-Y4· 

Zuerst ersetzen wir das Coordinatentetraeder Xi X2 X3 X4 durch 
das rl'etraeder Xi X 2 AB' mittels der Formeln 

Y1 = 111 + a1 l1a + bt' 114, \ 

Y2 = 112 + a2 11a + b2' 11~, 
Ya = I1J' 

Y4 = 11/1' 

Pi = '7/"1 + ai' 
P2 = '7/"2 -t- a~. 

(66) 

Bedenken wir noch, dass e sich auf I (111 = 112 = 0) und in 
del' Ebene I1J = fJ-114 befindet, so ist es klar, dass (û5a) er.setzt wird 
durch 

(67a) 

Diese Gleichung hat 1Il W urzeln, welche wir mit 

bezeichnen werden. 
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Die Ijl dUl'ch OX2 gelegten Ebenen schneiden W:D in 1ll Geraden 
durch X2 , welche durch 

gegebell sind, wenn Pi der Gleichung 

( )n tfI n 0 !/1 -Pt!/3 -Pi 714 = (68a) 

genügt. Durch die Transformation (06) geht diese Gleichung in 
die folgende über: 

(b/ - fJ-'!r1)n - ('!ri + at)m = o. 

Ihre m Wurzeln werden durch 

('!r1)1, ('!r1h, .. . . (7rt )p, ('!r1)q, ('!rt ),., ('!r1)S .... ('!r1)m 

Rngedeutet. 

(69a) 

Die Spur P pq ellles durch 0 gelegten Strahles Ppq ist nun dnrch 
die Coordinaten 

(70) 

angewiesen. Ebenso ist die Spur Prs eines zweiten durch 0 gehen
den Strahles Prs dllrch 

bestimmt. 

P
rs 

. .. '!r1 = (7rt )r, 
'!r2·= ('!r2). 

(71 ) 

Wenn 0 ein Punkt der Doppelkurve sein soU, so muss 0 zwei 
Strahlen Ppq und Prs tragen, welche mit l in einer Ebene liegen. 
Ihre Spuren Ppq und Prs in Wa:> müssen dann aber mit der Spur 
A von l in einer Gerade liegen. Die Spur A ist durch 

(72) 

gegeben, won ach die genannte Bedingung sicb folgendermassen 
gestaltet: 

oder 
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(73) 

In diesel' Gleichung köunen die Indices p und 8 einander gleich 
sein, ebenso die q und r. 

Ausserdem kann p = q, oder p = r, oder q = 8, oder 
r = 8 sem. 

Die Fälle p = rund q = 8 müssen hier abgesondert werden. 
Denn p = r bedeutet, dass die beiden Strahlen P,JtJ und jJ,.s in 
derselben durrh GX2 gelegten Ebene liegelI. Die Bedingung (73) 
fordert alsdann (?I"2)S = (?I" 2)q, weshalb die Strahlen gleichfalls in der 
selben durch GXt gelegten Ebene liegen. In diesem Falie sind die 
heiden Strahlen also identiseh und hiervon ist nicht die Bede. 
Ebenso würde q = 8 die beiden Strahlenzur Coincidenz bringen. 

Weil die Wurzeln von (670) im Allgemeinen von denjenigen 
von (69a) verschieden· sein, so haben die Beziehungen p = 8, oder 
q = r, oder p = q, oder r = 8 keinen Einfluss auf die folgenden 
Betrachtungen. 

Wenn wir alle Combinationen (73) ins Auge fassen, so lässt 
sich die Bedingllng, dass Gein Punkt der Doppelkurve sei, aus
drücken, indem das Produkt aller Formen (?I"t)p (?I"2)s - (?I"t)r (?I"2)q 
gleich N uIl gesetzt wil'd. Dieses Produkt ist eine symmetrische 
Funktion der WUl'zeln · von (67a) und (67b), daher auch eine 
.Funktion der Coefficienten dieser Gleichungen, welche ausser ai' 
°2 , bt' und b2' den Parameter fL enthalten , der die durch Xi> X 2 

und G gelegte Ebene bestimmt. 
Die Gleichung 

kann also umgestaltet werden in eine Gleichung 

M(fL) = 0, 

welche die Werte des Parameters fL für die Ebenen lC;3 = fLlC4 liefert, 
welche auf I einen Punkt der Doppelkurve einschneiden. 

Weil die Umformung einer symmetrischen Funktion der Wurzeln 
zweier Gleichungen in eine Funktion der Coefficientel1 nur bei 
kleinen Werten von m und n zu leidlichel1 Rechl1ungel1 Veran
lassung giebt, wobei das Gelingen der Operationen überdies fast 
ganz und gal' von einem Kniffe a bhängt , so werden wir hierunter 
eine Methode geben, welche zwar etwas umständlicher ist, dafür 
aber weniger Kunstgriffe fordert. . 
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Wir werden die Gleichung (6Üa) in '7/"1 mit 

(74) 

und die Gleichung (67 a) in '7/"2 mit 

(75) 

bezeichnen. Beide Gleichungen sind von mten Grade. 
Ersetzen wir in (75) '7/"2 durch JJ: '7/"2', so erhalten wir 

(76) 

Ihre Wurzeln sind alsdann durch 

also durch 

bestimmt. 
Wenn (74) und (76) eme gemeinschaftliche Wurzcl haben, 80 

wird der Bedingung 

oder 
(77) 

genügt. 
Die Eliminante von (74) und (76) ist ein Ausdruck, in wel

chcm nur die Coefficienten von (74) und (76) auftreten; sie ist 
also eine Funktion nur von ai' a2, bi', b2', fJ. und m. 

Indem wir die Eliminante vcrschwinden lassen und ai' a2 , b/, 
b2', fJ. als Constanten betrachten, bekommen wir eine Gleichung 
in m, welche wir durch 

<I> (m) = 0 (78) 

darstellen werden. 
Jede Wurzel dieser Gleichung ist das Produkt (77) einer Wurzel 

von (74) mit einer Wurzel von (75). 
Die Coefficienten von <I> (m) hangen nur von ai' a2 , bi' b2' und 

fJ. ab. Hat nun <l> (m) zwei gleiche Wurzeln, so ergiebt sich, dass 
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ein Produkt ('iI"'1)p. ('iI"'2)S einem Produkte ('iI"'1)r. ('iI"'2)q gleich ist, eine 
Beziehung, welche eben durch die GIeichuug (73) erfordert wird. 

Die Funktion $ (x) hat offenbar zwei gleiche Wurzeln, wenn 
ihre Diskriminante verschwindet. Diese Diskriminante ist eine Funk
tion der Coefficienten von $ (x), enthält somit nur die Grössen ai' 
~, b/, b/ und fJ-. lndem wir sie verschwinden lassen, erhalten wir 
eine Gleichung von der 1!'orm 

In dieser GIeichung sind ai' ~, b/ und b2' absolute Constanten. 
Daher ist diese G1eichung tatsächlich eine Gleichung in p.., 

F(fJ-) = o. . (79) 

Es erhellt, dass sie die Werte von fJ- liefert, welche den Punkten 
C auf l angehören, die all:ch auf der Doppelkurve liegen. 

Wir haben jedoch zu beachten, dass nnter den Formen ('iI"'1\' ('iI"'2)8 -
- ('iI"'1),.(7T'Jq auch diejenigen vorkommen, in welchen p = 1", oder 
q = 8. 

Wenn p = '1", also ('iI"'1)P = ('11'1),. ist, sa wird die erwähnte Farm 

Wenn aber 8 ~ q, sa fordert das verilch winden diesel' Form, 
dass die Glciehung /2 ('11'2) zwei gleiche W urzeln habe. Hieraus folgt, 
dass der Gleichung (73) auch genügt wird dllrch diejenigen Werte 
van fJ-, welche zwei gleiche W urzeln v'on /2 ('11'2) ----.:. 0 Iieferu. Es 
ist also die Diskriminante van /2 ('iI"'2) eill Faktor von F(fJ-). Ebenso 
ist die Diskriminante von /1 ('iI"'1) ein 'fcilel' von F(fJ-). Wenn wir die 
Diskriminanten von /1 ('iI"'1) und /2 (7r"2) bez. mit IP1 (fJ-) nnd IPl (fJ-) be
zeichnen, 80 können wir denmach scbreiben 

Es ist selbstredend, dass die gesuchten Punkte C nur durch die 
Gleichung 

~ (fJ-) = 0 

geliefert werden. 
Wir wollen beiläufig bemerken, dass wir beim Berecbnen der 

Diskriminante von eI> (x) zu einerForm gelangen werden, welche ein 
vulkommenes Qnadrat ist, weil wir durch Vel'tauschnng der Indi
ces p mit rund q mit 8 die Bedingnng ('iI"'1)p • ('if'2)S - (7r"1)r. (7r"Jq = 0 
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in die gleichwertige Bedingung ('iit)r' ('ii2)'l - ('iit)jl' ('ii2)s = 0 trans
formiren. 

Der Ausdruck F(p..) ist alsdann die Uuadrutwurzel aus der 
nrsprünglichen Diskriminante. 

Da die Grösse p.. in zicmlich verwickelter Weise in den Coeffi
cienten von /t ('iit) rind /2 ('ii2 ) auftritt, so dürfte es schwer sein im 
allgemeinen Falle den Grad von F(p..) , !Pt(p..) ulld !P2(p..) zu bestim
men. Wir werden daher den Grad von ~ (IJ.) nicht berechnen, 
sondern ihn nur mit N bezeichnen. 

Es liegen auf I also N Punkte der Doppelkurve. 
Diese Kurve schneidet ausserdem eine dnrch t gelegte Ebene 

ausserhalb l in mn(mn - I) : 2 Punkten. 
Der Grad der Doppelkurve ist demnach 

Nf- mn(mn -1) . 
. 2 

Es ist klar, dass die Doppelkurve die singulären Punkte X;, X2 

und ET der Regelfläche . enthält. 
'm.-n 

Die Schnittkurve der axialeu Regelfläche mit einer durch Xt X 2 

gelegten Ebene w~ (xa = f'-aJ4) hat 
in Xt eillen 11l1l-fachen Punkt, von dessen Tangenten je 1/l ver

einigt sind in einer der n Geraden, in welchen die Ebene W~ durch 
die n Rhenen (46a) geschnitten wird; 

in X2 ebenfalls einen mn-fachen Punkt, dessen Tangenten die 
SpuI'en der n Ehenen (45a) in der Ebene W~ sind; 

in jedem der Punkte Br einen n-fachen Punkt, dessen 11an-
1n-'Jl, 

genten alle in Xi X2 vereinigt sind (ausgenommen p.. = 00 ); 

im Schnittpunkte C~ von l mit (t)~ eillen m2-fachen Punkt, des
sen 1'angenten durch die nach C~ zielen den Congruenzstrahlell be
stimmt werden; 

Doppelpunkte an den Stellen, wo W~ die Doppelkurve trifft. 

~ 6b. Die axiale Re!/eljläche eine1' durchaus wiltlcürlichen Gerade 
in der hyperbolisthen Con!/ruenz. 

Wie in ~ 6a wird die Axe der Regelfläche mit l, ihre SpUl' in 
woo mit A, ihr Schnittpunkt in Wo mit B' bezeichnet. 

Es gehen jetzt durch jeden Punkt von l (m + nf Congruellz
strahlen, wonach l eine (m + n)2-fache Gerade auf ihrer axialen 
Regelfläche ist. 

In jeder durch l gelegten Ebene befinden sich noch 211ln Strahlen. 
Eine solche Ebene hat also mit der axialen Regelfläche diese 2mn 
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Geraden und ausserdem noch die (m + n)2-fache Gerade I gemein; 
der Gesammtschnitt ist demnach vom Grade (m + n)2 + 2mn, Daher: 

In de1' hyperbolistben Congl'uenz iat de1' Grad der aaJialen Regel
jtäche eine1' willkürlichen Gerade (Dl + n)2 + 2mn, 

Die Punkte A nnd B' werden auch hier durch 

{[J,.=Oj 

angeWlesen, Die Gerade list also durch 

gegeben, 
Ein durch 

{[Ji = ai {[J3 + b/ {[J,., 

{[J2 = a2 {[J3 + b2' {[J,. 

. m 

{[Jl = PI {[Js + PI -fi {[J4 ' 
m 

{[J2 = P2{[JS + P2 n {[J4 

(I S) 

(6b) 

bestimmter Congruenzstl'ahl P schneidet I, wenn er III der Ebene 

liegt. 
Die Coordinaten P1 und P2 haben ~ornit den Bedingungen 

m m 

À1 (PI -n - b/) + "2 (P2 -n - b2') = 0 

ZIJ genügen, woraus, durch Eliminat.ion von À1 und À2 • die Gleichung 

m. m 

1 - b1'pt n = 1 - . b2'P2
fi 

~ m (20b) 

hervorgeht. 
Die Gleichung der axialen Regelfläche wird ermittelt, indem 

man aus den beiden Gleichungeu (6b) und aus der Gleichung (20b) 
die Gl'össen Pl und P2 eliminirt. 

Die Gleichung (20b) stellt, wenn wir P1 und P2 bez. durch 



Xl : Xs und X 2 : Xa ersetzen, Bueh den geometrisehen Ort derjenigen 
Punkte von {J):x> dar, naeh denen Congruenzstrahlen zielen, welehe 
I sehneiden. 

Diesel' Ort ist demllaeh ein Bestandteil des Schnittes von {J)«> mit 
der axialen Regelfläehe. 

Wir bringen (20b) zuerst in die Form 

m m 

m m 

und verlegen alsdallll die Ecke Xs naeh A, und zwar mit Ver
wendung der folgenden Formeln 

Xl = ~l + al ~s ' 
X2 = ~2 + a2 ~s ' 
Xs = ~s' 

~l ~2 r = 71"1' r = 71"2' • 
S R 

PI = 71"1 + al' 

P2 = 71"2 + a2• 
I . 

Die Substitution dieser Ausdl'ücke in (2lb) liefert 

m m 

71"1 (71"1 + al)n - 71"2 (71"2 + a2)n -
m m 

(22) 

(23) 

(24) 

-(b2'7I"1-bl '7I"2)(7I"1 + at )n(7I"i+ a2)n = 0, (25b) 

oder, mittels (23), 
m m m m 

~f (~f + af ~a) n ~:t - ~2 (~2 + a2 ~3) n ~3 n -
,n m 

- (b2' ~f - bf ' ~2) (~f + af ~3)n (~2 + ~ ~a)n = O. (26b) 

Naeh Fortsehaffung der gebroehenen Exponenten wird diesè 
Gleichung vom Grade n(21ll + n). 

Der oben erwähnte Ort ist also eine Kurve vom Grade n(2m + n). 
Der Gesammtsehnitt der axialen Regelfläehe mit {J)«> muss vom 

Grade ('lil + n? + 2mn sein. Die durch (26b) gegebene Kurve wird 
daher ZUID vollständigen Schnitt ergänzt dureh ein Gebilde vom 
Grade (m + n? + 2mn - n(2m + n) = mem + 2n). 

Zu den Uongruenzstrahhm, welehe I sehlleiden, gehören aueh 
die Geraden AXf , AX2 und AX3• Naeh § 56 haben wir die 

Verband. der Kon. Akwi. v. WeteDscb. (fe Sectie) Dl. X. B 15 
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Geraden AXt uod· AX2 jede mn mal, die Gerade AXa ·m2 mal zu 
rechnen. Diese drei Geraden bilden mithin zusammen eille :Figur 
vom Grade 21Jln + 1Jl2 = m(m. + 2n). Diese Figur ergänzt die Kurve 
(26b) zum Gesammtschnitt in (J)~. Wir ziehen demnach diesen Schluss: 
.Der Schrtitt der aaJialen llegeljtäche einer 1()illlcürlichen Gerade 
I = AB' mit lIJ%) beÛeht aus einer KUrVe vom Grade 0(2. + 0), den 
Geraden AXt und AX2, jede mo-fach gezählt, und schliesslich aua 
der Gerade AXa m2-fach ,r;erechnet. 

Die Kurve in (J)<r) " wel'de nun eiller eingehenderen Betrnchtung 
unterworfen. Aus ihl'er Gleichung: 

m ?n m m 

~1 (~t +- at ~3rn ~3n - ~2(~2 + a2 ~3)n ~3n-
111 m 

- (b/ ~t - b/ ~2) (~1 + at ~3)n (~2+ a2 ;2)n = 0 (26b) 

'" geht hervor, dass ~/+n die höchste Potenz von ;1 ist. Ihr Coef-
# 1U. 111. 

ficieot ist ~a n - b2' (~2 + a2;3Yn; daher werden die Tangenten in Xt 

dargestellt durch 

nl· ,n 

b-J.' (~2 + a2;a»> - ~3n = 0, 
oder 

oder 

also ll1 der rationalen Gleichung durch 

(b" In,.. 111 _ ,.. rII)n - 0 
2 "'2 "'3 -. 

Wir schliessen, dass Xi ein mn-facher Punkt ist, von dessen 
'l'angenten je n in eIber der 1Il " Geraden 

zusammengefallen sind. Es sind diese " offenbar die Verbilldllng's
linien von Xt mit den m2

" in (J)~ liegen den Bildern B des in (J)o 

befindlichen Punkt"es B'. 
Wir dürfen alsoFoJgendes behaupten: 
])ie Kurve in (J)<r) hat in Xt einen mn-faclten Punkt, von dessen 

Tangenten je 0 vereilligt sind in e~ner der m Geraden, " we/che Xi 
mit den m2 Bitdern B van B' verbinden. 

Für X2 gilt natürlich. dassel beo 



Die Gerade Xi X2 schneidet die Kurve in den Punkten , welche 
durch 

1n ' m 

(b2'~1 - b1'~2) ~1n ~2n = 0, 

also III del' rationalen Gleichung durch 

(b '1: b '1: )n' 1: mn 1: tlm - 0 
:! ~1 - 1 ~2 ~1 ~2 -

bestimmt sind. Es ist klal', dass die Gerade Xi X 2 die Kurve 
?ll1l mal im (mn-fachen) Punkte Xi' mn mal im (mn-fachen) Punkte 
X 2 ulld n? mal in dem Punkte schneidet, welcher durch 

62' ~1 - bi' ~2 = 0 

gegebell und mit dem Schnittpun kte B 4' von X 4 B' und Xi x~ iden
tisch ist. Wir wollen die Beschaffenheit tHeses Punktes später 
erÖl'tern. 

Zuerst wollen wir den Zustand im Punkte A erledigen, 
2tfL m 

Die höchste Potenz von ~3 ist ~3'" lhl'e Coefficient ist a1n~1 -
))1. 'Ul nt 

-a2n ~2 - (62' ~1 - bi' ~2) aln a2
n , wonach die rrangellten in A dm'ch 

?n m UI 1)1, 

a1n ~1 - azn ~2 - (b2; ~l - bt'~2)a1n a2
n = 0, 

oder . 

(27b) 

bestimmt sind. 
Dm'ch die U mformung des Coordinatelltet.raeders Xi X 2 X 3 X4 in 

das Tetraeder XI X 2 AB' mittels der Formeln 

wonach I durch 

311 = ~i + ai ~3 + bi' ~4, 
312 = ~2 + a:.l~3 + b2' ~4' 
313 = ~3, 

311j, = ~4' 

(28) 

gegeben ist, gewinnen wir die Einsicht, dass die \Gleichung (27b) 
auch die axialen Projektionen aus I auf Wo jenei' Tangenten in .A 
dal'stellt, 

B 15* 



Die Gerade (27 b), als Gerade in Wo betraehtet, enthält den Punkt 

der Iln alten Coordinatellsystem d ureh 

angewlesen und deshalb mit dem Bilde A' des Punktes A iden
tiseh ist. 

Weil der Ausdruek (27b) Jl2-deutig ist, BO ist A eiu n2-facher 
Punkt; seine 'rangenten sind die axialen Projektionen RUS 1 auf w~ 
der n2 Bilder A' von A. 

Wir sind also zum folgenden Resultatc gelangt: 
lJer Punkt A i8t ein 02-facher PU1zkt der Klerve in Wa>. Seine 

Tangenten sind die a(JJialen Projektionen aus 1 auf woo der 0 2 in 
Wo liegenden Bilder A' von A. 

Es ist in ~ 6a bemerkt worden, dass dieses Resultat aueh in 
rein geometriseherWeise gewonnen worden könnte. Auch' hier 
hätten wir die 'rangenten in A auffinden können durch die Ûber
legung, dass sie dm"ch die llach A zielenden Congruenzstrahlen 
bestimmt sind. 

Untersuchen wir jetzt den Zustand im Punkte Blj,'. 
Wil' verlegen zuerst die Eeke Xi in Blj,' mittels der Transfor

mation 

Die Gleichung (26b) verwandelt sieh alsdann 10 

~1(~i + a1~3lf ~3~ - d:: ~1 + ~2') d:: ~1 + ~2' + a2 ~3)~ ~3 ~ + 
mb' m + b/~2' (~1 + a1~3)n G:, ~1 + ~2' + a2 ~3)n = O. (29b) 

Der Punkt Blj,' ist jetzt durch 
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gegeben. Wir müssen derunach die höchste Potenz von ~1 betrach
ten. Wir aetzen voraua 

m>n. 
2m 

Die höchste Potenz von ~1 ist somit ~1 n. Ihr Coefficient ist 
~2" In der rationalen Gleichung hat ~12mn daher den Coefficient 
l::. 'nI 
<;2 • 

Der Punkt Blo' ist also ein n2-facher und seille sämmtlichen 'ran
genten sind mit der Gerade 

oder 
(3H) 

d. h. mit der Gerade, welche Blo' mit A verbindet, zusammen
gefallen. 

m 

Da ~2' = 0 in (296) einen Faktor ~3n, also in del' rationalen 
Gleichung einen Fakter ~3",n absondert, so hat die Gerade AB/ im 
n2-fachen Punkte Blo' mn Pllnkte ruit der Kurve gemein. 

Die obigen Ûberlegungen lassen sich folgendermassen zusammen
fassen: IJie Kurve in w"" hat, für m > n, in riem 8chnittpunlcte 
Blo' von X 4 B' lin"t Xi X 2 einen n2-fachim Punlct, deaaen Tangenten 
alle in der Gemde ABlj,' vereinigt Bin.d; ea hat diese Gerade in B 4' 

mil der Kurve mn Punlcte gemein. 
Der Punkt X3 gehört auch hier der Kurve in w"" an. 
Bei der Untersuchung von X 3 werden wir die Gleichung (21b) 

verwenden, welche durch die Substitlltion Pi = al1 : ala'P2 = al2 : al3 

diese GestaUt bekommt: 

111 nt m 7a 

m m 

1+~ 
Die höchste Potenz von al3, d. h. al;3 n hat nun den Coefficient 

ai al1 n - a'2al'}. n, sodass die Tangen ten in X 3 bestimmt sind d urch 

m m 

oder 

also In der rationalen Gleichung durch 
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(a ti[fJ" nl a n[fJ" m)n - " 0 
i. i. - 2 2 -. 

Der Punkt X3 erscheint demnach als ein ?luz-facher Punkt, von 
dessen Tangenten je n in einer der m Geraden 

n 

(38"b) 

vereinigt sind. 
Es sind diese, wie leicht ersichtlich, die m Bilder der In Wo 

befindlichen Gerade 

welche mit X 3 A die Gerade Xi X 2 im nämlichen Punkte .A3 schnei
det, also mit X",A3 identisch ist. Daher: 

])ie in WeD liegende Kurve hat in X 3 einell JDB-fachenPunlct, 
von de88en Tangenten je n vereinigt .8ind itl einer der m Bilde?· der 
Gerade X",As, welche X", mit dem 8chnittp~nkte A3 von Xi. X 2 und 
X 3 A verlJindet. " 

Hiermit beendigell wir die U ntersuchllng der Schnittkurve mit Wr>. 

Während wir in der paraboli8chen" Congruenz die Kurve in Wo 

besonders zu erfol'schell hatten, so gellügt es hier zubem.erken, 
dass die Ebenen Wa:; nnd Wo fast gänzlich als gleichwertig zu be
trachten sind, wenn wir nul' in den obigen Resultaten m mit 1l, 

A mit B' und X3 mit X", vertauschen. 
Es giebt abel' einen Unterschied, und zwar dort, wo wir die. 

Ungleichheit m > Tl betont haben. Dies war der "Fall bei der Erle
digung der Beschaffenheit von B t:. 

Zuerst wollen wir bemerken, dass die K urve in Wo zum voll
ständigen Schnitt ergänlt wird durch die Geraden Xi B' und X2 B' 
welche beide 11ln-fach zu zählen sind und durch die n2-fach zu 
rechnende Gerade X 3 B'. 

Aus diesem Letzteren geht hervor, dass auch der Schnittpunkt 
B 4' von X 3 B' mit Xi X 2 ein n2-facher Punkt des Gesammtschnittes 
ist. Da B 4' auch ein n2-facher Punkt des in WcS, befindlichen Ge
sammtschnittes war, so ist B4' kein Punkt der Kurve in Wo. 

In Wa:; war dagegen A3, der Schnittpunkt von Xi X 2 mit der 
m2-fachen Gerade X 3 A, ein m2-facher Punkt des Gesammtschnittes. 
Es wird deshalb die Gerade Xi X2 mit der Kurve in Wo ?ll2-mal 
den Punkt A3 gemein haben. 

Wir wollen uns nunmehr besonders mit diesem Ptinkt A3 beschäftigen. 



Wenn wir in (26b) at durch b/, a2 durch b2', · ~a durch ~4 und 
m durch n ersetzen, so finden wir für die Kurve in Wo diese 
Gleichung: 

n n n n 

~t (~t + b/ ~/Sm ~4m - ~2(~2 + b2' ~4)m ~4m-
n n 

- (a2 ~i - ai ~2)(~i + bi' ~~.)m (~2 + b2' ~4)m = O. (40b) 

lndem wir die Ecke Xi in A3 (a2 ~t - at ~2 = 0, ~4 = 0) verlegen 
mittels der Formel 

so bekommt (40b) diese Gestalt: 

n n n. 11 

~i(~i + b/ ~!in~4m_ c:: ~i -t- ~2') G: ~i + ~2' + b/ ~4)m~4m_ 
n n 

- ai ~2' (~i + b/ ~4)mG: ~1 + ~2' + b2' ~\)m = O. (43b) 

Der Punkt Aa ist jetzt durch 

gegeben. Die höchste Potenz von ~i ist -jetzt nicht ~i "', sondern 
1+.!: .!: 1+ .!: .!: 

m h C ffi· . ,,, (~2) m '" ~i • I r oe Clent lst · ~4 - \a ~4; also werden . in der 
i 

rationalen Gleichung die rrangentell in A3 durch 

bestimmt. Es el'hellt, dass A3 ein mn-facher Punkt ist, und dass 
seine sämmtlichen rrangenten mit Xi X2 zusammengefallen sind. 

Da ~4 = 0 iu (4 3b) den Faktor ~2/, also in der rationalen Glei
çhung den Faktor ~2'm' absendert, so hat Xi X2 in Aa mit der 
Kurve 1112 Punkte gemein, wie nuch oben gefunden wurde. AIso: 

])ie Kurve in Wo hat in A3 einen mn-Iachen Punkt, dessen /$ä1Jl?Jlt
liche Tangenten mit Xi X2 zusammengefallen sind. Die Gerade Xi X 2 

hat in A3 mit der Kurve m2 Punkte ge'JJlein. 
lm Übrigen weist die Kurve in Wo keine bemerkenswerten Ab

weichmigen imf. 
Es ist jetzt unsere Aufgabe das Verhalten der Punkte Xi un·d 

X 2 als Pllnkte der Regelfiäche zu el'Örtern. 



Es waren Xi und X']. sowohl im GeSammtschnitte von Wir), wie 
auch in dellljenigen von Wo beide 2mn-fache Punkte. Sie waren 
námlich mn-fache Punkte der in diesen Ebenen befindlichen Kur
ven, nnd trugen ausserdem noch mn-rnal bez. die Geraden Xi A 
ulld X2 A in Wir), Xi B' und X'].B' in Wo. 

Die Pnnkte Xi und X 2 sind dcrnnach auch auf del' ~egelfläche 
211ln-fache Punk te und es ist jetzt die Frage, wic steht es urn die · 
Tangenten in diesen Punkt~n? 

Die Bel'ührungsebenen in Xl und X 2 werden durch diejenigen 
Congruellzstrahlen bestimmt, welche nach Xi und X2 zielen. 

Es entstammen diese Strahlen entwedel' dem Punkte A oder dem 
Punkte B'. 

Die Congruenzstrahlen, welche in einem Punkt X (W1, W2 , éCa, wq) 

zusamrnentreffen, befiuden sieh in 'IJl + n durch X Xi und in 1Jl + n 
durch XX2 gelegten Ebenen. Wenn X in A liegt, so sind, sowohl 
von den 1Jl + nEbenen durch X Xi wie von den m + nEbenen 
durch X X2 , 1Jl mit Wir) znsammengefallen . Die übrigen n dUt'ch 
X X 2 gelegten Ebenen sind nun durch 

(45b) 

angewlCsen, während die übl'igen n durch X Xi gelegten Ebenen 
durch 

(46b) 

bestimmt silld. Urn dies zu beweisen wiirde es genügen die Be
trachtungen von S. 211 mit kleinen Abänderungen zu wiederholen. 

Die in Xi an del' Regelfläche gelegten rrangenten sind also teil
weise in den nEbenen (46b) aufgespeichert. 

Wenn wir X in B' gel egt hä tten, so würden von den 1ll + n 
durch X']. gelegten Ebenen n mit Wo zusammengefallen sein; die 
übrigen m wären alsdann durch 

( m b I m )'" b 'n m In - 0 "'1 -- i"'4 i -"'a - (45'b) 

angewiesen, die 1Jt durch B' Xi gelegten, nicht mit Wo zusammen
fallenden Ebenen dage gen durch 

(46'b) 

Die in Xi an der Regelfläche gelegten Tangenten befinden sich 
also auch teilweise in den 1JZ Ebenen (46'b). 

Der 2mn-fache Punkt Xi hat einen Tangentenkegel vom Grade 
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211ln, welcher dem Obigen llach in die nEbenen (46b) und in 
die 1ll Ebenen (46' b)ausgeartet erscheint. 

Wir haben, wegen der Vertauschbarkeit von m und n, den Zll~ 
stand derweise zu betrachten, dass wir die nEbenen (46b) jede 
für 11l und die m Ebenen (46'b) jede für n zählen. 

Diese Darlegungen geIten offenbar c. p. auch für X 2• 

Das V orhergehende Iässt sich also in dem folgendeu Satz zusammen
fassen: 

In der 1IY1,erboliscllen Con!Jruenz 8ind auf der aanalen Re!Jeljläche 
eine1' U)itlkürlichen Gerade Xf und X2 beide 2mn-fache Punkt~~ ])ie 
Tan!Jenten von Xf beflnden 8ich ill 2mn Ebenen, VOIZ denen m!l zu 
ie m in den nEbenen (46b) ltnd die iibri!Jen mn zu je n in den m 
Ebenen (46'b) zU8ammen!Jefallell 8ind . .Die Tan!Jenten von X2 liegen 
in 2mn Ebenen, von denen mn zu je m in den nEbenen (45b) und 
die iibri!Jen mn zu je n in den m Ebenen (45'b) vereilli!Jt 8ind. 

Die Ebenen (46b) schneiden woo in der n-fachen Gerade 
(IJ'!. - a2 (IJ;j = 0, d.h. in der Gerade AXf • Diese Gerade zählt also 
als 'rangcnte am yollständigen Schnitte für mn. Sie ist auch tat
sächlich . ein 11ln-fncher Bestandteil des ausgearteten Durchschnitts
gebildes. 

Die Hbencll (46' b) schneiden w oo in den 11Z Geraden b2'" (lJ2"'- (lJt'= 0, 
11 

oder (lJ2: (lJ3 = b/-m, d.h. in den m .Bildern von Xf B'. Diese, jede 
für n zu zählenden Geraden sind auch wirklich die 'fangenten 
in Xf au der Kurve in w"". 

}'ür X2 und für dic Ebenc Wo kann man analoge Betrachtun
gen halten. 

Wir wollen jetzt auch die Punkte der Gerade X3 X" einer ein
gehenden ForRchung unterwerfen. 

Es seien X (.211' .212 , m3' m,) und Y (Yf' !h, !l3' !lt.) zwei Punkte 
des Congruenzstrahles p; alsdann werden die folgenden Bedingun
gen erfüllt: 

m 

(47b) 

", 

(48b) 

m 

(49b) 

m 

(50b) 

Aus (47b) und (49b) folgt 
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won ach 

(5lb) 

und 

(52b) 

Aus (47b), (5lb) nnd (52b) geht nun hervor: 
m 

ode!' 

(53b) 

. In derselben Weise liisst sich aus (4.9b) und (50b) ableiten: 

(54b) 

lndem wir Y festhlllten und X beweglich mach en , so stellt die 
Gleichung (53b) 11l+n, alle durch Y ulld X 2 hindurchgehenden 
Ebenen dar, während (54b) m+n Ebenen anweist, welche Y nnd 
Xi enthalten. Die beide Gleichuugen bestimmen zusammen die 
(m + n? Congruenzstrahlen, welche nach l' zielen. 

Wir legen jetzt den Puukt Y auf die Gerade Xa Xl} und setzen 
deshalb 

7/1=0, 
7/2=0, 
!Ia = fLJ!I, 
!ll} = fJ-4!1· 

(55b) 

Die Gleichungen (53b) und (54b) bekommen dadurch diese GestaUt: 

(- fJ-4)'" fJ-a n xt"t+n = (fJ-3 X4 - fJ.4 xaY"+n , (5 6b) 

(- fJ-S" fJ-t xtt+n = (fJ-aX4 - fJ- /.xayn+1t . (57 b) 

SoU einer dieser Strahlen die Gerade I schneiden, so muss den 
Beziehungen 
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tet = ai tea + b/ te4 , 

te2 = a2 tea + b'J.' te4 

genügt werden, wonaeh wir erhalten: 

(58b) 

(59b) 

lndem wir aus diesen Gleiehungen tea und te4 eliminiren , erh8.1-
ten wir eine Gleichnng in fl-a: fl-4, . welehe diejenigen Punkte auf 
X~X4 bestimmt, denen Congruenzstrahlen entstammen, . welche I 
schneiden. 

Wir bemerkelI , .dass ein Wert für fl-a: fl-l~ 111 + nWerte für das 
Verhältniss tea:. te4 bestimmt; wir sehliesseIi somit, dass, wenn es 
überhaupt durch einell Punkt von X 3 X~ Congruenzstrahlen giebt, 
welche I schneiden, diese in der Zahl m + n vorkommen. Ein 
soleher Punkt von Xa X 4 ist daher ein (m + n)-facher. 

Aus (58b) und (59b) folgt 

und 

siso 

oder 

1n. n 

fl-3te4 -- fl-~tea = (-. fl-s,,+n fl-r+ n (a1te3 + b/ te4), 

'" n 
fl-4 + (- fl-4yn+n fl-;n+" ai fl-a - (- fl-4yn+" fl-J",+n bi' 

-m n U"t n 

11. ( u. )m+n u m+n l. ' ra -- - ,--4 ra (J2 

2m+n n '" "'+2n 2", 2n 
u. u. +(-0. )"'+nu. m+nb '+C 11 )111+nu. m+na ( u. )m+nu. m+na b'-,-a,....4 ,....4 ,....a 2 -r4 ,....3 1-\-'-4.,....a i 2-

2m+n n m m+2n 2m 2n 
- u. u. +(-u. )m+n u. m+nb '+( u. )llI+nu. m+na C u. )m+nu. m+na l.' - ,-3,....4 ,....4 ,-3 i -""'4 ,....3 2- -""'4 ,....3 2(J1 , 

daher 

,n n ?n n 

(_/J-sn+nfl-tl +n[fl-3(a1-a2) + fl-4(b/-b2')-(-fl-4)'" + nfl-3'" +n(a /)2'-a2b1')]=O . 

. Wir finden demnach 
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und 

[ ( )+ (b ' b ')J"'+'l ( )111 n( b' b ')m !-II 0 fJ-a ai-ai fJ-4 i - 2 - -(.1.4 fJ-a a.i 2 -a2 1 =. (60b) 

Die Gleichung fJ-lj,tn = 0 weist 1n mal den Punkt Xa, die Glei
chung fJ-t = 0 n mal den Punkt X 4 an. 

Dagegen bestimmt die Gleichung (BOb) m + n Punk te X~ auf 
X 3 X 4 , denen Congruenzstrahlen entstammen , welche 1 schneiden, 
also m + n Punkte der axialen RegeIfläche von l. 

Da jeder Punkt X~ 111 + n Strahlen der Regelfläche trägt, so 
ist er ein (m + n)-facher Punkt. 

Es liegen daher auf X3 X4 , ausserhaIb X3 und X4 , ut + n (m+n)
fache Punkte, welche durch (BOb) gegeben sind. 

Wenn man einen der aus (60b) folgenden Werte fJ-a: fJ-", in die 
Gleichung (58b) (oder (59b)) einsetzt, so findet man 1Jl + n Werte 
für IVa: IVf., welche die Punkte auf 1 anweisen, wo die dem X~ 
entstammenden Congruenzstrahlen 1 schneiden. 

Die · Pllnkte X3 und X 4 sind nicht (m + n)-fache, sondern mn

fache Punkte der Regelfläche. Die Gerade X3 X", hat ja mit der 
Regelfläche (m + n)2 + 2mn Punkte gemein von denen (m + n? 
sich in den m + n (m + n)-fachen Pnnkten X~ betinden, während 
die übrigen 2mn in X3 und X4 liegen, also 11ln in X3 und mn in X4• 

Die Pnnkte X3 und X4 sind daher mn-fache. 
Wir wollen nun die CongruenzstrnhIen studirell, welche der 

Nähe von X 3 entstammen. 
Ein Congruenzstrah I, welcher nahe bei X:J verläuft, wird in der 

Nähe der Ebcne Wa> bleiben ; wenn er auseerdem 1 schneiden soli, 
so muss er beinahe mit der Gerade XaA coincidiren. Er wird 
alsdann Wo treffen in der Nähe von Aa, dem Schnittpunkte von 
X 3 A mit Xi X 2• 

Die Congruenzstrahlen aber, welche nahe an Aa ausmündell, 
also Wo in der Nähe von X4 Aa schneiden, werden Wa> treffen in 
Punkten, welcheauf den Bildern von X4Aaliegen, m. a. W.: die 
Punkte P in der Nähe von X;), die Stmhlen tl'agen, welche Wo 

nahe an A3 d urchbohren , m üssen auf denjenigen Geraden X 3 P 
liegen, deren llichtllngen derjenigcll von X 4 A3 zugeordnet sind. 
Wir gelangen somit zu der Einsicht, dass die zu X3 benachbarten 
Punkte der KUl've in Wa> sich auf den 11l Bildern von X4 Aa be
finden müssen, oder allch: von den mn Tangenten in X3 an der 
Kurve in Wa> sind je n vereinigt in einem del' m Bilder von XIj, Aa. 
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Zu diesem Resultat sind wir nuf S. 230 in analytischer Weise 
gelangt. 

. Wir wählen jetzt für den Sammelpunkt Yeinen zu X 3 henach
harten Punkt in: W«l, und setzen demgemäss 

1/1 = P1Ya, 

Y2 = P2Y3, 
Y4= 0, 

wo P1 und P2 kleine Grössen darstellen. 
Die dm'ch diesen Punkt Y (P1 = P1,P2 = P2) getragenen Strahlen 

sind offenbardurch 

bestimmt. Sollen sie I schlleidell, so muss 

wonach 

oder, wenn WIr 

setzen , 

daher 

'" 

'" b1'- Pt-n , 
m 

b ' -n 
2 - P2 

Pt = O"tP, 

P2 = 0"2P 

m m 

al - O"lP hl' - 0"1 -np-n 
--- = 
a2 - 0"2P m m' 

b ' _ 0" - n p- n 
2 2 

- - - -+ (0"1 n a2 - 0"2 n al)p n + (0"1 0"2 n - 0"20"1 n)p n = 0, 

oder 
m 

0"1 n a2 - 0"2 tl al = 
1n m m tn 

= (0"20"1 . n - 0"1 0"2- n )P - (al b2' -a2 hl')pn + (0"1 h2'-!2 bl')p1+ n . 



m 

Wir ~etzen voraus: 'l'Il >11" wonach pn klein ist in Bezug auf p. 

In der Voraussetzung 1Jl> n können wir demnach aniläherend setzen : 

(61h) 

Die nach dem Punkte Y (PI =/TtP,P2=/T2P) zielen den Con
gruenzsfrahlen sind durch 

m m 

tlJ1 - /TtPtlJa = /Tl np n tlJ4 , 
m til. -- --

tlJ2 - /T2P tlJa = /T2 np .n tlJ4 

bestimmt. 
Wir wollen ihre Sp uren auffinden in einer durch Xl X2 gelegten 

Ebene, welcbe wir durcb 

anweisen werden. 
Die Spuren sind alsdann gegeben durch 

n1 m - _.- - -

1)1 tn 

tlJ2 = (P-a' /T2P + fL4 /T2 - n p - n )tIJ. 

Indem wir ihre Verbindungslinien mit Aa (a2 tlJl - a1 tlJ2 = O,tIJ = 0) 
dureh . . 

a; = ).. (a2 tlJl - al tlJ2) 

darstellen , ist ).. hestimmt aus 

In 1n . »1 

I = ).. [fLa (/Tl a2 - /T2 al)p + 11-4 (/Tl - n a2 - /T2 -n a1)p -Ü], 

oder 
~ 

)..= p 
n 

t+ ~ - ~ -~ 
P-a (/Tl a2 - /T2 a1)p n + fL4 (/T1 n a2 - /T2 n al) 

Mit Verwendung der Niiherungsformel (61 h) erhalten wir 

»1-n 

. p n 
).. = --- - ----,-,.--=------:-m::------::":--,. (626) 



Wenn wir p = 0 setzen , wonaeh die Spuren in Aa hineinfallen, 
so stellt ).. die Richtungsconstante der rfangenten in Aa dar. 

Wegen 1Jl > n, bekom men wir für p = 0 : 

)..=0, 

wenn nur fJ-4 ~ O. 
Tn allen dureh Xl X2 gelegten Ebenen, für welehe 11-4 ~ 0, d. h. 

welche nicht mit w'" zusammenfallen, wird die Schnittkurve der 
axialen Regelfläche in Aa durch die Gerade Xl X2 berührt. 

Dagegen wird die 'fallgente · in der Ebene Wn (fJ-4 = 0) durch 

1 
)..= = ·00 

. fJ-a (<Tl a2 - <T2 al)p 

angewiesen; die Gleichung der rfangente lautet demnach 

Die Tangente ist alsdann mit der Gerade Xa Aa (oder . Xa A) 
identiseh. 

In der Tat enthält der Sehnitt mit Wa> die Gerade Xa A als 
Ausartungselement. 

Die Gesammtheit aller Tangenten in den Ebenen (a'a = II-a a', 
a'4 = fJ-4 a') wird ermittelt, · indem wir in (62b) fJ-a dm'ch a'a: riJ , 
fJ-4 durch a'4: a' und ).. durch a': (a2 a'l - al cZ'2) ersetzen. Wir filldcn 
alsdann 

Für verschwindendes p wird dies 

a'4= O. 

Alle . rfangenten ün Pllnkte Aa sind also in der Ebene Wn auf
gespeiehert, welehe sieh so zu sagen in Xa A sclmeidet. 

Da die mn dureh Xa gehenden Strahlen alle in Aa ausmüuden, 
so ist Aa ein mn-facher Punkt. Sämmtliche 'fangenten befinden 
sieh in W n • 

Wir sind also zu dem folgenden Resultat gela:ngt: 
In de?' hyperbolisthen Cong1'uenz ist Xa au! der aa'ialen Regeljläche 

einer willkürlichen Gerade ein mn-Iacher Plt1lkt, dessen Tangenten 
8iclt alle in der Ebene CJ)n beflnden, während die 8chnittkurve mit 
W n in Xa durcn die m Ei1der von X4 Aa berohrt wird. ])er Punkt 
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.Aa iat eoenfalla ein mn-jacher Punk!j aeine Tangenten Bind alle in 
der .Eoene w~ aufgeapeichert, während der Schnitt in Wa> aeloer die 
Gerade Aa Xa enthält. 

Das Verhalten der Punkte X4 und B4' auf die Fläche wil'd in 
gleicher Weise erledigt. 

Die Strahlen, welche dem Punkt X4 entstammen, mündell in B4' aus 
und umgekehrt. Die mil dm'ch X4 hindurchgehenden Strahlen liegen 
also in wo' Die benachbarten Strahlen, welche Wo nahe bei X4 
treffen, schneiden Wo in Punkten , welche mit X4 dm'ch die n Bilder 
von Xa B 4' vel'bunden werden. 

Es lässt sich der Zustand in B 4' nicht ohne Weiteres d urch 
Vertauschung von 1Jl und n aus dem in Aa herleiten , weil bei der 
Untersuchung yon .Aa die Ungleichheit 1Jl > n besonders betont 
werden musste. 

"Tir dürfen abel' das Resultat übernehmen bis anf die Stelle, 
wo in (610) eine Näherungsformel abgeleitet wurde. Die (610) 
vorangehende Gleichung, in welcher noch nichts vernachlässigt 
worden ist, kann abel' ohne Gefahr übersetzt werden. 

Wir finden sodann 

n n t1 tl 11. 

"f -;; o"}.'- "2 -", Ot' = ("2 "t -"'-"1 a2-"') P + (a1 O2 - a2 01') pm + 
t+~ + (O"t a"}.-0"2 a t)P "'. 

n 

Es ist jetzt p klein in Bezug auf p m; wir dürfen a]so hier setzen 

n n n 
-mI' -inl.' (1' 1.') m 

"f U2 - "2 Uf = at U2 - a2 Ut P • (630) 

Für À erhalten wir zuerst diesen Ausdl'Uck: 

Vermöge (630) können wir nun schreiben : 

1 
À = 0' 0 ' + 0' 0' . (640) P,4 ("t "}. - "2 t) P fJ-a (af "}. - a"}. I) 

Unter del' Aunahme fJ-a;: 0 finden wir für p = 0 
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oder 

Sämmtliehe Tangenten befinden sieh also in der Ebene, welche 
X" mit der Gerade A B 4' verbindet. 

N ur wenn die durch ~ X 2 gelegte Ebene ruit Wo zusammenfállt, 
liegt die Saehe auders. Es ist dann fLs = 0, wonach 

In Wo ist daher die Tangente dureh 

angewiesen und also mit der Gerade X4 B' (oder X4 BIj.') identisch. 
Da diese Gerade aueh in der Ebene X4 AB4' liegt, liefert die 
Ebene Wo tatsäehlich keine Ausnahme von den anderen durch Xi X 2 

gelegten Ebenen. 
Die letzten Resultaten lassen sieh folgendermassen zusammellfassen : 
In der hyperbolisch en Congruenz i8t X 4 auf der atlJialen Regel

fläche einer willkürNchen Gerade ein mn-facher Punkt, de88en 
Tangenten alle in der Ebene Wo liegen, während die 8c!tnittkurve 
mit Wo in X 4 durcn die n Bilder von Xs B 4' berü!trt wÏ'l,d. IJer Punkt 
B,.' ist aber !tie?' ein n2-facher Punkt (8ie!te den 8c!tnitt mit woo), 
wä!trend alle 8eine Tangenten sic!t in der Ebene XIj. AB4' (X4 , I) 
bejinden. 

Es befindet Bich auf der Regelfläehe noch eine lJoppelkurve vom 
Grade 

N + 2mn(2mn -1) 
2 ' 

wenn N die Anzahl der Sehnittpunkte von I ruit der Doppelkurve 
anweist. 

Diese Anzahl N lässt sich in derselben Weise wie bei der para
boli8chen Congruenz bestimmen. (Siehe S. 218-223). 

Der Sehnitt der axialen Regelfläehe ruit einer durch Xi X 2 ge
legten Ebene wl-' (ms = fJ.tlJ4) hat 

in Xi einen 2mn-fachen Punkt, in welchem mn Tangenten zu 
Verband. der Kon. Akad. v. Wetenscb. (1' Sectie) DI. X. B 16 
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je 1ll in die Geraden zusammengefallen sind, in denen die Ehene 
m", durch die n Ehenen (46b) geschnitten wird, wähl'end die ühl'igell 
mn Tangenten zu je n in den 1Jl Geraden vereinigt sind, in denen 
m", durch die 11l Ehenen (46' ó) geschnitten wird; 

in X2 einen 2mn-fachen Punkt, in dem mrt rrangenten zu je ril 

in die Geraden zusammengefallen sind, in welchen die Ebene m", 
durch die nEbenen (45b) geschnitten wird, während die übrigen 
11ln Tangenten zu je n in den 'IJl Geraden vereinigt sind, in denen 
m", durch die 1Jl Ebenen (45'ó) geschnitten wird; 

in Aa einen mn-fachen Punkt, dessen sämmtliche rrangenten in 
der Geraden Xi X 2 vereinigt sind (ausgenommen ,venn die Ehene 
mit ma; identisch ist); 

in B,.' einen n2-fachen Punkt, dessen rrangenten alle mit der 
Schnittlinie von m", mit der Ebene X,. AB,.' (X,., l) identisch sind; 

in C"" dem Schnittpunkte von m", mit l einèn (m + n)2-fachen 
Punkt, dessen Tangenten dm'ch die (m + n? nach 0", zielen den 
Congruenzstrahlen bestimmt werden; 

Doppelpunkte in den Punkten , wo m", die Doppelkurve triftli. 
Falls die Ehene m", mit einer der durch (60b) gegebenen Ehenen 

zusammenfällt, hat der Schnitt noch einen (m + n)-fachen Punkt 
im Schnittpunkte X", von m", mit X3 X,.. 

§ 7 a. .Die aaJiale Re!leljläche einer X3 X4 schneidenden Gerade in 
der parabolisch en Gon!lr1l:enz. 

Wenn die Axe I der Regelfläche die Gerade X 3 X,. schneidet, 
so treten einige neuen Eigenschaften hervol' , da X3 X,. auch ein 
Congruenzstrahl ist, und somit In diesem Falle der Regelfläche 
angehört. 

Weil die Gerade I mit X 3 X,. In emer Ebene liegt, so hat man 

(81) 

won ach zuerst 

(82) 

Die Gleichung (21a) der in m:r> liegen den Kurve bekommt jetzt 
diese Gestalt (siehe S. 199): 

m m 

(p").- tai)Pin - (P1-ai)P2n + tÓ/Pi- ó/pz = O. 

Ersetzen wir Pi durch mi: m3 und p"). durch m"}.: m3 , so folgt. 



tn m m 

(X2 - tal X3) Xi n - (Xi- ai X3) X2 n + bt' (tXi - X2) Xa 11 = O. (83a) 

Es leuehtet ein, dass X3 ein Punkt des in WXJ .Iiegenden Schnittes 
ist. Die rrangenten in X:'l werden durch 

(84a) 

also In der rationalen Gleichung durch 

(txi - x2t' = 0 

dargestellt. Der Punkt X 3 ist demnach ein n2-facher, dessen sämmt
liehe Tangenten mit der Gerade (84a) , d. h. der Gerade X 3 A 
zusammengefallen sind. 

m 

Die Substitution X2 = tXi sondel't in (83i:z) einen Faktor Xi n ab; 
die rrangente (84a) bat also in X3 mn Punkte mit der Kurve ge
mein. Daher: 

])ie Kurve, welcl/.e dem Schnitte von w oo mit der axialen Regel
jläche einer Xa X4 stbneidenden Gerade angeMrt, hat in X3 einen 
n'J.-fachen Punkt, de88en Tangenten atle in X3 Avereinigt sind,. die8e 
Tangenfe haf in X3 mn Punkte mit der KU1"Ve gemein. 

Die Gleichung (35a) ver wandelt sieh in 

oder 

n n 

( ' tb ,),.;n (' b ') 'm + (t I ') 0 P2 - i Pi - Pi - i P2 ai Pi -P2 = . 

Wenn wir Pt' dureh Xi: X4 nnd P2' dureh X2: X4 ersetzen, so finden 
WIr für die Gleiehung des Schnittes in wo: 

n n n 

(x2 - tb1' x4)m- (x1 - bi' x4) x2
m + ai (txi - X 2)X4

m = O. (85a) 

X4 erscheint hier als eiu Punkt der Knrve. Der Coeffieient der 
n n 

höehsten Potenz von x4 ' d. h. x4
1 , ist bt' (t xl m_ x/n). Die 'l'an

genten in X4 werden somit durch 

n n 

oder 
B 16* 
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(86a) 

also 111 der rationalen Gleichung durch 

bestimmt. Der Punkt X4 is daher ein 1Jln-facher. Von seinen Tan
genten sind je m in einer der n dm'ch (S6a) dargestellten Geraden 
vereinigt. Die Gleichung (86a), oder 

zeigt, dass es die n in Wo liegen den Bilder der Gerade Xa A sind. 
m 

Die Substitution a'2 = in a'l sondert einen Factor a'l ab; die Tan
gen te hat also in X4 m2 Puukte mit der Kurve gemein. AIso: 

])er 8chnitt von Wo mit der aa>ialen Regeljtäche einer Ia 14 
scllDeidenden Gerade, hat in X 4 einen mD-fachen Punlct, von dessen 
Tangenten je m mit einer der n Bilder V01t Xa Azusa11l1Jlengefallen 
Bind. Es hat jede dieser Tangenten in X 4 m2 Punlcte mit der Kurve 
qemezn. 

Wir wollen nun die Congruenzstrahlen untersuchen, welche durch 
einen Punkt von Xa X4 gehen und I schneiden. Wir wählen vor
läufig den Sammelpunkt Y in der Nähe von Xa X 4 , und setzen 
demgemäss 

fit = Pl!l4' 

!l2 = P2!14' 
!Ia = v!l4' 

(87) 

Die . 11/2 sich auf Y stützenden Strahlen sind hier (siehe (53a) 
und (54a) auf S.213) durch 

( )n ( )m-n ( )11t - 0 va'l - Pl a'a va'4 - a'a - Pl a'4 - a'l - , 

(Va' - P a')" (va' a' ).".-n - (p a' - a' )'" - 0 2 2 a 4- a 24 2-
(8Sa) 

angeWIesen. 
SoH ein durch diese Gleichungen bestirnmter Strabl I schneiden, 

so müssen die folgenden Gleichungen von einander abhängig sein: 

Es ist klar, dass die Abhängigkeit erfordert: 



P2 = tPI' • (89a) 

Wenn WIr den Punkt (lUl Xa X4 annehmen, 80 ist 

PI = 0, P2 = O. 

Die Gleiehungen (87) redueiren sieh somit auf . 

1111
n 

= 0, I 
1112

n = O. 

Von den m2 Stra hleu , welehe naeh emem Punkte von Xa X4 

zielen, fallen also n2 mit XaX", zusammen. 
Wir sehneiden die Strahlen (88a) jetzt mit einer dureh Xi X 2 

gelegten Ebene 

1113 = fJ-a 111, I 
1114 = fJ-4 111• 

Die Sehnittpunkte (1111,1112,111) mit dieser Ebene werden alsdann 
dllrch 

(111111 - fJ-a Pi I11t (fJ-411 - fJ-3yn-n 111".-n - (fJ-4P1 111 - 1111)"" :- 0, 

(111112 - fJ-3 P2 l11)n (fJ-411 - fJ-a)'n-n I11m- n - (fJ-4 P2 111 - 1112)m = 0 

(90a) 

(91a) 

angewiesen. Für die nahe an X a X,. liegen den Sehnittpunkte haben 
die Coordinaten 1111 und 1112 kleine Werte. Wir wollen daher 1111 naeh 
Poten zen von Pi entwickeln, und zwar folgendermassen: 

wo ).. > 1 vorausgesetzt wird. 
Die Gleichung (90a) giebt sodann 

Setzen WIr nun 
Pi = 0, 

so folgt 

wonach 

al80 
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In gleicher Weise können wir aus (91a) herleiten: 

oder, mittels (89a), 

{J-a 
[1]2 = - P2[1], 

1/ 

Die Gerade, welche den Schnittpun kt des Congruenzstrahles mit 
der Spur XI-' von X a X 4 verbindet, hat also die Gleichung 

Aua diesem Resultat geht hervor, dass in jeder durch Xi X 2 

gelegten Ebenedie n2 Tangenten des n2-fachen Punktes XI-' vereinigt 
sind in der Gerade, welche XI-' mit dem Schnittpunkte Ol-' dieser 
Ebene mit I verbindet. . 

Wir haben aber zu beachten, dass die obigen Betrachtungen 
hinfällig werden, so bald man hat 

der obige Schluss gilt also tatsächlich für alle durch Xi X 2 gelegten 
Ebenen, ausgenommen Wo. 

Betrachten wir jetzt den Zustand in Wo. Indem wir {J-a = 0 
setzen , verwandelt (92a) sich In 

(1/"1 + l/{3l PI À- i t ({J-4 I/)"'-n - ({J-4 - "1 - {31 PI À-i)'" PI m-n = O. 

N un Iiefert PI = 0 

"1 = 0, 

daher 

wenn höhere Potenzen von PI niedrigeren gegellüber vernachlässigt 
werden. Aus dieser Gleichung schliessen wir dass 

oder 

n(À-l)=m-n, 

m 
À=-, 

n 

I/m f),n_ l1. n 
"'1 -,4' 
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oder 

won ach WU· für LVi finden : 

In analoger Weise würden wir für {]J2 erhalten 

daher 

In Wo, so schliessen wir, sind die Tangenten in Xl, durch 

{]J2 : {]Ji = t" angeWIesen, demnach mit den n Bildern von X 3 A 
identisch. 

Die oben gewonnenen Resultaten bekommen ihren Ausdruck im 
folgenden Satze: 

Auf der atcialen Regeljläche einer X3 Xl, stbneidenden Gerade 
i8t X 3 X4 eine n2-fache Gerade, deren Berührung8ebenen alle ver
einigt 8ind in der Ebene, welche X3 X4 rnit I verbindet. . Nur in Wo 

liegt die 8ache ander8: dort i8t Xl, ein mn-facher Punlct, von de88en 
Tangenten je m in einer der n Bilder V01Z X3 Avereinigt 8ind. 

Der Schnitt der Regeifläche mit einer durch X1 X2 gelegten 
Ebene w'" ({]Ja = fkX,.) hat, ausser den Singularitäten des allgemeinen 
Falles (siehe S. 223), noch einen n2-fachen Punkt im Schnittpunkte 
X", der Ebene w'" mit X3 X4 ; die Tangenten in XfJ. sind alle ver
einigt in der Gerade,welche X", mit der Spur C", von l in w'" 

verbindet (ausgenommen wenn fL = 0). 
Die Ebene, welche X1 X2 mit dem Schnittpunkt 8 von l und 

X 3 Xl, verbindet, hat in X", = 8 einen m2-fachen Punkt. Von den 
m2 'J'angenten sind n2 in der Schnittlillie der Ebene w'" mit der 
durch X3 X" ulld l gelegten Ebene ({]J2 = w1) zusammengefallen. 

Wir wollen uns noch besonders beschäftigen mit zwei Lagen von 
l, welche für die axiale Regelfläche zu gewissen Eigentümlichkeiten 
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Veranlassung geben, nl. mit den Fällen, wo I entweder X3 oder 
X4 enthält. 

Zuerst betrachten wir den Fall, wo I dureh X3 hindurehgeht. 
Die Strahlen p, welehe aus einem Punkte P' (Pi',P/) von Wo 

entstammen, schneiden W:xo in m2 Punkten P, welehe dureh 

n n 
;m 'm P.i = Pi ,P2 = P2 

gegeben sind. Die Coordinaten Pi nnd P2 sind also beide m-dentig. 
Wenn wir einen der m Werte von Pi mit qi nnd einen der m 
Werte von P2 mit q2 bezeiehnen und zwei mts

_ W urzeln der Ein
heit dureh Tm nnd T m' anweisell, so haben wir 

wonaeh 

Es gesehieht m mal, dass Tm' = Tm; daher liegen jedesmal 1It 

Bilder P von P' in einer Gerade mit Xa. 

f'. l 

Fig. 11. 

Eille dureh I (Xa B') gelegte 
Ebene wird zwei Congruellzstrah
len P und q enthalten , wenn ihre 
Sp uren P und Q in W et:) in einer 
Gerade liegen mit der SpUl' Xa 
von I in w%). Durch die SpnrP' 
von P in Wo gehen nun 1l/, Con
gruenzstrahlen deren Spuren P, 
Q. . .. mit Xa allineirt sind. 

"\Venn also I in der Ebene (Xa, p) 
Xl liegt, so liegt I ~ueh in der Ebene 

(Xa, q) u. s. w. ; die Ebene, welehe 
I mit p' verbindet, enthält dem
naeh 1lZ sieh in P' treffende Con-
gruenzstrahlen. 

Wir zie hen den Sehlus.'1, dass in jedem Punkte des Sehnittes der 
axialen Regelfläehe mit Wo mErzeugenden dieser Regelfläche zu
sammentreffen, won ach der Sehnitt in Wo eine m-fache Kurve ist. 

Der Schnitt in Wo, welcher im allgemeinen Falle eine Kurve vom 
Grade m (m + n) war, ist jetzt eine m-faehe Kurve vom Grade m + n. 

Überdies leuchtet eiD, dass die Ordnung jeder Singularität m-faeh 
erniedrigt ist. Es ist also jetzt X. ein n-facher Punkt, dessen 
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Tangenten die Bilder sind der Gerade (früher Xa A), in der die 
dureh l und X3 X.\ gelegte Ebene die Ebene w'" sehneidet, also der 
Gerade X 3 B 4'. 

Es ist ferner B' ein nz-faeher Punkt; da von den m2 in WcrJ lie
genden Bildern B von B' je nz sieh mit X 3 in einer Gerade befin
den, werden sie aus l auf Wo axial projicirt in nur m verschiedene 
dureh B' gehende Geraden, welehe offenhar die 'fangenten in B' sind. 

Es ist Xt nun ein n-faeher Punkt, dessen rfangenten die n Bilder 
von Xt A, d. h. Xt X3 sind. Diese n Bilder sind aber alle in der 
Gerade Xt X4 vereinigt, wonaeh alle Tangenten des n-faehen Punktes 
Xt mit ~ X4 zusammengefallen sind. Ebenso ist Xz ein n-faeher 
Punkt, dessen Tangenten alle in X 2 X4 vereinigt sind. 

Die Untersuchung der Punkte Br muss abel' aufs N eue ange
fangen werden, weil der Coeffieient der höehsten Potenz von ~t 

n 
(~t m + n - m) in der Gleichung (44a) (8. 209) 

war. Dieser Coeffieient verschwindet also hier, wo ai = a2 = 0 ; 
unser frühere Sehluss wird somit hinfälIig. 

Die Kurve in Wol ist jetzt (siehe (85a) S. 243) angewiesen dureh 

n n 

(m2 - b2' m4) mi m - (mi - b/ m4) m2 n, = 0', 

oder 

(93a) 

lndem WIr 

substituiren, finden WIr 

oder 

die Tangente in ET ist, vermöge 7"m-n = 1, bestimmt dureh 
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oder 

also 

Die Punkte ET sind nun alle gewöhnliche Punkte. Ihre Tangenten 
sind in (94a) gegeben. Sie eonvergiren offenbar alle naeh dem 
Punkt 1~ 

(95a) 

welcher sieh auf der Gerade X,. B' befindet. 
Die Kurve in (t};x, hat nun ihren n2-fachen Punkt A 111 Xa. 

Ihre Gleiehung lautet jetzt (siehe (83a), S. 243): 

(96a) 

Da die Reehnullgen auf S. 203-205 ihre Gültigkeit behalten , 
so können wir in Bezug auf die Punkte ET das dort gewonnene 
Resultat übernehmen wenn nur at = a2 = 0 gesetzt wird. 

Für die einzige l l angente im n-fachen Punkte h"',.. finden wir 
alsdallll (siehe (3la)) 

oder 

Die rrangenten in den Punkten ET vel·binden aIso diese Punkte 
mit Xa. 

Die Überlegungen, durch welche wÏl' damais (S. 212 u. f.) die 
Berührungsebenen in den Punkten ]i)T bestimmt haben, erfahren hier 
aueh eine geringe Änderung. 

Aus der Gleichung (63a) (S. 215) 

À = I~- 7"a t+ p(b2'- 7"bt')1 (m- JLpn) 
(m-n)p 

folgte damals bei versehwindendem p für À 
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jetzt aber 

À = (a2 - mi) (1ll- p,pn) , 
(m - n)p 

À = (b2'- Tbt') (m - p,pn); 
m-n 

die Tangente hat nun also diese Gleichungen: 

Bei verschwindendem pist daher die Berührungsebene in ET durch 

(m - n) (a'2 - Ta't) - m (b2' - Tbt ') a',. = 0 . 

angewlesen. Es enthalten diese Berührungsebenen alle die Gerade t 

a't a'2 a',. 
-,'=-,= , 
mbi mb2 1Jl - n 

(95a) 

welche Xa mit dem in Wo liegenden Punkte 1b verbindet. 
Diese Gerade befindet sich offenbar in der durch I und X3 X,. 

gelegten Ebene. 
Die Punkte .b~ sind jetzt m-fache Punkte. 
Der Schnitt mit einer durch Xi X2 gelegten Ebene zeigt nun, 

verglichen mit dem Schnitte der allgemeinen Regelfläche, Abwei
chungen in den Punkten ET und natürlich in dem Schnittpunkte 
X,.. der Ebene w,.. mit X3 X,., welcher auch hier ein n2-facher 
Punkt ist. Während im allgemeinen FalIe die 'rangente im n-fachen 
Punkte ET immer mit X 1 X2 zusammenfállt(ausgenommen in Wao), 

vel'einigen sich jetzt alle 'l'angentell des m-fachen Punktes ET in 
der Gerade, welche ET mit der Spur T,.. von t in w,.. v~rbindet. 

Betrachten WIr jetzt den }'all, wo I den Punkt X,. enthält, so 
haben wir 

Die Überlegung, welche uns im Vohergehenden zu dem Schlusse 
führte, dass die Kurve in Wo m-fach ist, wenn I durch Xa geht, 
bringt uns jetzt, wo I durch X,. geht, za der Erkenntniss, dass 
die Kurve in W oo eine n-fache Kurve vom Grade m + n ist. 

Es ist X 3 auf dieser Kurve ein m-facher Punkt, dessen Tangen
ten mit den m Bildern von X 4 .Áa zusammenfallen. 
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Der Pankt ~ ist jetzt ein n-faeher, so wie auch der Pankt ~, 
Aueh der Pankt A ist ein n-faeher; seine n Tangenten sind die 

axialen Projektionen , aus l auf wC%), der n Geraden X,. A', 
Die Gleiehung der in W:7J beiindliehen Kurve lautet 

Der Sehnitt in Wo hat die Gleiehung 

n n n 

Hier ist X,. ein m2-faeher Pankt, dessen Tangenten alle in 
X,. A3 vereinigt sind. . 

Da die Gleiehung (63a) auf S. 215 hier zu demselben Resul
tate führt als im allgemeinen ~'al1e, so werden die Punkte ET die
selben Eigensehaften aufweisen als bei der Regelfläehe der durehaus 
willkürlichen Gerade. 

Hieraus geht aueh hervor, dass der Sehnitt mit einer durch 
Xi X2 gelegten Ebene w"', ausser seinem n2-fachen Punkte . X", , 
keine Abweiehungell vom Schn:itte der allgemeinen Regelfläehe zeigt. 

§ 7 b. ])ie aaJÏale Re!leljläche einer 13 I,. scbneidenden Gerade in 
der hyperboliscben Gonfjruenz. 

Aueh hier geIten die Beziehungen. 

(81) 

und 

(82) 

Da l mit X 3 X,. in einer Ebene liegt, so . wird der Punkt A3, 
WO X 3 ti die Gerade Xi X 2 schneidet, lUit dem Punkte B',. ideil
tiseh sein, wo die Gerade Xi X2 dureh X,. B' getroffen wird. 

Während wir in § 6b (S, 239-241) gefunden haben, dass auf 
der Fläehe Aa ein 11ln-facher und B 4' ein n2-faeher Pankt ist, so 
werden wir nun in Aa _ Bt,' emen mn + n2 = n(m + n)-faehell 
Punkt erkennen. 

Die 10 WC%) liegende Kurve (siehe (320), S. 229) wird nun 
dureh 

dargestellt. 
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Es ist, wie im allgerneinen Falle, Xa ein 11ln-facher Punkt, von 
dessen 'fangenten je n in einem der 1Jl Bilder von XI} Aa _ XI} B' 
vel'einigt sind. 

Die Kurve schneidet auch die Gerade Xi X 2 , ausserhalb Xi und 
X 2 , n2 mal in Blo' - Aa, während die Tangente ABlo' = XaA in 
Blo' mn Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Ausser dem Zusammenfallen von Blo' mit Aa finden wir a1so im 
Schnitte von w~ keine Abweicbungen vom allgemeinen FalIe. 

Der Schnitt in Wo wird (siehe (40b), S. 231) dUl·ch 

n n n n n n 

(mi-bi' {jJ4)m/ïïm4'U-(m~- tb/mlo)m/llm/Il- al (tm l -m2)m.wm/n = 0 (SM) 

dargestellt. Der PUllkt Aa - Blo' ist ein mn-facher; seille sämmtlichen 
Tangenten sind in Xi X 2 vereinigt; es hat Xi X 2 mit der Kurve 
111

2 Punkte gemein. 
Die 1Jl + n dnrch (60b) (S. 236) bestimmten Schnittpunkte von 

X3 Xlo mit der Regelfläche sind nun alle im Punkte 8 

wo I die Gerade X3 X4 schneidet, zusammengefallen. 
Die Fläche hat a1so in 8 (m + n? Punkte mit X3 X lo gemein. 
Auf der Fläche iat A3 = Blo' ein o(m+o)-facher Punkt; von den 

mo + 0 2 Berührungaeóenen, in welche die TanfJentenkegel auageartet 
iat, fallen mo mit w oo und 0 2 mit (X4, I), d. h. (m2 = tmi ), zuaammen. 
IJie Gerade XI X 2 hat in .A3 = B 4' mit der Fläche m2 + 0 2 Punkte 
gemein. Es achneidet X 3 X 4 die Fläche (m + 0)2 mal im Schnittpunkte 
S von I. 

Der Schnitt mit einer durch Xi X 2 gelegten Ebene w~ hat nun 
auch in A3 = BI}' einen n(m + n)-fachen Punkt, von dessen Tan
genten 1Jln mit Xi X2 zusammengefallen sind und n2 mit der Gerade, 
welche A3 = B4' verbindet mit dem Punkte O~, wo .I die Ebene 
w~ trifil. N ur in w'" liegt die Sache anders: dort ist nämlich 
Xa A _Xa A3 ein m2-faches Ausartungsgebilde, aber zugleich die 
einzige Tangente im n2-fachen Punkte A3 = B",' . 

Dass die neuen Eigenschaften bei der hyperboliachen Congruenz 
nicht dieselbe Bedeutung haben als diejenigen bei der parabolischen, 
verdankt man dem Umstande, dass in der hyperboliachen Congruenz 
die Gerade X 3 X", nicht, wie in der paraboliachen, Congruenzstrahl ist. 

Betrachten wir jetzt den Fall, · wo I den Punkt X 3 enthält. . 
Es ist nun jede Gerade in w~, welche X 3 trägt, ein Congruenz

strahl, welcher I schneidet. 
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Wir ersahen früher, dass jeder Strahl, welcher. einen in Wrr> lie
gen den Punkt mit X;j verbindet, ein m2-facher Stl'ahl ist. 

Dies ist abel' nur der FaU, wenn diese Gerade als ein durch 
den aussel'halb Xa liegen den Punkt hindurchgehender Strahl be
traehtet wird. 

Wir sind dagegen auch zu der Einsicht gelangt, dass X3 1Jl1t 

Strahlen trägt, welche eine willkürliche Gerade 1 in A schueiden 
(wonach u. a. sowohl X 3 wie A3 mn-fache Punkte auf del' axialen 
Regelfläche der willkürlichen Gerade sind). 

Wir sind also gezwungeu jeden StraM J welclter in Wrr> liegt und 
X 3 enthält, 10enll er al8 ein durch X 3 .gehender StraM betmchtet 
wird, nur mn-Iach zu zählen. 

Ebenso muss jeder in Wo liegende X4 entbaltende Strahl, als Stl'ahl 
durch X4 be trachtet , immer 11ltl-fach gerechnet werden. 

Aus diesen Überlegungen geht nun unmittelbar hervol' , dass von 
der betrachteten Regelfläche die Ebene w%) 11ln lIlal ahgesondert 
wil'd; es bleibt also eine Fläche vom Grade (m + n)2 + 211ln -lIln = 

= (m + n)2 + 11ln. 
Auf der Restfläche sind nun X f und X 2 mn-fache Punkte. 
1hre Berührungsebenen sind hier nul' durch die Gleichungell 

(45'b) nnd (46'b) bestimmt. 
Die Fläche schneidet jetzt die Gerade X3 X,. 11171 mal in X,. und 

(m + n? mal in X s. 
Auch hier (wie in der parabolischen Congruenz) ist die Kurve 

in Wo eine m-fache. 
Der Gesammtschllitt in Wo enthält mn mal die Gerade B' Xi' 

rnn mal die Gerade B' X 2 , n2 mal die Gerade B' X,. nnd schliess
lieh noch ein Gebilde vom Grade (m + n? + mn - 211ln - n2 = 

= m(m + n), welches offenbar eine 11l-facbe Kurve vom Gl'ade 
lJl + n ist. 

lndem wir in (85b) af = 0 und a2 = 0 substituil'en J finden wir, 
nach Teilung durch {c,., 

oder 
(93b) 

Die Schnittpunkte diesel' Kurve vom Grade m + n mit Xi X2 

bind durch 

bestimmt, oder, wenn wir 'Tm +n = 1 setzen durch Ill+n , 
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Die K urve schneidet deshalb Xi X:! in den m + n Pun ktel1 ETm+n , 

wo die singulären dureh X3 X4, gelegten Ebenen ê T die Gerade 
m+n 

Xi X 2 treffen. 
Die 'rangenten im Punkte ET ergeben sieh dureh die Substitution 

WIr finden somit 

oder 

die Tangente in ET ist demnaeh dureh 

oder 

also dureh 

angewiesen. Es eonvergiren alle diese Tangenten Iiach dem Punkte To': 

T,' ali _ al2 _ al4 

0··· mb/ - mbz' - m+n· 
(95b) 

Die m Wa> liegende Kurve wird jetzt durch 

dargestell t. 
Es ist hier X 3 em n(m + n)-facher Punkt, dessen durch 

m+n m+n 

ali n - al2 n = 0 , 

oder 



bestimmte Tangenten, in Gruppen von n mit denjenigen Geraden 
zusammenfallen, welche Xa mit dtm 111, + n Punkten .ET verbin-

rn+n 
2m+n 

den.Da (JJ2 = 'l"m +n,'l'1 einen Faktor (JJ2-n - absondert, so hat jede 
Tangente in Xa n(21Jl + n) Punkte, also ausserhaJb Xa keinen Punkt 
mit der Kurve gemein. 

Die Kurve wird zum vollständigen Schnitte in WCXJ ergänzt durch 
71l mal die 1iZ + n in X3 an die Kurve in Wx> gelegten Tangenten. 

Zum Schluss den FaU, wo I den Punkt X 4 enthält , betrachtend, 
bemerken wir, dass die Ebene Wo mn mal abgesondert wird. Wir 
erübrigen wiederum eine Fläche vom Grade (111, + n)2 + 'I1m. Die 
Punkte Xi und X2 sind nun mn-fache. Von den Berührungsebenen 
sind je m in eil1er der nEbenen (45b) bez. (46b) vereinigt. 

Der Schnitt in W CXJ besteht aus lIln mal AX1 , mn mal AX2 , 1Jl2 

mal AXa und aus einem Gebildè vom Gl'ade n(m + n), welches 
flUS einer n-fachel1 KUl've vom Grade m + n besteht. 

Die Substitution Di' = 0, b.;.' = 0 liefert in der Gleichung (836), 
nach rreilung durch (JJa, 

oder 

(93'b) 

Die Eigenschaften dieser Kllrve sind denen der Kllrve (93b) 
analog. 

Der Schnitt in Wo enthält eille Kurve vom Grade m2 + 2 1Jln, 
deren Gleichung lautet:· 

m+n m+n ~ ~ ~ 

((JJ1 ", -aJ2 m )aJ4m_(a2(JJ1-a1(JJ2)aJ1maJ2m=0. (96b') 

Diese Kllrve entspricht volkom men der Kurve (96b) in WCXJ. 

Der Schnitt enthält noch die 111, + n in X 4 an dieser KUl've ge
legten Tangenten, jede n-fach gezählt. 

§ Ba. IJie aanale Regeljläche einel' Xl X2 sc:hneidenden Gerade in 
der parabolisthen Con!l'ruenz. 

Die axiale Regelfläche einer Gerade lp., welche Xi X2 schneidet, 
hat dcnselben Grad wie die axiale Regelftäche einer durchaus will
kürlichen Gerade. Da Xi X2 ein Congruenzstrahl ist, so wird diese 
Gerade jetzt der Regelfläche angehören und uuf ihr eine vielfache 
Gerade sein. 
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Wie wir bereits im 1. und II. Abschnitte ersahen, können wir 
in den meisten FälleIi die der allgemeinen Regelftäche angehörenden 
Gleichungen aufrecht erhaIten, wenn wir nUl', statt der hier unend~ 
lich grossen ai' a2 , bt ', b/, setzen 

"laO 1 

" at, +T' 
J "tao a -----

2 - J' 

b' _ fJ-"2 aO 
t ----J-' (96) 

b ' _ + /l-"t ao 
2 - J' 

A ~ b' b' _ (fJ-":3+"t.)aJ 
L.l. - at z - al 1 - - J ' 

fJ-Ct3+"fj, . d t . dl' h k]' G cl 11 wo fLJ = 2 Ist, UH IJ ewe unen IC eme rösse arste t. 
"t"z . 

Die Gleichungen von I,.. lau ten : 

"tXi + "2X2 + "JX3 + "t.X4 = 0, 
X3 = fJ-X4, 

(97) 
(98) 

Zuerst wollen wir wiederum die Kurven in woo und Wo untersuchen. 
Wir dürfen jetzt nicht die Gleichung (26a) all wenden , weil das 

Coordinatendreieck hier in eine Gerade ausgeartet ist, Es ist ja 
der Punkt A, wo I,.. w~ schneidet, mit dem Schnittpunkte L,.. von 
I,.. und XI X2 identisch. 

Wir haben a]so nur ' die Coordinaten Xi' X 2 , X 3 zur Verfügung. 
Die Gleichung der in w~ liegen den Kurve wird erhalten, indem 
WIr m (21a) auf S. 199 Pi durch Xi: Xa und pz durch tez : Xa er
setzen. Wir finden alsdann 

mmm 

(X2 - a2 X 3) Xi n_ (Xi - atxa) X;I. n + (bz' Xt - bi' Xi) X a
n -

m+n 
-(atbz'-azb/)xa-n-= O. 

DUt'ch die Substitution (96) bekommt diese Gleichung die fol
gende Form: 

J X;? + "taOxJ ~ J Xt -";I. aoxa ~ + "tXt + "zX2 ~ + J Xt n - - - J X2 n fJ- J ao Xa n 

+ fJ-",1 +- "" m!n _ 0 J - aoxa -, 

oder 
Verband. der Kon . Akad. v. Wetenaeb . (te Sectie) Dl. X. B 17 
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Die Kurve in Oh, ist daher zusammengesetzt aus n2 mal der 
Gerade Xi X2 und einer Kurve vom Grade mn mit dieser Gleichung: 

m m .~ rn-n 

"i Xi
n + " l x 2

n + Ift ("1 Xi + "2 X2 + "'J(3) + ct4xal Xa-
n
- = O. (99a) 

Diese Kurve schneidet Xi X2 in den Punkten , welche durch 

m rn 

"1 Xi n + "2 X 2 n = 0, 

also In der rationalen Gleichung durch 

angeWIesen sind. Von den mn Schnittpunkten sind also je n ver
einigt in einem der m Punkte 

welche die m Bilder L(J.' sind des Punkt.es 

oder 

d. h. des Punktes L(J., wo 1(J. die Gerade Xi X2 schneidet. 
Die Rechnung zeigt, dass die Tangenten in L(J.' von der Grösse 

des Verhältnisses 1Jl: n abhängen; wir ycrzichten abel' auf eine Er
ledignng verschiedener Fälle, lind unterlassen somit die Ermittlung 
dieser 1'angenten. 

Der Schnitt iil Wo hat die GJeichung: 

n n n 

(x2 - bz' x,.)x/n - (Xi- bi' ( 4)x/n +- (a2xi- ai ( 2)x4
m + 

m+n 

+ (ai b./- azb/)xt,,---:m:- = o. 

lndem WIr die Substitution (96) ausfiihren, erhalten WIr 
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ader 

n n m-n n 

[,u.("fa'fm + "2a'?n)a'4--;;;t" + ("1a'i + "#12 + "4a'4)' + ,u."#4]a'4m = O. 

Der Schnitt in Wo besteht also aus mn mal der Gerade Xi X2 
und aus einer Kurve vam Grade m2

, mit der Gleichung 

n n m-n 
- -

(JOOa) 

Diese Kurve schneidet Xi X 2 in den Punkten , welche durch 

also In der rationalen Gleidmng durch 

angewlesen sind. E!> sind die m2 Schnittpunkte mit Xi X2 alle lm 
Punkte h,.,. vereinigt. 

Da die Substitution 

die Gleichung (l OOa). verwandelt in 

n m-n 

und der Coefficient der höchsten Potenz von a'i (nI. a'im ) a'4 mist, 
sa sind die Tangenten in Lt!. durch 

angewiesel1. Der Punkt L,.,. ist somit ein m(m-n)-facher Punkt, 
dessen sämmtliche Tangenten in Xi X2 vereinigt sind. Die Gerade 
Xi X2 hat in L,.,. m2 Punkte mit der Kurve gemein. 

Weil die Ebene Wo mit jeder anderen durch Xi X2 gelegten 
Ebene (ausgenommen Wao) gleichwertig ist, 80 ist die Gerade X 1 X 2 

auch auf der Fläche eine · llln-fache Gerade. 
Der Schnitt in jeder durch Xi X2 gelegten Ebene w. ist vom 

B 17* 
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Grade m2 und hat in Lfi. eineu m(m - n)-fachen Punkt, dessen 
Tangenten alle in Xi X2 vereinigt sind. 

N ur in {J)7) liegt die Sache anderS. Der Schnitt in {J)oo besteht 
aus n(m- n) mal XiLp. (= XI X 2). n(m- n) mal X 2 LfI. (= Xi X 2), 

('lil - n) mal den 11l - n Geraden E.,. Lfi. (= Xi Xz) und aus der 
Restkurve. welche hier auch noch n2 mal Xi X 2 enthält. Der Ge
sammtschnitt in (1)", enthält demnach Xl X 2 als eine 2n(m - n) + 
+ (m- n? + n2 = m2-fache Gerade. 

Die Ebene {J)fI.' in welcher lp. sich befindet, trägt, ausser der 
1Jl2-facheli Gerade lp., die mn-fache Gerade Xi X 2• 

Wir schliessen somit: 
Die axiale Regeljtäche einer Xi X2 scbneidenden Gerade enthält 

Xi X 2 als eine mn-fache Gerade, deren Berührungsebenen alle mit 
{J)7) zusamlllengefallen sind. I 

In jeder d urch Xi X2 gelegten Ebene (ausser {J)",) ist der Rest
schnitt eine Kurve vom Grade rn2, welche in Lp. einell 1Jl (m -1/)
fachen Punkt hat; die Tangenten sind alle vereinigt in der Gerade 
Xi X 2 • welche in Lfi. m2 Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, wo lp. dnrch Xi oder X 2 

hindurchgeht. 
Wenn die Gerade lp. Xi enthält, so haben wir 

ai=O. 

Die in {J):tJ liegende Kurve best~ht alsdann aus der n2-fachen 
Gerade Xi X 2 und einer Kurve, welche d urch 

m m-n 

Cf.2 x/ï + l/-t ai X 2 -+- Cu.a3 -+- (4) Xsl X;n = 0 , 

oder 

[( - aJ" tC2'" -1/-ta2 X 2 + (/-tets + (4) X 31
n 

Xa"l-ny = 0 (101 a) 

dargestellt wird. 
Sie ist eine n-fache Kurve mten Grades, welche aber in 'lil dllrch 

Xi gehende Geraden ausgeartet ist. 
Der Schnitt in {J)oo besteht aus der mn-fachen Gerade X1 X2 und 

aus einer Kllrve mit der Gleichllng 

n m-)1. 
- --

oder 
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Diese Kurve ist offenbar aus 1n nach Xi convergirenden m-fach 
zu zählenden Geraden zusammengesetzt. Diese Resultate würden sieh 
aueh in folgender (rein geometrischen) Weise erge ben haben. 

Die durch Xi gehende Gerade trägt m Berührungsebenen an dem 
Fokalkegel Pi' von denen jede ein Strahlengebilde mter Klasse VOll 

Congruenzstrahlen enthält. Diese 1Jl Ebenen bilden a,lso zusammen 
eine axiale Regelfläehe vom Grade 11[2. 

Ausserdem ist jede in Wao durch Xl gelegte Gerade cin Con
gruenzstrahl. 

Indem wir eine Geradc PXi in Wao als einell durch P gehenden 
Congruenzstrahl betrachten, ist sie n(m- 1l )-fach zu zählen (Siehe 
S. 1 ü)). Wenn wir nuu P längs P Xi sich Xi nähern lassen, so 
werden die n2 Bilder P' in Wo aueh Xi uäher kommen; es werden 
die n2 Strahlen, die P mit seinen in Wo befinrllichen Bildern P' 
verbinden, schliesslich ebenfalls in Xi ausmiinden; es folgt somit, 
dass der Strahl P Xi' als Strahl in WXJ durch Xi betracht et , 
n (m - n) + n2 = lIln-fach zu zählen ist. 

Wir sind demnach zu der Einsicht geJangt, da88 ein Strahl P Xi 
in Wao, als Strahl durch Xl betracbtet, mn-jach zu 1'echnen i8t. 

Die Ebene Wao ist deshalb ein Bestalldteil vom Grade m?l der 
axialen Regelfläche einer durch Xi gehendeu Gerade. 

Der totale Grad dieser .axialen Regelfläche ist somit m2 + mn = 

1Jl (m + n). 
Der Schnitt ineiner durch Xi X 2 gelegten Ebene enthält auch 

die Gerade Xi X2 als eine mn-faehè Gerade, unO. ausserdem die 11/. 

m-fachen dureh Xl gehenden Geraden, in denen diese Ebene durch 
die 1Jl Berührungsebenen an dem Fokalkegel Fi geschnitten wirrl. 

Indem wir die durch Xi gehende Gerade durch die Gleichungen 

fJ-et.3 + et.4 
{C2 = - - --- {C4' 

et.2 

{Ca=P4 

darstellen , müssen die Coordinaten des Punktes Y, welchem die 
CongruenzstrahJen entstammen (siehe S. 212, 213), den Bedingungen 

!Ia = fJ-!l4 

genügen, wonach die Gleichung (54.a) (S. 213) diese }'orm bekommt: 
fJ-et. + et. 111 fJ-et. + et.)n m -n 

( _ 3 4 {C4 _ ((2) = (P2 + ,1 4 {Ca (P4 -- (Ca) 
~ et.2 
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oder 

!a#'2+ (fUt3 +a4)x4! 111_(_] ta21/t-n!,ua2Xll+ (p.aa+ a4)xa!n(Xa-JloX4yn-n=o. (103a) 

Es werden durch die se Gleichungen also 1Jl durch Xi gelegte 
Ebenen angewiesen, welche die Congruenzstrahlen trageu, welche 
auf der durch Xi gehenden Gerade ruhen; sie sind daher die 
1ll durch diese Gerade an den Fokalkegel Fi gelegtell Berührungs
ebenen. 

Indem man in (103a) X 4 = 0 snbstituirt, erhält man (101a), 
während man durch die Substitlltion X3 = 0 die Gleichung (102a) 
bekommt. Daher: 

IJie axiale RefJelfläche einer dUfCh XI geItenden Gerade (~X2 + 
+ aa lila + ~4 X4 = 0, X3 = P.X4) besteh! aus den m ID-faclten Ebenen 
Cl 03a) und auS der IDn-lachen Bbene w"". 

Die Regelfläche einer durch X2 gehenden Gerade lässt sich 
natürlich aus dem Vohergehenden durch "ertauschnng der Indices 
1 nnd 2 ableiten. 

Einen anderen hesonderen }'all einer Xi X 2 schneidendell Gerade 
bildet eine Gerade in woo und eine Grade in wo. 

Weil eine in woo liegende Gerade sich in einer singulären Ebene 
befindet, so wird der Grad der axialen Regelfiäche erniedrigt. Diesen 
Fall wollen wir bis nachher verschieben. 

Betrachten wir jetzt die axiale Regelfläche einer in Wo liegenden 
Gerade. Wir haben alsdann in dem Obigen nur 

p.=O 

zu setzen. 
Die Kurve 10 w'" wird nun (siehe (U9a)) durch 

Ut ,n. 1n 

<X1X1 n + a2x2
n + <x"Xijn = 0 (104a) 

dargestellt. Wir erkennen in diesel' Kurve vom Grade lIln die 
Bildkurve in w'" der in Wo befindlichen Gerade 

Der Schnitt 10 Wo wird jetzt (siehe (lOOa)) durch 

angewiesen, nnd besteht, wie zn erwarten war, aus der m2-fachel1 
Axe der Regelfläche. 



Die Gerade Xi X 2 wird wiederum auf der Regelfläche eiile mn
fache Gerade sein. In w~ abel' i8t Xi X2 eine ?Jlz-fache Gerade. 

Wenn die in Wo liegende Gerade durch Xi geht, 80 besteht die 
Regelfläche aus den m Ebenen, welche (siehe (103a)) durch 

(105a) 

dal'gestellt werden (jede m-fach zu zählen), und aus der mn-fachen 
Ebene W oo • 

Dasselbe gilt c. p. für die àxiale Regelfläche einer Genide in 
Wo durch X2. 

~ 8b. ])ie afl}iale RefJeljläche ezner Xi X2 schneidenden Gerade 

in der. hyperbolischen ConfJruenz . 
. Auch hier setzen wir 

bi' = - . f-t1 ao, (96) 

b ' _ + f-tct1a
O 

2 - J' 

~ _ b ' b ' _ (f-tct J + ct4) ao , 
- ai 2 - az 1 - - J 

p.ctJ + ct4 • ~ l' G b wo ao = 2 lst, nnd 0 eme unendlich k eme rösse e-
ct1ct2 

. zeichnet. 
Die Gerade lfL wird durch 

dargestellt. 

ct1fl}1 + ctzfl}z + ct3fl}3 + ct4fl}4 = 0, I 
fl}a = f-tfl}4 \ 

(97) 

(98) 

Die Gleichung der iri w~ liegenden Kurve war (siehe (32b), S. 229) 

m m m m 

m m 

-Ibz' (fl}1- a1fl}3) - bi' (fl}2- a2fl}3)\fl}infl}2n = O. (32b) 

. Die Substitutionen (96) ergeben sodann 
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oder 

,n m+n rit 'w+n 11'1 m 

"iVt n Xa ----n-+"1X}ï Xa---..-+1,u.("ixl+"~X2)+(,u."3+"4)x3Ix1nX2n= O. (99b) 

Die Kurve ist aueh hier vom Grade n(27Jl+n). Die Gerade Xi X2 

wird hier nicht als A usartungsgebilde abgesondert, weil sic nicht 
Congruenzstrahl ist. 

Die Kurve (99b) hat in Xi einen mn-faehen Punkt, dessen rran
genten in der rationalen Gleichung durch 

bestimmt werden. Sie sind also alle in Xi XJ vereinigt. 
m+n 

Da X2 = 0 in (99b) den :Faktor xa
rl absondert, so hat Xi X 3 

in Xi n(m+n) Punkte mit der Kurve gemein. 
Für X2 finden wir ein analoges Resultat; wir können daher 

Folgendes behaupten: 
Bie in W:x; liefJende Kurve hat in Xi einen mn-Iachen Punkt, 

de88en, säm'l1ltliche l'anfJenten 'irt Xi Xa vereinifJt 8ind; e8 hat diese 
Tangente in X 1 n(m+u) Punk te mit der Kurve fJemeirl. In X 2 hat 
die Kurve ebenlall8 einen mn-:fachen Punkt; 8eine TanfJenten Bind 
alle vereinigt in der Gerade X 2 X a, welche in X 2 mit der Kurve 
n(m+n) Punlcte fJemez'n hat. 

Die Gerade Xi X 2 schneidet die Kurve (99b) ausserhalb Xi Ulld 
X 2 noch n2 mal im Punkte ("1 Xi + "2 X2 = 0, al3 = 0), d. h. Hn 
Sehnittpunkte L,. von I,. mit X1 X2 • 

m+n 

Weil ,u. ("1 Xi + "i XJ = ~ (,u."J + "4) Xa elllell }'aktor Xa n ab
sondert, so ist die 'J'angente in L,. dureh 

angewlCsen. 
Diese Gleiehung wird auch ermittelt durch die Elimination von X4 

aus (97) und (98); die 1'angente in Lv. ist demnaeh die Projektion 
der Axe I,. del' Regelfläehe aus X4 auf W:x;. . 

Also: 
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Die Kurve in Wx> hat in L,.. einen n~-fachen Punkt, dessen lan
gen.ten alle in der Projektion van lIJ. aus X 4 auf ' Wx> vereinigt Bind. 
Es hat diese Tangente in L,.. mit der Kurve n(m + n) Punkie gemein. 
Wie im allgemeinen Falle hat die Kurve in XJ einen mn-Iachen 
Punkt. Die Tangenten 8ind durcn IXt [J}t'" - (- 1X1t [J}/" = 0 óestilJl1Jlt 
und daher mit den m Bildern der Gerade X 4 L,.. identiscn. 

Da wir nirgends die Ungleichheit 1Il > n angewandt haben, so 
können alle Eigenschaften der in Wo liegenden Kurve abgeleitet 
werden, indem wil' im Obigen die Indices 3 mit 4 und 1Jt mit n 
vertauschen, während noch {J. dm·ch I : {J. zu ersetzen ist. 

Das AUAArtun gsge bilde , weiches die Kurve in W oo zu einer }'igur 
vom Grade (m + n? + 2mn ergänzt, ist aus mn mal der Gerade 
AX1 , mrt mal der Gerade AX2 nnd m2 mal der Gerade AX3 

zusammellgesetzt. Weil A in L,.. auf X1 X2 ist angelangt, so besteht 
das Ergänzungsgebilde in W oo hier aus 21Jl'Tl mal der Gerade X1 X2 

und 1Il'! mal der Gerade X 3 Lw 
Ebeuso wird die Kurve in Wo hier durch 21ll1l mal X1 X2 ulld 

n? mal .X. L,.. ergänzt. 
Der Punkt L,.. ist · jetzt offenbor ein (m + n?-facher, sowohl des 

Gesummtschllittes ill w'" als desjenigen in Wo. Von den (iJl + 7l? 
Zweigen durch LIJ. in Wer; sind ja rIl

2 in der Gernde LIJ. X3 , 2mn 
in der Gerade X1 X2 und n? in den n? Zweigen der Kurve in Wer; 

vereinigt. 
Es ist L,.. natürlich ein (m + n)?-facher Punkt, weil er eler 

(m + n)2-fachen Gerade I,.. angehört. 
Von den (m + n)? nach L,.. zielen den COllgruenzstrahlen fallen 

m2 mit L,.. X3 zusammell, 2mn mit X 1 X 2 (als Gerade von W,J. 

([J}a = {J.[J}4) betrachtet) unel 7l? in LIJ. X4· 

Der 'rangentellkegel in LIJ. ist somit in (m + n? Ehenen ausge
artet, von denen rIl

2 mit Wx>, 2mn mit w,.. ([J}3 = {J.[J}4) nnd n? mit 
Wo zusammenfallell. 

Die Punkte X1 und X2 silld, wie im allgemeinen Falle, 21Jln-fache 
Punkte. Die Berührungsebenen in X1 sind in zwei Gruppen, jede 
von mn Ebenen, verteilt; die eine Gruppe ist in Wao, die andere 
in Wo vereinigt. 

Es gilt dasselbe vom Punkte X 2• 

Die n2 'rangenten im n2-fachen Punkte L,.. au der K urve in w'" 

siud die Bilder der Gerade X4 Lw Die nahe an L,.. liegen den 
PUllktc tragen Strahlen, welche nahe bei X4 ausmünden. 

Weil sie El'zeugenden der axialen Regelfläche sind, so schneiden 
sich auch I,.. ulld liegen deumach in der Ebene, welche I,.. mit X4 

verbindet. Sie schneiden eine durch X 1 X 2 gelegte Ebene iu der 
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Nähe von LfL derart , dass die Gerade, welche diese Schnittpunkte 
mit LfL verbindet, rnit der Spnr diesel' Ebene in der Ebene (X4 , IfL) 
zusamrnenfällt. Eine solche durch Xi X2 gelegte Ebene trägt somit 
eine Kurve, welche in LfL einell vielfachen Punkt besitzt, vûn dem 
n? Zweige durch die Spur del' Ebene (X4, IfL) berühJ't werden. Ebenso 
werden rn2 Zweige durch die Spur der Ebene (X3 ,lfL) berührt. 
Schliesslich werden 2mn · Zweige durch die Gerade Xi X2 berührt . 

. Wir haben also folgendes: 
J)ie atr'iale RefJeljläche eine1' Xi X2 in L,J. stbneideuden Gerade IfL 

hat in Xi und X 2 2mn-fache PunkIe, deren mn Be1'ührunfJsebenen 
mit lIJx; und mn mit lIJo zusaJJlmenfallen. Sie hatin LfL einen (m + n)2-
facheJl- Punkt, von dem m2 BerührunfJsebenen vereinifJt sind in (Xa, lIJ, 
n2 in (Xq, I,J.) und 2mn in der Ebene lIJ,J. (tr3 = fLtr4)' 8chNesslich Bind 
Xs und X4 beide mn-fache Punk te , deren Ve1'halten nicht von dem 
irn allfJemeinen Falle abweicht. 

Betrachten wir jetzt besondeJ's den Fall, wo IfL durch Xi geht. 
Die durch Xi gelegte Gerade trägt tIl + n Berührungsebenen an dem 

Fokalkegel Fi . Weil von diesen jede ein (m + n)-faches Strahlen
gebilde enthält, so gelangen wir zu einer Fläche vom Grade (m + n)2, 

Da jeder Strahl durch Xi in lIJoo ein mn-facher ist (auch wenn 
er als Strahl durch Xi betrachtet wird), 80 miissen die Ebenel1 lIJoo 

und lIJo beide als ein Bestandteil vom Gl'ade mn angesehell werden. 
In dieser Weise bekomrnen wir für den Gesammtgrad (nt + n? + 

+ 2mn. 
Stellen wir die durch Xi gehende Gerade durch 

oder 

"2 tr2 + "a tra + "4 tr4 = 0, I 
tra = p.tr4 , 

dar, so haben die Coordil1aten des Sammelpunktes Y tSiehe S. 233, 
234) den Bedingungen 

'13 = N/4 

zu genügen, won ach die Gleichung (54b) (S. 234) diese GestaUt 
annimmt: 
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oder 

!"J cZ'2 + ({J-"J + ",.)cZ'41
111 

!{J-"2 cZ'2 + ({J-"s + "4)cZ'~ln
- (- lt "t'+n (cZ'3 - {J-cZ'",yn+ n = 0 . (lOM) 

Durch diese Gleichungen werden (siehe S. 261, 262) die 1Jl + n 
dnreh liJ- an dem Fokalkegel .~ gelegten Berühmugsebenen angewiesen. 

Die Substitution cZ'il = 0 liefert 

cZ'21'1l !{J-"2cZ'2 + ({J-"3 + ",.)w3In -(-lt"tw~ltt+n= 0; ' (lOH) 

diese Gleichung würde sich auch ergeben haben, wenn wir in (99b) 
"1 = 0 gesetzt hätten. 

Unser Scbluss ist nun: 
IJie awiale Rege1jläche einer durcb XI gebenden Gerade ("2 cZ'2 + 

+ "a w3 + ",. cZ'4, = 0 , cZ'a = {J-cZ'4) besteM aus den m + n (m + n)-fachen 
Ebenen (103b), aus der mn-fachen Ebene Wa> und au!] der mn-fachen 
Ebene Wo. • 

Die Regelfläche einer durch X 2 gehenden Gerade hat jetzt keille 
Eigentümlichkeiten · aufzuweisen. 

Die Fälle, wo die Gerade in Wx> oder Wo liegt, werden an dieser 
Stelle nicht erörtert, da diese Ebenen singulär sind. 

§ 9a. IJie awiale Regeljläche einer sowohl X3 X4 · wie X1 X2 schoei
denden Gerade, in der parabolisch en Oon!Jruenz. 

Urn die Eigenschaften dies er Regelfläche aufzufinden haben wir 
nur die Resultate von § 1 a und § 8a zu combiniren. 

Eine Gerade liJ-

"1 cZ'1 + "2 cZ'2 + "3 Wa + ",. cZ',. = 0, .1 
cZ'3 = {J-cZ',. 

schneidet auch X 3 X"" wenn man hat 

"3 {J- + "", = O. 

Die Gleicbung der in Wa> liegenden Kurve wird alsdann (siehe . 
(99a), S. 258), ausser cZ'a=O, 

m m m- n 

"1cZ'1
n + "2cZ'}i + {J-("1cZ'1 + ~m2)cZ'3-n- = O .. (104a) 

Der einzige Unterschied mit der Kurvc auf S. 258 ist, dass 
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die Kurve jetzt auch den Punkt Xa enthä1t und sogar an dieser 
Stelle eirien n2-fachen Punkt besitzt, dessen sämmtliche Tangenten 
mit X3 LiJ. zusammenfallen; es hat diese Tangente in X3 1itn Pllnkt~ 

mit der Kurve gemein. 
Die in Wo liegende Kurve besteht nun, ausser der mn-fachen 

Gerade X f X2 , aus der folgenden K urve vom Grade 11l
2

: 

~ 11. m-n 

afxf + ~X2 + fL(afxflll + a2X2rll)x4 m = O. . (105a) 

Diese Kurve hat, in Bezug auf die Kurve auf S. 25!), die Heue 
Eigenschaft , dass sie X 4 enthält und sogar in X 4 einen 1/ln-fachen 
Punkt hat, dessen 11angenten durch 

angewiesen, und daher mit den n (11l-fach zu zählenden) Bildern 
von X3 L,J. identisch sind. 

Die axiale Regelfläche hat diesel ben Eigenschaften wie die Fläche 
von ~ ~a. Es ist überdies X3 X4 eille n2-fache Gerade, deren Be
rührungsebenen alle vereinigt sind in der Ebene, welche X3 X4 mit 
liJ. verbindet. N ur in Wo ist X~ ein mn-facher Punkt, von dessen 
'!'angenten je 11l in einem der '11 Bilder von X3 LiJ. vereinigt sind. In 
der durch liJ. und Xf X2 gelegten Ebene liegt liJ. als eine 1Jl2-fache 
Gerade. Ihr Schnittpullkt 8- XiJ. mit X j X4 ist denn auch ein 
m2-facher Punkt. . 

~ 9b. Bie axiale Regeljläche eirwr sowobl X3 Xt wie X[ X2 stbnei
denden Gerade ,t'n der byperbolischen Congruenz. 

Auch hier haben wit- uur die Ergebnisse von ~ 7 b und ~ 8b zu 
verelmgen. 

Da liJ. jetzt Xs X4 schneidet, so ist 

fLas + a 4 = O. 

Die in woo liegende Kurve wird nun durch 

m m+n m m+n m m 

a 2 Xl n Xs n + al X2 n X S- n-+ fL (al Xl + a 2 X 2 ) Xl n X2 n = 0 (104b) 

dargestellt. 
Das einzige N eue ist hier, dass die Tangente im Punkte LiJ. 

diesen Punkt mit Xs verbindet. 
lm Übrigen weicht diese Regelfläche in keiner wesentlichen 

Hinsicht von der Fläche von ~ 8b ab. 
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~ 10a. Die axiale Rege1jläche einer in einer singnlären Ebene ET 

liegenden Gerade, in der parabolisthen Congruenz. 
Da die Ebene ET (wo T

m - n = 1) eine singuläre Ebene ist, welche 
ein Strahlengcbilde mter Klasse trägt, so wird diese Ebene, ?1I,-fach 
gczählt, von der axialen Regelfläche abgesondert. Die Restfläche 
ist also vom Grade m(m + n -1). 

V Oll den rJl2 Strahlen, welche nach einem Punkte auf I zielen, 
liegen m in êT' Es liegen denmach auf der Restfläche, welche 
künftighin die axiale Regelfläche genannt werde, mem -1) Strahlen, 
won ach die in ê T liegende Gerade I auf ihrer axialen Regelfläche 
eine m(m -l)-fache Gel'ade Ïst. 

Der Schnitt der allgemeinen Regelfläche mit w'" besteht aus 
n(m - n) mal der Gerade 4X1, n(m - n) mal der Gerade AX2 , 

(m - n) mal den '/1/, - n Geraden Ah'.,. (von denen jetzt eine der 
. m-n 

Ehene ê T angehört) und aus einer Kurve vom Grade n (m + n). 

Da jetzt A auf Xa ET liegt, hat man 

während der Umstand, dass B' auf X4 ET liegt, zu der Bedingung 

V eran l~sslm g gie ht. 
Die m- nEbenen ê T sind natürlich unter sich gleichwertig. 

Hl-11 

Es genügt daher, dass wir I in eine dieser Ebenen legen. Der 
einfachen RechnUllgen wegen werden wir voraussetzen, da~s I sich 
in der dm'ch 

(106) 

angewlesenen Ebene ê befindet. 
Die Coordinaten von A genügen alsdann der Bedingung 

(1-07) 

und zwischen den Coordinaten von B' besteht die Beziehung 

(108) 

Es gilt offellbar auch 

(l09) 

Die Kurve m woo hat (siehe (26a), S. 200) die Gleichung 



270 DIE CONGRUENZEN VON ro'''=cn->nwm UND ro'nwm=cm+n. 

mmm 

~2 (~1 + a ~iï - ~1 (~l + a ~a)n + b' (~I - ~2)~3n = O. (llOa) 

Die rationale Gleichung ist durch (~I - ~2t teilbar. Dies lässt 
sich nachweisen, indem wir (110a) in dieser .Porm schrei ben : 

mmm 

~2(~1 t a~3)n= ~l (~2 + a~3)n - b' (~1 - ~2)~/ï. 

Ourch Potenzirung beider Seiten mit n finden wir 

m 1 m 

~t(~I+a~3)m=~t(~2+a~3)m-nb'~ln-l (~2+~~3)n(n- 'c~1-~2)~3n+ .... + 
+ (- lt b'n (~1 - ~2t ~:tl, 

oder 

~t(~1 + a~a)''' - ~t(~2 + a~3r = 
m m 

=(~1-~2)[-nb'~111-1(~2+a~3)n(n-1)~3n+ .... +(-ltb'"(~1-~2t-l~t·J. 
. . 

Setzen wir, der Kürze wegen, 

m m 

- nb' ~t-l (~2 + a~3)n(tI-1) ~3n + .... + (-l)nb'n(~l- ';2t-1 ~3m = P, 

so geht die vorhergehende Gleichung über in 

oder 
m-n-1 m-n-1 

';t~2n(~lm-n - ~2m-n) + 1Jla~t~2n(~1 - ~2 )~a + .... + 
+ (-l)nam(~t - ~:tH3m = (~1- ';2)P, . (llla) 

Die beiden Seiten sind offenbar durch ~1 -';2 teilbar. Da der 
Grad der rationalen Gleichung das n-fache von dem von (lIla) ist, 
so enthält die rationale Gleichung den Faktor (~1-~2t~ 

Hieraus erfahren wir, dass die Spur in Wa; aus n mal der Ge
rade ~1 - ~2 = 0, d. h. Xa E, und aus einer Kurve vom Grade 
n(m + n-I) zusammengesetzt ist. lm Ganzen enthält der Gesammt
schnitt also, ausser dieser Kurve, n(m-n) mal .AX1 , 'II(m-n) mal 
AX2 , ('In - n) mal die Geraden AET (ausgenommen AE) und m-n 
(m - n) +n = m mal die ' Gerade .AE. 

Von der allgemeinen Regelfläehe hatte sieh die Ebene e m mal 
abgesondert; in diesem Ausartungsgebilde ist somlt die Gerade .AE 
m-fach enthalten. Die Restfläche sehneidetdemnaeh Wa; in einer 
Kurve vom Grade n(m + n - 1), in der n(m - ' 'fl )-faehen Gerade 
AX1 , in der n(m - n)-fachen Gerade .AX2 und in den m - n-l 

file://-/-ahzf
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(m-n)-faehen Geraden AET (Tm_n:;i' 1), weshalb der totale Grad 
m-n 

n(m +n-l) + 2n(m-n)+(m-n)(m-n-I)=m(m+n-l) ist. 
Da n Zweige im Punkte A der ursprünglichen K urve in A E = XaE 

vereinigt sind, so blei ben für die hiel: betraehtete Kurve in Wa; 

n'l. - n = n(n -1) Zweige übrig. Der Punkt A ist also ein n(n-l)
faeher Plmkt. 

Es fand sieh dass X3 , falls l die Gerade X3 X4 sehneidet, ein n2-faeher' 
Punkt ist, dessen sämmtliehe ' Tangenten mit X3 A zusammenfallen. 

I m vorliegendel1 .Fall, wo A sieh auf Xa B befindet, sind von 
den n2 Zweigen n in X 3 E vereinigt, won ach X 3 auf der Restkurve 
ein n(n - . l)-faehel' Punkt ist, dessen Tangenten alle X 3 mit A 
(oder E) verbinden. 

Der Pnnkt E gehört jetzt der Kurvc nicht an. 
Übrigens können wir, in Bezug auf diese Kurve in Wa;, auf die 

Resultaten von S. 203 u. f. hinweisen. 
Der Schuitt in lÓo hat jetzt (siehe (40a), S. 207) die Gleiehung 

n n n 

~1 (~1 + b' ~4)m - ~1 (~2 + b' ;4)''' + a(;1 - ~2) ;t!n = O. (1l2a) 

Von diesel' Gleichung lässt sieh zeigen', dass ihre rationalisirte 
l!'orm den Faktor (;1 - ;2yn enthält, wonach gesehlossen wird, dass 
der Schnittin Wo aus m mal der Gerade X4 E (= B' E) und aus 
einer Kurve vom Grade mem --r n -1) besteht. 

Es erhellt, daRs die m-fache Gerade X4 Eder m-faehen Ebene € 

angehört, welche von der allgemeinen Regelfliiehe abgesondert ist. 
Die Restfläche schneidet daher Wo in der oben erwähnfen Kurve 
vom Grade mem + n -1). ' 

Es ist auf diese Kurve B' ein mem - l)-facher Punkt, für des
sen Tangenten wir auf S. 208 hinweisen. Der Punkt X4 ist nun 
ein mn - m = m(n - I )-faeher Punkt. Seine Tangenten sind in 
~ 7a auf S. 243, 244 erörtert. 

Da die Punkte Xi' X 2 und ET (Tm-n:;i' 1) nicht dureh die 
m-tl 

Lage von l in € beeinftusst werden, so lässt sieht von der a.xialen 
Regelfläehe (Restfläche) folgendes behaupten: 

])ie axiale Regeljläche einer in € befindlitben Gerade istvom 
Grade mem + n - 1). Sie hat in Xi einen mn-fachen Punkt, von dessen 
Berührungseóenen je m in einer der nEbenen (siehe (46a), S. 211) 

(lI3a) 

vereinigt sind. ])er Punkt X 2 ist ebenfalls ein mn-facher; von seinen 
Tangenten Bind je m ?/Zit einer der nEbenen (siehe (4 5a), S. 211). 
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( )n 111 n - 0 311 - a313 - a 31,. - • (114a) 

vereinifJt. Die m-o-l Punkte ET (Tll,_n:P 1) sind o-fache 
tn-n 

Punkte, deren BerührunfJsebenert alle mit w~ zusa11/.mertfJefallen sind. 
Die Gerade X 3 X 4 ist nun ein.e n(o - l)-fache Gerade der Fläche, 
weil von den n~ Rlättern der allgemeinen . Fläche von ~ 7 a n mit 
ê zusammenfallen. 

Wir können dies leicht ersehen, wenn wir bedenken, dass die n2 

Blätter in einem Punkte Xil von X
3 

X
4 

dllrch die n2 Congruenz
strablen bestimmt werden, welche mit X

3 
X 4 coincidiren. Von den 

m2 - n2 übrigen Stmhlen liegen m - n in jeder der m - nEbenen 
ê T ,a.lso auch 1Jl- n in ê. Da abel' die Ebene ê III Tllal abge-

1n-n 

sondert wird, so müssen noch n Strablen den n2 entzogen worden, 
welche mit X 3 X 4 zusammellfallen. 

Auf der Restfläche ist also X3 X4 eine 11 (n -l)-fache Gerade. 
Es sind alle BerührunfJsebenen in ê vereinifJt (Ausnahme in wo), 

Nur der 8chnittpunlct 8 von I mit X 3 X 4 ist ein m(m - l)-Jacher 
Punlct. 

Wir sind jetzt im Stande die Singularitäten des Schnittes mit 
einel' durch Xl X2 gelegten Ebene Wil Zll bestimmen. Ein solcher 
Schnitt hat in Xl und X2 mn-fache Punkte, dessen 'rangenten die 
Spuren in W,~ bez. der nEbenen (113a) und der nEbenen (114a) 
sind(jede 1Il mal gerechnet). Diem-n-1 PunkteET (T", '_n:pl) 

. m-n 

sind n-fache Punkte, deren Tangenten alle mit Xl X 2 zusammen
gefallen sind (Ausnahme in wX»). Der Schnittpunkt Cil von I mit 
Wil is ein m(m-1 )-facher . Punkt, dessen Tangenten durch die 
ausserhalh ê liegenden,' nach Cil zielenden Congrnenzstrahlen be
stimmt werden. Der Pllnkt X Il , wo wl-' Xa X4 trifft, ist eill n(n-l)
facher. Seine sämmtlichen Tangenten sind in X il E vereinigt (aus
genommen in wo), 

Schliesslich hat der Schnitt Doppelpnnkte in den Schnittpunkten 
von Wil mit der Doppelkurve. 

Die Doppelkurve wird dUI'ch die Lage von I in ê wesentlich 
beeinflllsst. Wir wollen sie daher besonders untersuchen. 

Die Gleichungen (67a) und (68a) sind bier identisch geworden. 
Ihre gemeinschaftliche Form ist 

(115a) 

Es liefert diese Gleicbung sowohl die Coordinaten 71"2 wie die 71"1' 

Die SpUl' P eines Strahles p, welcher einem Punkte C von I in 
ê entstammt, ist somit durch eine Combination (71"1,71"2) zweier der 



mWurzeln von (U5a) bestimmt. Wir wollen diese Wurzeln mit 

bezeiehnen. 
Wir denken uns nunmehr zwei Sp uren , n1. 

und 

Die Gerade, welehe P2,i mit P i,2 verbindet, hat alsdann die 
Gleiehung 

SIe enthält also den Punkt E' auf Xi Xz , weleher durch 

!.Vi +!.V2 = 0 

(116a) 

bestÏinmt ist. Es giebt daher jede Combination (Ck' Cl) zu einer 
dureh E' gehenden Gerade Veranlassung. 

Es leuchtet ein, dass die m Spurell P i ,1, P2,2 P m,m sich auf Xa E 
befinden. 

Die mem-I) ausserhalb 

paarweise mit EI verbunden 

Xa E liegen den 

d h mem-i) 
urc 2 

Spuren werden nun 

Geraden Pk,!PI,kEI. 

Wenn eille solche Gerade Pk,IPI,kE' durch A (';1= 0, ';2= 0) 
gebt, so folgt aus (U6a) 

(ll7) 

Sobald emem Punkte C von I zwei Strahlen :fJk,1 und Pl,k ent
stammen, deren Spul'en p k ,! und PI", ruit A in einer Gerade lie
gen, so ist diesel' Punkt C ein Punkt Dk,l der Doppelkurve. 

Aus dem Obigen geht alsdann hervor, dass die Ebene, welche 
die .zwei Strahlen Pk,! und Pt,k mit I verbindet, den Punkt EI 
enthält. 

Wenn also der Gleiehung (117) genügt wird, d. h. wenn zwei 
Wurzeln von f(7i.) = 0 (1l5a) sich nur durch das Vorzeichen unter
scheiden, so liegt ein Punkt der Doppelkurve auf I, während die 
beiden durch diesen Punkt gehenden Strahlen sieh in der Ebene 
Cl, EI) befinden. 

Wir haben nun zu untersuchen, für welehe Punkte C auf I die 
Gleichung (117) erfüllt ist. 

Es ist (11 7) ein besonderel' FaU der Bedingullg 
Verband. der Kon. Akad. v. Wetenscb. (1e Sectie) DI. X. B 18 
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(118) 

deren linke Seite eine svrnrnetrische Funktioll der m W urzeln von 
" 

j(7r) = 0 ist, Bich also ausdrücken lässt in einer Forrn, welche nur 
die Coetficienten von f(7r) = 0 enthält. 

Weil die Coefficienten R usschliesslich von den Constanten a, b' 
und von der C kennzeichnenden Grösse p. abhängen, so w~rd ' (118) 
sieh darstellen lassen in der Forrn 

<1>(p.) = o. (119) 

Wenn III und n grosse Zahlen sind, so kann es gesehehen, dass 
die Urnformung der symrnetrischen Wurzelfunktion in eine Funk
tion . der Coeffieiellten zu ausserordentliehen Schwierigkeiten VerRn~ 

Jassung giebt. In diesem Falle können wir einer Methode folgen, 
weJche zwar urnständJich, abel' von Kunstgriffen frei ist. Wir be
trachten alsdann die Gleichung 

j(-7r) = 0, 

deren Wurzeln sich offeübar von den Wurzeln von f(7r) = 0 nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. Wenn I1un f(- 7r) = 0 und 
f(7r) = 0 eine gleiçhe W urzel haben, BO bedeutet dies 

E' 
Fig. 12. 

Man erhält alle Bedingllngen Ck + Cl = 0, indern man die Eli-
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minante von f(7r) = 0 und f(-?I") = 0 verschwinden lässt. Es ist 
selbstl'edend, dass neben der Bedingung, dass Ck von f(7r) dem 
-Cl von f(-7r) gleich sei, au eh die Bedingung auftritt, dass Cl 
von f(7r) dem - Cic von f(-7r) gleich sei, so dass in der Eliminante 
der FaIt Ck + Cl = 0 zwei mal vertreten ist. Die Elimiuante ist 
daher das Quadrat einer Funktion von a, b und fL. 

Aus dem Obigen erhell t ohne Weiteres, dass die axiale Regel
fläche von I in ê ha1'1lZonisch-8ynlllletri8clt ist in Bezug auf die Ebeue ê . 

nnd den Punkt E' (welcher E in Bezug auf Xi und X 2 harmonü;ch 
zugeordnet Ï!,t). Hieraus geht hervor, dass . alle Geraden, wofern 
sie E' nicht enthalten , in Paaren vorkommen , deren Schnittpnnkte 
si eh in der Ebene ê befinden. 

Es werden speziell die Verbindungslinien del' Spuren Pp,q, P,.,s 
sich in Paaren anordnen lassen, deren Schnittpunkte auf X 3E lie
gen. Wir ersehen hieraus, dass die beiden Geraden 

P p,qPr,8' •• (cq - Cs)~i - (c/J - Cr)~2 + (cpcs - CqCr)~3 = 0 
und 

Pq,pPs,r' .. (cp - C,.)~i - (cq - CJ~2 - (cpes - CqCr)~3 = 0 

sieh in dem auf XaE liegenden Punkte Gpq,rs schneiden, welcher durch 

bestimmt ist. 
Wenn 11un die Gerade P p,qPr.8 A enthält, so ist dies auch mit 

Pq,pp.q,r der Fall. Es treffen alsdann im Punkte C auf I vier Strah
lcn znsammen, nämlich Pp,'l,Pr,s,Pq,p und Ps,r' von denen die ersteren 
zwei mit I durch eine Ebene verbunden werden, nnd ebenfalls die 
letzteren zwei mit I in einer Ebene liegen. 

Der anf I befindliche Punkt C, welcher die se Anordnung liefert, 
ist daher ein IJoppelpunlct der lJoppellcurve. Wir wollen ihn mit 
IJpq,rs bezeichnen. . 

Wir können jetzt auch sagen, dass C ein Punkt lJpq,rs sein wird, 
wenn der Punkt G pq,rs mit A zusammenfällt. Es ist dies der Fall, 
wenn 

(120) 

Hier kann P = 8 und fj = r sein. Dagegen kann weder P = fj 

oder P = r sein, noch 8 = fj oder 8 = r. Denn im }'alle P = fj 

würde die Gleichung (120) zerfallen in cp = 0 und Cs = Cr' wonach 
8 = r; es würde demnach entweder der Strahl in A ausmünden, 

B 18* 



oder in irgend einem Punkte von X3E, und dies ist ausgeschlossen. 
Nebst den Fällen, wo der Bedingung 

genügt wird, haben wir noch die Fäl1c · zu betrachten, wo 

cp Cs - Cq 
2 = 0 (p, q und 8 alle ungleich). 

Das Produkt 

aller Combinationen (120) ist offenbar eine symmetrische Funktion 
der Wurzeln von f (7r) = 0 und somit eine Funktion von p.. Es 
kommen in diesem Produkt auch die FäIle vor, wo p = q oder 
r = 8. Die Gleichheit p = q z. B. liefert den Faktor (cs - cr), 
welcher verschwindet faIls f (7r) = 0 . zwei gleiche Wurzeln hat. 

Ferner giebt p = 8 und q = r zu cp
2 - Cq 

2 = 0 Veranlassung, 
aIso, neben Cp - Cq -:- 0, zu cp + Cq = 0 ; doch ist diese Bedingung 
schon ullrch die Gleichung <l> (p.) = 0 (119) vel'treten. 

Die ]'unktion von p., welche das Produkt IJ (cp Cs - cq Ci') ersetzt, 
wird eió Quadrat sein; wir setzen deshalb 

(121) 

Nach dem oben Dargelegten wird cp (p.) die Funktion <l> (p.) und 
die Discriminante tjJ (p.) von f(7r) == 0 als :Faktoren enthalten. Wir 
können somit schreiben : 

cp (p.) = <l> (p.). tjJ (p.). 'f' (p.). (122) 

Die Gleichung 

'f' (p.) = 0 . (123) 

wird nun diejenigen Pllnkte auf I anWeIsen, welche zu den 
Gleichungen 

oder 

Veranlassung geben. 
Auch hier wollen wir eine Methode angeben urn 'f' (p.) zu 
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ermitteln, faIls m und n so gross sind, dass die Umformung der 
symmetrischen Funktion scheitert. 

Wir betrachten daher die Gleichung 

I(~ = O. (124) 

lhre W urzeln sind durch 

oder durch 

bestimmt. 

flJ 
7('=--

c1,2, .. . m 

Falls f(7(') = 0 und .t(~) = 0 eme gleiche Wurzel haben, so 

muss die Beziehung 

oder 

erfüllt sem. 

Die Eliminante von /(7(') = 0 und /(~) = 0 ist ein Ausdruck, 

welcher, ausser von a llnd b', nur von IJ- und flJ abhängt. 
lndem wir ihn durch G(flJ) darstellen , so. sind die Coefficienten 

Fllnktionen von IJ-. 
Die Wurzeln der Gleichung 

G(flJ) = 0 (125) 

sind die Produkte flJ=cpcs der Wurzelpaare von 1(7(')= o. 
"Weil diese Produkte auch die Quadrate der Wurzeln enthalten, 

so werden auch die Werte flJ=cp2 der Gleichung (125) genügen. 
Es sind diese Werte aber auch die Wurzeln der Gleichung 

I(V flJ) = 0, wonach die Form G(flJ) den Ausdruck I(V flJ) als Faktor 
enthalten muss. 

Wenn I(V flJ) = 0 rationalisirt wird, möge sie die Gestalt,9(flJ) = 0 
annehmen. Wir haben a)sdflnn 



(126) 

Die Gleichung h(31) = 0 liefert sodanll die Produkte cpcs U.S.w. 
Es leuchtet ein, dass die Coefficienten von g(31) und h(31) noch 

ausschliesslich von fJ. abhängen. 
Wenn ft (31) zwei gleiche W urzeln hat, so weist dies auf die 

Gleichheit 

hin. Die Diskriminante von h(31) ist eine Funktion von fL, nl. cp (p.). 
Diejenigen auf l liegen den Punkte C, welche durch 

cp(p.) = 0 

bestimmt sind, gebell demnach zu der Gleichl1ng cp Cs = cq C" Ver
anlassung j ihnen gehören somit die Punkte IJpq, rs nnd. IJk•I , 

Den Überlegungen von S, 276 nach, bemerken wir, das cp(fL) 
den Ausdruck ct>(fL) und. die Diskriminante "'Cu.) von f(7r) = 0 als 
Faktoren enthalten muss j wir können also, wie dort, schreiben 

cp (fL) = ct> (p.) . '" (fL) . 'f' (fL), 

Die Gleichung 

'I'(fL) = 0 

bestimmt besonners die Punkte IJpq, r.' 

Es befinden sich nnter diesen Punkten auch die Punkte Dpq,q., 

welche die Gleichung 

veranlassen. 
Obgleich das Verhalten dieser Punkte nicht von dem der Punkte 

IJp'l, , ' 8 verschieden ist, so wollen wir doch zeigen , wie wir sie von 
jenen tl'ennen können. 

Wir bemerken, dass die Bedingung (125) erfiillt ist, wenn die 
Gleichungen g(31) = 0 und h(31) = 0 eine gleiche Wurzel haben. 

lndem wir die Eliminante von g(31) = 0 und h(31) = 0 von dem 
:Faktor "'(p.), der Diskriminante von f(fL) befl'eien, erübrigen wir 
eine .Form ll(fL), weiche, wenn gleich Null gesetzt, die Punkte 
IJpq, q. bestimmt, 

Wie wir ersahen, sind die Punkte IJpq,r. (daher auch die Punkte 
IJpq, q.) IJoppelpunlcte der IJoppellcurve, wähl'end die PUlikte IJk,l 
gewöll1lliche Punkte der Doppelkurve sind. 
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Es sei cl>Cu.) vom Grade M, 'fCu.) vom Grade N in fJ-. Es liegen 
alsdann M Punkte ])",1 und ]V Punkte ])pq".s auf I. 

Die Doppelkurve schlleidet daher I in .J.lf + 2N Punkten. 
" I 

lIln (1ll1l - 1) 
Da jede durch I gelegte Ebene noch 2 Punkte der 

Doppelkurve enthält, so ist der Gmd der Doppelkurve 

M + ZN + 1lln(1ll;- 1). 

Von der Doppelkurve lässt sich also folgendes behaupten: 
])ie ])ojJJJellcurve au! der axialen Regeljfäche ei'ller in der Ebene 

e beOndlitben Gerade I 8chneidet die Gemde I in M gewähnlichen 
und N ])oppelpunlcten. lJie Strahlen, we/che den Lll gewähnlichen 
Punlcten en ts tamrn en , liegen alle in der durch I und E' gelegten 
Eóene. llier i8t ;tI der Grad der durch D1llfor1llu'Ilg von IJ (ck + Cl) = 0 
erhalte'llelt Gleichlt'llg <l>Cu.) = 0, N der G1'ad der aU8 n(cp Cs - cq cr) ~ 0 
he1'!Jeleiteten Gle~'chu'Ilg 'f (,u.) = O. ])er Gmd der IJoppellcurve i8! 

M + 2N + 1Jln(1Jl~- I). 

Betrachten wir jetzt den Fall, wo I durch X3 hindurchgeht, so 
ist der Schnitt eine 1ll-fache Kurve, deren Grad im allgemeinen 
Fallc m + n ist. Es wird jetzt die 1ll-fache Gerade X 3 E abgesolldert, 
wonach wir eine m-fache Kurve vom Grade 7Jl + n -- 1 erübrigen. 
Auf diesel' Kurve sind Xi und X 2 n-fache Punkte (siehe S. 249); 
ihre Tangenten sind bez. mit Xi X4 und X2 X4, zusammengefallell. 
Die Punkte E", (Tm_u ~ I) sind alle gewöhnliche Punkte; ihre 

tn-n 

Tangenten convergiren alle nach dem Punkt To (siehe (95a), S. 250). 
Der Punkt E gehört jetzt der Restkurve nicht an. Es ist femel' 
B' ein (1Jl- l)-facher Punkt, dessen rrangenten die aussel'halb e 
liegenden Bilder von X 3 A = X 3 E sind. 

Die in lJh, liegende Kurve hat einen n(n - " l)-fachen Punkt in 
X3 ; sie hat sonst keine Abweichungen von der obigen aufzuweisen. 

Die m-n-1 Punkte E", (Tm _ n ~ 1) sind auf der Fläche 
m-n " 

n-fache Punkte. Ihre Tangenten liegen abel' jetzt nicht in w'" , son
dern in den Ebenen, welche E", mit der Gerade Xa To (siehe 

m-n 

S. 250) verbinden. Der Punkt E gehört der Fläche nicht an. 
Es möge schliesslich die in e liegende Gerade den Punkt X4 ent

halten. In w'" befindet sich alsdann eine n-fache Kurve vom Grade 
m + 'Il-1. Auf diesel' Kurve sind Xi und X2 (n -1 )-fache Punkte, 
deren rrangenten bez. mit Xi X3 und X~ X3 zusammenfallen. Es ist 
Xa ein (1ll-1)-facher Punkt, dessen Tangenten die m -1 aUSSel'-
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halb e liegenden Bil der von X" E sind. Es ist A ein (n - 1 )-facber 
Punkt, dessen Tangent.en durch die ausserbalb e liegenden Congruenz
strahlen bestimmt sind. Die Punkte ET (Tm _ n ~ 1) sind ge-

m-n 

wöhnliche Punkte; ihre Tangenten convergiren in einem auf X 3 E 
befindlichen Punkt. Der Punkt E gehört der Kurve nicht an. 

Die in (O%) liegende Kurve hat in X4 einen m(m --- l)-fachen 
Punkt, d'essen Tangenten alle in X" E vereilligt sind. Es weist 
übrigens diese Kurve keine Abweichungen auf. 

Auf dieser Regelfläche verhaltell die Punkte ET sich nicht 
,n-n 

anders als auf der allgemeinen Fläche. N ur der Punkt E befindet 
sich nicht auf der Fläche. 

Der Schnitt mit einer durch X 1 X 2 gelegten Ebelle (Of'- zeigt daber 
keineanderen Eigenscbaften als diejenigen~ welche bei der axialen 
Regelfläche einer willkürlichen in e liegen den Gerade erwäbnt sind. 

~ lOb. Die axiale Regeljläche einer in einer singolären Ebene eT 

liegenden Gerrtde, in der hyperbolischen Congruenz. 
Die Ebene eT (Tm + n = 1) ist singulär und trägt ein Strahlen

gebilde von der Klasse m + n; sie gebört also als Ausartungs
gebilde vom Grade ?1Z + n der axialen Regelfläcbe an. Die Restfläcbe 
ist somit vom Grade (m + n) (m + n -1) + 2 mn. 

Von den (m + n)~ Strahlen, welche einem auf 1 in eT liegen den 
Punkte entstammen , liegen 1Jl + n in der Ebene eT' Auf der Rest
fläche liegen deren also (m -+ n) (m + n - 1) ,wonach 1 auf der 
Restfläche eine (m + n) (m + n - ] )-fache Gerade ist. 

Wo kein lrrtum droht, wird mit der axialen Regelfläche die 
Restfläche gemeint. 

Der Schnitt mit (0:0 der allgemeinen Regelfläche besteht aus 11ln 
mal AX1 , · 1Jln mal AX2 , m2 mal der Geradc AX3 und aus einer 
Kmve vom Grade n(2 'iJl, + n). 

Die m2-fache Gerade AX3 rührt von den m2 Strahlen ber, welche 
dem Punkte A entstammen und (00 in der Nähe von A3 schlleiden. 
Durch einen Punkt A von X3ET gehen m + n Tangenten der in 
der Ebene eT liegenden Fokalkurve. Von diesen Tangenten fallen 
11l mit der Gerade AET (= X 3ET) zusammen. Es ist dies leicht 
ersichtlich, . sobald man die Gleichung der }'okalkurve in Linien
coordillaten betrachtet. 

Die Tangente wird (als Congruenzstrabl in der Ebene X1=TX2=XO) 

durch 

m 

Xo -Pi Xa -pi-n XIl = 0 



DIE CONGRUENZEN VON 10'n = cn - m wm UND w'n wm = cm+n • 281 

dargestellt. lhre Linieneoordinaten %, IPs, cp" sind somit durch 

% IPs =--=---
1 -Pi m 

-Pi n 

bestimmt, wonaeh 

(127) 

Der Punkt A (f1JJ = af1J3 , f1J" = 0) wird offenbar durch die tan
gentiale Gleichung 

oder 

angewiesen. Dureh die Substitution dieses Wertes in (28) findet 
man u. A. %m = 0; cs sind also von den aus A an der Fokal
kurve gelegten rrangenten 1Jl mit der Gerade a% + % = 0, 
IPo = 0, oder IPu = 0, IP3 = 0, d. h. mit der Gerade AE zuS"ammen
gefallelJ. 

Wenn der auf 1 in ST liegende Punkt Y sieh nahe an A befin
det, so trägt Y m Tangenten der }'okalkurve, welche in der Nähe 
von X 3 ET liegen. lm Ganzen werden durch Y m2 Strahlen gehen, 
welehe Wo nahe bei ET (= As) sehneiden. Von diesen m? Strahlen 
befinden sieh also ?JZ in der Ebene ST. . 

Wir sehliesscn denmach , dass von den m2 Geraden AE .... welehe 
A entstammen, nur m genau in ST liegen, während die m(m-l) 
übrigen sieh ursprünglieh ausserhalb ST befanden. 

Es wird aber von dem Gesammtschnitte in ST (m + n) mal die 
Gerade X3ET abgesondert; aus dem Vorhergehenden leuehtet nun 
ein, dass von die3en 1Jl + n Geraden X3ET m dem Ausaftungsge
bilde angehört haben, welches aus m2 mal X3ET (- AET ) besteht. 
Wir müssen also sehliessen, dass X 3 ET noch n mal der in WXJ 
liegen den Restkllrve entnommen wird. 

Die Restkurve, welehe bei der willkürlichen Gerade vom Grade 
n(211l +n) war, wird jetzt vom Grade n(2m + n)-n=n(2m+n-l) 
sem. 

Das Ausartungsgebilde, welches diese Restkurve zum vollstän
digen Schnitte von W":TJ mit der Restfläche ergänzt, besteht nunmehr 
aus mn mal A Xi' mn mal A X 2 und mem - I) mal A X3 - X:3 ET. 

Es ist somit der totale Grad n (2m + n - 1) + 2mn + m(m - 1) = 

=(m+- n)(m+~-I)+ 2mn. 
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Wie in der parabolisch en Congruenz, genügt es den Fall zu 
erörtern, wo I in der Ebene ê (mi = m~) liegt. 

Die Coordinaten von A erfüllell alsdann die Beziehung 

und zwischen den Coordinaten von B' besteht die Verbindullg 

wonach auch hier die Gleichung 

gilt. 
Die in W:n liegende Kurve (siehe (26b) S. 225) hat jetzt die 

Gleichung 

tIl rn tu n }, 

'In tn 

- b' (~1 - ~2) (~1 + a~3)n (~2 + a~3)n = O. (110b) 

Die rationale Gleicbung wird nun durch (~1- ~2t teilbár sein; 
wir können dies in analoger Weise wie in ~ 10a auf S. 270 
nachweisen. 

Die Kurve, welche vom Grade nt2m + n) war, ist daher zerfallen 
in n mal die Gerade X 3 E und eine Kurve vom Grade n(2m + n -1). 

Anf der allgeIneinen Kurve jn woo ist A ein n2-facher Punkt. 
Es sind jetzt n Zweige in AB vereinigt und somit von der 

Kurve abgesondert. Die Restkurve hat also in A einen n(n -·1)
facben Punkt; seine 'rangen ten sind die axialell Projektionen aus 
I auf Wao der n(n -1) ausserhalb ê liegen den nach A zielenden 
Strahlen. 

Der Punkt X 3 war damals ein mn-facher. Es sind abel' jetzt von 
den 1Jl'1l Zweigen n in der abgesonderten Gerade X3 E vereinigt. 
Es ist also X 3 auf der Restkurve ein n(m -1)-facher Punkt. Von 
den 'rangenten sind je n m.it einem der ausserbalb ê liegen den 
Bilder von X4 E zusammengefallen. Der Punkt A3 = B 4'ist jetzt 
mit dem Pun kte E identisch. I n ~ 7 b, wo I die Gerade Xs X4 

tl'af, war A3 _ B4' ein n2-facher Punkt der Kurve in woo • Es wird 
offenbar jetzt ein n(n -l)-facher Punkt sein, dessen sämmtliche 
Tangenten in X 3 E vereinigt sind. Es hat diese Gerade in E men -1) 
Punkte mit der Kurve gemein. 

Die in Wo liegende Kurve ist jetzt zerfallen in 1/1. mal die Gerade 
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x,. E und in eine Restkurve vom Grade 1Jl (ril + 2n - 1). Wir können 
zwar ihre Eigenschaften aus dem unmittelbar Vorangehenden ableiten, 
indem wir m nnd n, und die Indices 3 und 4 vertauscben, müssen 
jedoch bemerken, dass E auf dieser Kurve ein nCm -I)-facher 
Punkt ist und nicht ein men -1 )-facher, wie man erwarten könnte. 

Es lässt sich diese Abweichnng wie folgt erklären. 
Im Falle der willkürlichen Gernde zeigte sich, dass alle mn 

X3 entstammenden Strahlen im Punkte A3 ausmünden, und umge
kebrt, wonach die Ordnung der Singularität von Xa und A die 
nämliche wnr. 

Diese Eigenscbaft erhält sich stets aufrecht, auch faUs von diesen 
Sb·ahlen X3 A3 welche in eine singuläre Ebene abgesondert werden. 
Wie sich oben ergab, liegen von den mn nach Xa zielenden Strahlen 
nur n genau in e. Die übrigen n (m -- I) Strahlen rühren vom auf 
der Restkurvc in Wil liegen den Punkte E her. 'Vir scbliessen, dass 
der Punkt E auf dieser Restkurve ein n (m -I)-facher ist. Sämmt
liche Tangenten sind in der Gerade Xi X 2 vereinigt, welche in E 
1itCm-I) Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Die Pllnkte Xi nnd X2 erfahren selbstverständlich keinen Einflllss 
von der Lage von I in e. 

Falls I die Gerade Xa X,. (in 8) trift, zeigt sich der Schnittpunkt 8 
als ein (ril + n.)'2-facher Punkt der Fläche. Es lellchtet ein, dass, 
wenn I in eliegt, der rfangentenkegel vom Grade (m + n? von 
8 in (m + n) mal die Ebene e und einen Kegel vom Grade 
(m + n) (m + n -1) ausgeartet sein wird. Der Schnittpunkt S von 
I mit Xa X\ ist also hiel' ein (m + n) (m + n - I )-facher Punkt. 

Die Gerade I schneidet die in e befindliche .Fokalkurve e in m + n 
Punkten Le. Aus jedem Punkte Le werden zwei zusatJlmenfallendé 
Tangenten an egelegt , also zwei coincidirende Congruenzstrahlen 
in e. Bei der Absonderung der Ebene e wird jede an e gelegte 
'fan gen te einmal- der totalen axialen Regelftäche entnommen. Die 
m + n in den Punkten Le gelegten 'fal1gentel1 funktioniren also 
noch einmal als Erzeugende der Restftäche. Sie schneiden X 3 X,. in 
1Jl + n Punktell Xe. 

Die Gerade XaX,. hat nun ruit der Restftäche gemein: n (m -I) 
mal den Punkt X a, rIl(n-I) mal den Punkt X 4 , (m + n) (m + n-I) 
mal den Punkt S, und einrllal die Punkte Xe, Zllsammen also 

n Cm - I) + 1Jt (n - I) + Cm + n) (m + n - 1) + 1Jl + n = 
= (m + n) (m + n - 1) + 21Jln Punkte . 

. Wir ha ben nun die folgenden Resultate aufzuweisen: 
])ie axiale Rege?fläche einer in der sioguläreo Ebene e liegeodeo 

Gerade ist 'Cam Grade (m + o)(m + 0-1) + 2mo. ])ie Pun1cte Xi und 

file://-/-m-/-n
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X 2 8ind beide 2mn-fache Punkte; die Tangenten in Xi bejinden 8ich 
in 2mn Ebenen, VOn denen mn zu je m in einer der n Bbe~en 

(113b) 

(siehe (46b) S. 232) und die übrigen mo zu je n in. einer der m 
Ebenen 

(1l3'b) 

ve?'einigt 8ind; die Tangenten in X2 8ind in der8elben Wei8e über 
die Ebenen 

(114b) 

und 

(l14'b) 

verteilt. 
IJe?' Punkt X3 z'8t ein n(m - l)-facher Punkt, de88en Tangenten 

8ich alle in W oo bejinden. Der Punkt X. dage gen i8t ein m(n- 1)
lacher Punkt, de88en Tangenten alle in Wo liegen. Der Punkt Eist 
nun ein (2mn-m-n)-facher Punkt; n(m-I) Berührung8ebenen 8ind 
z'n W oo , men - 1) in e vereinigt, IJer 8chnittpunkt 8 von 1 mit 
X 3 X. ist ein (m + n)(m + n-1)-facher Punkt. IJie A(J}e 1 i8t eine 
(m+n)(m+o-1)-fache Gemde, 

Der Schnitt in einer durch Xi X 2 gelegten Ebene W,J. hat in Xi 
und X2 21lln-fache Punkte, dessen rfangenten die Schnittlinien von 
W,J. mit den ob en gegebenen Rhenen sind; er hat im Schnittpunkte 
von 1 mit w,.,. einen (m + n) (m + n -l)-fachen Puukt, dessen Tan
genten durch die ausserhalb e liegenden Congruenzstrahlen bestimmt 
sind. Der Punkt Eist ein (2mn-m-n)-facher Punkt, von dem 
n(m - 1) 'fan genten mit Xi X2 und men - 1) mit der Schnittlinie 
von W,J. und e zusammenfallen. Der Hchnitt hat Doppelpunkte in 
den Schnittpunkten von w,.,. mit der IJoppelkurve. 

In Bezug auf die Doppelkurve diirfell wir hinweisen auf das 
am Ende von ~ lOa Oargelegte. Der Unterschied ist nur, dass die 
Gleichung f(7(') = 0 eine andere Gestalt aufweist. 

BE\trachten wir jetzt noch den Fall, wo 1 den Punkt X3 oder X 4 

enthält, 
Wenn 1 durch X 3 geht, so wird die Ebene Woo mn mal abgesondert. 

Man erübrigt eine Fläche vom Grade (m + n)(m + n -1) + mn, 
auf welcher Xi und X 2 mn-fache Punkte sind, 

Die Gerade Xs X4 schneidet die Restfläche m(n - 1) mal in X4, 
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(m. + n) (m + n -1) mal in X 3 und einmal in den m Schnittpunkten 
Xe der Tangenten, welche man in den m ausserhalb X3 liegenden 
Schnittpunkten von l mit der Fokalkurve e an dieser legen kann. 

Die in Wo liegende Kurve ist idelltisch mit der m-fachen Kurve 
(siehe (93b) , S. 254) 

(ml - b' m4rmt - (m2 - b' m4rmt = o. 
mt- m2 

Diese ist vom Grade m + n - . 1 und schneidet Xl X 2 in den 
m+n-1 Punkten ET (Tm+n~ 1); die 'rangenten in diesen 

m+n 

Punkten convergiren alle nach Tol (siehe (95b), R. 255). 
Die in Ww liegende Kurve hat nun in Xs einen n(m + n -1)

fachen Punkt; seine Tangenten verbinden Xs mit den m + n - 1 
Pllnkten ET (Tm +n ~ 1). Es haben diese Tangenten in Xs m+n 

n(2 'In + n - 1) Punkte mit der Knrve gemein. Übrigens haben 
wir keine Abweichungen aufzuweisen. 

Wenn l in eden Punkt X4 enthält, so wird die Ebene 
Wo mn mal abgesondert. Wir erübrigen eine }'läche vom Grade 
(m + n) (m + n -1) + mn, auf welcher Xl und X2 mn-fache Punkte 
sind. Die Gerade Xs X4 schneidet die Fläche n('11l-1) mal in Xs' 
(m + n) (m + n - 1) mal in X 4 und eimnal in deh n Schnittpunkten 
Xe der 'rangenten , welche in den n ausserhalb X4 liegenden Schnitt
punkten von t mit der Fokalkllrve e an diese gelegt werden. 

Die in Ww befindliche Kurve ist in eine n-fache Kurve vom 
Grade 1ll + n - 1 ausgeartet. 

§ lla. Die amiale Regeljläche einer in e liegenden Gerade l~, 

welche Xl X2 (in E) sChoeidet, in der parabolisch eo Congruenz. 
Weil jede durch E hindurchgehende Gerade in WeD ein Congruenz

strahl ist, so wird die Ebene W oo ein Bestandteil der Regelfläche 
sein. Urn zu erledigen, wieviel mal w oo abzusondern ist, habell 
wir nur zu untersuchen. wieviel-fach ein Strahl in woo durch E 
ist, wenn er als Grenzlage eines ausserhalb Woo liegenden Strahles 
betrachtet wird, oder, was dasselbe ist, wieviel ausserhalb WeD 

liegende Strahlen sich in einer willkürlichen durch E gelegten 
Ebene befinden 

Diese Anzahl wird ermittelt, indem wir die Bildkurve einer in 
woo liegen den durch E gehenden Gerade betrachten, und unter
suchen, wieviel' Punkte eine in Wo liegende, durch E gehende 
Gerade ausser E mit dieser Kurve gemein hat. 

Die Bildkurve der durch 
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angeWIesenen Gerade I wird durch 

n n n 

durgestellt, oder wenn WIl' 

setzen , d urch 

n n n 

also dm·ch 

oder 

Hieraus ergiebt sich, dass, da die höchste Potenz VOll Xi' d. h. 
2:(m-1) n 

x/" ,den Coefficient xa'" hat, der Punkt E ein n-facher ist. Eine 
durch E gelegte Ebelle enthält daher mn-n = (rn-l)n Strahlen 
ausserhalb w"". Es sind somit n Strahlen in die Schnittlinie der 
Ebene mit W oo gefallen. 

Es leuchtet ein, dass von der ursprünglichen Regelfläche die 
Ebene w"" n mal abzusondern ist, wonach man eine Restfläche vom 
Grade 1Jl(m+n-l)-n = (m+n)(m-l) erübrigt. 

Es ist also in jedem Schnitte mit einer dlll·ch X1X 2 gelegten 
Ebene die Gerade X 1X J n mal der in § ga und § lOa hergeleite
ten Kurve zu entnehmen. Die Resultaten von § 9a und § IOa 
wirden am einfachsten combinirt, indem man in § ga 

einsetzt. Die Gleichung des in w"" befindlichen Schnittes ist als
dann, nach 'feilung durch X3 (siehe (I04a), 8. 262), 

(l28a) 

Nach Rationalisil'ung erscheint diese Gleichung teil bar durch 



DIE CONGRUENZEN VON w'n=cn - III lOm UND w'nwm=cm+n. 287 

(Xi-X2)". Die Knrve vom Grade mn ist nun in die n-fache Ge
rade X 3E und eine Kurve vom Grade n(m-l) zerfallen. Diese 
bat in X3 einen n(n-I)-fachen Punkt, des~en sämmtliche Tangen
ten in X 3E vereinigt sind. Es bat diese 1'angente ausser X3 keinen 
Punkt mit der Knrve gemein. Der Punkt E gehört der Kurve 
nicht an. 

Die in Wo liegende Kurve besteht jetzt aus der n(m-I )-fachen 
Gerade X i X 2 und aus einer Kurve vom Grade mem-I). 

Die Gleichung 

..!: n m-n 

Xl - X2 + p.(Xi"· - X/n)X", -----;:;;- = 0 (I29a) 

erscheint ja nach Rationalisirung teilbar durch (Xi-X2)m. 

Es ist auf der Ji'läche X1X2 eine n(m-l )-fache, X3 X4 eine n(n-I)
fache Gerade (Siebe weiter ~ Sa, § ga, ~ IOa). 

§ lIb. Die axiale Regel.fläche einer in € liegenden Gerade liJ.' 
weltbe X(X2 (in E) stbneidet, in der byperbolistben Congruenz. 

Wir haben hier die Ergebnisse von § 9b und § lOb zu verschmelzen. 
Die Schnittkurve in Wrr; hat die Gleichung (á2 = - "1) 

. (128b) 

Nach Rationalisirnng wird sie teil bar durch (Xi-X2t. 

Wir erübrigen also eine Kurve vom Grade n(2 m + n -1). 
Ü brigens unterscheidet diese Regelfläche sicb nicht wesentlich 

von der in § lOb erörterten Fläche. 

§ 12a. Die axiale Regel.fläche eine8 fJoogrueozstrables in der 
parabolischen CongTuenz. 

Die Ebene, welche einen Congruenzstrahl 8 mit Xi verbindet, 
ist singulär und trägt ein Strablengebilde von der Klasse m. Es ist 
diese Ebene (8, Xi) daher als ein Bestandteil mten Grades der axialen 
Regelfläche zu betrachten.· Aus denselben Gründen ist auch die 
Ebene, welche 8 mit X2 vereinigt, als Bestandteil mten Grades zu 
betrachten. 

Aus dem Obigen gebt hervor, dass wir eine Fläche vom Grade 
m(m + n - 2) erübrigen. 

Von den m2 Strahlen, welche sich in einem Punkte von 8 treffen, 
ist 8 selbst ein Exemplar; m - 1 andere liegen in der Ebene (8, Xi) , 
nocb 1IZ -J 1 andere liegen in der Ebene (8, X2); es liegen deren also 
ausserhalb 8 auf der Restfläche m2 

- 2 (m - 1) - I = (111-1? Der 



Strahl 8 ist denmach auf seiner axialen Regelfläche eine (m - 1)2_ 
fache Gerade. 

Der Schnitt von lJ);r, mit der allgemeinen Regelfläche besteht aus 
n(m-n) mal der Gerade AX1 , n(m-n) mal der Gerade A X 2 , 

(m - n) mal den m - n Geraden AH.,. und aus einer Kurve 
m-n 

vom Grade n(m + n). 
Der Fokalkegel F2 hat in X1 X2 eine n-fache Kante, deren sämmtliche 

Berührungsebenen in lJ);r, vereinigt sind. Die Ebene (8, Xi) schneidet 
also F2 in einer Kurve 17lter Klasse, welche in Xi einen n-fachen Punkt 
hat. Die n rrangenten in Xi sind alle in Xi 8 zusammengefallen, 
wenn mit 8 die Spür von 8 in lJ);r, bezeichnet wird. Diese n Geraden 
XI 8 können als die Grenzlagen von n Geraden betrachtet werden, 
welche einem auf 8 nahe bei 8 liegen den Punkte Y entstammen 
und überdies die Kurve mter Klasse berühren. Weil letztere auf 
der Fokalfläche liegt, so sind die n Tangenten Congruenzstrahlen. 
Wir stoszen hier auf einen Unterschied mit dem Falle, wo, es sich 
um eine willkürliche Gerade I handelt. In diesem FalIe sind die 
aus einem nahe bei A liegen den Punkte Y an die in der Ebene 
(I, Xl) befindlichen Kurve gelegten 'rangenten eben nicht COllgruenz
strahlen, da die Ebene (I, Xl) nicht singulär ist. 

Die n Tangenten 8X1 erscheinen also als Congruenzstrahlen nur dann, 
wenll wir uns dem Punkte 8längs eillem Congruenzstrahle 8 nähern. 
Sie gehören somit den n(m - n) Geraden AX1 sonst nicht an, wer
den deshalb jetzt der in lJ);r, liegenden Restkurve entzogen , deren 
Grad demnach um 2n ernledrigt wird und also den Wert n(m+n-2) 
erhält. Die Ebene (8, Xi) ist im Ganzen m-fach abgesondert, 8X1 

daher dem Gesammtschnitte in lJ)w 1Jl mal entnommen. Wie oben 
gezeigt wurde, werden von diesen m Geraden 8X1 1l der Rest
kurve entzogen , und somit m - n den n(lIl- n) Geraden 8X1 , 

welche urspriinglich dem Ausartungsgebilde angehörten. Das Aus
al'tungsgebilde enthält also jetzt (n-l)(m-n) mal die Gerade 
8XI und (n-l)(m-n) mal die Gerade 8X2 . 

Unser Schlu,ss ist demnach, dass die Restfläche, vom Grade 
mem + n - 2), die Ebene lJ);r, schneidet in (n - 1) Cm - n) mal der 
Gerade 8X1 , (n - 1) (Ol - n) mal der Gerade 8 X2 , (m - 71.) mal 
den m - n Geraden SE.,. und in einer Restkurve vom Grade 

m-n 

n(m+n-2). 
Da die Spur 8' von 8 in lJ)o ei nes der Bilder von 8 ist, so haben wir 

ai = 81 , 

m 
1.' ti 
ui = 81 , 

m (130a) 
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Die in Wet) liegende Kmve hat (siehe (26a) , S. 200) die Gleiehung 

JH 'm t il. UI. 111 

~2 (~1 + 81~3)--;;- ~1(~2+ 82 ;i' + (82
n ~I- 8? ;2);3» = O. (131a) 

Wir bringen diese Gleiehung in die Gestalt: 

und potenziren die beiden Seiten mit n, won8eh sieh ergiebt 

lil men-i) lil 

~t (~1 + 81~3)'''+ n82
n ;i;t -1 (;i + 81 ~3)-,-t - ;3n + . . + 82'" ;1n ~3m = 

m l1I(n-1) '" 

=~t(~2+82 ~3)'"+n81n ~ln-1 ;2(;2+82~3)-'-1. - ~3n + .. + 8,'" ~t~3m. 

Es zeigt sieh, dass die Glieder mit ~t ~/" und ~t ;3'" verschwin
den, wonach die ganze Gleiehung dm·ch ;1;2 teil har wird. 

Die . rationale G1eichung ist also teilbar durch ~t;t, womit 
allsgedrückt wird, dass von der ursprüngliehen Kurve n mal die 
Oerade 8Xi und n mal die Gerade 8X2 abgesondert wird. 

Es erührigt somit eine K urve vom Grade n(m +. n - 2). 
Der Punkt Xi, wird jetzt ein n(n - 1 )-facher, dessen 'l'angenten 

alle noch mit 8X, zusammenfallen. 
Ebenso wird X2 ein n(n - 1 )-faeher Punkt sein, dessen Tangenten 

alle sich in 8X2 vereinigen. 
Der PUllkt 8 ist jetzt ein (?z - 1 )2-facher, weil von den ursprüng

lichen n'!. Zweigen 7l mit 8X
" 

n mit 8X2 zusammengefallen sind, 
während ein Zweig (da 8 selbst Congruenzstrahl ist) unbestimmt 
geworden ist. 

tTbrigens hat die Kurve in w'" keine besonderen Eigensehaften 
aufzu weisen . 

Die in Wo liegende Kurve wird jetzt (siehe (40a), S. 207) durch 

11t 11 ut n ~ 

~2 (;1 + 81
n ~i);U-· ~1 (~2 + 82-;; ;,i' + (82 ~1 - 81 ~2) ;,:11 = 0 (132a) 

dargestellt. Nach Rationalisirung erscheint diese Gleichung teilbal' 
durch ~11H ~2m; es wird somit der ursprünglichen Kurve m mal die 
Gerade 8' Xi und 1Jl mal die Gerade S'X2 entnommen, wonach 
eine Restkurve vom Grade mem + n - 2) übrig bleibt. 

Es ist auf dieser Restkurve Xi ein men - l)-facher PUllkt, von 
dessen Tangenten je 11Z Xi mit eiuem der ausserhalb 8' Xi liegenden 
Bilder von 8 verbinden. Ebenso ist X2 ein m(n - 1 )-facher Punkt, 
von dessen 'fangenten je 1Jl in eine der n - 1 Geraden zusam-

Verhand. der Kon. Akad. v. Wetensch. (ie Sectie) Dl. X. B 19 
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menfallen, welche X 2 mit den n(n - 1) ausserhalb S' X 2 liegen den 
Bildern von S verbinden. 

Der Punkt S' ist ein (m-1)2-facher; seille Tangenten sind die 
axialen Projektionen aus 8 auf Wo der (m _1)2 ausserhalb (8, Xi) 
und (8, X 2) liegenden nach S' zielenden Congruenzstrahlen. 

Übrigenshaben wir nichts wesentlich Neues zu vermelden. 
Von den Punkten Xi Ulld X 2 als Punkten der Fläche lässt sich 

bemerken, dass beide men -l)-fache Punkte sind. Die Tangenten 
in Xi befinden sich in men -1) Ebenen, von denen je m zusam
menfallen in die n - 1 Ebenen (siehe (4 6a), S. 211) 

(133a) 

m 

wobei für 82
n im Nenner die der Spur 8' von 8 in Wo entsprechende 

n-te W urzel von 82»> einzusetzen ist. 
Die Tangenten in X2 sind in men -1) Ebenen aufgespeichert, 

von denen je m zusammenfallen in die n - 1 Ebenen (siehe (45a), 
S. 211) 

(l34a) 

m. 

WO 81 n die Spur 8' bestimmt. 
Der Schnitt mit einer durch Xi X2 gelegten Ebene ist eine Kurve 

vom Grade m(m + n- 2), welche in Xi und X2 men -l)-fache 
Punkte aufweist. Von den Tangenten ill Xi sind je min einer der 
n - - 1 Schnittlillien von w(J. mit den n - I Ebenen (l33a), von 
denen in X 2 sind je m in ei·ner der 'Il - 1 Sp uren in w(J. der n-l 
Ebenen (134a) vereinigt. 

Die Kurve hat im Schnittpunkte 8(J. von 8 mit W(J. einen (1Il-. 1)2_ 
fachen Punkt, dessen rrangenten d UI'ch die (m _ . I? nach 8(J. zie
lenden Congruenzstrahlen bestimmt wenlen. 

Ferner besitzt die Kurve in den 'IJl- n punk ten ET' n-fache 
nt-n 

Punkte, deren sämmtliche rl'angenten in woo aufgespeichert sind, 
während die rrangenteri inwoo die Punkte ET' verbinden mit 

m-n 

dem Schnittpunkte von X 3 8 und der Gerade 

(l35a) 

(siehe S. 217). 



Die Kurve hat schliesslich Doppelpunkte in den Schnittpunkten . 
von wfI. mit der Doppelkurve. 

Wir wollen die se Doppelkul've näher betrachten. 
Die Gleichungen 

und 

(74) 

. (75) 

welche Zl1sammen die Sp uren der Strahlen bestimmen, welche sich 
in einem Punkte von 8 schneiden, haben jetzt bez. die Wurzeln 
?l"1 = 0 ulld ?l"2 = o. 

Die durch Fortschaffung diesel' W ul'zeln entstandenen Gleichun
gen wollen wir mit 

81 (?I"1) = 0 . 

82 (?I"2) = O. 

andeuten; sie sind nun vorn Grade 7JZ - 1. 

(136) 

(137) 

Nachdern wir die Gleichungen (136), und (137) an die Stelle 
der Gleichungen (74) und (85) gesetzt baben, können wir das 
Verfahren von ~ 6a wiederholen. Weil die Zahl m jetzt urn eins 
erniedl'igt ist, so wird auch die Doppelkurve einen niedrigeren 
Grad aufweisen als im aIlgemeinen Falle. 

~ 12b. Die aaJiale Regeljtäche eine8 ' t;ongr.uenzstrables zn der 
byperbolisthen Congruenz. 

Die singuläre Ebene, welche den Congl'uenzstrabl 8 mit Xi ver
bindet, enthält ein Strahlengebilde von der Klasse m + n. Sie bil
det den1llach ein Bestalldteil vom Grade m + n der axialen Regel
ftäche von 8. Ebenso wird dieser axialen Regelftäche (m + n) mal 
die Verbindungsebene (8, X2) entnommen. Die Restfläche ist daher 
vomGrade(m+n?+ 2mn- 2(11l+ n) = (11l+ n)(m+ n-2)+2mn. 

Zn den (m + n)2 Strahlen, welche nach einem Punkte von 8 

zielen, gehören, ausser 8, noch m + n -1 Strahlen in (8, Xi) und 
m + n - 1 Strahlen in (8, X2), wonach deren nur (m + n? -
- 2(m + n-1)-1 = (m + n-1)2 auf der Restftäche liegen; hier
dm'ch erscheint 8 auf seiner axialen Regelftäche als eine (m + n - 1)2_ 
fache Gerade. 

Der Schnitt der allgemeinen Regelftäche mit W<r> setzt sieh aus 
mn' mal der Gerade AX1 , mn mal der Gerade AX2 , ?ft

2 mal der 
Gerade AXa und aus einer Kurve vom Grade n(2m + n) zusammen. 

B 19* 
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Die (m + n)2 Strahlen, welche nach einem auf 8 in der Nähe 
von der Spur 8 in Wa) liegenden Punkte Y zielen, treffen die 
Ebene Wo In (m + n)"- Pllnkten, deren gegenseitige Lage hierneben 

Fig. 13. 

(für m = 3, n = 2) skizzirt ist. 
N ahe bei Xi liegen rmz Pllnkte 

X, fi (I), in der Kähe von X2 be n-
den sich mn PUllkte (U); nahe 
bei 83 (dem Schnittpllnkte von 
Xa 8 mit Xi X2) liegen m2 Punkte 
(lU). Ferner hat man noch n2 

Pllnkte, welche nIcht in der 
Nähe von Xi X2 liegen, unu 
denen 8', die Spur von 8 in 
Wo, angehört. 

Wenn Y in S gelegt wird, 
so fallen die mn Punkte (I) mit 
Xi , die mn Punkte (H) mit 
X2 und die m2 Punkte (lIl) ruit 
8 3 zusammen. 

Schon bevol' Y mit S vereinigt wird, enthält die Ebene (8, Xi), 
also die Gerade 8' Xi' m Pllnkte (I) und die Ebene (8, X 2), also 
die Gerade 8' X2 , m Pllllkte (H). Die Ebene (8, Xi) trägt deshalb 
til Strahlell, absorbirt also m DI al die in Wa) liegende Gerade SX1• 

Von den rnn Strahlell . 8X[ bleiben denlnach nur m(n - 1) übrig. 
Ebeusoentnimmt die Ebene (8, X2) dem Schnitte ?1t Strahlen SX2 , 

wonach von den mrt Strahlen 8X2 nur m(n -1) erübrigt werden. 
Dil, die Ebene (8, Xi) im Ganzen eine (m + n)-fache ist, so wird, 

ausser 11l mal der Gerade SX1 als Ausartungselement, noch n mal 
diese Gerade der Restkurve entzogen ; auch 8X2 wird n mal von 
del' Restk.urve abgesonuel't. 

Der PUllkt S, welche auf der Restfläche ein (m + n-l)2-facher 
ist, trägt noch men - 1) Strahlen SXf, m(n -1) Strahlen SX2 ,11l

2 

Strahlen SX3 und (n - 1)2 Strahlen, welche 8 mit seinen ausser
halb S' Xi und S' X 2 liegen den Bildern verbinden. 

Die in Wa) befindliche Restkurve istjetzt vom Grade n(2m+n)-2n = 
n(2m+n-2). Wenn wir in der entsprechenden Gleichung «26b), 
S. 225) des allgemeinen Falles 

ai = 8t , a2 = 82, 
m rn • (130b) 

b ' -.,. b' n 
1 = 81 ,2 = 82 

einsetzen, so folgt 



DIE CONGRUENZEN VON w'n=cn-tIlw ln UND w'nwtll=cm+n. 293 

m m ?n m 

~1(~i + 81~3)ri ~3n- ~2(~2 + 82~3)n ~3n-
rn rt!. m m 

- (8z-
ri ~1 - 8i -

n ~2) (~1 + 81 ~3)n (~2 + S2~3)n = O. (13lb) 

lndem man diese Gleichung in die Gestalt 

m '1"1. m tn UI. 1n "n 

81
n 8:!.n ~1 (~I + Si ~3)ri ~a'i + 8:/" ~2(~i + 8i ~iï (~2 + 82 ~3)n = 

m1n rJ1m m m tn 

= Sin 8.? ~2 (~'1. + 8']. ~3)n ~3n + 8i
n ~1 (~I + 8i ;3)n (~2 + 82 ~3fn 

bringt und nachher beide Seiten mit n potenzirt, erhi-ilt man 

mln-i) til m(n-1I 

8imstl~t(~1+81~3)m~a"'+n8i"!t- 8']."'~t-i;i~i +81~3)'n(~2+82~3)n ~3-1-' -+ ... + 

+ Sr ~2n(~1 + Si ~3)m(~2 + 82~3)''' = 81'" sr ~z"(~:!. + 8.l~3yn~3m + 
m(n-i) m mln -i) 

+n81 "'Sz-n - ~1~2n-1(~i +81~3)n(~2+82;3)'''~3-n-+ .. +8t''';1>l(~1+Si;3)'n(;2+8:!.~3)m . 

Es erhellt, dass die Glieder mit ;t" ~32m und ~2n ~32m verschwin· 
den, sodass die Gleichung durch ~1 ~2 teilbar wird. 

Die rationale Gleichung wird daher durch ~t ~t teil bar sein; 
vom der ursprünglichcl1 Kurve ist somit n mal die Gerade 8X1 und 
n mal die Gerade 8X']. abgesondert; die Restkurve ist demnach 
vom Grade n(2nz+n)-2n=n(2m+n-2), wie aueh oben ge
funden ist. 

Von diesel' KUl'\'e li-isst si eh nun bemerken, dass Xi eiu n(m -1)
rachel' PUllkt ist, von dessen Tangenten je n in einer der m - 1 
Geraden vereinigt silld, welche Xi mit den (m - lf uusserhalb 8X1 

und SX2 liegen den Bilder von 8' verbinden. Ebenso ist X 2 ein 
n(m - . 1 )-faehel' Punkt, von dessen 'rangen ten je n zusammenge
fallen sind in einer del' m - 1 Geraden, welehe X2 mit diesen 
(m-l? Bildern von 8' verbinden. 

Der Punkt 8 ist ein (n -1)'l-facher Punkt; seine Tangenten sind 
die axialen Projektionen aus 8 nuf Wa; der ausserhalb (s, Xi) und 
(s, X 2) liegenden llach 8 zielenden Congruen~strahlen. 

Falls man hat m > 12, besitzt die Kurve in 8,,' (dem Schnitt
punkte von X4 8' mit Xi X 2) einen n2-faehen Punkt, dessen sämmt
liehe Tangenten in der Gerade 884' vereinigt sind; es hat diese 
Gel'ade in 84' mit der Kurve mn Punkte gemein (siehe S. 229). 

Der Punkt X 3 ist, wie früher, ein mn-faeher Punkt, von dessen 
'rangen ten je n in einem der m Bilder der Gerade X 4 83 zusammen
gefallen sind, die X 4 mit dem Sehnittpunkte SJ von 8X3 und Xi X 2 

verbindet. 
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Die Kurve in Wo unterscheidet sich nur im Verhalten des Punk
tes 83. Es ist dieser Punkt, für m > n, ein mn-facher Punkt, dessen 
Tangenten alle mit Xi X2 zusammengefallen sind; die Gerade Xi X2 

hat in SJ 111
2 Punkte mit der in Wo liegenden Kurve geroein (sit~he 

S. 231). 
Die Pankte Xi nnd X 2 sindjetztaufderFläche 12mn-(m+n)j

fache Punkte. Die rrangenten von Xi lüigell in 2mn - (m + n) 

Ebenen. Von diesen Ebenen sind m(n - 1) zu je 1Jl in einer der 
n-l Ebenen 

(l33b) 

-~ 
vereinigt, wo 82 't die eine der beide Coordinaten von S' darstellt; 
von den übrigen sind je n in einer der 1Jt - 1 Ebenen 

(1:33'b) 

'In 

zusammengefallen; die Grösse 82- n: hat sowohl im Zähler WIe un 
Nenner die oben erwäbnte Bedeutung. 

Die Tangenten von X 2 befinden sicb teil weise In den n - 1 
m-fachen Ebenen, welche durch 

m 
(l34b) 

m 

dargestellt werden; es bedeutet 8 t -n: die andere Coordinate von S'. 
Der andere Teil ist in den m - 1 n-facben Ebenen 

( I 34'b) 

-~ 
enthalten; 8i n hat wieder dieselbe Bedeutung wie in (134b). 

Ausser der (m + n -1)2-fachen Gerade 8 und der Doppelkarve 
vom erniedrigten Grade, hat die Regelfläcbe keille neuen Eigen
schaften aufzuweisen. 



Der Schnitt ruit einer durch Xt X;l gelegten E.bene w", hat jetzt in 
X t und X 2 12mn-(m+n)j-fache Punkte. Von den 2mn-(m+n) 
'l'angenten in Xi sind m(n -I) zu je m in einer der n -I Spuren 
der Ebenel1 (133b) in w'" vereinigt, von den anderen n(m - 1) sind 
je n in einer der m -I Sp uren der Ehenen (l33'b) 'in W", zusam
mengefallen. Analoges gilt für die rrangenten in X 2 • 

lm Schnittpnnkte S", von a ruit w'" hat die Kurve einen 
(m + n -l?-fachell Punkt, dessen Tangenten durch die ausserhalh 
(a, Xt) nnd (a, X 2) liegenden llach S", zielenden Strahlen bestimrut 
werden. 

Die Punkte X"" S3 und 84' verhalten sieh in derselben Weise 
wie im allgerueinen Falle. 

Die Doppellcurve ist auch hier von niedrigerem Grade. 
\Varen früher !t(7rt ) = 0 und !2(7r2) = 0 vom Grade m + n, so 

sind nun die durch Fortschaffung der W nrzeln 7rt = 0 und 7r 2 = 0 
erhaltenen Gleichungen at (7rt ) = 0 und a2 (7r2) = 0 vom Grade 
m+n-l. 

~ 13a. Die a3JÏale .Regeljläche einea in einer singulären Ebene ê T 

liegen den ~ongruenzstrahles J in der parabolisch en Congruenz. 
Der Strabl a gehört nun drei singulären Ebenen an, n.l. den 

Ebenen ê T , (a, Xt) und (a, X2). Jede dieser Ebenen enthält ein 
Strahlengebilde mter Klasse. Die Resttläehe ist somit vom Grade 
mem +n)- 3m =m(1Jl + n - 3). 

Es liegen ausserhalb der Ebenen (a, Xt) und (a, X 2) (m - 1)2 

Strahlen, welehe nach einem Pun kte von a zielen. Von diesen be
finden sieh ril - 1 in ê T ; denn durch diesen Punkt gehen m in ê T 

liegende Strahlen, von denen a einer ist. Es liegen demnach ausser
halb der Ebenen (a, Xt ), (a, X 2) nnd ê T (m - 1)2 - (m - 1) = 
(111. - 1 )(m - 2) Strahlen, wonach der Congruenzstrahl a auf seiner 
Ilxialen Regelfläehe eine (1ll-1)(m- 2)-fache Gerade ist. 

lm allgemeinen Falle trägt die Ebene Ww n(m - n) mal die Gerade 
AXt , n(m-n) mal die Gerade AX2 , (m-n) mal die m-n Geraden 
AET und eine Kurve vom Gerade n(rll + n). 

tn-n 

Deru in ~ lOa und ~ 12a Dargelegten entsprechend, lässt sich 
bemerken, dass die Ebene (a, Xi) (m-n) mal SXt , die Ebene 
(a, X 2) (m-n) mal SX2 und die Ebene ê T (m-n) mal die Gerade 
SET dem Ausartungsgehilde entnimmt, während die Ebene (a, Xt) 
n mal SXt , die Ebene (8, X 2) n mal SX2 und die Ebene ê T n mal 
SET von der Restkurve vom Grade n(m + n) abtrennt. 

Die Resttläche des in ê T befindlichen Congruenzstrahles a hat 
also mit w'" gemein: (n-l)(m-n) mal ' 8X~, (n-l)(m-n) 
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mal 8X2, (m-n) mal die m-n-l Geraden 8ET (T m _ n ~ T) 
m-n 

und eine Kurve vom Grade n(m + '1t- 3). 
Aueh hier wollen wir nul' die Ebene € (a'1 = a'2) betrachten. 
Die Gleichung der zu untersuchenden Kurve wird ermittelt indem 

wir in (26a) (S. 200) 

al=a2 =8, I 
m . 

b1' = bi' = 8
n 

(138a) 

einsetzen. Wir bekom men alsdann 

Diese Gleichung erseheint nach Rationalisirung teilbar durch 
;t ;2" (;1- ;2)"; auch in diesel' Weise wird für den Grad der 
R.estkurve der Wert n(m + n - 3) ermittelt. 

Es sind auf diesel' Kurve Xl und X 2 n(n - 1 )-faehe Pllnkte, 
deren sämmtliehe Tangenten bez. mit 8X1 und 8X2 zusammenfallen. 

Der Puukt 8 ist ein (n - 1) (n - " 2)-faeher, weil von den (n-I? 
in § 12a erhaltellen Zweigell noch n - 1 iu 8E gefallen sind. 

Die'fallgenten werden durch die (n-l) (n-2) ausserhalb €, (8, Xi) 
und (8, X 2) liegenden nach 8 zielellden Congruenzstrahlen bestimmt. 

Der Pllnkt E gehört der Kurve '/licht an. 
Die Kurve hat in X 3 noch cinen n(n - 1 )-fachen Pun kt, dessen 

'fallgenten alle mit X 3 8 - X 3 E zllsammenfallen. 
Die in Wo befindliehe Kurve wird ermittelt, indem man in (40a) 

(S. 207') die Substitntion (l38a) ausführt; man erhält sodanll 

'tn 11 "liL n ..!: 

;2 (;1 + s'ï ;~)m - ;1 (;2 + 8n ;~)m + 8 (;1 - ;2) ;i1/l = O. (l40a) 

Diese Gleiehung weist naeh Rationalisirung den Faktor ~1 m;2 "'(;l-;J'" 
auf, wonaeh die Restkurve 'vom Grade m(m + n - 3) ist. 

Auf diesel' Kurve ist Xl cin men -I)-fachcr Punkt, von dessen 
'fan genten je ?JI, in einer del' 'ft - 1 Geraden vereinigt sind, welehe 
Xl mit den n(n -1) ausserhalb 8'X1 liegenden Bildern von 8 ver
binden. Ebenso ist X2 ein m(n -I)-facher Punkt; von seinen rfan
genten sind je 11Z mit einer der n - 1 Geraden zUflammengefallen, 
welche X 2 mit den n(n - 1) ausserhal b 8' X 2 liegen den . Bildern 
von S verbinden. 

Der Punkt 8' i8t ein (m-l)(1Jl- 2)-facher; seine Tangenten 
sind die axialen Proj-ektionen aus 8 auf Wo der (m - I) (m - 2) 
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ausserhalb ê; (8, Xi) und (8, X 2) liegenden nach 8' zielenden Con-
gruenzstrahlen. . 

Der Punkt X. ist ein men -1)-facher Punkt, von dessen 'rau
genten je m in einer der n - 1 aURserhalb Xl! E liegen den Bilder 
von Xa E vereinigt sind (siebe § 7 a, S. 244). 

Die Punkte Br (Tm _ n ~ 1) erfabren keinen Einfluss von der . 
JH-n 

Lage der Axe 8. 

Der Punkt E gehört !toch dieser Kurve nicht an. 
Es sind auf der Regelfläche Xi uud X 2 m(n -l)-fache Punkte; 

für ihre Tangenten dürfen wir auf § 12a verweisen. 
Die m - n - 1 Pun kte ET (T

11I
- n ~ I) silld n-fache Punkt.e; 

m-n 

ibre Berührungsebenen sind mit W oo zusammengefallen. 
Der Punkt E gehört der Fläche nicht an. 
Es ist X3 X4 eine n(n - 1 )-fache Gerade; alle Berührungsebenell 

sind in ê vereinigt (Ausnahme in wo), 
Der Schnitt mit einer dm'ch Xi X2 gelegten Ebene w,.,. bat in 

Xi und X 2 men - 1 )-facbe Punkte, deren 'rangen ten in § 12a angege
ben sind. Er hat in den m-n-l Punkten ET (Tm - n ~ 1) n-facbe 

fn-n 

Pllnkte, deren sämmtliche Tangenten mit Xi X2 zusammengefallen 
sind (Ausnahme in w oo ). Die Kllr\'e hat im Schnittpunkte S,.,. von 
8 mit WIl. einen (m-I) (m - 2)-fachen Punkt, dessen 'Tangenten 
durch die (17l- 1) (m - 2) ausserhalb ê, (8, Xi) und (8, X2) liegen
den nach ~1. zielenden Strahlen bestimmt werden. Ferner hat die 
Kurve im Schnittpunkte X,.,. von X3 X4 mit w,.,. einen n(n - 1)
fachen Pllnkt, dessen Tangenten alle mit XII.E zusammengefallen 
sind (Ausnahme in wo), Schliesslich babell wÜ" noch Doppelpunkte 
Rllfzuweisen in aen Schnittpunkten von w,.,. mit der Doppelkurve. 

Hinsichtlich der Doppelkurve können wir bemerken, dass wir 
wie in § lOa zu verfahren haben. 

Nur müssen wir beacbten, dass die Gleichllng f("') = 0 (S. 272) 
jetzt eine W urzel '" = 0 bat. N ach 'Teiling o.llrch '" erbaIten wir 
eine Gleichung 

(141) 

welche vom Grade 1JZ - 1 ist. 
Diese Gleichung wird nun in derselben Weise behandelt wie 

in § 12a die Gleichung j("') = O. D~r Gmd der Doppelkurve 
erscheint noch niedriger als damals. 

§ 13b. Die aaJiale Regeljläche eine8 in einer singnlären Ebl'ne ê T 

liegen den Congruenzs'rables, in der byperboliscben Congruenz. 
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Der Gmd (m + 11)2 + 2rn.n der allgemeinen Regelfiäche wird um 
3(m + n) erniedrigt, weil 8 jetzt in drei singuläl'en Ebenen eT' 

(8, Xi) . und (8, X2) liegt, von denen jede ein Strahlengebilde von 
der Klasse 1Il + n tl'ägt. Die Restfiäche ist somit vom Grade 
(m + n) (m + n - 3) + 2mn. 

Da von den (m + n)2 nach einem Punkte von 8 zielenden Strahlen 
nul' (m + n - 1) (m + n - 2) ausserhalb der drei singulären Ehenen 
liegen, so ist der in eT betindliche Congruenzstrahl auf seiner axialen 
Regelfläche eine (m + n - 1) (m + n - 2)-fache Gerade. 

Der Gesammtschnitt. der allgemeinen Regelfiäche mit W rso setzt 
sich aus mn mal AXi , mn mal AX2 , 111

2 mal AX3 und einer Kurve 
vom Grade n(2m + n) zusammen. Dem in ~ lOb und § 12b Ge
fundenen entsprechend, el'schliessen wir, dass dem Ausartungsgehilde 
1Il mal 8Xi durch (8, Xi), JJl mal 8X2 durch (8, Xl)' m mal 8X3 

durch eT entzogen wird. Die Restkurve ist denmach hier vom Grade 
n(2m + n - 3). 

Wir wollen auch hier nur die Ehene e (Xi = x-}.) betrachten und 
setzen dementsprechend 

(l3Sb) m 

b ' b' -ti 
i = 2 =8 

Die Gleichung (26b) (S. 225) erhält sodann diese Form: 

m ril m m 

(13gb) 

Nach vollständiger Fortschaffung der gebrochenen Exponenten 
erscheint die Gleichung teilbar dllrch ~t~t(~l-~2t, sodass wir 
wiede-rum zu dem Schluss gelangen, dass der Gmd der Restkurve 
n(2m + n -- 3) ist. 

Es sind nun auf diesel' Kurve Xi und Xz n(m -l)-fache Punkte; 
für ihre 'Jlangenten dürfen wir auf ~ 12b (S. 293) verweisen. 

Der Punkt 8 ist ein (n -l)(n - 2)-facher; seine Tangenten sind 
gleichfalls leicht zu bestimmen. 

In Bezug auf die Punkte 84' E und X3 dürfen wir das in 
~ lOb Gefundene heranziehen. 

Die KUl've in Wo bedarf jetzt keinel' näheren Untersuchung. Man 
achte abel' auf das Verhalten von 8 3 _ B. 

Auf der Fläche sind Xi nnd X 2 (2mn - (m-+ n)j-fache Punkte; 
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ihre Tangenten sind in ~ 12ó (S. 294) genügend erörtert. Übrigens 
haben wir nur das in ~ lOb Oarlegte zu wiederholen. 

Der Schuit mit einer durch Xi .X~ gelegten Ebene W(Jo ist ebenso 
gänzlich bekannt, wenn wir nur die Ergebnisse von ~ lOb und 
~ 12b verschmelzen. 

Die Doppelkurve ist auch hier von niedrigerem Grade. 
Statt der Gleichung f('1i) = 0, welche vom Grade 11l + 1Z war, ope

riren wir jetzt mit der Gleichung 8('1i) = 0, deren Grad 1Jl + n - 1 ist. 

~ 14a. .Die axiale Re!leljläche einer in der Eb ene Wx> liegenden 
Gerade, in der parabolischen Congruenz. 

Es gehen durçh jeden Punkt A von der in Wao liegenden Gerade 
loo n(m-n) Strahlen AX1 , n(m-n) Strahlell ·AX2 lmd (1Il-n)2 
Strahlen ABr . Die Ebene W oo wird somit als ein Bestandteil 

111-n 

vom Grade 2n(m -- n) + (m - '11)"- = m2 
- n2 der axialen Regelfläche 

entzogen. Die Restfläcbe ist also vom Grade mem + n) - (m2 
- n2

) = 

= '1Iln + n2 = n(m + n). 
Die Gerade lXl ist auf ihrer axialen Regelfläche n.2-fach, weil in 

jedem Punkte A n2 ausserhalb W oo liegellden Strahlen sich auf ihr 
stützen. 

Da die Gerade loo einen besonderen Fall der Gerade l(Jo bildet, 
welche Xi X 2 schneidet, n.l. sofeJ'u fJ- = ex) zu setzen ist, so können 
wir unmittelbar bemerken, dass der Schnitt in Wao durch 

m-n 

(.xi X 1 + .x2 X 2 + .xa xa) . xa-
n- = 0 

(siehe (99a), S. 258) dargestellt wird, welche Gleichullg nach Ratio
llalisirung lautet: 

Damals (siehe S. 258) war schon n2 mal die Gerade X i X2 abge
sondert. Jetzt wird ausserdem abermals n(m-ll) mal X1 X2 bei 
Seite gestellt, sodass der Gesammtschnitt aus mn mal Xi X 2 und 
n2 mal der gegebenen, durch 

(142) 

dargestellten Gerade lr; besteht. 
Der Schnitt in Wo war (siehe S. 259) aus mn mal der Gerade 

Xi X 2 und aus einer Kurve vom Grade 1JZ2 zusammengesetzt, deren 
Gleichung für f- = 00 la.utet: 
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n n n tn-n 

und welche denmach aus mem - 1t) mal der Gerade Xi X 2 nnd aus 
einer durch 

n n n 

(143a) 

gegebenen Kurve vom Grade mn besteht. 
Der Gesammtschnitt in Wo ist somit aus m2 mal Xi X 2 und der 

Kurve (143a) vom Grade mn zusammengesetzt. 
Weil ab er schon (1ll

2 
- n2) mal XI X 2 in der (1ll

2 
- 1l

2)-fachen 
Ebene Wa; enthalten ist, so schneidet Wo die Restfläche in n

2 mal 
Xi X 2 und in der durch (143a) angewiesenen Kurve vom Grade 
mn. Diese Kurve ist die in Wo liegende Bildlcurve der in Wa) befind
lichen Gerade (142). 

Die Kurve (l43a) schneidet Xi X 2 in den dm'ch 

n " 
Ct '» ,,, + Ct '» ~I'I - 0 1"'1 l"'2 _. , 

oder 

gegebenen Punkten. Es sind diese offenbar die n Bilder h 3' in Wo 

des Schnittpunktes L3 (Ct1 3]1 -l- "23]2 = 0) von IXJ ruit Xi X 2• 

In jedem dieser n Punkte hat XI X2 m Punkte mit der Kurve 
gemem. 

Wir wollen nunmehr das Verhalten eines solchen Punktes h J' 

festzustellen versuchen. 
Es ist einer der Punkte hJ' durch 

m 

bestimmt. Wir verlegen die Coordinatcnecke Xi lIach diesem Punkte 
La', indem WIr 

setzen und diesen Ausdruck für 3]2 in der folgendermassen: 



geschriebenen Gleichung (143a) substituil'en. Wir erhaIten sodann 

m 

oder 

also 

I 
ct 1Jl ct m(n-i) I 

(-ct2)'" (-~, xt+ n(-~) n Xi
n

-
i x2' + ... + x2'n = 

ct/ ct2 

n(m-i) n 

= ct/TI Xi" + m Glim-i ct3 X 1-"-' - X",'" + ... + ctp,'" xt, 

oder 

n(m-i) 

Es ist in dieser Gleichung Xi-"-' - die höchste Potenz von Xi 

TI 

(weil ja !!. < 1); ihr Coeffieient ist x",m., also in der rationalen Glei-
• 1Il 

chung x""'. Die Punkte L3' sind daher n-fache Punkte, deren 
sämmtliche 'fangenten in X i X2 vereinigt sind. Es hat diese Gcrade 
ill jedem Punkte LJ' 'iJl Punkte mit der Knrve gemein. 

In derselben Weise lässt sieh zeigen , dass die K Ilrve die Gerade 
Xz X", (bez. Xi X4) in den 1l Bildern L/ (bez. LJ.') des Sehnittpunk
tes Li (bez. L 2) von l:r; mit X2 X3 (bcz. Xi Xa) schneidet. 

Es ist jcder der Punkte L i ' (bez. L/) ein n-facher; seine sämmt
liehe Tangenten sind in X2 Xl (bez. Xi X4) vereilligt, welche Gerade 
dort 11l Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Auf der Fläche ist Xi X2 eine n2-fache Gerade. In der nicht
singulären Ebene Wo ist ja Xi X2 eine n2-fache Gerade. Dies ist in 
Übereinstimmung mit dem Umstande, dass durch den Punkt L3 
von 1<S) n2 Strahlen hindurehgehen, welche alle mit Xi X 2 , und zwar 
in der Ebene w;, zusammengefallen sind. Sämmtliche Berührungs
ebenen der n2-fache Gerade sind daher mit W:r; vereinigt; es hat 
die se Ebene mit der axialen Regelfläche mn mal Xi X2 gemein. 

Der Schnitt der Regelfläche mit einer durch Xi X2 gelegten 
Ebeue Wp. trägt, ausser der n2-fachen Gerade Xi X2 , eine Kurve 
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vom Grade mn, welehe in den n Pllnkten L 3' n-faehe Punkte be
sitzt, deren Tangenten allc in Xi X2 vereinigt sind. 

Die Punkte LJ' sind aueh n-fache Punk te der Fläche. 
Wenn die Gerade lYJ den Pun kt X 3 enthält, so ist sie durch 

darzustellen . 
Die Coordinaten Pi und P2 der Spur In Wer; jedes Strahles p 

müssen daher der Bedingung 

P2 = lpi 

genügen. Die Gleichungen (6a), 

lieforn jetzt 

wonaeh 

IJl 

Ic" él'i-él'2 
Pi = rH 

'lH 

.- (Ic - !e!l) él'a 

Naeh Elimination von Pi ergiebt si eh 

m m 

Es stellt offenbar diese Gleichung die axiale Regelfläche dar. 
Diese Gleichung ist abel' n-deutig und vertritt denmach n verschie
dene Regelfläehen, von denen jedo vom Grade 1Jl + n isC 

Die nrsprüngliche Fläche ist also in n Regelflächen vom Grade 
111, + n ausgeartet. 

Rine solche Regelfläche enthä1t Xi X2 als eine n-fache Gerade, 



DIE COKGRUENZEN VON w'n=cn-mwm UND w'nwm=cm+n. 303 

während sämmtliche Berührungsebenen in Wa:: zusammengefallen sind. 
Auch die Gerade X 3 X 4 ist eine n-fache; ihre Berührungsebenen 

sind alle in der Ebene !cX1-X2 = 0, d.h. in der durch X 4 und 
100 gelegten Ebene vereinigt. 

Die Doppelkurve der axialen Regelfläche eincr in Woo liegenden 
Gerade kann nicht in derselben Weise ' untersucht werden, wie 
früher geschah. Es ist hier ja von einer Spur der Gerade in woo 

gar nicht die Rede. 
Wir können hier folgendermassen verfahren. 
Ein Punkt P von 1:rJ ist durch 

bestimmt. Die n2 Bildpunkte P' von P sind durch 

m m 

angewlesen, wo Pi' einen der Werte P1n,P2' eiDen der Werte P2n 
UDd T n und T n' n-te W urzeln der Eiuheit darstellen. 

Die VerbiDdungslinie zweier PunkteP' wird durch 

gegeben. Wenn diese Gerade den Punkt .L3 trägt. so gehen durch 
P zwei Strahlen, deren Verbindungsehene die Gerade 100 enthält. 

Die Bedingung, dass diese Gerade .La trage, findet ihren Ans
druck in 

wonach sich diese Beziehung ergiebt: 

oder 

alsu 

Der Relationen 
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wegen, finden WIr 

ec:tp1m (I-Tnt = (-ec:Jnp2m(1-Tn't. . (l45a) 

Der Punkt P muss sich auf 100 befinden, daher 

oder 

Die Substitution dieses Ausdruckes in (145a) liefert 

oder 

Weil (l - TnY' und (I - T n't beide n-deutig sind , so stellt (l4Ga) 
tatsächlich n2 vel'schiedene Gleichungen dar, jede vom Grade 1J1, in Pi' 

Es liegen demnach auf Ir> eine gewisse Zahl der Punkte P, 
welche zwei mit tr> in einer Ebene liegende Sü'ahlen tragen. Diese 
Punkte P sind daher Schnitte von 100 mit der Doppelkurve. 

Von den n2 verschiedenen dm'ch (I46a) vertretenen Gleichungen, 
ist eine identisch, n.l.diejenige, fiir welche Tri = 1 und T,,' = 1. 
Es geschieht ferner noch (n-I) mal, das T=Tn', so dass n-l 
Gleichungen (l46a) von dieser Form sind: 

Diese Gleichung bestimmt rit Punkte P, von denen jeder offen
bar ein (n -l)-facher ist. 

Die n -1 Gleichungen, für welche T n = 1, Tn' ';6: 1, ergeben 

oder 

'p2
m =0, 
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cl.h. den Schnittpunkt L2 von l<n mit Xi X3 , während die n-l 
Gleichungen, in welchen :r n ~ 1, :r n' = 1 ist, 

P1.m = 0 

liefern, also den Sehnittpunkt L1. von l~ mit X2 X3• 

Ausser diesen Gleichungen giebt es noch n2 
- 3 (71 - 1) - 1 = 

= n2 
- 3n + 2 = (n -1) (n - 2), deren jede 'I1l verschiedene Punkte 

P liefert. 
In dieser . Weise lässt sich also die Anzahl der Sehnittpunkte von 

l~ mit der Doppelkurve feststellen, daher aueh der Grad der Dop
pelkurve, weil die Anzahl der ausserhalb 1:zJ in einer durch 1«J 

] b
. mn(mn - 1) . 

ge egten E ene hegenden Doppelpunkte 2 . lst. 

Für diesen Grad finden wir 2m(n -1) + men -1)(71 - 2) + 
, mn(mn -1) _ _ + mn(mn -1) _ mn(mn + 2n - 3) 

"i-- 2 - mn( n 1) 2 - 2 . 

~ 14b. Die axiale Regelfläche einer in der Ebene Wx> liegenden 
Ge?'ade, in der byperbolischen Congruenz. 

Jeder auf 1«J in Wx> liegende Punkt A trägt mn Strahlen AX1 , 

mn Strahlen AX2 und m2 Stralllen AX3. Die Ebene W«J ist dem
nach ein Bestandteil vom G rade mem + 2n) der axialen Regelfläche. 
Die Restfläche ist somit vom Grade (m + n)'l + 2'11ln-m(m + 2n) = 
= n(2m + n). 

Auf dieser Restfläche ist 100 eine n2-fache Gerade. 
Es möge IX) die Gel'ade X2 X3 in L1.' X1.X3 in L2 undX1 X2 in 

La schneiden. 
Wir denken uns einen Punkt P, welcher sieh längs I", bewegt. 
Die n2 Bilder von P werden, wenn P in L1. kommt, alle in 

Xi' wenn P in L 2 kommt, alle in X 2 vereinigt sein. Die Geraden 
L1 Xi und L 2 X 2 befinden si eh deshalh auf der Restfläche. 

Da jeder Strahl in woo durch Xi oder durch X2 ein mn-facher 
ist, so sind die Geraden Lr Xi und L2 X2 als 'I1ln-fache Elementen 
des Schnittes in WX) zu betrachten. 

Der Schnitt in woo besteht daher aus n2 III al der durch 

(142) 

angewiesenen Gerade 100, und aus mn mal den Geraden L1. Xi 
("2cZ'2 + "3cZ'a = 0) nnd L2 X2 ("1cZ'1 + ct,J cZ'J = 0). 

Wenn der längs 100 bewegliche Punkt P in L3 kommt, so werden 
alle Bilder von P in X4 fallen. Die Gerade X 4 L3 ist demnach eine 
n2-fache Gerade der Fläche. 

Verband , del' Kon, Akad . v . Wetensch . (1.. Sectie) Dl. X. B 20 
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Der Schnitt mit Wo enthält jetzt, ausser der n2-fachen Gerade 
X" La, eine Kurve vom Grade 2111Jt, welche die Bildkurve der in 
W:r; liegenden Gerade Lx ist ulld durch 

n n n 

oder durch 

n n n 11. 11. n 

(I, '" '" (JJ UI + (I, '" '--;;(JJ in + N (JJ in(JJ m - 0 1 "'2" 2 '"1''' ""3 1 2 - (l43b) 

dargestellt wird. 
Diese Gleiehung würde sieh auch ergeben haben, wenn in ~ Sb 

fJ.. = OCJ eingesetzt wäre. 
Es ist Xi ein ?/lil-facher Punkt; seine Tangenten werden dureh 

oder dureh 

angewlesen; Sle sind offenbar zu je m mit emem der n Bilder von 

Xi L 1 C(JJ:.! = - (l,a) zusammengefallen. 
(JJa (1,2 

Der Punkt X2 ist ebenfalls ein ?Jlll-faeher; von seinen rrangenten 
sind je m in den 1l Bildern von X2 L2 vereinigt. 

Auch der Punkt X ... ist ein nm-fadwr; von seinen Tangenten 
sind je 1Jl mit den 1l Bildern von X3 La vereil1igt. 

Auf der Fläehe sind Xl und X2 1lln-faehe Punkte; die Tangen
ten befinden sieh bei jedem Punkte in mil Ebenen, von denen je 
m in einer der nEbenen zusammengefallen sind, welehe Xi L i 

(bez. X2 LJ mit ihren n Bildern Xi L/ (bez. X2 L/) verbinden. 
Es ist hJ l1atürlieh ein n~-facher Punkt. Die Strahleil, welehe in 

der Nähe von LJ ausmül1den, entstammen l1ahe bei X" liegel1den 
Punkten. Die Congruenzstrahlen mü.nden in W:r; auf der Geradc Zoo 

aus; sie befinden si eh also fast in der Ebene (lex, X ... ). Die Berüh
rungsehenen des n2-faehen Punktes La sind somit alle in (loo, X4) 

vereinigt. 
Der Schnitt mit einer durch Xi X2 gelegten Ebene W(I- ist eine 

Kurve vom Grade n('2m + n), auf weleher Xi und X2 mn-faehe 
Punkte sind und La ein n2-facher Punkt ist. 
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Die Tangenten in Xt und X2 sind die Schnittlinien von Wl'- rnit den 
ohen genannten Ebenen durch X1 bez. X 2• Die Tangenten von L3 
sind in der Schnittlinie von Wl'- mit der Ebene (la" X4) yereinigt. 

Wenn die Gerade la, den Punkt X3 enthält, so zerfällt die 
Fläche noch weiter. 

lndem wir l%> durch 

darstellen , so muss für jeden Strahl p der Fläche der Bedingung 

pz = lePt 

genügt werden. Die Gleichungen (6b), 

m 

ilJ1 = P1 ilJ~ + P1 n ilJl} , 
m 

liefern jetzt 

m m 

m m 

wonach 

und 

m 

Ie n ilJ1 - ilJ2 
P1= m 

- (Ie -Ie n)ilJa 

Durch Elimination von PI erhält man 

m m 

(!cm1 - ilJ2t (Ie- fï ilJ1- ilJ2)m = (_l)m (Ie _le-fï)m+nilJ·r ilJt. (144b) 

Diese Gleichung ist wiederum n-deutig und vertritt daher n 
Regelflächen, jede vom Grade m + n. 

Die Punkte X1 und X2 gehören nun der Fläche nicht an. 
Die Ehene Wa, ist der ohen behandelten (allgemeineren) Fläche 

B2O* 
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mn mal entnommen. Die Restfläche vom Grade n(m + n) erscheint 
als eine n-faehe. 

In Bezug auf die Erörterung der Doppelkurve auf der axialen 
Regelfliiehe einer in w'" liegen den Gerade la;, genügt es auf die 
vollkommene Analogie mit der entspreehenden Untersuehung in der 
parabolischen Congruenz zu weisen , welche den Sehluss von ~ 14a 
bildet. 

~ 15a. Die arciale Regeljläche einer Geradè X~.ET in der m-n 
parabolischen Congruenz. 

Die Gerade X 3 .ET befindet sieh in zwei singulären Ebenen, 
ru-n 

n.l. in den Ebeuen w'" und êT' Der Grad der Regelfläehe wird 
daher urn m2 

- n2 + m eruiedrigt. 
Wir haben in der Gleichung (14ta) (S. 302) 1c:-"7'm_n einzu

setzen. Wir wählen Ic = 1. Die erwähnte Gleichung lautet alsdallll 

(1 -7'n)m -n (W1-W2t mt' = (-1)m(7'nm1-m2r mt. (147a) 

Eine dieser Gleichungen (nI. T n = I) hat die Form 

(W1-mJm m4 n = O. 

Hieraus ist ersiehtlich, dass der ganzen J<'läche m mai die Ebene ê 

angehört. Ausserdem wird die Ebene Wa; noch n mal abgesondert. 
Wir erübrigen also n - 1 Regelfläehen vom Grade m + n. 

Es enthält jede Xi X 2 als eine n-faehe Gerade mit Wa; als ein
ziger Berührungsebene. Die Gerade X 3 X 4 ist aueh eine n-faehe; 
sie hat aueh nur W;tJ als Berührungsehelle. 

Die Doppelkurve wird in derselben Weise bestimmt, wie am 
Ende von ~ 14a angegeben ist. Wir haben nur zu be achten , dass 
"2=-"1 und "3=0 ist, wOllach (146a) übergeht in 

'P1m = O. 

Der Punkt Xa ist also der einzlge, weleher einer näheren Be
traehtung bedarf. 

Die n2 nach X 3 zielen den Strahlen fallen alle mit Xs X4 zusammell. 

~ 15b. Die amiale RegelRäche einer Gerade XS.ET in der " r m~ 
hyperboUschen Congruenz. 

Die axiale Regelfläche der Gerade Xa.ET ,z. B. der Gerade 
m+n 

Xa.E, welche in Wa; liegt und dureh Xa geht, zerfállt in n J<'lächen 
vom Grade m + n, von denen jede durch die Gleichung (144b) 



dargestellt wird, wenn nur Ic = 1 substituirt wird. Diè Gleichung 
lautet deshalb: 

Für T n = 1 bekommt man 

Diese Fläche besteht aus der (m + n)-fach zu zählenden Ebene e. 

Es war auch schon von vornherein klar, dass die singuläre Ebene 
(m + 1t) mal abzusondern ist. 

Was aus der Doppelknrve wird, ist leicht ersichtlich, wenn wir 
beachten, dass nur X 3 Strahlen trägt, welche mit X 3 E in einer 
Ebene liegen. 

§ 16a. ])ie Regeljläche der &mhlen, welche au! eine1JZ dorch XI 
ood X2 gelegten Kegelscboitte ruhen, in der paraboliscben Cong1·uenz. 

Wir baben früher (§ 8a, S. 261) gefunden, dass ein in woo lie
gender Strahl durch Xi' wenn er als Strahl durch Xi betrachtet 
wird, 11ln-fach zu zählen ist. Ebenso ist ein Strahl, welcher in Wa; 

liegt und durch X2 geht, als Strahl durch X2 11ln-fach zu rechnen. 
Die Regelfiäche der Strahlen, welche auf einem durch Xi nnd 

X 2 gelegten Kegelschnitte ruhen, wird somit alle Strahlen durch Xi 
in WX) und alle Strahlen durch X2 in WX) enthalten , wonach der 
Grad der Regelfiäche eines willkürlichen Kegelschuittes um 2mn 
erniedrigt werden muss. 

Da die Regelfiäche eines willkürlichen Kegelschnittes vom Grade 
2m(m + n) ist (der Kegelschnitt ist ja in seiner Ebene eine 1Jl2-fache 
Kurve und jeder der mn in dieser Ebene befindlichen Strahlen ist 
als Bisekante des Kegelschnittes doppelt zu zählen), so wird der Grad 
der Regelfiäche eines durch Xi und X 2 gelegten Kegelschnittes 
2m(m + n) - 2mn = 2m2 sein. . 

Dieser Kegelschnitt, welcher mit 'Y,.. . bezeichnet werden solI, ist 
auf seiner Regelfiäche eine m2-fache Kurve. Die Ebene {J),.. von r (oL 

hat demnach ausser 'Y (oL nichts mit der Fläche gemein. 
In § 8a (S. 261) haben wir gesehen, dass von den nach einem 

nahe bei Xi liegen den Punkte zielen den Strahlen je m mit einer 
von m durch Xi in (J)X) ge hen den Geraden zusammenfallen. Ebenso 
sind von den nach einem nahe bei X 2 liegen den Punkte zielen den 
Strahlen je m in einer von m Geraden durch X 2 in {J)XJ vereinigt. 
Die Strahlen, welche den Xi und X 2 auf r (oL vorangehenden ~unkt.en 
entstammen 1 bilden also ein Ausartungsgebilde vom Grade 2m2 
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in W;r,. Da jedoch die Ebene W;r, schon 2mn mal abgesondert ist, 
so enthält die Restfläche in W%J noch m (m - n)-fache Strahlel1 
dllrch X1 und m (m- n)-fache Strahlen durch X 2 , welche daher 
zusammen eine Figur vom Grade 2m(m - 71) bilden. Diese Figur 
wird zum vollständigel1 Schnitte vom Grade 2m2 ergänzt d urch eine 
Kurve vom Grade 2mn. 

Wil' sind also zu der Einsicht gelangt, dass die Regelfläche eines 
dllrch Xt nnd X2 gelegten . Kegelschnittes 'Y f' die Ebene W:r> schnei
det in einer Kurve vom Grade 2mn und in m ('IJl-n)-fachen Ge
raden durch X1 und 'til (m -n)-fachen Geraden durch X2• 

Wir wollen den Kegelschnitt 'Y f' durch 

Cta {33 X1 X2 + X1 (Ct2 /33 X3 + CtJ (32 X~) + X2 (Ctt {33 X3 + Ct3 (31 Xi) + 
+ (Cto {33 X3

2 + Ct3 (30 X4
2) = 0, (148) 

X3 = p.aJ4 • (149) 

darstellen. 
Die Tangente In Xi wird angewIesen durch 

Ct;) {33 x2 + Ctl {3J x3 + Ct3 {32 X4 = 0, 
X3 = p.aJ!j,. 

Die einem nahe bei X1 liegen den Punkte entstammenden Strahlen, 
welche in W%J liegen, werden (siehe ~ 8a, S. 261, 262) durch 

Ctt{3tx2m 
- (-l)"'I,UCtJ{33X2 + (fJ-Ct2{33 + Ct;j (32)X3! nxa

m
-

n = 0 (l50a) 

gegeben; man erhält diese Gleichung, indem man in (103a) (S. 262) 
X4 = 0 einsetzt. Es bestimmt diese Gleichung die 'IJl (m- n)-fachen 
Geraden durch Xt , welche mit den m (m - n)-fachen Geraden durch 
X 2 und der Kurve vom Grade 2mn den Gesammtschnitt bilden. 

Die m (m - n)-fachen Geraden durch X2 sind durch 

Ctt{3an X1
m

- (- I t !fJ-CtJ{3Jxt + (fJ-"t{3a + Ct3{3t)x3I n xa
m

- n =0 (l51a) 

angewlesen. 
Die Kurve vom Grade 2mn ist der Ort der Spuren P (Pt,Pz) 

der Congruenzstrahlen p, welche 'Y f' schneiden. 
Die Gleichung dieses Ortes werd ermittelt, indem man aus den 

GIeicbungen (148), (149) Hnd (6a) die Coordinaten Xt , X 2 , X3 und 
X4 eliminirt. Man bekommt alsdann: 

m 11'1 tn 

Ct J {33 (fJ-Pt + Pt
n) (fJ-P2 + P2n ) + (p.Pt + p?) (fJ-Ct2 (33 + Ct3 (32) + 

. Hl 

+ (fJ-P2 + P2n )(fJ-Ctt {33 + Ct3 (3t) + (fJ-2 Cto (33 + Cts (30) = 0 , 
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oder 

mmm m 

"J{3JP;np/iî + fJ.~{33(P/;: P'l. + P1P2n ) + fJ.2~{33P1PZ + 
• m m 

+ (fJ."2 (33+ 'f3 (32) p/ï + (fJ.a1 {?J3 + ' "J (?J1) p/t + 
+ fJ.(fJ.(I.~ {?J3 + "J (?J2) PI + fJ.(fJ."J ~3 + "3 (?J1) P2 + (fJ. '2 "0 {?Ja + "J (?Jo) = 0, 

oder 

m m !!!!!! !!! 

'loPl n p/
l + 'YO' (Pt n P2 + PiP'}, n) + 'Yo"PtP-]. + 'Y1P/ -+-

wo also 

ist. 

m 

+ 'Y2P2
n + 'Y/Pt + 'Y2'P2 + 'Y3 = 0, ' 

'Yil = "a {?J3' 'Yo' = fJ."3 {?JJ' 'YO" = p.2"3 {?J3' 

'Y1 = P."Z {?J3 + "3 {?J-]. , 'Y2 = P."1 {?J:l + "3 {31' 

'Y/ = P. (p.az {?JJ + "a (?JZ)' 'Y2' = P.(JI."1 (33 + "3 (31), 
73 = fJ.2"0 {?Ja + "3 (?Jo 

(1 52a) 

(153) 

Ersetzt man in (152a) Pi durch lIJ!: 1IJ3 und P2 durch 1IJ2 : 1IJ3' 
so folgt 

mmm m m - n 2(m - n) m m 

'YC,IIJ1n 1IJ2n + ·'Y0' (x?i 1IJ2+IIJ1X2n) 1IJ3-n + 'Yo" 1IJ1 aJ2aJ3-n-+ 'Y1aJ1n aJ3n + 
m m 2m-n 2m-n 2m 

+'Y2aJ2n 1IJ3n +'Y/ 1IJ111J3-n-+ 'Y2' aJ211J3-n- +'Y3 11J3n = O. (154a) 

Es stellt nnn diese Gleichung die Kurve vom Grade 2mn dar, 
welche mit den Geraden durch Xi und X2 den vollständigen Schnitt 
in {J):%J bildet. 

Die Punkte Xi und X2 sind mn-fache Punkte. 
Die Tangenten in XI sindbestimmt durch 

m m-n m 

'YOaJ2n + 'Yo' aJ2aJ3-n- + 'Y111J3n = 0, 

oder 

m m-n 

'Yo aJ'l,7i = - ('Yo' 1IJ2 + 'Y1 aJa) 1IJ3- n-, 

also durch 

n m ( l)n ( '+ )n m-n 0 'Yo aJ~ - - '1'0 1IJ2 '1'1 aJ3 aJa =. 

(1 55a) 
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Beachten wir die in (153) gegebene Bedeutung von 70,70' und 
71' so erscheinen diese Tangenten identisch mit den Geraden durch 
Xl' welche dem Gesammtschnitte angehören (siehe (150a)). 

In derselben Weise ersehen wir, dass die genannten 'Geraden 
durch X 2 (l51a) auch die 'rangenten in X 2 an der Kurve sind. 
Als Tangenten in Xi und X 2 sill(~. aber die Geraden (150a) und 
(l51a) n-fach zu rechnen. 

Mit anderen Worten: die Tangenten in Xi (bez. X 2) an der in 
Wa) liegenden Kurve sind die Congruenzstrahlen, welche sich in 
dem Xi (bez. X 2) vorangehenden Punkte auf 'Y "" stützen. 

Wenn wir bedenken, dass 

70" = fL70' = fL2 70, , 
7i = fL71' (l56a) 

, 
72 = fL72' 

so lässt sich die Gleichung (154a) folgendermassen schreiben : 

( ~+, m;:n+ ~)( ~+ m;:n+72 ~)+ 
70éC~ 70 éC1éCJ 71éCJ éC1 fJ-éC1 éCa 70 éC3 

+ (73 - 7~~~)éCa 2~n = o. 

Aus dieser Form erhellt, dass die Substitution (15 5a) den Faktor 
2'm 

éCa
n , also in der rationalen Gleichung den Faktor éC}mn absondert; 

die 'rangenten von Xi hahen daher dort 21J11l zusammenfallende 
Punkte mit der Kurve gemein, enthalten demnach ausser Xi keinen 
Punkt der Kurve. Ebenso lässt sich zei gen , dass von den 'rangenten 
in X2 alle Schnittpunkte mit der Kurve in X2 vereinigt sind. 

Der Schnitt der Regelfläche mit Wo wird errnittelt, indem wir 
aus den Gleichungen (148) und (149) VOD 'Y "" und aus den 
Gleichungen 

n 

im + I éC2 = P2 éC3 P2 éClj, 

die Coordinaten éCi' éC2 , éCa nnd éClj, eliminiren. Wir finden alsdann 

n n n 

"3 {3a (Pi' + fL p/m) (P2' + '" p/m) + (Jlt' + '" p/m) ("'''2 {33 + "3 {3J + 
n 

+ (p/ + '" P2' -;;;) ("'''i (3a + "a f3i) + (",2 "a (30 + "0 (33) = 0 , 

oder 
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"n n n 

";) {33Pt' P2' + fJ.."J {33 (Pi' P'/-';' + p/m p,/) + fJ..2"3 {33P/m p/'" + 
ft 

+ (fJ.."2 {33 + "~(32)Pt' + (fJ..a1 {33 +"3 {3i)P2' + fJ..«(J."2 {3J +"3 (32)P/-;;ï + 
n 

+ fJ.. (fJ.."i {33 + "3 (3i) P2'-';' + (fJ.. '2 "il {3;l + "3 (3J) = 0 , 

also, vermöge (153), 

n n 

+ ' 'ïiï+ " 'm+ 0 '1'1 Pi 'Y~ P2 '1'3 = . . (157 a) 

Wenn wir nun p/ dureh il?i : il?4 und P2' dureh il?2 : il?4 ersetzen, so 
bekommen wir 

n 2m-n n 2111-n 

+ 'I' il? {IJ + 'I' ' ", m '" -,,,- -+- 'I' ' "" -;;; "" ->11- + 'I' ", 2 - 0 (15 Sa) 2 2 4 i "'1 "'4 2 "'2 "'4 3"'4 - • 

Naeh Rationalisirnng bekommt diese Gleiehung den Grad 2rJZ2
• 

Sie stellt den Gesammtsehllitt der Regelfl.äche mit Wo dar. Es ist 
diese K urve zugleieh die Bildkurve der,in w'" liegen den Kurve; 
man ersleht dies am leiehtesten wenn man darauf aehtet, dass die 
Gleic1lUDg (157 a) aus der Gleiehung (l52a) ermittelt werden kann, 

n n 

wenn überall Pi durcb p/m und P2 dureh p/m ersetzt wird. 
Die Kurve von Grade 2m2 in Wo hat in Xl uud X 2 rJZ2-faehe 

Punkte. 
Die Tangenten in Xi sind dureh 

n rn.-n 

(l59a) 

oder dureh 

(160a) 

bestimmt. Von den m2 rrangenten in Xi sind also je m in eine der 
rJZ Geraden (l60a) zusammengefallen.· 

Mit Benutzung von (153) verwandelt sieh (160a) in 

Die Regelfl.äehe der Strahlen, welehe auf der in Xi an ry fL gelegten 
Tangente ruhen, besteht (siehe ~ Sa, S. 261, 262) aus den mEbenen 
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laa/33 aJ2 + (P.~i {33 + aa (3i)aJ"lm-
-(-lt~Jm-n {33!l1 - n 1P.~Jf3;-jaJ2+ (p.ai{3J+ ~a{3i) aJaln(aJa-p.aJ,.)'a-n= o. 

Der Schnitt dieser 11l Ebenen mit Wo (aJa = 0) erscheint gerade 
zusammengesetzt aus den m m-fachen in Xl an der Kurve in Wo 

gelegten Tangenten. 
Dieses Ergebniss ist im Einklang mit der Vorstellung, nach der 

die in Wo nahe bei Xi liegen den Punkte denjenigenStrahlen ange
hören, welche sich in den Xi vorangehenden Punkte auf dem 
Kegelschnitte rf' stützen. 

Mit Hülfe von (l56a) lässt sich die Gleichung(l58a)folgender
massen schreiben : 

fl. m-n n. 111.-n 1'\ 

( + I m --;n- 1 )( + m tn + 1"2 ) + 'Yo aJ2 'YO aJ2 aJ" T 'Yi aJlJ, aJi P.aJi aJ4. 'YO aJ" 

+ ('Ya _'Y;~2)aJ42 = O. 

In der rationalen Gleichung sondert daher die Substitution (159a) 
den :Faktor 2m2 ab; es erhellt somit, dass die Tangente in Xi alle 
ihren 2m2 Schnittpunkte mit der Kurve in Xi vereinigt hat. Analoges 
lässt sich von den Tang~nten in X 2 behaupten. 

Auf der; Fläche sind Xi und X 2 m2-fache Punkte, von deren 
Berührunggebenen je m in einer von m Ebenen zusammengefallen 
sind. Es .bilden diese 11l Ebellen die Regelfläche der Strahlen , welche 
auf der in Xi (bez. X 2) an riL gelegten Tangente ruhen. 

Der Kegelschnitt rf' selbst ist auf seiner Regelfläche eine 
11l2-fache Kurve. 

Es befindet sich auf der Fläche noch eme Doppelkurve, deren 
Untersuchung dahillgestellt bleiben möge. 

§ 16ó. ])ie Regeljläehe der 8trahlen, welehe auf eine11l dorcb XI 
nDd X2 gelegteD Kegelscbnitte ruhen, in der byperbolischen Congruenz. 

Die Regelflä.che der Strahlen welche in der hyperboli8ehen Con
gruenz auf einem willkürlichen Kegelschllitte ruilen, ist vom Grade 
2(m + n? + 411ln, weil der Kegelschnitt in seiner . Ebene eine 
(1n + n ?-fache Kurve ist und überdies noch zweimal durch jedem 
der 2mn in seiner Ebene liegenden Strahlell geschnitten wird. 

Sobald der Kegelschnitt die Punkte Xi und X 2 enthält, werden 
die Ebenen w'" und Wo abgesondert, weil jede durch Xi oder X2 

in wxo oder Wo gelegte Gerade ein Congruenzstrahl ist. 
Da eine durch Xi in w'" gehende Gerade als ein 71ln-facher Strahl 

betrachtet werden muss 1 auch wenn Xt als Sammelpunkt gewählt 
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ist, 80 wird die Ebene WID 2mn mal abgesondert. Ebenso wird die 
Ebene Wo 2mn mal der Häche entnommen. 

Die Restfl.äche eines durch Xi und X 2 gel egt en Kegelschnittes 
ist daher vam Grade 2(m + n)2 + 41Jln - 2 X 2rnn = 2(m + n)2. 

A uf dieser Restfl.äche ist der Kegelschnitt selbst, welche mit ry IJ. 

bezeichnet werden solI, eine Cm + n?-fache Kurve. Die Ebene WIJ. 

van riJ. enthält somit au ss er riJ. keinen Restandteil der Fläche. 
Von den (m + n? einem nahe bei Xi liegen den Punk te Y ent

stallimenden Stl'Rhlen befinden sich m(m + n) in WID und n(m + n) in Wo. 

Wenn Y sich längs der Gerade 

P2 aJ2 + PaXa + P4 aJ4 = 0, I 
aJa = p.aJ4 

dem Punkte Xi nähert, sa sind (siehe § Sb, S. 267) von den 
Geraden in WOl) je 'iJl in einer der 'lil + n Geraden 

zusammen gefallen, während von den Strahlen in Wo je n ll1 den ' 
m+n Geraden 

vereinigt sind. 
Wenn wir Y auf den Kegelschnitt ry iJ. , also auf die rrangente 

in Xi legen, so haben wir (siehe § 16a, S. 310) 

P2 ="3 {33' 
P,j = "l{3a, 
Pi = aa (32 

zu setzen , wonach die sich auf dem nahe bei Xi auf ry IJ. stützenden 
Strahlen, wofern sie in WeL) liegen, durch 

und, wofern sie in Wo liegen, durch 

bestimmt sind. 
Die Strahlen weiche dem nahe bei X2 auf ry IJ. liegenden Punk te ent

stammen, sind natürlich durch Gleichungen bestimmt, welche wir erhal
ten, indem wir in (15 Ob) nnd (150 I b) die Indices 1 und 2 vertauschen .. 



Der Srhnitt in W<X) wird offen bar die Geraden (I 5 Ob) und die 
entsprechenden Geraden durch X 2 enthalten. Von diesen 2(1Jl + n) 
Geraden ist jede eine m-fache, won ach das Ausartungsgebilde des 
Schnittes in W<X) vom Grade 2m(m + n) ist. Man erübrigt also eine 
Kurve vom Grade 2(m + n? - 2m(1Jl + n) = 2n(m + n). 

Es sei A ein Schnittpunkt dieser Restkurve mit X 2 X 3 , so liegt das 
Bild von A in Xi.; die Gerade AXt ist daher ein Congruen7.strahl, 
welcher sich in einem Punkte von w oo auf der Kurve stützt, also 
eine El'zeugende der Regelfläche. Er muss aber alsdann mit einer 
der Geraden (150b) identisch sein. Die 'In + n Schnittpunkte der 
1Il + n m-fachell Geraden (15 Ob) mit X 2 X 3 sind demllach gleichfalls 
die Schnittpunkte dieser Gerade X2 X 3 mit der in W<X) liegen den 
Restkurve. Letztere schneidet somit X 2 X S , ausser Xt, n mal in 
jedem jener 'In + n PUllkte. 

Dasselbe gilt offenbar auch von den Geraden durch Xz. 
Der Schnitt in Wo enthält jetzt eine Kurve vom Grade 211l(m + n) 

nebst den Gerade'n welche Xt (bez. X2) verbinden mit den 1Jl + n 
ausserbalb X2 (bez. Xi) liegen den Schnittpunkten von X2 X4 (bez. 
Xi X4) mit der Restkurve; als Ausartungsbestandteil ist jede Gerade 
n-fach zu zählen. 

Wir wollen jetzt die Gleichung der in woo liegen den Kurve her
leiteIl. Sie wird am leichtesten ermittelt, indem wir in der Gleichung 

m 
(l52a) überall das Vorzeichen des Exponenten-umkehren, won ach 

n 

sich ergiebt: 

JU 'Hl. m 'nl. m 

"IoPi-n; P2 -n; + "10' (p1-n; P2 + p1p'1.-n;) + "Io"PtP:! + "I1Pt n + 

oder 
m+n m+n m+n m m m+n m m 

"10" P1-n- p2-----:r1 + "Ii.'P1-n-P'? + "I2'Pi.n pz-----:rl + "laP? p? + 
m+n m+n m m . 

+ 70' (P1-n- + pz-----:rl) + "I2Pi.n; + "Ii. PZn + "10 = 0, (l52b) 

wo die Grössen "I durch (153) bestimmt sind. 
Wenn wir jetzt Pi durch te1: te;J nnd pz durch te2 : tea ersetzen, 

so fin den wir 
m+n m+n m+n m m m+n 

"10" tet-
n- te2-----:r1 + "11' tei-

n- te2 n te3 + "12' tet n; te2-
n- tea' + 

m m m+n m+n m+n ~ m+2n + "13 tein te2n te3
2 + "10' (tet-n- + te2-----:r1) teJ-n + "12 tei. n te3 n + 

m m+2n 2(m+n) 
+ Î'1te2n te3-

n- +Î'otea-
n - = 0.. . (154b) 
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Diese Gleichung stellt die fl'agliche Kurve vom Grade 2n(m + n) dar. 
Die Tangenten in Xi sind durch 

m+n m m+n 
" -n- + ' n' +" ' - n- 0 '1'0 flJ2 7-1 flJ2 flJa 'la flJa = 

m+n 

angewiesen. Die Sehnittpunkte mit X2 Xa sind durch flJs-----n- = 0 und 

(155b) 

bestimmt. Vermöge der Relationen (153) sind diese Gleiehungen 
abhängig, woraus wir schliessen, dass die Tangenten in Xi die 
Gerade X2 Xa in denselben Punkten treffen wie die Kurve. 

Es ist Xi ein n(m + n)-faeher Punkt. Von seinen 'fangenten sind 
je n zusammengefallen in einer der m + n Geraden, welehe dureh 
(155b) bestimmt werden, Letztere Gleiehung verwandelt sieb nach 
Rationalisirung in die Form (150b). 

Die Gleiehung (154b) lässt sieb aueh folgendermassen umstalten: 

m+n m m+n m+n m m+n 

('la' rX2-n + '1'1 flJ2
n flJa + '/'oflJan-) ('la' flJ1n- + 'I'~flJ/ï flJa + 'l'oflJa-

n
-) + 

Ut m 

oder 

oder endlich 

m m+n m 

('la' flJ2 + 'l'1 flJa)flJ2
n = - ['I'OflJ3 ..... +flJ1

n lP], 

wenn 
m 

('la 'la - '1'1 '1'2) flJ2
n flJa2 

lP = m+n m m+n 

'1'0' flJ1-
n
- + 'l'2 flJl flJa + 'l'oflJa~ 

gesetzt wird. 
Durch Potenzirung mit n bekommen WIr 

('/'0' flJ'l. + '1'1 flJ3t flJa
m = 

m (m+n)(n-1) 

= (-lt [Yon flJ3n:+
n 

+nYon-1 flJ1n. flJa n lP + ... + flJt' IPn
], 



oder 

("10' [[J2 +"I1[[J3t[[J;l1ll-(-lt'Yo
n

[[J3
7ll

+
n = 

1ll (m+n)(n-1) 

= (- 1 t [ n"lon-1 [[Jin [[Ja-- '-I - «p + ... + [[J1 m «pnJ. 

Die linke Seite dies er Gleichung ergiebt, wenn ·gleich N uH ge
setzt, die m + n Tangenten in Xi' welche ausserdem die Gerade 
X2 Xa ([[J1 = 0) in denselben Punkten wie die Kurve schneiden. 

Wenn man die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Kurve 
verlangt, und dementsprechend die linke Seite gleich NuH setzt, 

m 

80 wird in der rechten Seite ein Faktor [[Jin und eine in [[J2 und 
[[Ja homogene Form vom Grade 1Jl + n + 1 abgetrennt. 

In der rationalen Gleichung vom Grade n(m + n) würde alsdann 
der :Faktor [[Ji m und eille in [[J2 und [[Ja homogene Form vom Grade 
n(m + n + 1) abgesondert sein. Es hat demnach jede Tangente in 
Xi daselbst n(m + n +] ) Punkte mit der Kurve gemeil1, und in ihrem 
Schnittpunkte mit X2 Xa m Punkte. 

Die Gerade X2 Xa dagegen hat in X2 n(m + n) Punkte und in 
sämmtlichen übl'igen 1Jl + n Schnittpunkten nCm + n) Punkte , also 
in jedem Schnittpunkte n Punkte mit der Kurve gemein. Hieraus 
geht hervor, dass die Schnittpunkte von X2 Xa mit der K urve 
n-fache Punkte sind, deren sämmtliche Tangenten nach Xi conver
giren , und dass diese Gerade X 2 Xa in einem solchen Schnittpunkte 
m Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Der Zustand auf Xi Xa und in X 2 ist dem oben Dargelegten 
völlig ähnlich. 

Die Kurve in Wo unterscheidet sich, nach der Vertauschung von m 
mit n, der Indices 3 und 4, und von f1. mit 1 : f1. , nur in sofern von 
der in W oo liegen den Kurve, dass jede der in Xi gelegten Tangenten 
jetzt in ihrem Schnittpunkte mit X2 X4 n Punkte mit der Kurve 
gemein hat, während die Gerq.de X 2 X 4 in einem solchen Punkte 
m Punkte der Kurve tl'ägt. Ein solcher Schnittpunkt ist also wie
derum ein n-facher Punkt, dessen Tangenten aber llunmehr alle 
mit X2 X4 zusammenfallen, welche Gerade dort til Punkte mit der 
Kurve gemein hat .. 

Xi und X 2 sind auf der Fläche (m + n?-fache Punkte. Die 
Tangenten von Xi befinden sieh alle in den m + nEbenen, welche 
die axiale Regelfläche der in Xi an 'Y f' gelegten Tangente bilden. 
Diese Ebenen (siehe ~ Sb, S. 267) entsprechen der Gleichung 

!a;a {3a [[J2 + (P.(X2 (3,) + (X3 (32) [[J41 111 1p.(Xa {33 [[J2 + (p.a.2 {33 + (ta (32) [[J31 n -

- (-l)na;Jlll + n {33m + n ([[J3-p.m4r+ n = o. 
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Wenn man die Indices 1 und 2 vertauscht, so bekommt man 
die Gleichung der m + n Berührungebenen von X2• 

Der Kegelschnitt r t.t ist auf seiner Regelfläche eine (m + n)2_ 
fache Kurve. 

Es liegt auf der Fläche noch eine Doppelkurve, welche hier nicht 
untersucht werden solI. 

§ ] 7 a. lJie Regeljläche der Strahlen, welche ruhen au! einem 
dnrch X. nod X2 gelegteo Kegelschoitte, in Bezng anC welchen der Pol 
lon X. X2 sich anC X3 X4 bebdet, in der parabolisch en Congruenz. 

In dem vorliegenden Falle hat man 

ai = 0'~2= 0, 
{31 = 0, (32 = 0, 

wonach die Gleichungen des Kegelschnittes lau ten : 

a3{3JaJ1aJ2+aJ{3JaJa2+aJ{3JaJ42 . 0, 

aJa = fJ.r1J4· 

(162) 
(163) 

Die Gleichung (150a) der in Xi an der Kurve In Wf%) gelegten 
Tangenten verwandelt sich daher in 

(164a) 

Die Tangenten in X 2 sind jetzt durch 

aJ1 n laJ1 m-n - (-"1 t aJam-ni = 0 (165a) 

bestimmt. 

Weil die Grössen 'l1' 'l2' "/1' und 'l2' hier Null sind, während 
man 'l; = /'-'lo' = /,-2'0 hat, so wird die in W7J liE}gende Kurve durch 

dargestellt. Es sind hier von den m verschiedenen in Xi gelegten 
Tangenten'" n mit Xi Xa uud von den 1JZ in X 2 gelegten Tangenten 
11 mit X2 X3 zusammengefallen. Die Gerade Xi Xa (bez. X2 Xs) hat 
jetzt in Xi (bez. X 2) mit der Kurve 2mn Punkte gemein. 

Die in Wo befindliche Kurve hat nun die Gleichung 
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Von den 1n verschicdenen in X t (bez. X 2) gelegten Tangenten 
sind jetzt n mit X1 X4 (bez. X 2 X,) zusammengefallen. Die Gerade 
Xt X4 (bez. X2 X4) hat in X1 (beII, . X2 ) 2m2 Punkte mit der Kurve 
gemem. 

Von den 1n verschiedenen Berührungsebel1en des PUl1ktes Xt 

(bez. X2), als Punkt der Fläche betrachtet, sind n in Xi X3 X4 

(bez. X2 X3 X4) vereinigt. Ubrigens ist kein Unterschied zu erwähnen. 

~ 17 b. Die ReIJeljläche de?' StmMen, welche ruhen au! einern 
durch XI nod X2 gelegleo Kegelschoitte, iu Bezug auC welcheo der Pol 
voo XI X2 sich auf X3 X4 befiodet, in der hyperbolischeo ConIJ1·uenz. 

Auch hier hat man 

"1=0, "2=0, 
(31 = 0, (32 = 0 ; 

der Kegelschnitt ist denmach wiederum dm'ch die Gleichungen (162) 
nnd (163) angewiesel1. 

Die in Xt an der Kurve in w~ gelegten Tangenten sind jetzt 
durch 

(l64b) 

bestimmt, während die in Xi an der Kurve in Wo gelegten Tan
genten d urch 

(164'b) 

dargestellt werden. 
Übrigen8 behalten die Darlegungen von ~ 16b ihre volle Gül

tigkeit. 

~ 18a. Bie Regeljläche de?' Strahlen, welche ruhen auf einem 
dnrch ~1 nod X2 gelegteo Kegelschoitte, welcher X3 X4 schoeidet, in der 
parabolisch eo Congruenz, 

W enn rl" die Gerade X3 X4 schneidet, 80 gilt 

cto = o. (30 = 0 , 

also 

')'3= O. 

Der Kegelschnitt ist jetzt durch 
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fta{3J(J}1(J}2 + (J}1 (ct2{33(J}3 + fta{32(J}4) +aJ2 (Cè1{33mJ + ct3{31(J}4) = 0, I "(l68) 
(J}:J = /J-(J}4 \ (169) 

angeWlesen. 
Diese besondere Lage hat auf die Gleichungen der Berührungs

ebenen in den Punkten Xi und X2 keinen Einfluss . Sie macht sich 
nur darin bemerklich, dass X3 X4 jetzt eine n2-fache Gerade der 
Regelfläche ist. 

Die in woo liegende K urve wird jetzt durch 

1n 1Jl 1". . 1n 1u-n 2(m - nl 

'Yo(J}t" (J}/' +. 70' ((J}1 " (J}Z -t-(J}1(J}2" )(J}J----;;- + 'YO" (J}1(J};l(J};3- '-' - + 
rn ru 'In tn 2m-n 2m-n + 'Y1(J}1" (J}Jn + 'Y2(J};l" (J}}ï -+ 'Yt' (J}1 (J}a-·-n - + 'Y2' riJ2(J}a-n- = 0 (170a) 

bestimmt. _Es hat diese Kurve in X3 einen n2-fachen Punkt, dessen 
'l'angenten dllrch 

oder 

(l71a) 

gegeben _ sind. _SäQ.untliche n2 Tangenten sind also in der Gerade 
(l71a) vereinigt, welche die Spur in W:n ist der Ebene, die XaX4 

verbindet mit dèr im Schnittpunkte X", von X3 X4 mit 'Y '" an diesei· 
gelegten rl'angente. -

Die in Wo liegende Kurve hatllun die Gleichung 

n n. tn-n t1. n 2 t m-n) 

'YO(J}1(J}2 + 'Yo' (.vi (J}/U + (J}/i (J}2)(J}4----;:n-+ 'YO" (J}p (J}/n (J}4-"-' - + 
n 2m-n n 2m-n 

+ 'Y1(J}1(J}4 + 'Y2(J}2(J}4 + 'Y1',V1
m (J}4----;;;- +'Y2'(J}2

m
(J}4------;;:;-- = O. (172a) 

Sie hat in X4 einen mn-fachen Pünkt, von dessen Tangenten je 
'In vereinigt sind in einer der n Geraden 

d. h~ in den Bildern der in X3 im der Kurve In Woo gelegten 
'l'angente. . 

Die Berührungsebenen der n2-fachen Gerade X3 X4 sind alle mit 
der durch X3 X4 und die rrangente in X4 an 'Y; gelegten Ebene 
zusammengefallen. Nur in Wo bilden, den obigen Betrachtungen 
entsprechend, die rrangenten in X4 eine Ausnahme. 

Verhand. der Kon. Akad. v. Wetensch. (1' Sectie). Dl. X. B 21 



~ 18b. ])ie Reflelfläche der Straltlen welche ruhen au! einem 
durc:h XI ood X2 gelegteo Kegelsc:hoitte, welc:her X3 X4 !lc:hoeidet, in der 
hyperbolischeo Congruenz. 

Auch hier gilt 

"0=0, f30=0, 

also 

Y3= 0, 

wonach der Kegelschnitt durch die Gleichungen (168) und (169) 
vertreten wird. 

Wie bei der paraboliachen Congrutmz, hat diese besondere Lage 
keinen Einflllss auf die Berührungsebenen in den Pllnkten Xi und 
X2• Sogar die Gerade X3 X4 giebt in ihrem Verhalten zu keinen 
Singularitäten Veranlassung. 

Die in {J)rx> liegende Kurve, welche jetzt durch 

m+n m+n m+n '" m m+n 

YO" fIJi---';- fIJ;n + Y/ fIJi-----n- fIJ2
n 

fIJ3 + Y2' fIJi
n 

fIJ;l.-----n- fIJa + 
m+n m+n tn+n ~ m+2n ~ m+2n 

+Yo'(fIJi -
n
-+fIJ2 n )fIJa n +Y2fIJinfIJa n +'YifIJ2nfIJ3 n + 

(170b) 

dargestellt wird, ünterscheidet sich auch nicht wesentlich von der
jenïgen im allgemeinen Falie. 

~ 19a. Die Relleljläche der Straltlen, welche au! ei'fleJJt durc:h 
XI ood X2 gelegteo, io (J)", befiodlicheo Kegelsc:hnitte runen, in der 
parabolischen Conflruenz. 

Wir dürfen die obigen Bezeichnungen benntzen, wenn nur 

fJ..= 00 

gesetz wird. 
Der Kegelschnitt, welcher mit 'Y '" angedelltet werden so11, hat 

die Gleichungen 

"3fIJifIJ2 + "2fIJ1fIJ3 + "ifIJ2fIJa + "ofIJa2 = 0, 

fIJ4 = o. 
(173) 

(174) 

Zuerst bemerken WIr, dassdie Fläche dieses Kegelschnittes noch 
weiter ausgeartet ist. 

Da jede in {J)", durch Xi oder X 2 verlaufende Gerade jetzt 'Yoe 



zum zweiten Male schneidet, und als ein n(m -'n)-facher Strahl zu 
betrachten ist, so wird die Ebene Wen aufs N eue 2n(m - n) mal 
abgesondert. Ausserdem schneidet jede (m - n)-fache durch einen 
der m - n Punkte Br gehende Gerade den Kegelschnitt zwei-

?n-n 

mal, wonach aus diesem Grunde die Ebene wiederum 2(m-n)2 
mal der Pläche entzogen wird. lm ganzen wird · die Ebene Wrr; aIso 
2nCm -12) + 2(m - n? = 211lCm - n) mal von der Fläche abgetrennt. 

Die Restflläche ist somit vom Grade 21112 
- 2m(m - n) = 2mn. 

Es ist auf diesel' Fläche r rr; eine n2-fache Kurve. 
Die Schnittkurve in Wrr; wiTd zueiner :F'igur vom GTade211ln 

durch ein Ausartungsgebilde vom Gl'ade 2nCm - n) ergänzt. Es 
besteht dieses aus nCm - n) durch Xi und nCm -n) dUl'ch X2 ge
hen den Geraden. Die n(m- n) durch Xi (bez. X2) gehenden Ge
raden sind alle in die in Xi (bez. X2) an r rr; gelegte 1.'angente 
zusammengefallen. 

Die in Wo liegende Kurve ist die Bildkurve des Kegelschnittes r rr;. 
lhre in den Cool'dinaten Pi' und p/ geschriebene Gleichung lautet: 

also In den Cool'dinaten 311' 312 und 314 ausgedrückt: 

. (175a) 

Es hat diese Kurve in Xi emen mn-fachen Punkt, dessen Tan
genten durch 

.!: n 

t:tJtlJt' + t:t2 314
m = 0 (l7öa) 

bestimmt und demnach zu je 11Z mit emem der n Bilder der in 
Xi an r rr; gelegten 1.'angente identisch sind. 

Analoges gilt von den 'rangenten in X2• 

Die Schnittpunkte mit X2 X4 werden durch die Gleichung 

11 n..!!.. 
(t:ti 312

m + t:tiJ x/ ri) 314
m = 0 

geliefert. Die Gerade X 2 X4 schneidet also die Kurve mn mal im 
11ln-fachen Punkte X2 und noch m mal in jedem der n Bilder Mi' 
des Schnittpunktes Mi von r rr; mit X 2 Xa• 

Diese n Punkte Mi' sind n-fache Punkte, deren sämmtliche Tan
genten mit X2 X4 zusammengefallen sind. Der PUl1kt Mi trägt ja 
n2 Strahlen, welche zu je n die Ebel1e Wo in den n Bildern Ms' 

B 21* 
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treffen. In der Nähe der Punkte Mi' befinden sich also n Punkte 
der Kurve; m. a. W. diese Punkte sind n-fache. 

Es sind auf der Fläche Xi und X2 1/ln-fache Punkte. Von den 
Berührungsebenen im Xi (bez. X2 ) sind je 11t vereinigt in einer 
der nEbenen, welche . die in Xi (bez. X 2) an 'Y 00 gelegte 'l'angente 
mit ihren n Bildern in Wo verbinden . 
. Die n Geraden, welche Jen Punkt Mi (bez. M 2) mit seinen 1l 

verschiedenen Bildern Mi' (bez. M 2') verbinden, sind n-fache Geraden 
der Fläche, deren Berührungsebenen \ alle in del' Ebene X~X3X4 
(bez. Xi X3 X.) vereinigt sind. 

Der Schnitt der Regelfläche mit einer dm'eh Xi X2 gelegten 
Ebene lO(J. ist eine Kurve vom Grade 21Jln, weiche in Xi und X 2 

mn-fache Punkte hat, deren Tangenten die Spuren in lO", der Be
rührungsebenell in Xi Ulld X 2 sind. 

Die Punkte, wo die Ebene lO(J. die Geraden Mi M/ (bcz. M"}. M/) 
schneidet, sind n-fache Punkte, deren Tangenten in der Gerade 
X 2 X(J. (bez. Xi X(J.) vereinigt sind. 

Auch hier wollen wir die Untersuchung der Doppelkurve un
terlassen. 

~ 19b. Die Regel.fläehe der StmMen, welehe au! einem durch 
Xl und X2 gelegten, in lOx> befindlichen Kegelschnitte 7'u!ten, in der 
hyperbolischen Congruenz. 

Auch hier ist einzusetzen 

won ach der Kegelschnitt 'Y 00 dnrch die Gleichullgen (173) und 
(1 74) vertreten wird. 

Die Fläche ist auch hier weit er ausgeartet. 
Jede in lO", durch Xi gehende Gerade schneidet ja 'Y 00 zum 

zweitelI Male und zwar als ein lIln-facher Strahl. Ebenso ist jede in 
lOx> durch Xi gehende Gerade nochmals als mn-facher Strahl zn 
rechnen. 

Ansserdem ist jede durch X3 in lO", gehende Gerade ein m2-facher 
Strahl; sie schneidet 'Y 00 zweimal. Die Ebene lOx> ist also im Gan
zen abermals 2mn + 2m2 = 2m(m + 'lt) mal abzusondel'l1; die Rest
fläche ist somit vom Grade 2(m + n?- 2m(m + n) = 2n(tJt + n). 

Es ist auf diesel' Fläche 'Y 00 eine n2--fache Kurve. 
Es möge 'Y 00 die Gerade X2 X3 in Mi und die Gerade Xi X3 

in M 2 schneiden. 
Die Geraden MiXi und M 2 X 2 sind Erzengende der Regelfläche, 

weil sie Punkte von 'Y 00 mit ihren Bildern verbinden. Da 3'11 Xi 
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und MZ X2 als Geraden durch Xi und X2 in WXl mn:'fache Strahlen 
sind, so wird der n2-fache Kegelschnitt ry <re zum vollständigen Schnitte 
vom Grade 2n(m + n) durch die mn-fachen Geraden Xi Mi und 
X 2 M 2 ergänzt. 

Der Schnitt in Wo besteht aus der Bildkurve vam Grade 2mn 
van ry IX> nnd aus n n·fachen, durch jeden der Punkte Xi und X2 

gelegten Geraden, welche nachher bestimmt werden sollen. 
Die in Wo liegende Bildkurve hat in p/ nnd P2' die Gleichung 

ader 

also III den Coordinaten mi' m2 nnd mij,: 

n n n n Tt n ·2n 

a ", m ",1iI + a ", m ", m + a '" m '" m + a '" m - 0 . (175b) ll"'i "'2 1"'1"'1j, 2"'2 "'4 3"'4 - • 

Die 11angenten im 1Jln-fachen Punkte Xi sind durch 

angewiesen; von ihnen sind offenbar je m in emem der n Bilder 
der Gerade Xi Mi (sieheoben) vereinigt. 

Ebenso sind von den Tangenten in X 2 je m in ein der n Rilder 
von X2 M 2 zusammengefallen. 

Die jn Wo liegende Kurve schl1eidet X2 X4 , ausser mn mal in 
X2 , m mal in jedem der n Punkte 

(176b) 

Die n Geraden, welche diese Punkte mit Xi verbinden, sind 
Congruenzstrahlen und befinden sieh auf der Fläche. Sie sind die 
n-fachen Geraden, welche dem Gesammtschnitte in Wo angehören. 
Ausserdem sind sie als die n Bilder der iu Xi an ry 00 gelegten 
Tangente zu betrachten. 

Ebenso sind die n Geraden, welche X 2 verbinden mit den n 
m-facben Scp.nittpunkten von Xi X4 mit der Kurve in wo, n-fache 
Geraden der Pläche; sie sind aucb dien Bilder der in X2 an ry 00 

gelegten 'rangente. 
" Der Gesammtscbnitt in Wo besteht deshalb aus der Kurve vam 
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Grade 2mn, den n n-fachen Geraden (176b) durch Xi und den n 
entsprechenden n-fachen Geraden durch X2• 

Die Schnittpunkte der in Wo liegenden Kurve mit X2 X" und 
Xi X" sind n-fache Punkte, deren Tangenten bez. mit X2 X" und 
Xi X" zusammenfallen. Es hat jede dieser Geraden in einem Be
rührungspunkte m Plmkte mit der Kurve gemein. 

Auf der Fläche sind Xi und X2 n(m + n)-fache Punkte. Ihre 
Berührungsebenen sind in zwei Gruppen verteilt; die erste Gruppe 
enthält mn Ebenen, deren je m vereinigt sind in einer der n Ebe
nen, welche die Gerade Xi Mi (bez. X2 M2) mit ihren n Bildern 
verbinden; die zweite Gruppe enthält n2 Ebenen, deren je n zus am
menfallen roit einel' der nEbenen, welche die an r 00 in Xi (bez~ X 2) 

gelegte Tangente mit ihren n Bildern in Wo verbinden. 
Der Schnitt der Regelfläche mit einer durch Xi X2 gelegten 

Ebene ist ei ne Kurve vom Grade 2n(11l + n), welche in Xi und X2 

n(m + n)-fache Punkte hat. Die 'rangenten in diesen Punkten sind 
die ·Schnittlinien von W~ mit den Berührungsebenen von Xi (bez. X2). 

Auch hier möge die Doppelkurve ausser Betracht bleiben. 

~ 20a, IJie Re!Jeljläche der Strahlen, welche ruhen aul einem 
durch XI nnd X2 gelegten, in W;r, befindlichen Kegelschnitte , in Bezug 
anf welchen X3 der Pol von Xl X2 ist, in der parabolischen ConfJruenz. 

Es gilt hier 

Die Gleichungen von r 00 sind 

aa Xl X2 + ao xa
2 = 0, 

[()4= 0, 

(177) 
(178) 

Die Regelfläche ist wiederum vom Grade 211ln und trägt r 00 

als eine n2-fache Kurve. 
Die in Wo lip,gende Kurve wird durch 

oder 

(179a) 

dargestellt, und besteht demnach aus n m-fachen durch Xi und X 2 ge
legten Kegelschnitten , in Bezug auf welche X4 der Pol VOll Xi X 2 ist. 
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Die Punk te °.A-li und M 2 sind jetzt bez. in Xi und X 2 gelallgt; 
so auch die Bildpunkte Mi' und M 2'. Die Verbindungslinien Mi Mi' 
und M2 M2' sind also mit den Geraden X2 Xa und X i Xa identisch 
geworden. Diese Geraden ergänzen, als n(lll-n)-fache Strahlen, den 
n2-facheri Kegelschnitt y 00 Zll einem Gebilde vom Grade 2mn. 

Die Fläche hat in Xi und X 2 mn-fache Punkte, deren Berüh
rllngsebenen alle in XI XaX. (bez. X2 XaX4) gefallen sind. 

Der Schnitt der oFläche mit einer durch Xi X 2 gelegten Ebene 
WIJ. ist eine Kurve vom Grade 2mn, welche in Xi und X 2 mn-faohe 
Punkte hat; ihre Tangenten sind in Xi Xa X4 (bez. X2 Xa X4) zusam
mengefallen. 

~ 20b. ])ie Regelftäche der Straltlen, welche ruhen au! einem 
dnrch XI nnd X2 gelegten, in woo befindlichen Kegelschnitte • in Bezng 
anf welchen X3 ° der Pol von XI X2 ist, in der · hyperbolischen Congruenz. 

Wiederum hat man 

nnd für y 00 die Gleichungen (l 77) und (l 78). 
Die Regelfläche ist vom Grade 2n(1ll+m) und ellthält y 00 als 

eine n2-fache Kurve. 
Die in Wo befindliche Kurve wird durch 

n n 2n 
m m + m 0 "OélJi élJ2 "a élJ4 = , 

oder 

(1 79b) 

dargestellt. Auch hier ist diese Kurve in n m-fache durch Xi nnd X 2 

gelegte Kegelschnitte zerfallen, in Bezug auf welche X4 der Pol 
von Xi X2 ist. 

Diese Kurve wird durch die 2n2-fache Gerade Xi X 2 zu einem 
Gebilde vom Grade 2n(m + n) ergänzt. 

Die Gerade Xi X 2 ergänzt, 2mn-fach gezählt, den n2-fachen Kegel
schnitt y 00 zum vollständigen Schnitte in W oo • 

Die Gerade Xi X 2 ist anf der Fläche eine 2n2-fache Gerade mit 
Wao als Berührungsebene. 

Die Fläche hat in Xi nnd X 2 n(m + n)-fache Punkte, von deren 
Berührungsebenen mn mit Wo und n2 mit Wao zusammengefallen sind. 

~ 21a. ])ie Regelftäche der 8traltlen, welde au! einem dnrch XI' 
X2 nnd X3 gelegten Kegelschni~te runen, in der parabolischeR Congruenz. 
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In diesem FalIe gilt 

won ach r Cl) d urch 

angewiesen ist. 

"3 ali al2 + "2 ali al3 + "i al2 ala = 0 , 
al4=0 

(180) 
(181) 

Die Regelfläche ist vom Grade 2m1t nnd trägt r Cl) als eine 
n2-fache Kurve. 

Der in w'" liegende Schnitt ist, ausser dem n2-fachet~ Kegel
schnitte r 00, aus den n(m-n)-fachen in Xi und X 2 anr Cl) gelegten 
rrangenten zusammengesetzt. 

Die in Wo liegende Bildknrve hat nun die Gleichung 

n n n n n n 

. (182a) 

Sie hat ausserdem in X4 einell 1Jln-fachen Punkt, von dessen 
Tangenten je 1Jl in ein del' n Bilder der in Xa an r 00 gelegten 
Tangente zusammengefallen sind. 

Die n Punkte Mi' und die n Punkte j}12' sind jetzt alle in X4 

gefallen, weil die beiden Punkte Mi und M2 in X3 gelangt sind. 
Es ist Xa X 4 jetzt eille n2-fache Gerade auf der Fläche. Alle 

Berührungsebenen sind in der durch XB X4 und die in Xa an r Cl) 

gelegte rrangente bestimmten Ebene vereinigt. 
Der Schnitt der Regelfläche mit einer durch Xi X2 gelegten 

Ebene WfL ist jetzt eine Kurve vom Grade 2mn, welche, ansser 
den oben erwähnten mn-fachen Punkten in Xi und X 2 , in XfL einen 
n2-fachen . Punkt hat, dessen sämmtliche Tangenten vereinigt sind 
in der Schnittlinie von WfL mit der Ebene, welche Xa X 4 und die 
in Xa an r Cl) gelegte Tangente enthält. 

~ 21b. J)ie Regeljläche der Strahlen welche aufeinem dnrch XJ , 

X2 nDd X3 gelegten Kegelschoitte ruhen, in der hyperbolisch en Cong7·uenz. 
Wie in ~ 21a, hat man anch hier 

"0 = o. 
Da der Kegelschnitt r 00 jetzt den Punkt X3 enthält, so ist jede 

durch XJ in w'" verlanfende Gerade nochmals ein mn-facher Strahl 
(siehe S. 254) welcher den Kegelschnitt schneidet. Die Ebene W:r; 

wird somit 1Jln mal abgesondert, wonach man eine FJäche vom 
Grade 2n(m + n)-mn = n(m + 2n) erübrigt. Daher verschwinden 
die 1JlJl-fachen Geraden Xi X3 nnd X 2 X 3 im volIständigen Schnitte. 



von WXJ. Au deren Stelle tritt die Gerade, welehe den X3 auf 'Ya> 
vorangehenden Punkt mit seinem Bilde vereinigt, mn-fach gezählt, 
weil jeder Strahl durch Xa in woo mn-fach zu rechnen ist. 

Der Schnitt in Wa> enthält somit den n2-fachen Kegelschnitt 'Ya> 
und die mn-fache Gerade, welche X3 verbindet mit dem Bilde "des 
Xa auf 'Ya> vorangehenden Pllnktes. 

Die Bildkurve in Wo wird ermittelt, indem man in (17 5b) 
n 

",) = 0 einsetzt und nachher durch (JJ4
m teilt. Man findet alsdann 

n n n 

(l82b) 

Diese Kurve vom Grade mn geht weder durch Xi' noch durch 
X2 , noch durch X 4• Sie berührt X 2 X. (bez. X1 XJ in den n 

n-faehen Punkte, deren Verbindungslinien mit Xi (bez. X 2) die 
Bilder der in Xi (bez. X 2) an 'Y 00 gelegten 'fangente sind. Diese 
Verbindungslinien , jede n-fach gerechnet, gehören aueh dem Gesammt
schnitte in Wo an. 

Es sind auf der Fläche Xi und X2 nun n2-fache Punkte. Die 
Berührungsebenen bilden jetzt nul' die zweite Gruppe des allge
meinen Falies (siehe S. 326). 

Der Sehnitt der Regelfläche mit einer durch X i X2 gelegteu Ebene 
w,.. ist jctzt eine " Kul' ve yom Grade n(m + 2n), welehe sowohl in 
Xi wie in X 2 einen n2-fachen Punkt hat. Die 'l'angenten in diesen 
Punkten sind die Sp'uren in w l ... der Berührungsebenen. 

§ 22. In Bezllg auf' die Regelfläche der Strahlen , welche eineu 
durclt Xi und X 2 gelegten, in Wo bejindlichen Kegclschnitl sehneiden, 
dürfen wir, für die paraboli8che Congruenz, allf den allgemeinen 
Fall hinweisen, während in der h!Jperbolisclten Congruenz die Ergeb
nisse von §§ 19b, 20b und 2lb nul' durch Vertauschung von 1/l 

mit n und der Indices 3 nnd 4 apzuändern sind . 

§ 23. Wir wollen nunmehr eine kurze Übersicht über die in 
diesem Abschnitte erhaltenen Resultate geben, und zwar so, dass 
die Bedeutung der Punkte Xi und X 2 als Kreispunkte dabei her
vortritt. 

Zuerst möge aber betont werden, dass von den 1/12 Strahlen, 
welche in der parabolischen Congruenz nach einem rcellen Punkte 
zielen, nur m reell sind, während von den (m + n? Strahlen, welche 
sich in der hyperbolischen Congruenz in einem reeUen Pnnkte 
treffen, deren 111, + 1l reell sind. 



Ein Strahl, welcher einem reeUen Punkte entstammt, ist selber 
reell, wenn er die Ebene (J)~ ebenfalls in einem 1'eellen Punkte trifft. 

SolI eill Punkt (x, J) in der Ebene (J)~ oder [w ] reell sein, so 
rriüssen die Coordinaten PI = (x + i!!) : c und P2 = (x - i!!) : c 
conjugirt complex sein. 

Die Strahlen, welche nach einem reellen Punkte (Xl' x2' xa' x4) 

zielen, werden durch ihre Spuren in {J)", bestimmt, deren Coordi
naten PI und P2 in der parabolisch en Congruenz den Beziehungen 

und In der hyperbolischen Congruenz den Bedingungen 

'He )n n_o' PI xl -- XaPl - X4 - , 

P lll(fJJ. -x p)n_xn-o 
2 2 a 2 4 -

(l83a) 

(184a) 

(183b) 

(184b) 

genügen. In diesen beiden Fällen sind xl und x2' weil der Salllmel
punkt reell ist, conjugirt complex; die Coefficienten der Gleichung 
(184a) (bez. (184b)) sind also conjugirt complex in Bezug auf die 
entsprechenden Coefficienten der Gleichung (183a) (bez. (183b)). 

Wir wollen die Gleichungen (183a) und (183ó) III der Form 

(185) 

und die Gleichungen (184a) und (184b) III der Form 

(186) 

zusammenfassen. 
Wir ersehen daher in den Gleichungen (185) und (186) ZWel 

Gleichungen vom Grade N, während die Coeffi6ienten von (186) 
den entsprechenden Coefficienten von (185) conjugirt sind. 

Aus Letzterem geht hervor, dass auch die Wurzeln von 086) 
den Wurzelll von (185) conjugirt sind. 

Indem wir Bun die Wurzeln von (185) durch 

darstellen , miissen wir diejenigen von (186) mit 

"1 = .::1:1 - i{3l' "2 = .::1:2 - i{32" ... JN = .::I:N - i{3N 

bezeichnen; in diesell Ausdrücken sind die Grössell .::I:k und {3k 
offenbar reell. 
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Es giebt nur N reelIe Combinationen (Yk' J/) odel" (PI' P2)' n.l. 
diejenigen, flir welche 1 = k. Die N Wurzelpaaren (Pl'P2)' welche 
in (t}7J reelIe Punkte ftuweisen, sind demnach 

Wenn es noch eine solche Combination , z. B. (Yk' J/) gäbe, so 
würde man haben 

wouach 

also 

"I ="k' 
(31 = 13k, 

Yl=Yk' 
JI=J,,; 

jede der Gleichullgen (185) nnd (186) 'Yürde alsdannzwei gleiche 
W urzeln haben. In Folge dessen würde abel" die Anzahlder ver
schiedenen Combinationen nicht vel"grössert werden. Denn hat 

/1 c..P1) = 0, also auch /2 (;2) = 0, k gleiche W urzeln, so giebt ~s 
ausserdem noch N-k andere W urzelpaare, welche einen " reeUen" 
Punkt an weisen. Die k gleichen W urzeln bestimmen alsdann nur 
einen einzigen re ellen Punkt. 

Wir können ,somit Folgendes behaupten: 
Von den N 2 Strahlen, UJelche durch die Gleichu'lllJen (185) und 

(186) angeUJiesen UJerden, sind, /al!s der Sarmnelpunkt reel! ist, 
nur N reel!. 

Wir haben also nur N = m bei del'paraóolischen nnd N = 'iJl + n 
bei der hype1"óolischen Congruenz zu setzen , um den vorliegeriden 
Sa:tz zu beweisen. 

Dieses Resultat entspricht der Tatsache, dass die Beziehung 

einem Punkte UJ' = u' + i v' in [WiJ m Punk te UJ = u + i v in [UJ J 
zuordnet, während mit einem Punkte UJ = u + i v in [wJ deshalb 
HUl' n Punkte w' = u/ + i v' in [w'J übereinstimmen, weil von den 
ni reeUen durch den Punkt UJ gehenden Strahlen 1Jl - n in der 
Ebene [wJ liegen. 
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Ebenso liegen bei der hyperbolischen Congrllenz, welclle der 
Beziehung 

w'''w'''=cll/+ n 

angehört, von den m + 1l cinem reeUcn Pllnkte 10 vun [w J ent
Rtammcnden reeUen Strahlen IJl in [zo], wonach dcr Punkt w nUl' 
mit m reellen Punkten der Ebene [w'] verbunden wird; diese Be
ziehung ordnet ja einem ""Verte von w 1Z 'Verte von w' zu. Von 
den 1Il + n re ellen Strahlen, welche nach einern reeUen Punkte w' 
von [w'J zielen, befinden sich 1Z in [WiJ; der Punkt w' wird also 
nul' mit 1il rcellen Punkten del' Ebene Lw] vercinigt; auch dieses 
Et'gebniss elltspricht der gegebcnen algebraischen Gleichung. 

Die Sammelpunktc, welchc sowohl zu gleichen Wurzeln von 
.ti (Pi) = 0 wie zn gleich en W urzeln von /2 (P2) = 0 Veranlassung 
geben, tragen zwei zusammenfallcnde Bcriihl'llngsebenen an <lem 
Fokalkcgel F1 und ebenfaUs zwei ZlIstlllul1cnfallende Rel'ührullgsebel1ell 
an dem Fokalkegcl ~, sodass sic sich auf der Schnittkul've diesel' 
Fokalkegel befindell müssell. Die auf del' Schnittkul'vc del' Fokal
kegelliegenden Pun kte sind also als V crzweigungspunkte zu be
trachten. In einem solchen Punkte werden cine gewisse Anzahl 
von reellcn Strahlen sich dUl'ch stetigen Übergang nach ihrer Coin
cidenz in eine gleiche Anzahl imaginärer Stl'ahlen verwandein , und 
umgekehrt. 

Der Axengrad der parabolisch en und h!/pel'bolischeJl Congruenzen 
ist dic Anzahl der Schnittpuukte einer willkürlichen Gerade mit 
del' auf der axialen Regelfläche diesel' Gel'ade licgendcn Doppcl
kul'vc. 

Es sei fJ. del' BiindeJgrad, v del' Feldgrad der Zll betrachten den 
COllgruenz. 

In einer dm'ch I geIegten Rbene 17 liegen v Strahlen, wclehe 1 
in vPunkten P sehlleiden. Dm'ch jeden Punkt P geben noch 
(p. - 1) andere Strahlen, weIehe mit 1 (fJ. - 1) Ebellen lP bestim
mcn. Del' Ebene V werden aIso v(p. -1) Ebenen lP zugcordnet. 
Es liegen in einer durch 1 gelegten Rbene V zwei Strahlen die sieh 
auf 1 sehneiden, wenn eine Ebenc lP mit einer entspreehenden 
Ebelle V zllsammenfallt. Da die Verwandtsebaft (v(fJ. - 1), v(fJ. -- I» 
der Ebenen V, W 2v(p.-1) Coincidenzen aufweist, so geschieht 
es 2v(p. -1) mal, dass eine Gerade 1 mit zwei Strablen zu einem 
Strahlenbüschel gehört. 

Unter diesen 2v(p. -I) FäUen giebt es abel' noch, welche für 
unseren Zweck keine Bedeutllng haben. 
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In den beiden Arten von Congruenzen ist der BÜ'ndelgrad das 
Quadrat der Za hl .M, welche sowohl den Grad wie die Klasse eines 
Fokalkegels anweist. 

Die beiden Fokalkegel werden durch I in 2J1 Punkten R ge
schnitten. In einem solchen Punkte R sind 2M Strahlen 81 ... 8m 
paarweise zusammengefallen. 

Die Ebene V welche I mit 81 verbimlet, bestimmt eine Ebene 
W welche nllch 81 liefert, also eine Coincidenr. der Verwandtschaft 
der Ebenen V, W. Diese Coincidenz ist aber für uns von keiner 
Bedeutung, da ditr Verbindungsebene der beiden zusammenfallenden 
Strahlen 81 , d. h. die Berührungsebene an dem Fokalkegel, die 
Gerade 1 nicht enthält. 

In jedem Punkte R müssen also M Coincidenzen, und daher 
im Ganzen 2M2 = 2p. Coincidenzen gestrichen werden . 
. Wir erübrigen a180 2'11(p.-l)-2p.=2((J.'II-p.-'II) CoincidenzeJl. 

Da von diesen jede doppelt in Betracht kommt, so geschieht es 
in der '1'at nur (iJ.II-p.-II) mal, dass I mit zwei Strahlen einem 
Stmhlenbüschel angehört, m. a. W.: der Llxengrad der Congruenz ist 

N= P.1I-P.-II. 

Bei der paraboli8chen Congruenz hat man also 

bei der hyperboli8chen Congruenz aber 

N = Cm + nf'. 2mn - Cm + n? - 2'l1ln. 



DIE PARABOLISCHE CONGRUENZ 

Der Bündelgrad ist m2• 

Von den 1Jl2 nach einem reellen Punkte zielen den Strahlen sind 
nul' 11Z 1·eelt. 

Der Feldgrad ist mn. 

Der Amengrad ist N = mn. m~ --'-- mTf - m2• 

Die Fo1caljlächfl besteht aus zwei Cylindern F't und F2' deren 
Spitzen in den Krei8pun1cten d.er Abbildungsebenen [u; J und [u;'J 
liegen. 

Von diesen Cylindern ist sowohl der Gmd wie die Klas8e ?Jl. 

Die Congruenzstrahlen sind die gemeinschaftlichen Tangenten del' 
beiden Fokalcylillder Pl und F2• 

Die Fokalcylinder haben mit der Ebene [u; J m mal die unend
lich feme Gerade gemein. Es ist diese unendlich ferne Gerade 
eine n-fache Kante der beiden Cylinder, die also mn mal die 
unendlich ferne Gerade gemein haben. 

Von den isotropen Geraden durch den N ullpunkt 0' von [U;'J 
ist jede eine (m - n)-fache Kante auf einem der beiden Cylinder. 
Die Fokalcylinder haben in 0' m Punkte mit der Gerade 00' 
gemell1. 

Die Fokalcylinder durchbohren sich noch in m - n Plankurven 
vom Grade m und von der Klasse 11l, welche in den m - nEbenen 
eT liegen; zu diesen Ebenen gehört immer die Ebene der 

m-n 

l'eellen Axen. 
8inguläre Ebenen sind: 
10 jede Ebene, welche eillen Congruenzstrahl mit einem der 

Kreispunkte verbindet; SIe enthält ein Strahlengebilde von der 
Klasse m; 

20 jede der Ebenen eT . mit emem Strahlengebilde von der 
m-n 

Klasse m; 



DIE HYPERBOLISCHE CONGRUENZ 

w'n w ln = cm+n. 

Der Bündelgrad ist Cm + '11)2. 
Von den Cm + n)2 Bich in emem reellen Punkte treffenden 

Strahlen sind nul' 1ll + n reell. 
Der Feldgrad ist 2mn. 
Der Axengmd ist N = 2mn. Cm. + n)2 _ . 2mn - Cm + '1l)2. 
Die Folcaljläche ist aus zwei Cylindern Ft und F2 zusammen

gesctzt, deren Spitzen sieh in den Krei8punlcten. der Ebenen [wJ 
und [w'J befinden. 

Von dies en Cylindern ist sowohl der Grad wie die Kla88e 1Jl + n. 
Die Congruenzstrahlen sind die gemeinschaft~ichen Tangenten der 

beiden Fokalcylinder ~ und F2• 

Von den dm'ch den N ullpuuJ,d 0' von [w'J gehenden isotropen 
Geraden ist jede eine m-fache Kante auf einem der beiden Öylinder. 
VQn den durch den Nullpunkt 0 vou [w J verlaufenden isotropen 
Geraden ist jede eine n-fache Kante auf einem der beiden Cylinder: 

Die durch die Gel'ade 00' gelegten isotropen Ebenen haben mit 
den Fokalcylindern bez. Cm + n) mal die isotropen Geraden durch 
o und Cm + n) mal die isotropen Geraden durch 0' gemein. 

Die Fokalcylinder schneiden sich in 11l + n Plankurven, deren 
Gmd und Kla88e 1Jl + n ist, und welche sich in den m + nEbenen 
S''Tm +n befinden; zu diesen Ebenen gehört stets die Ebene der 

reellen Axen. 
Singuläre Bbenen sind: 
10 jede Ebene, welche einen Congruel1zstrahl mit eillem der 

Kreispunkte verbindet; Sle enthält ein Strahlengebilde von der 
Klasse m + n ; 

2° jede der Ebenen S''T
m

+
n 

mit emem Strahlengebilde von der 

Klasse 1Jl + n ; 
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3° die Abbildungsebelle [w J mit n(m - n)-fachen Strahlen
büscheln in den beiden Kreispunkten und ('lil - n)-faehen .Strahlen
büseheln in jederu der m - n PUllkte Br , wo die Ebenen 

m-n 

eT die ullendlieh feme Gerade treffen. 
nl-n 

Singuläre Punkte sind: 
] ° die Kreispunkte in den Abbildullgsebelleil mit n(m-n)-faehen 

Strahlenbüscheln in der · Ebene [1OJ; 
2° die 1Jt-n unclldlich femen Punkte ET ruit (m-n)-faehen 

m-n 

Strahlenbüscheln in der Ebene [w J. 

Die amiale Regeljläche einer durchaus willlcürlichen Gerade i. 
Der Gmd ist m(m + n). 
Die Gerade list eine m2-fache Gerade. 
Die Kreispunkte in [w J und [W'J sind mn-fachePunkte; ihl'c 

rrangentenkegel sind völlig in Rbenen zerfallen. In jedem der Kreis
punkte sind von den mn Berührungsebenen je m in einer der 
Ehenen (45a), bez. · (46a) (siehe S. 211) vereinigt. 

Die 1f/,-n Punkte ET sindalle n-fache Punkte; die 'ran-
m-n 

genten befinden sieh in nEbenen, welche alle in die Ebene [w J 
:msammengefallen sind. 

Für die in ET an der in rw J befindlichen Schnittkurve ge-
m-n 

legt.en Tangenten verweisen wir auf diese Kurve. 
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3° die Abbildungsebene [w J ruit mn-fachen Strahlenbüseheln in 
den beiden Kreispunkten und einem m2-faehen Strahlenbüschel in 
dem Nullpunkte 0; 

4° die Abbildungsebene [wJ mit mn-faehen Strahlenbüscheln in 
den Kreispunkten und einem n2-fachen Strahlenbüschel in dem 
N ullpunkte' 0'. 

Sin!Juläre Punlcte sind: 
1 ° die Kreispunkte der Abbildungsebenen ruit mn-farhen Strah

lenbüseheln in [w J und nzn-fachen Strahlenbüscheln in I w'J; 
2° der N ullpunkt 0 von [w J mit einem m2-faehen Strahlen

büsehel in [w ] ; 
3° der N llllpumkt 0' von r W'J mit einem n2-faehen Strahlen

büsehel in [w'J. 

Die axiale Re!JelJläche einer durchaus willlcürlichen Gerade I. 
Der Grad ist (m + n)2 + 2mn. 
Es ist I eine (m+n)2-fache Gerade. 
Die Kreispunkte in [w J und [w'J sind 2mn-fache Punkte; die 

Tangenten jedes dieser Punkte sind iiber 2mn Ebenen verteilt, von 
denen mn zu je m in einer der nEbenen (45h), bez. (46b) (siehe 
S. 232), und mn zu je n in einer der m Ebenen (45'b), bez. (46'h) 
vereinigt sind. 

Der Nullpunkt 0 von [w J ist ein mn-faeher Punkt, dessen sämmt-

liche Tangenten sieh in der Ebene [w ] befinden. 

Für die in 0 an die in Lw J liegende ~ehnittkurve gelegten 

Tangenten verweisen wir auf die für diese Kurve erhaltenen Resul
taten. 

Der Nullpunkt O' von [W'J ist ebenfalls ein mn-facher Punkt; 
alle Tangenten befinden sieh in der Ebene [W'J. 

Für die in 0' án die in [w'J selbst liegende . Kurve gelegten 
'l'angenten verweisen wir auf hierunten. 

Der unendlieh ferne Punkt Aa, wo die dllreh 0 und I gelegte 
Ebene die unendlich ferne Gerade von [w ] schneidet, ist, unter 
der V oraussetzung m > n , ein mlt-facher Punkt, . dessen Tangenten 
alle in [w ] liegen, während der Schnitt in [w ] selbst die Gerade 
OA3 enthält. 

Der unendlieh ferne Punkt B,;, wo die durch 0' und I gelegte 
Ehene die unendlich ferne Gerade von [w J trifft , ist, faIls?ll > n, 
eiu n2-facher Punkt, dessen sämmtliehe Tangenten si eh in der durch 
O' und I gelegten Ebene befinden. 

Verband. der Kon. Akad. v. Weten8Ch. (1· Sectie) DI. X. B 22 



Die Doppelkurve ist vom Grade N + mn(m;-l) , wenn N die 

Anzahl, der Schnittpunkte mit I, also den Axengradandeutet. 
Der Schnitt der Regelfläche mit der Ebene [w ] besteht aus einer 

Kurve vom Grade n(m + n), aus den durch 'die Spur A von I in 
[w J gehenden isotropen Geraden, jede n(m - n)-fach gezählt, und 
schliesslich aus den m - n Geraden, welche A mit den Pnnkten 
ET verbinden, jede (m-n)-fach gerechnet. 

m-n 

Die in [w J liegende Kurve hat 
1 ° in den Kreispunkten n2-fache Punkte, deren Tangenten alle 

nach A convergiren; 
2° im Punkte A einen n2-fachen Punkt, dessen rral1genten die 

axi~len Projektionen aus I auI [w J der n2 Bilder VOl1 A sind; 
3° in den m-n Punkten ET n-fache Punkte, deren sämmtliche 

m-n 

11angenten vereinigt sind in den m-n Geraden, welche diese 
Punk te mit dem auf 0..1. liegenden Punkte T (32a) (S. 205) ver
binden. 

Der Schnitt der Regelfläche mit der Ebene [w'J ist eme Kurve 
vom Grade mem + n). 

Diese Kurve hat 
1 ° in den Kreispunkten mn-fache Punkte, von deren Tangenten 

je m zusammengefallen sind in eine der n Geraden, welche diese 
Kreispunkte bez. mit den n2 Bildern von A verbinden; 

2° im Schnittpunkte B' von I ruit [W'J einen m2-fachen Punkt, 
dessen Tangenten die axialen Projektionen aut; I anf [W'J der m2 

in [w J liegenden Bilder von B' sind; 
8° in den m-n Punkten ET n-fache Punkte, deren sämmt~ 

m-n' 
liche Tangenten mit der unendlich fernen Gerade vereinigt sind; 
es hat diese Gerade in jedem Punkte .ET m Punkte mit der 

m-n 

Kurve gemein. 
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Es liegen auf der Gerade 00' noch m+n durch (GOh) (S. 236) 
bestimmte (m+n)-fache Punkte. 

D· D Ik . G d 21Jln(21lln-l) d' Ie oppe urve Ist vom ra e . N + 2 ' wenn N Ie 

Apzahl der Schnittpunkte mit 1, also den Axengrad anweist. 
Der Schnitt der Regelfläche mit der Ebene [w] besteht aus einer 

Kurve vom Grade n(2m + n), aus den durch die Spur A von 1 
in [w] verlaufenden isotropen Ge:raden, jede m12-fach gezählt, und 
endlich aus der Gerade OA (= OAa), m2-fach gerechnet. 

Die in [w] liegende Kurve hat 
10 in den Kreispunkten mJZ-fache Punkte, von deren 'fangenten 

je n in einer der 1Jl Geraden vereinigt sind, welche die Kreis
punkte bez. mit den m2 Bildern B der Spur B' von 1 in [W'J 
verbinden; 

20 im Punkte A einen n2·fachen Punkt, dessen Tangenten die 
axialen Projektionen aus 1 auf [w] der n2 Bilder von A sind; 

3° im Punkte 0 einen 1Jln-fachen Punkt, von dessen 'l'angenten 

je 12 vereilligt sind in einem der 'fit Bilder der Gerade, welche 0' 
mit dem ullendlich fernell Punkte A3 verbindet;' 

40 im unendlich fernen Punkte B4' einell n2-fachen Punkt, dessen 
sämmtliche Tangenten in Aconvergiren ; die Gerade AB4' hat in 
B41 

mn Punkte ruit der Knrve gemein (vorausgesetzt: 'i1l > n). 
Der Schnitt der Regelfläche mit der Ebene [WiJ besteht aus einer 

Kurve vom Grade m(m + 2n), aus den durch die Spur B' von 1 
in [w'] gehenden isotropen Geraden, jede 11ln-fach gezählt und 
schliesslich aus der Gerade O' BI (= 0' B4/) , n2-fach gerechnet. 

Die in [w'] befindliche Kurve hat . 
10 in den Kreispunkten mn-fache Punkt.e, von deren 'fangenten 

je m vereinigt sind in einer der n Geraden, welche die Kreispunkte 
bez. mit den n2 Bildern A' der Spur A von 1 in [w] verbinden; 

20 im Punkte BI einen m2-fachen Punkt, dessen Tangenten die 
axialen Projektionen aus 1 uuf [w'] der 1Jl,2 in [w J liegen den Bilder 
von B' sind; 

30 im Punkte 0' einen lIIn-fachen . Punkt, von dessen Tangenten 

je ril zusammengefallen sind in ein der n Bilder der Gerade, 
welche 0' mit dem unendlich fernen Punkte B4' verbindet; 

40 im Punkte A3 einen mn-fachen Punkt, dessen sämmtliche 
'fangenten in der unendlich fernen Gerade vereinigt sind; es hat 
diese Gerade in A3 m2 Punkte mit der Kurve gemein (voraus
gesetzt ist m > n). 

B 22* 
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Der Schnitt der Regelfläche mit einer zu den Abbildung8ebenen 
paralleIen Ebene w,.. ist vom Grade m(m + n) ulld hat 

10 in den Kreispunkten mn-fache Punkte, deren 'rangenten die 
Spuren in w,.. der Berührungsebenen der Kreispunkte sind; 

2° im Schnittpunkte C,.. von W,L mit I eillen m2-fachen Punkt, 
dessen 'rangen ten die axialen Projektio~en aus I auf w,.. der m2 

nach C,.. zielellden Congruenzstrahlen sind; 
3° in den m-n Punkten Br n-fache Punkte, deren Tangenten 

?n-n 

alle in der unendlich femen lierade vereinigt sind (Ausnahme 
in [w]); 

4° Doppelpunkte in den Schnittpunkten von w,.. mit der Dop
pelkurve. 

Die aaJiale Regeljläche einer Gerade I, welche 00' 8chneidet. 
A usser den Eigenschaften , welche die Regelfläche der willkürlichen 

Gerade I aufzuweisen hat, können wir noch Folgendes erwähnen: 
Die Gerade 00' ist auf der Regelfläche eine n2-fache Gerade, 

deren sämmtliche Berührungsebenen vereinigt sind in der Ebene, 
welche 00' mit I verbindet. 

Für die in 0' an die in [w'] liegende Kurve gelegten Tangente 
verweisen wir auf hierunten. 

Die in I wJ beiindliche Kurve hat ausserdem 
in 0 einen n2-fachen Punkt, dessen Tangenten alle in OA ver

einigt sind; diese Gerade hat in 0 mn Punkte mit der Kurve 
. gemClI1. 

Die in [w'] liegende Kurve hat noch 
in a einen mn-fachen Punkt, von dessen Tangenten je m ver

einigt sind in einem der n Bilder von OA. Jede dieser Tangenten 
hat in 0' 1JZ2 Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt in einer zu den Abbildung8ebenen paralleIen Ebene w,.. 
hat im Schnittpunkte X,.. von w,.. mit 00' einen n2-fachen Punkt, 
dessen Tangenten alle in X,.. C,.. vereinigt sind (Ausnahme in r w']). 
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Der Schnitt der Regelfläche mit einer zu den AooildunfJseoenen 
parallele1t Ebene WfI. ist vom Grade (m + n)2 + 2mn und hat 

1 ° in den Kreispunkten 2mn-faehe Punkte, deren 'rangenten 
die Schnittlinien von WfI. mit den Berührungsebenen der Kreis
punkte sind; 

2° im Sehnittpunkte GfI. von WfI. mit 1 einen (m + n)2-faehen 
Punkt, dessen Tangenten die axialen Projektionen aus 1 auf WfI. der 
(m + n)? si eh in GfI. treffenden Congruenzstrahlen sind; 

3° im Punkte A3 einen mn-faehen PUll kt , dessen sämmtliehe 

Tangenten in der unendlich fernen Gerade vereinigt sind (voraus
gesetzt ist 1Il > n; A usnahme in [w]); 

4° im Punkte B; einen n2-fachen Punkt, dessen 'rangenten alle 
zusammengefallen sind in die Schnittlinie von WfI. mit der durch 
0' und 1 gelegten Ebene (vorausgesetzt ist m > n); 

5° Doppelpunkte in den Sehnittpunkten von WI~ mit der Doppel
kurve. 

Wenn WfI. mit einer der 1Jl + n dureh (600) (S 236) bestimmten 
Ebenen zusammenfällt, so hat die Schnittkurve noch einen (m + n)

fachen Punkt in der Spur XfI. von 00' in Ww 

Die amiale llefJeljläehe einer Gerade l, welehe 00' sehneidet. 
Neben den Eigenschaften der Regelfläche der willkürlichen 

Gerade lässt sieh noch Folgendes bemerken: 
Der Punkt A3=B,,' ist ein n(m + n)-facher Punkt. Von den 

mn + n2 Berührungsebenen, in welche der Tangentenkegel ausgeartet 
ist, fallen mn ruit der Ebene [w] und n2 mit der dureh ua' und 1 
gelegten Ebene zusammen. 

Die unendlieh ferue Gerade hat in A3=Bt,' mit der Fläehe 
1Jl'!. + 712 Punkte gemein. 

Die m + n (m + n)-faehen Punkte auf 00' sind jetzt in dem 
(m + n?-faehen Schnittpunkte 8 von 1 mit 00' vereinigt. 

Die in [w] liegende Kurve hat jetzt 
in A3 = B,.' einen n2-fachen Punkt, dessen sämmtliehe 'rangenten 

in AA"J=ABt,,' zusammengefallen sind; diese Gerade hat in A3 = Bt,,' 
mit der Kurve mn Punkte gemein. 

Die in [w'] befindliehe K urve hat nun 
in A3 _ Bt.' einen lIln-fachen Punkt, dessen Tangenten alle III 

der unendlich fernen Gerade vereinigt sind; diese G erade hat III 

A 3= B,.' mn° Punkte mit der Kurve gemein. 
Der Sehnitt in einer zu den AbbildunfJseoenen parallelen Ebene 

wfI. hat in A3 - B4' einell n(m + n)-fachen Punkt, von dessen Tan
genten mn in del' unendlieh femen Gerade vereinigt Bind und n2 
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Die armale Regelfläehe einer dureh 0 gehenden Gerade l. 
Wir haben hier die folgenden Eigentümliehkeiten zu erwähnen: 
Die Punkte Br sind jetzt n-faehe Punkte auf der Fläehe. 

m-n 

Die Tangenten befinden sieh alle in den Ebenen, welehe die 
Punk te Br mit der Gerade t (95a) (S. 251) verbinden. 

m-n 

Die in [w J liegende Kurve hat nun 
in 0 einen n2-faehen Punkt, dessen sämmtliehe Tangenten mit 

der Spur der dureh l und 00' gelegten Ebene in [w J zusammen
gefallen sind. 

Die in [w'J befindliehe Kurve ist in eine m-faehe Kurve vom 
Grade ril + n ausgeartet. Diese hat 

10 in den Kreispunkten n-faehe Punkte, deren 'rangenten alle 
in den dureh (j gehenden isotropen Geraden vereinigt sind; 

2° im Punkte B' einen m-faehen Punkt, dessen Tangenten die 
axialen Projektionen aus I auE [w'J der m Geraden OB sind, 
welehe 0 mit den in [w J liegenden Bildern von B' verbinden; 

3° in den Punkten . ET
m

_
n 

gewähnliehe Punkte, deren Tangenten 

eonvergiren in den Punkt To (95a) (S. 251); 
4° im Punkte 0' einen n-faehen Punkt, dessen 'rangenten die 

Bilder der Gerade OB4' sind. 
Der Sehnitt mit einer zu den Abbildung8eóenen parallelen Ebene 

WfL hat in den .Punkten BTm-n n-faehe Punkte, deren sämmtliehe 

Tangenten mit den Spuren der Ebenen (ET
m

_
n

' t) in WfL zusam

mengefallen sind. 
Übrigens sind keine Abweiehungen vom vorhergehenden Falle 

zu erwähnen. 

Die amiale Regeljläche einer dureh 0' gehenden Gerade l. 
Der einzige Untersehied mit der Regelfläehe einer willkürliehen, 

00' sehneidenden Gerade ist, dass die in [w J liegende Sehnitt
kurve jetzt in eine n-faehe Kurve vom Grade m + n zerfallen ist. 
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mit der Gerade, welche Aa-B4' mit dem Schnittpunkte Op. von 
Wp. mit l verbindet (Ausnahme in [w J). 

Die axiale Regelfläehe einer dureh 0 gehenden Gerade l. 
Von der allgemeinen Regelftäche wird jetzt die Ahbildungsebene 

[w J m.n mal abgetrennt. Es erübrigt eine Fläche vom Grade 
(111 + n? + mn. 

Die Gerade oa schneidet nun die Fläche (m + n? mal in 0 
und mn mal in 0'. 

Die Kreispuukte sind jetzt mn-fache Punkte; ihre Bel'ührungs
ebenen~ sind zu je n zusammengefallen. 

Die in [w J liegende Kurve hat nun 
in 0 einen n(m + n)-fachen Punkt, von dessen Tangenten je n 

vereinigt sind in einer der m + n Geraden welche 0 mit den 
m + n Punkten BTm+n verbinden. 

Die in [w'J befindliche Kurve ist in eine m-fache Kurve vom 
Grade 1n + n zerfallen. 

Diese Kurve enthält jetzt nicht die Kreispunkte, wohl aber die 
m + n Punkte E'T

m
+

n
; die Tangenten dieser Punkte convergiren 

alle nach dem Punkte To' (95h) (S. 255). 
Die Kurve hat ferner 
10 in B' einen m-fachen Punkt, dessen Tangenten die axialen 

Projektionen aus l auf [w'J sind der m2 (zu je m mit 0 gerad
linig liegen den) in [w J befindlichen Bilder von B'; 

2° in 0' einen n-fachen Punkt, dessen Tangenten die n .Bilder 
der Gerade OB4' sind. 

Der Schnitt mit einer zu den Abhildung8ehenen parallelen Ebene 
wp. ist eine Knrve vom Grade (m + n)2 + 1nn und hat in den Kreis~ 

punkten mn-fache Punkte, deren 'fangenten zu je n zusammenge
fallen sind. 

Tm Übrigen haben wir, im Vergleich mit dem vorhergehenden 
Falle, in Bezug auf die Singularitäten keine Abweichungen zu 
constatiren. 

Die aflJiale Regelfläehe einer dureh 0' gehenden Gerade l. 
Die Ebene [w'J wird jetzt mn mal abgesondert. Es erübrigt 

somit eine Fläche vom Grade Cm + n)2 + 1/ln. 

Die Gerede 00' schneidet die Fläche (m + n)2 mal in 0' und 
mn mal il1 O. 

Die Kreispunkte sind nun mn-fache Punkte; die mn Berührungs
ebenen sind zu je m in nEbenen zusammengefallen. 
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Diese Kurve hat 
10 in den Kreispunkten n-fache Punkte, deren Tangenten -ttlle 

durch A hindurchgehen; 
20 im Pnnkte A einen n-fachen Punkt, dessen Tangenten die 

axialen Projektionen aus I auf [w] der n Geraden 0' A' sind; 
30 in den m - n Punkten ET

m
_

n 
f/ewöhnliche Punkte, deren 

Tangenten alle in T (32a) (S. 205) convergiren; . 
40 im Punkte 0 einen m-fachen Punkt, dessen Tangenten die 

m Bilder von 0' A3 sind. 
Die in [w'] liegende Kurve hat 
in A' einen m2-fachen Punkt, dessen sämmtliche Tangellten m 

A' A3 vereinigt sind. 

Die axiale Ref/el.fläche emer zu den Abbildun!}8ebenen paralleien 
Gerade t,.. . 

Diese Regelfläche enthält die unendlich feme Gerade der Abbil
dungsebenen als eine mn-fache Gerade, deren Berührungsebenen 
alle in [w] vereinigt sind. 

Der Schnitt in [w] besteht aus der m2-fachen unendlich femen 
Gerade und aus einer Kurve vom Grade rmt. 

Diese Kurve schneidet die unendlich feme Gerade n mal in 
jedem der m Bilder des unendlich femen Punktes L,.. auf I,.., als 
ein Punkt von [w'J betrachtet. 

Die in [w'J betindliche Kurve ist aus mn mal der unendlich 
femen Gerade und aus einer Kurve vom Gl'ade m2 znsammen
gesetzt. 

Diese Kurve hat mit der unendlich femen Gerede nur den Punkt 
Lp. gemein. Dieser Punkt Lp. ist ein mem - n)-facher; sämmt-
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Die in [w J befindliche Kurve ist in eine n-fache Kurve vom 
Gl'ade m -t- n ausgeartet. Die Eigenschaften dieser Kurve entsprechen 
v5llig denjenigen der m-fachen in [w'J liegen den Kurve vom 
vorigen Falle. 

Die in [w'J liegende Kurve hat nun 
in A' einen m(m + n)-fachen Punkt. 
Sie entspricht übrigens der in [w J befindlichen Kurve des vori

gen Falles. 

Die aaJiale Regeljläclte einer zu den Abbildung8ebenen paralleIen 
Gerade I,... 

Diese Regelfläche hat in den Kreispunkten 21/m-fache Punkte, 
von denen rmz Berührungsebenen mit [w J und die mn übrigen mit 
[w'J zusammengefallen sind. 

Der unendlich ferne Pnnkt L,.. auf I,.. ist ein (m + nl-facher 
Punkt, von dem m2 Berührungsebellen in der Ebene (0, I,..), n2 

in der Ebene (0', I,..) und 2mn in der zu den Abbildungsebenen 
parallelen , die Gerade I,.. enthaltenden Ebene w,.. vereinigt sind. 

Übrigens hat man keinen Unterschied mit dem allgemeinen Falle 
aufzuweisen. 

Die in [wJ liegende Kurve hat 
10 in den Kreispunktell mn-fache Punkte, deren Tangenten alle 

in die durch 0 gehenden isotropen Geraden zusammengefailen sind; 
diese isotropen Asymptoten haben in den Kreispunkten n(m + n) 
Punkte mit der Kurve gemein; 

20 im Punkte L,.. eillen n2-fachen Punkt, dessen Tangenten alle 
in der Projektion von I,.. aus A' auf [w J vereinigt sind; diese rran
gente hat in L,.. n(m+n) Punkte mit der Kurve gemein; 

30 im Punkte 0 einen mn-fachen Punkt, von dessen Tangenten 
je n in ein der m Bilder ,"on O'.[.t,.. zusammengefallen sind. 

Die Kurve wil'd zum vollständigen Schnitte ergänzt durch 2mn 

mal die unendlich ferne Gerade und m2 mal die Gerade OL,... 
Die in [w'J befindliche Kurve hat 
10 in den Kreispunkten mn-fache Punkte, deren Tangenten alle 

in die durch A' verlaufenden iso tropen Geraden zusammengefallen 
sind; diese isotropen Asymptoten haben in den Kreispunkten m(m + n) 
Punkte mit der KUl've gemein; 
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liche 'rangenten sind mit der unendlich fernen Gerade zusammen
gefallen, welche in L,.. mit der Kurve m2 Punkte gemein hat. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildunfj8ebenen paralleIen Ebene 
(0. besteht aus der ullendlich fernen Gerade und aus einer Kurve 
vom Grade m2

, welcbe in Lp. einen m(m-n)-fachen. Punkt hat; 
sämmtliche Tangenten von L,.. sind in der unendlich fernen Ge
rade vereinigt, welche in L,.. m2 Punkte mit der Kurve gemem 
hat (Ausnahme in [w]). 

Die arciale Refjeljtäche emer durclt eznen der Krei8punlde fjelten
den Gerade. 

Diese Regelfläche ist ausgeartet in 'IIln mal die Abbildungsebene 
[w] und 'lil mal die 11l Berührungsebenen, welche durch die gege
bene Gerade an den zu ihr paraUelen Fokalcylinder gelegt werden 
können (siehe (103a), S. 262). 

Die arciale Refjeljläche eÎlJel' in der Libbildunfj8ebene [w'J liefjendell 
Gerade. 

Es ist diese Gerade ein besonderer Fall von I,.., nl 10. 
Die Kurve in [w J ist jetzt die Bildlcurve der in [u,'J gegebenen 

Gerade. 
Die in [w'J liegende Kurve ist in die m2-fache gegebene Gerade 

ausgeartet. 

Die (l)JJiale Refjeljläche einer zu den Abóildunfj8eóenen paralleIen 
Gerade I,.., welclte die Gerade 00' 8chneidet. 

Ausser den Ei gen schaf ten der allgemeinen Regelfl.äche, lässt sich 
Folgendes erwähnen: 

Die Gerade OU' ist auf der ~läche eine n2-fache, deren sämmt
liche Bcrührungsebenen in der durch 00' und 1,.. gelegten Ebene 
vereinigt sind (Ausnahme in [w ]). 

Die Regelfl.äche enthält noch die unendlich ferne Gerade der Abbil
dungsebenen als eine mn-fache Gerade, deren Berührungsebenen 
alle in [w J zusammengefallen sind. 

Der Schnitt in [10 J besteht aus 2mn mal der unendlich fernen 
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2° im Punkte LiJ. einen m2-fachen Punkt, dessen Tangenten alle 
in der Projektion von liJ. aus 0 auf [w'] vereinigt sind; diese Tan
gellte hat in LiJ. m(1/L + n) Punkte mit der Kurve gerrlein; 

3° imPunkte 0' einen mn-fachen Punkt, von dessen Tangenten 
je m in ein der n Bilder von OLiJ. znsammengefallen sind. 

Die Kurve wird zum Gesammtschnitte ergänzt durch 2mn mal 
die unelldlich ferne Gerade und n2 mal die Gerade O'LiJ.' 

Der Schnit.t mit einer zu den Abbildul1!J8ebenen parallelenEbene 
w~ hat in LiJ. einen (m+n?-fachen Punkt; von den m2 + 2mn+n2 
Tangenten in LiJ. fallen m2 mit der Spur der Ebene (0, liJ.) in w. , 
n2 mit der Spurder Ebene (0', liJ.) in w. und 2mn mit der unend
lich fernen Gerade zusammen. 

Die axiale RefJeljläehe einer duren e'tnen der Kreispunkte fJehen
den Gerade. 

Diese Regelfläche ist zusammengesetzt aus mn mal der Ebene [ w ], 
mn mal der Ebene [w'] und (m+n)-mal den m+n Berührnngs
ebenen, welche durch die gegebene Gerade an dem zn ihr paralleien 
Fokalcylinder zu legen sind (siehe (103b), S. 267). 

Die axiale RefJeljläehe einer in der AbbildunfJ8ebe7w [w'] liefJenden 
Gerade. 

Weil die Abbildungsebene [w'] in dieser Congruenz singulär ist, 
so wird die axiale Regelfläche zerfallen. Wir wollen daher die 
Untersuchung verschieben. 

Die axiale RefJeljläche einer zu den AbbildunfJ8ebenen parallelen 
Gerade liJ.' welehe die Gerade 00' 8ehneidet. 

Die Regelfläche hat, ausser den allgemeinen Eigenschaften , noch 
diese, dass von den 211ln Beriihrungsebenen der Kreispunkte mn in 
[w] und mn in [w'] fallen. 

Es ist LiJ. ein (lU + n)2-facher Punkt; m2 + n2 Berührungsebenen 
sind in der durch li-. nnd 00' gelegten Ebene vereinigt, 2mn in 
der zu den Abbildungsebenen parallel en Ebene WiJ.' welche die 
Gerade liJ. enthält. 

Die m + n (m. + n)-fachen Punkte auf 00' sind wiederum im 
(m + n?-fachen Schnittpunkte 8 von lf' mit . 00' vereinigt. 

Der Schnitt in [w ] besteht aus der m2-fachen unendlfch fernen 
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Gerade und aus einer Kurve vom Grade 11ln, welche die unend
lich ferne Gerade n mal in jedem der 1Jl Bilder von LI' (als Punkt 
von [w'J betrachtet) schneidet. 

Die Kurve hat weiter in 0 einen n2-fachen Punkt, dessen 
Tangenten alle in aLl' vereinigt sind; diese Gerade hat in 0 mn ' 
Punkte mit der K urve gemein. 

Der Schnitt in [w'J ist aus der mn-fachen unendlich fernen 
Gerade und aus einer Kurve vom Grade m2 zusammengesetzt. 
Letztere hat 

in LI' einen m(m - n)-fachen Punkt, dessen Tangenten alle in 
der unendlich femen Gerade vereinigt sind ; diese hat in LI' 1Jl

2 

Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
W v besteht aus der mn-fachen unendlich femen Gerade und aus 
einer Kurve vom Grade 1Jl2, die in Lf' einen m(1Jl- n)-fachen Punkt 
hat; sämmtliche Tangenten von LIJ. sind in der unendlich femen 
Gerade vereinigt, welche in Lf' 11t2 Punkte mit der Kurve gemein 
hat (Ausnahme in [w J). 

Der Schnittpunkt Xv der Ebene W v mit 00' ist ein n2-facher 
Punkt, dessen sämmtliche 'llangenten mit der Gerade Xv LI' zusam
mengefallen sind (Ausnahme in [w'J). 

Die arciale Regeljtäche einer in der Ebene eder reelleJl Axen 
Ziegenden Gerade Z. 

Die allgemeine Regelfläche ist zerfallen in die m-fache Ebel1e e 
und eine Restfläche vom Grade mem + 'It - 1). 

Es ist I auf der Restfläche ei ne m(m - 1 )-fache Gerade. 
Die Kreispunkte sind mn-fache Punkte; von ihren rmz Berüh

rungsebenen sind je m in nEbenen «ll3a), bez. (1l4a), S. 271, 
272) vereinigt. 
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Gerade, . aus m2 mal der Gerade OLI'- und aus einer Kllrve vom 
Grade n(2m + n). Diese hat 

1 ° in den Kreispllnkten mn-fache Pllnkte, deren 'l'allgenten alle 
in den durch 0 gehenden isotropen Geraden vereinigt sind; diese 
isotropen Asymptoten haben in den Kreispunktell n(m + n) Punkte 
mit der Kurve gemein; 

2° iUl Pllllkte LIJ. eillen n2~fachen Pllnkt, dessen sämmtliche 
'l'angentell in ULI'- zllsammengefallen sind; diese Tangente hat in 
Lfi- n(m + n) Pllnkte mit der Kurve gemein ; 

3° im Pllnkte 0 einen nl1l-fachen Pllnkt, von dessen l'allgellten 
je n in einem der ?Jt Bilder von O'LI'- vereinigt sind. 

Der Schnitt in [W'J besteht aus 2111n mal der unendlich fernen 
Gerade, aus n2 mal der Gerade O' Lfi- und aus einer Kllrve vom 
Grade mem + 2n). Letztere hat 

1 ° in den Kreispunkten mn-fache Punkte , deren Tangenten alle 
in den durch A' gelegten iso tropen Geraden vereinigt sind; diese 
isotropen Asymptoten habell in den Kreispunkten nCm + n) Pllnkte 
mit der Kurve gemein; 

2° im Punkte Lfi- einen m2-fachen Punkt, deren Tangenten alle 
in U'LI'- zusammengefallen sind; diese Gerade hat in LI'- mem + n) 
Punkte mit der Kurve gemein; 

3° in 0' einen mn-fachen Punkt, von dessen 'l'angenten je 1Jl in 
einem der n Bilder von OLIJ. vereinigt sind. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildun!Jsebenen paralleIen Ebene 
W v hat in LI'- einen (m + n?-fachen Punkt. Von den m2 + 2mn + n2 

Tangenten in LI'- fallen m2 + n2 mit Xv LIJ. und 2mn mit der 
unendlich fernen Gerade zusammen. 

Die axiale Regeljläche emer 'tn der Ebene eder reellen Amen 
liegende'lt G erade I. 

Die allgemeine Regelfläche ist in die (m + n)-fache Ebeue e und 
eine Restfläche vom Grade (m + n) (m '+ n -1) + 2mn allsgeartet. 

Es ist I auf der Restfläche eine (m + n) (m + n -l)-fache Gerade. 
Die Kreispllnkte sind 2mn-fache Punkte. Von den 2mn Berüh

rungsebenen sind mn zu je m in nEbenen ((1l3b), bez. (1l4b) , 
S. 284) ·und mn zu je n in m Ebenen ((1l3'b) , bez. (1l4'b), 
S. 284) vereinigt. 
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Die m - n - 1 Punkte B.. (Tm_n ~ 1) sind n-fache, deren m-n 
Berührungsebenen mit [w J zusammengefallen sind. 

Die Gerade 00' ist eine n.(n - l)-fache, deren sämmtliche 
Berührungsebenen in ê vereinigt sind (Ausnahme in [w'J). 

Der Schnittpunkt 8 von I mit 00' ist ein m(m - I )-facher 
Punkt. 

Der Schnitt in [w J besteht aus den zwei n(m - n)-fachen durch 
die SpUl' A von I in [w J gelegten isotropen Geraden, aus den 
1Jl - n - 1 (m - n)-fachen Geraden AB.. (Tm _ n ~ 1) und aus 

nt-n 

einer K urve vom Grade n(m + n - 1). Diese hat 

1 ° in den Kreispunkten n2-fache Punkte, deren Tangenten alle 
nach A convergiren; 

2° in A · einen n(n - l)-fachen Punkt, dessen rl'angenten die 
axialen Projektiollen aus I auf [wJ der n(n-I) ausserhalb ê lie
genden Bilder A' von A sind; 
. 3° in den m-n-I Punkten R.. (Tm_n~l) n-fachePunkte, 

1I,-n 

deren Tangenten znsammenfallen mit den 'Ill - n - 1 Geraden, 
welche diese Punkte mit dem auf A liegenden Punkte T «32a), 
S. 205) verbinden; 

der Punkt .E gehört jetzt der Kurve nicht an; 
4° im Punkte 0 einen n(n - I)-fachen Punkt, dessen Tangenten 

alle in der reellen Axe vereinigt sind. 

Der Schnitt in [WiJ ist eme Kurve vom Grade mem + n - 1). 
Sie hat 

1 ° in den Kreispunkten mn-fache Punkte, von deren Tangenten 
je 1Jl vereinigt sind in den n Geraden, welche die Kreispunkte bez. 
mit den '11.

2 Bildern von A verbinden; 
2° im Schnittpunkte ,B' von r w'J mit l einen 'Ill(m-l)-fachen 

Punkt, dessen 1'angenten die axialen Projektionen aus I auf 
[ WiJ dei" mem - I) ausserhalb ê liegenden Bilder B von BI 
sind; 

3° im Punkte 0' einen men - I)-fachen Punkt, von des
sen Tangenten je ?n mit einem der n -1 ausserhalb ê lie
gen den Bilder der zu [w J gehörenden re ellen Axe vereinigt 
sind; 

4° in den Punkten E.,. (Tm-n~ 1) n-fache Punkte, deren m-n . 
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Der Punkt 0 ist ein n(m - 1 )-facher, dessen Berührungsebenen 

alle in [10 J vereinigt sind. 
Es ist 0' ein men -1 )-facher Punkt, dessen Tangenten sich alle 

in [w'J befinden. 
Der Punkt Eist ein (m + n) (n -- l)-facher; von seinen Berüh

rungsebenen liegeli men - 1) in [w J und n(1t - 1) in € vereinigt. 
Der Schnittpunkt 8 von l mit 00' ist ein (m + n) (m + n -1)

facher Punkt. 
Der Schnitt in [10 J besteht aus den zwei mn-fachen durch die 

Spur A von l in [w J gelegten isotropen Geraden, aus der mem -1)
fachen reellen Axe und aus einer Kurve vom Grade n(2m+n-1). 

Diese hat 

1 ° in den Kreispunkten mn-fache Punkte, von deren Tangenten 
je n vereinigt sind in einer der m Geraden, welche die Kreis
punkte bez. 'mit den rn.2 Bildern B der Spur B' von l in [10 J 
verbinden; 

2° in A einen n(n - l)-fachen Punkt, dessen Tangenten die 
axialen Projektionen aus l auf [10 J der n(n - 1) ausserhalb € 

liegenden Bilder A' von A sind; 
3° in 0 einen 'n(m - l)-fachen Punkt, von dessen Tangenten 

je n in einem der m -1 ausserhalb e liegen den Bilder der zu [10'] 
gehörenden reellen Axe vereinigt sind; 

4° in E einen n(n - l)-fachen Punkt, dessen sämmtliche Tan
genten in der reellen Axe vereinigt sind; diese Gerade ' hat im 
unendlich fernen Punkte Jj} men -1) Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt in [w'J besteht aus den zwei mn-fachen durch die 
Spur B' von l in [w'J verlaufenden isotropen Geraden, aus der 
n(n - 1 )-fachen reellen Axe und aus einer Kurve vom Grtide 
mem + 2n -1). Letztere hat 

1 ° in den Kreispunkten mn-fache Punkte, von deren Tangenten 
je m in einer der n Geraden vereinigt sind , welche die Kreispunkte 
bez. mit. den n2 Bildern A' von A verbinden; 

2° in B' einen m(m-1)-fachen Punkt, dessen Tangenten die 
axialen Projektiollen aus l auf [w'J der mem - 1) ausserhalb e he
genden Bilder B VOll B' sind; 

3° in A' einen men - I )-fachen Punkt, von dessen Tangenten 
je m in einem der n -1 ausserhalh e liegenden Bilder der zu 
[10 J gehörenden reellen Axe vereinigt sind; 

4° in Eeinen men - l)-fachen Punkt, dessen Tangenten alle 
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Tangenten mit del' unendlich fernen Gerade zusammengefallen sind; 
diese Gerade hat in J' edem Punkte ET . m Punkte mit der Kurve 

1u-n 

gemem. 
Der Schnitt mit einer zu den Aóóildungseóenen paraltelen Ebene 

w,.. . ist eine Kurve vom Grade mem + 12 - 1) und hat 
1 ° in den Kreispunkten 1lln-fache Punkte, desseu Tangenten die 

Schnittlinien von w,.. mit den Berührungsebel1en der Kreispunkte 
sind; 

~o im Schnittpunkte C,.. von w,.. ruit I einen m(m-1)-fachen 
Punkt, dessen Tangenten die axialen Pl'ojektionel1 aus I auf w,.. 
der m(m -. 1) ausserhalb e liegen den nach C,.. zielel1den Congruenz
strahlen sind; 

3° in den m-n-1 Pnnkten ET (Tm-n-:p l)n-fachePunkte, 
m-n 

deren sämmtliche Tangenten in die unendlich ferne Gerade zusam-
mengefallen sind (Ammahme in [w J) ; 

4° im Schnittpnnkte X,.. von w,.. mit 00' einen 12(12 -l)-fachen 
Punkt, dessen Tangenten alle zu den reellen Axen parallel sind; 

5° Doppelpunkte in den Schnittpunkten von W(J. mit der Doppel
kurve, für deren Erörterung wir anf das in ~ lOa (S. 272 u. f.)' 
Dargelegte verweisen. 

Die amiale Regeljläehe einer in der Eóene eder reelten Amen 
liegenden , dureh 0 gehenden Gerade I. 

o Der Unterschied ruit der unmittelbar vorangehenden Regelfläche 
ist zunächst, dass alle Berührungsebenen der m - 12 -1 Punkte 
ET (Tm _ n -:P 1) diese Punkte mit der Gerade OTo (siehe S. 251) rn-n 

verbinden. 

Die m [wJ liegende Kurve hat in 0 einen n(n-1)-fachen Punkt. 

Die in [w'J befindliche Kurve ist in eme m.-fache Kurve vom 
Grade m+n-1 ausgeartet. Diese hat 
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mit der unendlich fernen Gerade lnsammengefallen sind; diese Ge
rade hat in E mem -1) Punkte mit der Kurve gemein. 

Del' Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen patallelen 

Ebene w,.,. ist. eine Kurve vom Grade (m + n) (m + n -1) + 2mn 
und hat 

10 in den Kreispunkten 2mn-fache Punkte, deren Tangenten die 
Schnittlinien von w,.,. mit den Berührungsebenen der Kreispunkte 
sind; 

2° im Schnittpun kte 0,.,. von l mit w,.,. eillen (m + n) (m + n - 1)
fachen Punkt, dessen Tangenten die axialen Projektionen aus 1 auf w,.,. 
der (m + n) (m + n - 1) ausserhalb e liegenden nach 0,.,. zielenden 
Congruenzstrahlen sind; 

3° im Punkte E eillen (m + n) (n -I)-fachen Punkt, von dem 

men -1) rrangenten in der unendlich fernen Gerade und n(n -1) 
in der SchnittIinie von WIJ. und e vereinigt sind; 

40 Doppelpunkte in den Schnittpunktell von WIJ. mit der Doppel
kurve, für welche wir auf ~ 10a (S. 272 u. f.) hinweisen. 

Die axiale Regeljläche einer in der .EOen,e e der reellen AflJen 
liegenden , dureh 0 gehenden Gerade l. 

Von der vorhergehenden Regelflächewird jetzt mn mal die Ebene 
[ w J abgesondert. 'Wir erührigen alsdanll eine Fläche vom Grade 
(m + n) (m + n - 1) + nl'll. A uf dieser Fläche sind die Kreispunkte 
mn-fache. 

Die Gerarle 00' schneidet die Fläche men-I) mal in O', 
(m+n)(m+n-1) mal in 0 unrl einmal in den m Schnittpunkten 
Xc rler rrangenten, welche man in den ausserhalb o liegen den 
Schnittpunkten von l mit der Fokalkurve e an letztere legen kann. 

Die in [w J iiegende K urve hat in 0 einen nCm.+ n -1 )-fachen Punkt; 
seine rrangenten verbinden 0 mit den m+n-· 1. Punkten ETm+n 

(Tm +n ~ 1); diese Tangenten haben in 0 n(2m+n-I) Punkte mit 
der Kurve gemein. 

Die in [W'J befindliche Kurve besteht aus einer m-fachen Kurve 
vom Grade m + n-1. Dicse schneidet die unendlich ferne Gerade 
in den m+n-I Punkten ET (Tm+n ~ 1); die Tangenten dieser 

m+n 
Punkte convergiren alle nach dem Punkte lb' «95b), S. 2(5). Die 
Kurve hat Doch 

Verhand. der Kon . Akad. v. Wetenseh. (ie Sectie) DJ. X. B 23 
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1 ° in den Kreispunkten n-fache Punkte, deren Tangenten in den 
durch 0' gehenden isotropen Geraden vereinigt sind; 

2° im Punkte B' einen (m-l )-facheu Punkt, dessen Tangenten 
die axialen Projektionen aus l auf I w'] der mem-I) ausserhalb E 

liegenden Rilder von B' sind; 
3° in 0' einen (11, -1 )-fachen Punkt, dessen Tangenten die 

ausserhalb E liegenden Bilder der zu [w J gehörenden re ellen Axe 
sind. 

Der Schnitt in einer zu den Abbildung8ebenen parallelen Ebene 
wt-i zeigt nur einen Unterschied in den Tangenten der m-n-l 
Punkte BTm_n (:m-n ~ 1), welche jetzt alle nach der SpUl' der 

Gerade OTo in w/L convergiren. 

Die aa:iale Ref/elfläehe einer in der Ebene Eder reellen Axen 
liegenden , dure" A' gehenden Gerade l. 

Diese Regelftäche weicht nur ab in dem Schnitte mit [w], wel
cher in eine n-fache Kurve vom Grade m +11,-1 ausgeartet ist. 

Diese in [w J liegende Kurve hat 
1 ° in den Kreispunkten n-fache Punkte, deren Tangenten in den 

durch 0 verlanfenden iso tropen Geraden vereil1igt sind; 
2° in A einen (n-l)-fachen Punkt, dessen Tangenten die axialen 

Projektionen aus l auf [w J der 11,(11,-1) ausserhalb E liegen den 
Bilder von A sind; 

3° in 0 einen (m-1)-fachen Punkt, dessen Tangenten die aus
serhalb E liegen den Bilder der zu [w'J gehörenden reellen Axe 
sind. 

4° in den Punkten BT
m

_
n 

(Tm _ n ~ 1) gewähnliehe Punkte, deren 

Ta.ngenten sich alle in einem Punkte anf der reellen Axe treffen; 
der Punkt E gehört der Kurve nieltt an. 

Die in [w'J liegende Kurve hat einen mem -l)-fachen Punkt in 
0', dessen Tangenten in der reellen Axe vereinigt sind. 
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1 ° in B' einen (m-I)-fachen Ponkt, dessen Tangenten die axialen 
Projektiollen aus I auf [w'] der mem-I) ausserhalb ë liegenden 
. Bilder von B' sind; 

2° in 0' einen (n-l)-fachen Ponkt, dessen Tangenten die n-I 
ansserhalb € liegenden Bilder der zu [w] gehörenden reellen Axe sind. 

Der Schnitt in einer zu den Abbildu1lg8ebenen paralleIen Ebelle 
W", ist eine Kurve vom Grade (m + n) (m + n -1) + 1Iln. Sie hat 
in den Kreispunkten nm-facbe Punkte. 

Die amiale Regeljläehe einer in der .Ebene € der reellen Amen 
liegenden , durelt O'geltenden Gerade I. 

Von der allgemeinen Regelfläche wird nun mn mal die Ebene 
[u!] ahgesondert. Es erübrigt eine Fläche vom Grade 
(m+n)(lJl+ n-I)+11ln. 

Auf diesel' sind die Kreispunkte mn-fache Punkte; ihre mn Be
l'ührungsebenen fallen zu je m zusammen. 

Die Gerade 00' s.cbneidet die Fläche n(m-l) · mal in 0, 
(11l+n)(m+n-I) mal in 0' und n mal in den n Schnittpunkten 
Xe der Tangenten, welche man in den n ausserhalb 0' liegen
den Schnittpunkten von I mit der Fokalkurve e an letztere 
legen kann. 

Die in [w] liegende Kurve besteht aus einer n-fachen Kurve 
vom Grade m + n -1. DieRe schneidet die ullendlich ferne Gerade
in den m+n-I Ponkten ET (TIll+n -:;i:. 1); die Tangenten con-

tlI+n 

vergil'en nach einem Punkte. Die Kurve hat noch 
10 in A einen (n -1 )-fachen Punkt, dessen 'l'angenten die axialen 

Projektionen aus I auf [w] der n(n -1) ausserhalb € liegenden 
Bilder von A sind; 

2° in 0 einen (m-I)-fachen Punkt, dessen Tangenten die m-l 
ausserhalb € liegenden Bilder der zu [w'] gehörenden re ellen 
Axe sind. 

Die in [w'] liegende Kurve hat in A' einen m(m + n -1)-fachen 
Punkt, dessen Tangenten A' mit den m + n -1 Puukten ETm +n 

B 23* 
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Der Schnitt in einer zu den Abói1dungaebenen parallelen Ebene 
wp. zeigt keine Abweichungen. 

Die aUJia1e Regelfläche einer zn der Ebene eder reellen .Axen 
liegenden und zu dieaen parallen Gerade 11'-' 

Von der allgemeinen Regelfläche von 1 in e wird jetzt n mal 
die Ebene [ w ] abgetrennt, won ach eine Fläche vom Gmde 
m(m + n -1) - n = (m + n)(m-1) erübrigt wird. 

Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen ist jetzt eine 
n(m - 1 )-fache Gerade, deren sämmtliche Berührungsebenen in [w J 
vereinigt sind. 

Die in [w J befindliche Kurve besteht aus der n(m -1)-fachen 
nnendlich fernen Gerade nnd aus einer Kurve vom Grade n(m - 1). 
Diese hat in 0 einen n(n -1)-fachen Punkt, dessen sämmtliche 
Tangenten in der reeUen Axe zusammengefallen sind; diese Gemde 
hat ausser 0 keinen Punkt mit der Kurve gemein. Der Punkt E 
gehört der Kurve nicht an. 

Der Schnitt in [w'J ist ans der n(m -l)-fachen unendlich fernen 
Gerade und aus einer Kurve vom Grade mem - 1) zusammenge
setzt. Diese hat in .E einen (m-l)(m -n)-fachen Pllnkt, dessen 
1'angenten alle in der unendlich fernen Gerade vereinigt sind; 
die<;e Gerade hat in .E m(m -1) Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt mit einer zu den .Abbi1dungaebenen parallelen Ebene 
W y besteht aus del' ?t(m - 1 )-fachen unendlich fernen Gel'ade und 
aus einer KUJ've vom Grade m(m-I), welche in Eeinen (m-n)(m-1)
faehen Punkt hat. Sämmtliehe 'l'angenten von E sind ruit der unend
lieh fernen Gerade zusammengefallen; letztere hat in E mem -1) 
PUllkte mit der Kurve gemein. 

Die atlJia1e Regeljläche eines Congruenz8trahlea a. 
Die allgemeine Regelfläche ist zerfallen in die zwei m-faehen 

Ebenen, welehe a mit den Kreispunkten verbinden, und III eme 
Restfläehe vum Grade m(m + n - 2). 

Es ist a auf der Restfläche eine (m - 1)2-faehe Gerade. 
Die Kreispunkte sind jetzt men - ] )-faehe Punkte; von ihren 

Berüluullgsebenen sind je m mit einer der n -1 dureh (133a), 
bez. (134a) (S. 290) bestimmten Ebenen vereinigt. 
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(Tm +n ~ 1) verbinden; die se Tangenten haben in 0' mem + 2n -]) 
Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt in einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
w(J. ist eine Kurve vom Grade (m + n)(m + n -1) + mn. Die Kreis
punkte sind mn-fache Punkte. 

Die aaJiale Regeljläche einer Ï1z der Ebene eder reellen Atcen 
liegenden und zu die8en paralleien Gerade 1,1.' 

Auf dieser Regelfläche ist E jetzt ein (m + tt)(lll + n -I)-facher 
Punkt, von dem m(m -1) + n (n - 1) Berührungsebenen mit e 
vereinigt sind und 2mn mit der Ebene W(J.' welche 1(J. enthält. 

Von den 2mn Berührungsebenen in jedem der Kreispunkte sind 
mn in [w J und mn in [w'J vereinigt. 

Die in [w J liegende Kurve hat in E einen n(n - I)-fachen Punkt, 
dessen sämmtliche Tangenten in der reellen Axe vereinigt sind. 

Die in [u/J befilldliche Kurve hat in E einen m(m -I)-fachen 
Punkt, dessen Tangenten alle in der re ellen Axe vereinigt sind. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildung8ebenen paralleien Ebene 
w. hat in E einen (m + n)(m + n -l)-fachen Punkt. Von diesem 
fallen mem - I) + n (n - I) Tangenten mit X. E und 2mn mit der 
ullendlich femen Gerade zusammen. 

Die atcÏale Regelf/äche eines Congruenz8trahle8 8. 
Die allgemeine Regelfläche ist ausgeartet in die zwei (m + n)

fachen Ebenen, welche 8 mit den Kreispunkten verbinden, und in 
eine Restfläche vom Grade (m + n)(m + n - 2) + 2mn. 

Der Strahl 8 ist auf der Restfläche eine (m + n -l?-fache Gerade. 
Die Kreispunkte sind hier 12mn- (m + n)j-fache Punkte; von 

ihren Berührungsebellen fallen m(n - I) zu je m in n - 1 }%enen 
«I33ó) , bez. (l34b), S. 294) und n(m-I) zu je n im 11l-I 
Ebenen «I33'b), bez. (1 34'b), S. 294) zusammen. 
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Übrigens weicht diese Regelf\äche von der allgemeinen nicht ab. 
NUt' die Doppelkurve ist von niedrigerem Grade (siehe S. 291). 

Der Schnitt mit [10] ist ausgeartet in die (n-l)(m-n)-fachen 
durch die Spur 8 von 8 in [w] gehenden isotropen Geraden, in 
die m - n (m - n)-fachen Geraden S.b~ nnd in eine Kurve vom 

n1.-n 

Grade n(m- n - 2). Diese hat 
10 in den Kreispunkten n(n -l)-fache Punktc, deren Tangenten 

mit den durch S gelegten isotropen Geraden identisch sind; 
2° im Punkte 8 einen (n -ll-fachen Punkt, dessen Tangenten 

die axialen Projektionen aus 8 auf [w] der (n - 1? ausserhalb der 
durch 8' in [w'] gehenden isotropen Geraden liegenden Bilder von 
S sind; . 

3° in den 1Jl- n Punkten ET
m

_
n 

n-fache Punkte, deren rrangenten 

alle zusammengefallen sind in den 1Jl- n Geraden, welche diese 
Pnnkte mit dem auf 08 befindlichell Punkte T ((32a), S. 205) 
verbinden. 

Der Schnitt in [w'J ist eme Kurve vom Grade m(m + n- 2). 
Sie hat 

] 0 in den · Kreispunkten m(n - 1 )-fache Punkte, von deren 
Tangenten je m die Kreispunkte mit den n(71-1) ausserhalb der 
durch S' gehenden iso tropen Geraden liegenden Bildern von iS ver
binden; 

20 im Punkte 8' einen (m -1)2-fachen Punkt, dessen Tangenten 
die axialen Projektionen aus 8 auf [w'] del' Cm -1? ausserhalb der 
singulären Ebenen liegen den Bilder von 8' sind; 

3° in den m -?t Punkten ET n-fache Punkte, deren sämmt-
1n-n 

liche Tangenten in der unendlich fernen Gerade zusammengefallen 
sind, welche · in jedem der Punkte ET

m
_

n 
m Punkte mit del' Kurve 

gemeln hat. 
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Übrigens sind keine Abweiehungen zu eonstatiren. 
N ur von der Doppelkurve ist der Grad erniedrigt worden (siehe 

S. 291, 295). 
Der Sehnitt in [w J besteht aus den men -l)-fachen dureh die 

Spur S von 8 in [w J gelegten iso tropen Geraden, aus der 11l2-fachen 
Gerade OS und aus einer Kurve vom Grade 7t(2m + n -2). 

Diese hat 
1 ° in den Kreispunkten n(11l - l)-fache Punk te , von deren 

'fan genten je n vereinigt sind in einer der 1Jl - 1 Geraden, welche 
die Kreispunkte mit den ausserhalh der fjingulären Ebenen liegenden 
Bildern von S' verbinden; 

2° im Punkte 8 einen (n -1)2-fachen Punkt, dessen Tangenten 
die axialen Projektionen aus 8 auf [w J der (n - I? ausserhalb den 
durch 8' in [w'J gelegten isotropen Geraden liegenden Bilder von 
8 sind; 

3° im Pnnkte 0 einen mn-fachen Punkt, VOll dessen Tangenten 
je n vereinigt sind in den m Bildern del' Gerade 0'83 , welche A' 
mit dem unendlich fernen Punkte der Gerade 08 verbindet; 

4° im Punk te 84' (Schnittpunkte von O'S' mit der llnendlich 
fernen Gerade) einen n2-fachen Punkt, dessen sämmtliche 'fangenten 
in der Gerade SSt.' zusammengefallen sind; diese Gerade hat in 
84' 1Jtn Punkte mit der Kurve gemein (Voramsetzung ist m > n). 

Der Schnitt in [w'J hesteht aus den n(m -1)-fachen durch die 
SpUl' 8' von 8 ' in [w'J gehenden 4<;otropen Geraden, aus der n2-fachen 
Gerade A' S' und aus einer Kurve vom Grade mem + 2n - 2). 
Diese hat 

1 ° in den Kreispunkten men -l)-fache Punkte, von deren 
Tangenten je 1Jl vereinigt sind in einer der n -1 Geraden, welche 
die Kreispunkte mit den ausserhalh der singulären Ebenen liegenden 
Bildern von 8 verbinden; 

2° im Pllnkte S' einen (m -1?-fachen Punkt, dessen 'l'angenten 
die axialen Projektionen aus 8 auf [w'J der Cm-I? ausserhalh den 
dureh 8 gezogenen isotropen Geraden liegenden Bilder von 8' sind; 

3° im Punkte 0' einen 11ln-faehen Punkt, von dessen Tangenten 

je m vereinigt sind in einer der n Bilder der Gerade 08,.' , welehe 
o mit dem unendlieh fernen Punkte 8,.' der Gerade 0'8' ver
bindet; 

40 im Punkte 83 (unendlich fernen Punkte auf OS) emen mn
faehen Pllnkt, dessen sämmtliche 'fangenten mit der unendlieh 
fernen Gerade zusammengefallen sind; diese Gerade hat in 83 m'l 
Punkte mit der Kurve gemein (vorausgesetzt ist m > 71). 
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Der Schnitt ruit einer zu den Abbildung8ebenen paralleIen Ebene 
w,./. ist eine Kurve vom Grade m(m + 7l - 2). Diese hat 

1 ° in den Kreispunkteu men - 1 )-fache Punkte, deren fl'angenten 
die Schnittlinien von W ,./. mit den Berührungsebenen an der l~läche 
sind; sie sind zu je 1JJ in n - 1 Geraden vereinigt; 

2° im Schnittpunkte SfL von 8 mit w,./. einen (m - ] )2-fachen 
Pllnkt, dessen 'l'angellten die axialen Projektionen aus 8 auf WfL 

del' (m - I? nach S,./. zielen den , ausserhalb der singulären Ebenen 
liegenden Congruenzstrahlen sind; 

3° in den 1Jl--?Z Punkten .b'-r n-fache Punkte, dessen Tan-
'lIl,-n 

genten ruit der unendlich fernen Gerade zusamruengefallen sind 
(Ausnahme in [zo]); 

4° Doppelpunkte in den Schnittpunkten von WfL mit der Doppel
kurve, welche auch hier von niedrigerem Grade ist als im all ge
meinen Falle, und für deren Erledigung wir auf S. 291 verweisen. 

Die axiale Regeljläche eines 'l71 der Ebene e der reel/en AXetl 
liegenden Cong1"uenz8trahle8 8. 

Die Regelfläche der willkürlichen Gerade ist jetzt zerfallen in 
die zwei m-fachen Ebenen, welche 8 mit den Kreispunkten verbin
den, in die m-fache Ebene e, und in eine Restfläche, welche offen
bar vom Grade m(m + n - 3) ist. 

Auf der Restfläche ist 8 eine (m-I)(m- 2)-fache Gerade. 
Die Kreispunkte sind m(n - 1 )-fache Punkte; ihre Berührungs

ebenen sind bei der vorhergehenden Regelfläche beschrieben. 
Die m-n-1 Pnnkt.e ET (7"",_n~l) sind n-fache; ihre Be-

1H-n 

J'ührungsebenen sind in [101 zusammengefallen. 
Die Gerade 00' ist eine n(n -1 )-fache Gerade, deren Berührungs

ebenen alle in e vereinigt sind (Ausnahme in [w'J). 
Der Schnittpunkt 80 von 8 mit 00' ist ein (m -l)(m- 2)-facher 

Punkt. 
Die Doppelkurve ist wieder von niedrigel'em Grade als im vorigen 

Falle (siehe S. 297). 

Der Schnitt in [w J ist zerfallen in die (n-I) (m-n)-fachen, durch 
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Der Schnittin einer zu den Abbildun!Jsebenen parallden Ebene 
WIJ. ist eine Knrve vom Grade (m + n) (m + n - 2) + 2 rnn. Diese hat 

1 ° in den Kreispunkten 1211ln - (m + n)l-faehe Punkte, von denen 
m(n - 1) Tangenten zu je lil in n - 1 Geraden und n(m - 1) zu 
je n in ?Jz-1 Geraden vereinigt sind; diese 'l'angenten sind die 
Sehnittlinien von W/.I. mit den an der Fläche gelegten Berührungs
ebenen; 

2° im Sehnittpunkte 8/.1. von 8 mit W/.I. einen (m + n -1)2-fachen 
Punkt, dessen rl'angenten die axialen Projektionen aus 8 auf w/.I. der 
(m + n - I? ~ach 8/.1. zielenden , ausserhalb der singulären Ebenen 
liegenden Congruenzstrahlen sind; 

3° im Punkte 8J einen mn-fachen Punkt, dessen Tangenten, für 

1Jl > n, alle mit der unendlich fernen Gerade zusammengefallen 
sind; 

4° im Punkte 84' einen n2-fachen Pllnkt, dessen sämmtliche Tan
genten in der Schnittlinie von W/.I. mit der durch 0' und 8 geleg
ten Ebene zusammengefallen sind (vorausgesetzt ist 1Il > n); 

5° Doppelpunkte in den Schnittpunkten von W/.I. mit der Doppel
kurve, welche au eh hier von niedrigerem Grade ist als im all ge
meinen J!'alle. Auch hier verweisen wir auf S. 291, 295. 

Die axiale Re!Jeljläche eines in der Ebene s der reelten A.fl}en 
lie!Jenden Co1tgruenz8trahle8 8. 

Die Regelfläche der willkürlichen Gerade ist jet7.t ausgeartet in 
die zwei (m + n)-facheJ.l Ebenen, welche 8 mit den Kreispunkten 
verbinden, in die (m + n )-fache Ebene s und in eine Restfläche, 
welche demnaeh vom Grade (m + n) ('lil + n - 3) + 2mn ist. 

Auf der Restfläche ist 8 eine (m + n -l)(m + n - 2)-fache Gerade. 
Die Kreispunkte Bind 12mn - (m + n)l-fache Punkte; für ihre 

Berübrungsebenen verweisen wir auf die vorige Regelfläche. 
Der Punkt 0 ist ein n(m-1)-facher Punkt, dessen Berührungs-

ebenen alle in [zo J vereinigt sind. 
Der Punkt 0' ist ein men -l)-facher Punkt, dessen Tangenten 

sieh alle in r w'J befinden. 
Der Punkt E (- 8J _ 8,,')ist ein (m + n) (n - 1 )-facher; von seinen 

Berührungsebenen sind men -1) in [w J und n(n -1) in s ver
einigt. 

Der Schnittpunkt 80 von 8 mit 00' ist ein (m+n-I)(m+n-2)
facher Punkt. 

Die Doppelkurve ist von noch niedrigerem Grade als im vorigen 
:Falle (Siehe S. 297, 299). 

Der Schnitt in [zo] besteht aus den m(n-l)-faehen, dUl'ch die 
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die Spur S von 8 in [w J gel egt en isotropen Geraden, in die m-n-l 
(m-n)-faehen Geraden SET (Tm-n~ 1) und in eine Kurve vorn 

1n-n 

Grnde n(nz+n-3). Diese hat 
10 in den Kreispunkten n(n-l)-faehe Punkte, deren Tangenten 

alle in den durch S gehendcn isotropen Geraden vereinigt sind; 
2° irn Punkte Seinen (n-l)(n-2)-fachen Punkt, dessen 'ran

genten die axialen Projektionen aus 8 auf [wJ der (n-l)(n-2) 
ausserhalb der singulären Ebenen liegenden Bilder von 8 sind; 

3° in den Punkten ET (Tm - n ~ 1) n-faehe Punkte, deren 
Hl-n 

Tangenten alle naeh dem Punkt T «(32a), S. 205) eonvergiren; 
der Punkt E gehört der Kurve nicht an; 
4° in 0 einen n(n-l)-faehen Punkt, dessen sämmtliehe 'l'an

genten mit der reeUen Axe zusammengefallen sind. 

Der Sehnitt in [WiJ ist eme Kurve vom Grade 11l(m+n-_ 3). 
Diese hat 

1 ° in den Kreispunkten m(n-l)-faehe Pllnkte, von deren Tan
genten je 1n in einem der n-I ausserhalb der singulären Ebenen 
liegenden Bilder von S vereinigt sind; 

2° in S' einen (m-l )(m- 2)-faehen Punkt, dessen Tangen
ten die axialen Projektionen aus 8 au{ [w J der (m-l)(m - 2) 
ausserhalb der singulären Ebenen liegen den Bilder von B' 
sind; 

3 ° in den Punkten ET (T m-n ~ 1) n-faehe Punkte; ihre Tan-
1n-n 

genten sind zusammengefallen in der unendlieh fernen Gerade, 
welche in jedem Punkte ET

m
_

n 
m Punkte mit der Kurve gemein hat; 

der Punkt :E gehört der Kurve nicht an; 
4° in 0' einen m(n-l)-faehen Punkt, von dessen Tangenten 

je m in einem der n-l ausserbalb ê liegenden Bilder der zu [w J 
gehörenden reellen Axe vereinigt sind. 

Der Sehnitt mit einer zu den · Abbildung8ebenen paralleien Ebene 
w~ ist eine Kurve vom Grade m(m+n-3). Diese hat 

10 in den Kreispunkten m(n-l)-fache Punkte, dessen Tangenten 
die Sehllittlinien von w~ mit den Berührungsebenen dieser Punkte 
~nd; . 

2° im Sehllittpunkte S~ von 8 mit w~ einen (m-l)(m-2)
faehen Punkt, dessen . 'fangenten die axialen ProjektionelI aus q auf 
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Spur S von 8 in [w J gehenden isotropen Geraden, aus der m(m-I)
faehen reeUen Axe und aus einer Kurve vom Grade n(2m+n-3). 

Diese hat 
I ° in den Kreispunkten n(m-I)-faehe Punkte, von deren Tan

genten je n vereinigt sind in den m-I Geraden, welche die 
Kreispunkte mit den ausserhalb der singulären Ebenen liegenden 
Bildern von S' verbinden; 

2° im Pllnkte S eineu (n-I)(n-2)-faehen Punkt, dessen Tan
genten die axialen lJrojektionen aus 8 auf [1OJ der (n-I)(n-2) 
ausserhalb del" singuli-iren Ebenen liegen den Bilder von 8 sind; 

3° im Pllnkte 0 einen n(m-I)-faehen Punkt, von dessen Tan

genten je n in einem der m--I ausserhalb der singnläl'en Ebenen 
liegen den Rilder der zu [w'J gehöreuden reellen Axe vereinigt sind ; 

4° in E einen n(n-I)-fachen Pllnkt, dessen 'fan genten alle mit 
der reellen Axe zusammengefallen sind; diese Gerade hat in E 
m(n-I) Punk te mit der Knrve gemein. 

Der Schnitt in [w'J besteht aus den ll(m-I)-fachen durch die 
SpUl' 8' von 8 in [w'J gelegten isotropen Geraden, aus der n(n--I)
fachen reellen Axe und aus einer Kurve vom Grade m(m+ 2n-3). 
Diese hat 

1 ° in den Kreispllnkten m(n-I)-fache Pllnkte, von deren Tan
genten je 1n vereinigt sind in den n-I Geraden, \\'elche die Kreis
punkte mit den aussel'halb der singulären Ebenen liegenden Bildern 
von S verbinden; 

2° im Punkte 8' einen (m-I)(m-2)-fachen Punkt, dessen 
Tangenten die axialen Projektionen aus 8 auf [w'J der (m- I )(m- 2) 

ausserhalb der singulären Ebenen liegenden Bilder von S' sind; 
3° im Pllnkte 0' einen m(n-I)-fachen Pllnkt, von desse.n Tan

genten je m in einem der 1z-1 ausserhalb ê liegenden Bilder 
del' zu [w J gehörenden reellen Axe vereinigt sind; 

4° in E einen m(n-I)-fachen Punkt, dessen sämmtliehe 
Tangenten mit der unendlich fernen Gerade zusammengefallen 
sind; diese Gerade hat in E m(m-I) Punkte mit der Kurve 
gemem. 

Der Schnitt mit einer zu de'tt Abbildung8ebenen parallelen Ebene 
w", ist eine Kurve vom Grade (m+n)(m+n-3)+2mn. Diese hat 

1° in den Kreispunkten 12mn-(m+n)j-faehe Punkte, deren 
Tangenten die Schnittlinien von w'" mit den Berlihrungsebenen 
diesel' Punkte sind; 

2° im Schnittpunkte 8", von 8 mit w'" einen (m +n-I)(m +n-2)
. faehen Punkt, dessen Tangenten die axialen Projektionen aus 8 auf 
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WfL der (m-l)(m-2) allsserhalb der singulären Ebenen liegendell 
nach SfL zielenden Congruenzstrahlen sind; 

30 im Schnittpunkte XfL von w~ mit 00' einen n(n -l)-fachen 
Punkt, dessen rrangenten alle in die Gerade XfLE zusammenge
fallen sind (Ausnahme in [w'J); 

4° in den m-n-l Punkten ET (1"m_n :;1:1) n-fache Pnnkte, 
m-n 

deren sämmtliche Tangenten in der unendlich fernen Gerade ver-
einigt sind (Ausnahme in [w J) ; 

5° Doppelpunkte in den Schllittpunktell von WfL mit der Dop-' 
pelkurve. 

Die arriale Regelfläche einer in der Abbildungsebene [w J liegenden 
Gerade loo. 

Die allgemeine Regelflä.che zerfallt hier in (m2 
- n~ mal die 

Abbildullgsebene [w J und in eine Restfläche vom Grade n(11l. + n). 
Die Gerade loo ist auf dieser Restfläche eine n2-fache Gerade. 
Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen ist ebenfalls 

eine n2-fache Gerade. 
Wenn loo die unendlich ferne Gerade in La schneidet, so sind 

die n Bilder La' von La, als Punkt von [w J betrachtet, n-fache 
Punkte auf der Restfläche; ihre Berührungsebenen sind in der 
Abbildungsebene [w ] vereinigt, welche mit der Fläche mn mal die 
unendlich ferne Gerade gemein hat. 

Die Doppelkurve wird in der auf S. 303 u.f. gegebenen Weise 
bestimmt. 

Der Schnitt in rw J besteht aus der 7t
2-fachen Gerade l-x und aus 

der mn-fachen unendlich fernen Gerade. 
Der Schnitt in [w'J besteht aus der n2-fachen unendlich fernen 

Gerade und aus einer Kurve vom Grade mn, der Bild1cu"ve von loo. 
Die Kl'eispunkte I nnd J gehören dieser Bildkurve nicht an. 
Die n Bilder La' von La, als Punkt von [w J betrachtet, sind 

n-fache Punk te ; die Tangenten sind alle in der unendlich fernen 
Gerade vereinigt, welche in jedem der Punkte L 3' m Punkte mit 
der Kurve gemein hat. 

Wenn l:xJ die isotrope Gerade OJ in L1 und die isotrope Gerade 
aI in L2 schneidet, so sind die 2n bez. auf O'J und O'J liegen
den Bilder L/ und L2' n-fache Punkte, welche alle die Gerade 
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WI'- der (m+n-l)(m+n-2) ausserhalb der singulären Ebenen 
liegenden naeh 81'- zielenden Congruenzstrahlen sind; 

3° im Punkte E einen (m + n)(n -l)-faehen Punkt, vom dem 
men - I) Tangenten mit der unendlieh fernen Gerade und n(n -1) 
mit der Gerade XI'-.E zusammenfallen; 

4° Doppelpunkte in den Sehnittpullkten von w; mit der Dop

pelkurve. 

Die atl}iale Regelfläche einer in der .Aóóildungseóene [tV J liegenden 
Gerade 100. 

Die allgemeine Regelfläehe ist hier in mem + 2n) mal die Abbil
dungsebene [w J und in eine Restfläehe vom Grade n(2m + n) aus
geartet. 

Die Gerade 100 ist auf dieser Restfläehe eine n2-faehe Gerade. 
Die Kreispunkte I und J sind lIln-faehe Punkte; ihre 'rangenten 

befinden sieh in mn Ebenen, die zu je m in n · Ebenen vereinigt 
sind. Wenn 100 die isotropen Geraden OJ und OI bez. in Ll und 
L2 sehneidet, so verbinden diese nEbenen die Geraden Li I und 
L 2 J bez. mit ihren n Bildern in [w'J. 

Der Punkt 0' ist ein mn-faeher Punkt, dessen Berührungsebenen 
alle in die Ebene [w J zusammengefallen sind. 

Der Punkt 0 gehört jetzt der Restfläehe nicht an. 
Der Punkt LJ , wo l:x> die unendlieh ferne Gerade sehneidet, 

ist ein n2-faeher Punkt, dessen Berührungsebenen alle in der dureh 
0' und 100 gelegten Ebene vereinigt sind. 

Die Gerade 0' La ist eine n2-faehe. 
Für die Doppelkurve verweisen wir auf S. 303 u.f., 308. 
Der Sehnitt in [w ] besteht aus der n2-faehen Gerade 100 und 

aus den 11ln-fachen Geraden Lil und L 2 J (siehe oben). 
Der Sehnitt in [w'J ist zerfallen in die n2-faehe Gerade O'La 

und in eine Kurve vom Grade 2mn, die Bildkurve von 100. 
Die Kreispunkte I und J sind mn-faehe Punkte; von ihren Tan

genten sind je m bez. in ein der n Bilder von IL i und J L2 

zusammengefallen. 
Der Punkt 0' ist ebenfalls ein mn-faeher; von seinen Tangenten 

sind je 1Il in einem der n Bilder von OL3 vereinigt. 
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a'I be:r.. O'J als Tangente haben; diese Geraden hahen in jedem 
der Plillkte Lt' und L/ 11/, Pnnkte mit der Kurve geHlein. 

Der Schnitt mit einer Zit deu AbbildztllgseóeJlen paralleleJl Ebene 
Wp. besteht aus del' n'2-fachen unendlich fernen Gemde und aus 
ei nel' Kurve vom Grade 1JIn. Diese hat in den n Punkten LJ' 
n-fache Punkte, deren sämmtliche Tangenten in der unendlich fer
nen Gerade vereinigt sind. 

Die axiale Regelfläche e111er in de?· Abbildu?Zgsebene [w J liegenden , 
dU1"ch a gehendeJt Gerade Ix. 

Die gerade erörterteFläche zerfällt jetzt In n Regelftäehen vom 
Grnde 1JI, + n . 

. Tede diesel' Regelflächen enthält die unendlich ferne Gemde als 
eine n-fache Gemde, deren sänlll1tliche Bel'ührungsebellen in [w J 
vereinigt sind. 

Die Gemde 00' ist ebenfalls eine n-fache; ihl·e Bel'ührungs
ebencn sind alle in der durch A' und lIJ gelegten Ebene zusum
mengefallcn. 

Die Gleichungen dieser Regelfläehell findet man in (l44a) (S. 302). 

Der Schnitt mit [10 J ist zel'faUen in die m-fache unendlich fm·ne 
Gernde und in die n-fache Gemde 100. 

Der Schnitt in [W'J ist aus der n-fachen unendlieh fernen Gemde 
Ulul aus je einem der Bilder von Ix, jedem 1Jl mal gezählt, zusam
mengesetzt. 

Der Schnitt mit einel' Zlt den Abbildu1lf/sebellen parallelell Ebene 
WIJ. enthiiJt die u-fache unendlich ferne Gernde uncl eil1e Kurve vom 
Grade 1Jt, welehe in XIJ. einen n-fachel1 PUlIkt hat; alle seine 
Tangenten sind in XIJ. La vereinigt. 

Die axiale Re!Jelfläche der in [w J lief/enden ?·eellen Axe. 
Von den n gerade betrachteten Regelftäehel1 vom Grade 1Il + n 

ist eine jetzt in 1n mal die Ebene ê der reeUen Axen und n mal 
die Abbildul1gsebene [w J ausgeal'tet. 

Die anderen n - 1 Regelftächen zeigen , in Bezug auf das Vor
hergehende, keine Abweichungen. 1hre Gleichungen sind in (147 a) 

(S. 308) gegeben. Von einer wesentlichen Doppelkurve lst nicht 
mehr die Rede. 
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Der Schnitt mit einer zu den Abbildun!Jsebenen para lellen Ebene 
mI-' ist eine Kurve vom Grade n(21il + n). Oiese hat in den Kreis
punkten mn-fache Punkte, deren Tangenten die Schnittlinien von 
mI-' mit den Berührungsebenen sind. 

Der Punkt Lil ist ein n2-facher; seine 'fangenten sind alle in der 
Schnittlinie von mI-' mit der durch A' und 100 gélegten Ebene 
vereinigt. 

Die axiale Re!Jelfläche einer in der Abbildun!Jsebene [w] lie!Jenden, 
durch 0 !Jehenden Gerade 100. 

Die gerade beschriebene Regelfläche ist hier in 'Oln mal die Ebene 
[ w] und in n Regelflächen vom Grade 'Ol + n ausgeartet. 

Keine diesel' Regelflächen enthält jetzt die Kreispunkte. 
A uf jeder dieser .Flächen ist l~ cine n-fache Gerade mit veränder

lichen Berührungsebenen, die Geracle O'La eine n-fache mit der 
Ebene (0', 1(0) als einziger Berührnngsebene (die se Ebene hat mit 
der Fläche rJZ mala' Lil gemein); eille der ?l Geraden O'La' ist 
eine m-fache mit veränderlichen Berührungsebenen; schliesslich ist 
die entsprechende Gerade OLJ' eine n-fache mit [U)] als einziger 
Berührungsebene. 
. Die Gleichungen dies er Regelflächen findet man in (144b) (S. 307). 

Der Schnitt in rw] besteht aus n mal der Gerade l~ und 'Ol mal 
der axialen Projektion O'LJ' aus 00' ei nes der Bilder von 1«>. 

Der Schnitt in [w'] zerfällt in n mal die axiale Projektion aus 
00' von 100 und in m mal ein der Bilder vort 100 (das nämliche 
wie oben). 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildun!Jsebenen parallel en Ebene mI-' 
ist eine Kurve vom Grade 'Ol + n, welche in LJ einen n-fachen 
Punkt hat, währel1d die Tangenten vereinigt sind in der Geracle, 
in der mI-' die Ebene ( 0', l~) schneidet; . es ist L,/ ein m-facher · 
Punkt, dessen sämmtliche 'l'angenten in der Schnittlinie von mI-' 
mit der Ebene (00' Lil) vereinigt sind. 

Die axiale Re!Jelfläche der in [10] lie!Jenden 7'eellen Axe. 
Von den n Regelflächen vom Grade 'I1Z + n, deren Eigenschaften 

wir gerade erörtert haben, ist eine jetzt in die ('Ol + n)-fache Ebene 
Eder reellen Axen ausgeartet. 

Die übrigen n - 1 Regelflächen verhalten sich in analoger Weise 
wie die oben behandelten. Ihre Gleichungen findet man in (147b) 
(S. 309). 
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Die Ref/eljläche der Strahlen, welche auf einem zu den Aóbil
dunf/sebenen paralleIen Krei8e ruhen. 

Von der einem willkürlichen Kegelschnitte angehörenden Regel
fläche, welche vom Grade 2m(m + n) ist, wird 2mn mal die A bbil
dungsebene [w J abgetrennt, sodass wir eine Restfläche vom Grade 
2m~ erübrigen. 

Auf dieser Regelfläche ist der Kreis selbst eine m2-fache Kurve. 
Di"e Kreispunkte sind m2-fache; in jedem dieser Punkte sind von 

den Berübrllngsebenen je 11l in einer der m Ebenen vereinigt, 
welche die axiale Regelfläche der im Kreispnnkte all dem Kreise 
gelegten Tangente, d. h. der durch den Mittelpunkt des Kreises 
gehenden isotropen Gerade, bilden. 

Der Schnitt in [w ] ist zerfallen in die m(m - n)-fachen Spuren 
der Berührungsebenen in den Kreispunkten und in eine Kurve 
vom Grade 21/ln. 

Die Kreispunkte siml auf dieser Kurve mn-fache Punkte; von 
ihren rrangenten fallen je n mit einer der 'ilt genallllten Ausartungs~ 
elementen zusanlmen ; jede dieser rrangenten hat in einem Kreis
punkte 21Jln Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt in [w' J ist eine Kurve vom Grade 2m2
• 

Die Kreispul1kte sind m2-fache Punkte, von deren Tangenten je 
m in den m Spuren der Berührungsebenen der Kreispunkte ver
einigt sind; jede Tangente bat in einem Kreispunkte 2m2 Punkte 
mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildunf/sebenen paralleIen Ebene 
W v ist eine Kurve vom Grade 2m2 , welche in den Kreispunkten 
m2-fache Punkte hat, während die Tangenten die Schnittlinien von 
W v mit den Berührungsebenen der Kreispunkte sind. 

Die Ref/elfläche der Strahlen , welche auf einem zu den Abbildunf/8-
ebenen paralleIen Krewe ruhen, des8en Mittelpunlct au! 00' lief/t. 

Diese Regelfläche weicht von der vorigen nur im Folgenden ab. 
Von den m verschiedenen Berührungsebenen der Kreispunkte 
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Die Regeljläche der Strahlen, welche auf einem zu den Abbil
dung8ebenen paralleIen Krei8e ruhen. 

Die Regelfläche eines willkürlichen Kegelschnittes ist vam Grade 
2(m + n)2 + 4.mn. 

Dieser Fläche wil'd hiel' 2mlt mal die Ebene [w J und 2mn mal 
die Ebene [w'J entzogen. Die Restfläche ist daher vam Grade 
2(m + n)2. 

Auf diesel' Fläche ist der Kreis selbst eine (m + n)2-fache Kurve. 
Die Kreispunkte sind (m + n)2-fache; in jedem diesel' Punkte 

sind von den Berührungsebenen je m + n vereinigt in einer der 
1Jl + nEbenen, welche die axiale Regelfläche del' im Kl'eispullkte 
an den Kreis gelegten 'fangente, d. h. der durch den Mittelpunkt 
des Kreises gehenden isotropen Gerade, bilden. 

Der Schnitt in [w J ist ausgeartet in die m-fachen Spuren der 
Berührungsebenen in den Kreispunkten und in eine Kurve vam 
Grade 2n(m + n). 

Die Kl'eispunkte sind n(m + n)-fache; van ihren Tangenten sind 
je n mit einem der m + n genallnten Ausartungselementen zu
sammengefallen; jede dieser Geraden hat in eincm Kl'eispunkte 
n(m. + n + I) Punk te mit der Kurve gemein. 

Die Schnittpunkte der m + n durch den Kreispullkt I gehenden 
Ausartungselementen mit der isotropen Gerade OJ sind n-fache 
Punkte der Kurve; ihre Tangenten fallen ebenfalls mit den ge
nannten Ausal'tungselementen zusammen, welche in diesen Berüh
rungspunkten til Punkte mit der Kurve gemein haben. 

Analoge Betrachtungen geIten in Bezl1g auf die Schnittpunkte 
der durch J gelegten A.usartungselementen mit aI. 

Der Schnitt in [w'J wird am leichtesten ermittelt, indem wir in 
den Ergebnissen des in [w J befinrllichen Schnittes die Zahlen 1ll 

und n und die Abbildungsebenen [w J und [W'J vertauschen. Die 
Sclmittpunkte mit O'J sind jetzt n-fache Punkte; ihre 'l'angenten 
sind mit 0' J vereinigt, welche in jenen Punkten m . Punkte mit 
der Kurve gemein hat. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildun!l8ebenen paralleIen Ebene 
(J). ist eine Kurve vam Grade 2(m + n)2, welche in den Kreis
punkten (m + n)2-fache Punkte hat, während die Tangenten die 
Schnittlinien van (J). lllit den Berührungsebenen der Kreispunkte sind. 

Die Regeljläche der Strahlen, welche auf einem zu den Abbildun!l8-
ebenen pamllelen Kreise l'uhen, des8en Mittelpunkt au! 00' liegt. 

Die Abweichungen dieser Regelfläche van der vorigen sind nicht 
van wesentlicher Bedeutung. 

Verband. der Kon. Akad. v. Watellsch. (Ia Sectie) DI. X. B 24 
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sind je n mit den durch 00' gelegten isotropen Ebenen zusammell
gefallen. 

lm Schnitte mit [w J sind dementsprechend von den m Ausartungs
elementen durch jeden Kreispunkt n mit einer durch 0 gehenden 
isotropen Gerade zusamrnengefallen. 

Analoges gilt von dem Schnitt mit [w'J und mit einer za den 
Abbildungsebenen parallel en Ebene llJv • 

Die RegelJläclte der Sb'ahlen, welche ruhen auf einem zu de1t 
Abbildung8ebenen paralleIen Krei8e, der 00' 8cltneidet. 

Die Abweichungen von der Regelfläche des willkürlichen zu den 
Abbildungsebenen parallèlen Kreises sind diese, dass die Gerade 
00' jetzt eine n2-fache Gerade der ]1'läche ist, deren sämmtliche 
Berührungsebenen OU' mit der an den Kreis im Schnittpunkte XI" des 
Kreises mit 00' gelegten rrangente verbinden (Ausnahme in [w'J). 

Dementsprechend hat die in [w J liegende Kurve in 0 einen 
n2-fachen Punkt, deRsen sämmtliche Tangenten vereinigt sind in der 
Schnittlinie von [w J mit der genannten Berührungsebene von oa. 

Die in [w'J liegende K urve hat dagegen in A' einen mn-fachen 
Punkt, von dessen Tangenten je n in einem der Bilder der in 0 
an der Kurve in [w J gelegten Tangente vereinigt sind. 

Die Regeljläclte der Strahlen, welche auf einem in der Abbi!
dU'llg8eóene [w J liegenden Krei8e ruhen. 

Die oben hetrachtete Regelfläche zerfällt jetzt in 2m(m- n) mal 
die Abhildungsebene [w J und in eine Restfläche vom Grade 2mn. 

Auf dieser Restfläche ist der Kreis eine n2-fache Kurve. 
Die Kreispunkte sind nun mn-fache Punkte; von ihren .Berüh

rnngsebenen sind je m vereinigt in einer der nEbenen, welche 
bez. die in den Kreispunkten an den Kreis gelegten Tangepten (die 
durch den Mittelpunkt des Kreises verlalifenden isotropen Geraden) 
mit ihren n Bildern verbinden. 

Wenn der Kreis die isotrope Gerade OJ in frEt und die isotrope 
Gerade aI in M2 schneidet, so sind die n Geraden, welche ju" 
(bez. M 2 ) mit seinem n auf O'J (bez. UI) liegenden Bildern ver
binden, n-fache Geraden der Fläche, deren Berührungsebenen alle 
mit den durch 00' gelegten isotropen Ebenen zusammengefallen sind. 

Der Schnitt in [w J hesteht aus dem n2-fachen Kreise und aus 
seinen n(m - n)-fachen Tangenten in den Kreispunkten. 

Der Schnitt in [w'J ist die Bildlcurve des Kreises; sie ist vom 
Grade 21Jln und hat 
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Die Regelfläche der Strahlen, welche ruhen auf einem zu den 
Abbildungsebenen paralleIen KreÏ8e, der 00' schneidet. 

Auchdiese Regelfläche weicht in keiner wesentlichen Hinsicht 
ab von der des willkürlichen zu den Abbildungsebenen paralleien 
Kreises. 

Die Regeljläche der Strahlen, welche auf einem in der Abbil
dungsebene [w] liegenden Krez'se ruhen. 

Die oben betrachtete Regelfläche ist jetzt ausgeartet in 2m(m + '11.) 

mal die A bbild ungse bene [w] und in eine Restfläche vom Grade 
2n(11l + '11.). 

Auf diesel' Fläche ist der Kreis eine n2-fache Kurve. 
Del' Kreis möge die isotrope Gerade OJ in M l und die isotrope 

Gerade OI in M 2 schneiden. 
Die Kreispunkte sind n(m + n)-fache Punkte; von ihren Berüh

rungsebenen sind mn zu je m vereinigt in den '11. Ebenen, welche 
die Gerade frl1 I (bez. M2J) mit ihren '11. Bildern verbinden, 
während von den übrigen '11. 2 je '11. vereinigt sind in einer der n 
Ebenen, welche die im Kreispunkte an den Kreis gelegte Tangellte 
(die durch den Mittelpunkt des Kreises gehende isotrope Gerade) 
mit ihren '11. Bildern verbinden. 

Der Schnitt in [ w] ist aus dem n2-fachen Kreise und aus den 
mn-fachen Geraden M l I und M2J zusammengesetzt. 

Der Schnitt in [w'] iRt zerfallen in die 2n1l-fachen Bilder der 
in den Kreispunkten an den Kreisgelegten Tangellten und in eine 
Kurve vom Grade 2mn, welche die Bild1curve des Kreises ist. 
Letztere hat 

B 24* 



372 DIE PARABOLISCHE CONGRUENZ, w'n=cn-mwm. 

10 In den Kreispunkten 11ln-fache Punkte, von deren Tangenten 
je 11l in einem der n Bilder der in den Kreispunkten anden Kreis 
gelegten Tangenten vereinigt sind; 

20 in den n Bildpunkten M/ von Mi nnd in den n Bildpunkten 
M 2' von M 2 n-fache Punkte, deren Tangenten alle mit A' J, bez. 
(j I zusammengefallen sind; diese Tangenten haben in jedem der 
Punkte Mi', bez. M 2' 'in Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenf'n parallel en Ebene 
wl-' ist eineKurve vom Grade 211ln, welche in den Kreispunkten 
1Iln-fache Punkte hat; ihre 'rangenten sind die Schnittlinien von WI-' 
mit den Berührungsebenen in diesen Kreispunkten. 

Die Punkte, wo WI-' die 2n Geraden Mi M/ und M2 M 2' scbneidet, 
sind n-fache; ihre 'l'angenten fallen mit den durch XI-' gelegten 
isotropen Geraden zusammen. 

Die Regelfläche der Strahlen, welche auf einem in der Abbil
dun!Jsebene [zo] lie!Jenden K1·eise ruhen, dessen Mittelpunlct 0 ist. 

Die Regelfläche ist vom Grade 2mn und enthält den Kreis als 
eine n2-fache Kurve. 

Die Kreispunkte sind mn-fache; ihre Berührungsebenen sind alle 
in die durch 00' gel egt en isotropen Ebenen zusammengefallen . . 

Der Schnitt in [zo] besteht aus den n(m - n)-fachen durch 
o gehenden isotropen Geraden und aus dem n2-fachen Kreise. 

Der Schnitt in [w'] besteht aus n m-fachen concentrischen Kreisen, 
deren Mittelpunkt in a liegt. 

Der Schnitt mit einer zu den AbbildU1l!Jsebenen parallel en Ebene 
wl-' ist eine Kurve vom Grade 21lln, welche in 'den Kreispunkten 
mn-fache Punkte hat; ihre 'l'angenten convergu-en alle nach XI-'" 

Die Re!Jelfläche der Strahlen, welche ruhen suf einem in der 
Abbildun!Jsebene [w] lie!Jenden Kreise, der 0 ent!tält. 

Diese Regelfiäche weicht nur sofern von der des willkürlichen 
in [w] liegenden Kreises ab, dass 00' jetzt eine n2-fache Gerade 
ist, deren sämmtliche Berührungsebenen vereinigt sind in der Ebene, 
welche die in 0 an den Kreis gelegte Tangente aus A' projizirt 
(Ausnahme in [w']). 

Der Schnitt in [w] besteht RUS den früher genannten Elementen. 
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10 in den Kreispunkten mn-fache Punkte, von deren Tangenten 
Je m m einem der n Bilder von Mi I, bez. M2 J vereinigt sind; 

20 in denn Schnittpunkten von O'J mit den n durch I gehenden 
Ausartungselementen und in den n Schnittpunkten von 0'1 mit den 
n durch J ge hen den Ausartullgselementen n·fache Punk te ; ihre Tan
genten fallen mit den Geraden.O'J, bez. O'Izllsammen; diese Geraden 
haben in jedem Berührungspunkte 1Jl Punkte mit der K urve gemein. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen pamllelen Ebene 
wl-' ist eine Kurve vom Grade Zn(m + n), welche in den Kreis· 
punkten n(m + n)-fache Punkte hat; ihre Tangenten sind die Schnitt
linien von WI-' mit den Berührungsebenen der Kreispunkte. 

Die Regelfläche der Strahlen, welcbe anf einem in der Abbil
dungsebene [w] liegenden Krez'se ruben, dessen Mittelpun1ct 0 ist. 

Die Regelftäche ist vom Grade 2n(m + n) nnd enthält den Kreis 
als eine n2·fache Kurve. 

Die Kreispunkte sind n(m + n)-fache; von ibren Berührnngsebenen 
sind mn mit [w'J nnd n2 mit [w] zusammengefallen. 

Der Schnitt in [w] ist zerfallen in die 2mn-fache nnendlich feme 
Gerade nnd in den n2-fachen Kreis. 

Der Schnitt in [W/] besteht ans der n2-fachen unendlich femen 
Gerade nnd aus n m-fachen concentrischen Kreisen, deren Mittel
punkt in 0' liegt. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildltngsebenen paralleIen Ebene 
w,.. ist eine Kurve vom Grade 2n(m + n), welcbe in den Kreis
punkten n(m + n )-fache Pllnkte hat; ihre 'fangenten sind alle mit 
der nnendlich femen Gerade zusammengefallen. 

Die Reflelfläche der Strahlen, welcbe ruhen auf einem in der 
Abbildunflsebene [w] liegenden Kreise, der 0 enthält. 

Der Regelftäche eines willkürlichen in [w] liegen den Kreises wird 
jetzt mn mal die Ebene [w] entzogen , wonach man ei ne Fläche 
vom Grade 2n(m + n) + mn erübrigt. 

Die Kreispunkte sind nun n2-fache; ihre Berührungsebenen sind 
diejenigen der zweiten Gruppe. 

Der Schnitt in [w] besteht aus dem n2·fachen Kreise nnd ans 
der mn·fachen Gerade, welche den 0 auf dem Kreise vorange
henden Punkt mit seinem Bilde verbindet. 
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Der Schnitt in [w'J hat nun in 0' einen mn-fachen Punkt, von 
dessen Tangenten je m vereinigt sind mit einem der n Bilder der 
in 0 an den Kreis in [w J gelegten Tangente. 

Der Schnitt mit einer zu den Ahbildun!Jsehenen paralleien Ebene 
CJ)~ hat jetzt in X~ einen n2-fachen Punkt, dessen Tangenten alle 
in der Schnittlinie von CJ)~ mit der Berührungsebene von 00' ver
einigt sind. 
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Die in [w'J liegende Kurve ist vom Grade mn, sie ist die Bild
/curve des in [w ] liegenden Kreises. 

Diese Bildkurve enthäIt weder die Kreispunkte noch den Punkt 0'. 
Sie trifft die durch 0' gehenden isotropen Geraden jede 1Il mal 

in n 1t-fachen Punkten , deren Tangenten mit diesen isotropen Ge
raden zusammenfallen. 

Die Verbindungslinien der Berührungspunkte mit den gegenüber
liegenden Kreispunkten gehören dem Gesammtschnitte in [w'J an . 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen parallelen Ebene 
WIL ist eine Kurve vom Gl'ade n(m+2n), welche in den Kreis
punkten n2-fache Punkte hat. 

Hiermit sollen die Untersuchungen der parabolisch en und der 
hyperbolischen Congruenz beendet werden. 

Freilich sind nur die Regelflächen von sehr speziellen Gebilden 
erörtert worden; wir glauben aber mit den Vorangehenden ausreichen 
zu können, weil unser Hauptzweck nicht eine mäglichst vollständige 
Sammlung von Regelflächen war, sondern vielmehr eine Übersicht 
der Methode, nach der diese Regelflächen gelegentlich untersucht 
werden könnten und deshalb, wie ZUl' Erläuterung, nebenan einige 
Anwendungen dieser Methode. 

Im folgenden Abschnitte wollen wir zwei besondere parabolische 
und eine besondere hyperbolische Congruenz studiren, n.l. die, 
welche den . Bezieh ungen 

angehören, und deren Erledigung durch die Analyse der Gleichun
gen dritten Grades .bedingt wird. 



FÜ NFT ER AB"SCHN ITT. 

ABTEIT.UNG A • 

. Die Oongruenz, welche der Beziehung 

entspricht. 

~ 1. Allgemeine Eigenschaften. 
Mit Hinweisung auf das im vierten Abschnitte Dargelegte, be

merken wir zuel'st, dass man in diesel' parabolischen Congruenz hat 

m=3, n=l. 

Der Bündelgrad der Congruenz ist alsû 9, ihr Feldgrad 3, ihr 
AflJengrad lY = 15. 

Von den 9 nach einem reellen Punkte zielen den Strahlen sind 
3 reell. 

Die Folcalfläche besteht aus zwei imaginären Cylindern, deren 
Spitzen sich in den Kreispunkten I und J der Abbildungsebenen 
befinden. 

Die Gleichungen dieser :Fokalcylinder lauten : 

4flJa
3 +27flJ}flJ",=O, I 

4flJa
3 + 27 flJ12X", = O. 

(la) 

Die Abbildungsebene [wJ (flJlo = 0) ist eine Inflexionsebene für 
beide Cylinder; die 'rangente ist mit der unendlich fernen Gerade 
identisch. 

Die Cylinder dllrchbohren sich noch in 2 kubischen PlaÎlkurven, 
welche in den Ebenen der reeUen und imaginären Axen liegen. 
Die beiden Kurven haben im unendlich fernen Punkte E, bez. E' 
e oder E_1) , einen Wendepunkt, dessen Tangente mit der reellen, 
bez. imaginären Axe von [w ] identisch ist, und im Punkte 0' einen 
Rückkehrpunkt, dessen Tangente mit 00' zusammenfällt. 

Die Gleichungel1 des Congruenzstrahles p sind hier 



DIE CONGRUENZEN VON w'=c-2 wS, w'2=c-i wS UND w'=C3w-2. 377 

ali =Piala +Pi
aal

", , I. 
al2 = p'}.ala + p} al",. 

Der Brennpunkt Pri des Strahles pist durch 

ali al'}. ala al", 

p-i-(-3p-2--;::2=--Pi2) = 2p23 = 3p22 = -1 " . 

der Brennpunkt P f2 durch 

bestimmt. 
SinfJuläre Rbenen sind 

(2a) 

(3a) 

(4a) 

10 jede Ebene, welche einen Strahl p mit einem der Kreis
punk te verbihdet; sie enthält ein Strahlengebilde 3ter Klasse, dessen 
Eiuhüllende eine kubische Kurve mit einem Rückkehrpunkt ist; 

20 die Ebenen ali = + al2 , d. h. die Ebenen del' reellen und 
imaginäl'en Axen; sie tra gen jcde ein Strahlengebilde 3ter Klasse, 
dessen . Einhüllende mit der kubischen Fokalkurve identisch ist; 

3° die Abbildungsebene [w J (al", = 0) mit Strahlellbüscheln in 
den Kreispunkten und in den unendlich fernen Punkten der reellen 
und der imaginären Axe. 

Singuläre Pun1cte sind 
1 ° die Kreispunkte mit Strahlenbüscheln in. [wJ; 
2° die unendlich fernen Punkte der reellen und imaginären 

Axen in [w Jmit Strahlenbüscheln in [w J. 
Von den 9 Strahlen, welche nach einem Punkte von [w J zielen, 

fallen 4 mit den durch diesen Punkt gehenden isotropen Geraden 
zusammen, 2 mit der durch diesen Punkt zu der reellen Axe 
parallel gelegten Gerade, 2 mit der durch diesen Punkt zu der 
imaginären Axe parallel gelegten Gel'ade. Der gte Strahl verbindet 
den Punkt ruit seinem in [w'J befindlichen Bilde. 

Die in [w J liegenden isotropen Geraden ruüssen, als Strahlen 
durch die Kreispunkte betrachtet, je 3-fach gezählt werden. 

~ 2. IJie amiale Regeljläche einer durchau8 willlcürlichen Gerade l. 
Der Grad dieser Regel:fläche ist 3 (3 + 1) = 12. 
Es ist 1 auf ihrer Regelfläche eine 9-fache Gerade. 
Es sei . A (ai' a2) die Spur von 1 in [w J, B' (b/, b2') die von 1 

in [w']. 
Der Schnitt mit [w J besteht aus den 2~fachen durch A gehenden 
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isotropen Geraden, aus den 2-fachen durch A parallel zu den 
reellen und imaginären Axen gelegten Strahlen uud aus einer Kurve 
4ten Grades. 

Diese hat in Bezug auf das Coordinatendreieck AI J die Gleichung 

Diese Kurve 4ten Grades ist circular. Die in den Kreispunkten 
gelegten Tangenten treffen sich in A. Die Kreispunkte sind Wende
punkte. 

Der Punkt A liegt auf der Kurve und hat als Tangente die 
axiale Projektion aus l auf [w ] des Bildes A' von A. 

Die Punkte E und E' gehören der Kurve auch an; ihre Tan
genten convergiren nach dem Punkte 1', der durch 

oder 

(6a) 

angewiesen ist. 
Der Schnitt mit [W'J ist eine Kurve 12ten . Grades, deren auf 

das Coordinatendreieck B' IJ bezogene Gleichung lautst: 

i i 1 

~2(~1 + 0/ ~4l- ~l (~2 + 02' ~4l + (a2 ~1- ai ~2) ~,,3 = 0, 

oder 

[~23 (~1 + 01' ~4) - ~1S (~2 + b2' ~4) + (a2 ~1 - ai ~2)~ ~~J3 + 
+ 27 ~13 ~23(a2 ~i -ai ~2)3(~i + bi' ~4)(~2 + b/ ~i) ~4 = O. (7a) 

Die Kreispunkte sind hier 3-fache; ihre Tangenten sind mit den 
dureh A' gehenden isotropen Geraden identisch. 

Der Punkt B' ist ein 9-faeher; seine rl'angenten .sind die axialen 
Projektionen aus l auf [w'J der 9 Bilder B von B'. Da von diesel' 
9 Bildern nur 3 re ell sind, so sind aueh von den 9 Zweigeri 
durch B' nur 3 reell. 

Die unendlieh fernen Punkte der reellen und imaginären Axen 
gehören der Kurve als gewöhnliche Punkte an; ihre Asymptoten 
fallen mit der unendlich fernen Gerade zusammen, welche in den 
beiden Punkten je 3 Punkte mit der Kurve gemein hat; die se 
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Gerade ist also eine doppelte Wendetangente ulld die unendlich 
fernen Punkte der Axen sind Wendepunkte. 

Auf der Regelfläche sind die Kreispunkte dreifache. Die Berüh
rungsebenen des Kreispunktes 1 (XI) sind in der Ebene 

(8a) 

die des Punktes J (X2) in der Ebene 

(9a) 

vereinigt. Sie sind offen bar die Ebenen, welche den Strahl a = AA' 
mit den Kreispunkten verbinden. 

Die unendlich fernen Punkte der reellen und imaginären Axen 
sind gewöhnliche; ihre Berühl'ungsebenen sind mit der Ebene [wJ 
zusammengefallen. 

Die. IJoppellcurve dieser Regelfläche ist vom Grade N + 3 = 

= 15 + 3 = 18. 

~ 3. IJie ' aaJiale Regel.fläche einer Gerade I, welche 00' 8cnneidet. 
Diese Regelfläche enthält oa als eine einfache Gerade, für 

welche alle Berührungsebenen mit der durch I und 00' gelegten 
Ebene zusammengefallen sind.· 

Es sei 

die Gleichung der durch t und 00' gelegten Ebene; man hat 
alsdann (siehe IV. Abschnitt ~ 7a, (81) und (82), S. 242) 

Die in [w ] liegende Kurve hat nun die Gleichung 

(xz - t ai xa) X I
3 

- (Xi - ai Xa)X2
3 + b/ (tXi- ( 2) x.} = O. (lOa) 

Sie hat in 0 einen Wendepunkt, dessen 'rangente 0 mit A 
verbindet. 

Die Gleichung der in [wJ befindlichen Kurve lautet jetzt 

oder 
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[(1Z'2 - tb1' 1Z'4)3 1Z'1 - (1Z'1 - bt' 1Z',.)3 1Z'2 + a1s (lm1 -1Z'2)3 1Z'4J~ + 
+ 271Z'11Z'2 1Z'4(1Z'2- tb/ 1Z'4)3(1Z'1-b/ 1Z'4?(t1Z'1-1Z'2? = O. (lla) 

Diese Kurve hat in 0' einen dreifachen Punkt, dessen Tangenten 
in der Bildgerade (1Z'2 = f3 lZ'i) vOn 0 Avereinigt sind; diese Tan
gente hat in 0' 9 Punkte mit der Kurve gemein. 

Der 8chnitt mlt einer zu den Abbildungsebenen parallel en Ebene 
mp' hat, ausser den Singu)aritäten des allgemeinen FalIes, einen 
gewähnlichen Punkt in der Spur Xp. von 00' in rop.; die zu Xp. ge
härende Tangente ist die Schllittlinie von rop. mit der durch I nnd 
00' gelegten Ebene. 

Wenn I den Puukt 0 enthält, so zerfällt die in [wJ liegende 
Kurve in 3 mal die Kurve 4ten Grades, deren Gleichung ist 

. (I2a) 

Die Kreispunkte sind gewähnliche; ihre Tangenten converglren 
in 0'. 

Die unendlich femen Punkte der reellen und imaginären Axen · 
sind gewähnliche; ihre Tangenten werden durch 

(l3a) 

dargestellt; Sle schneiden die Gerade A' E' im Punkte To , welcher 
durch 

lZ'i 1Z'2 1Z'4 

3bt' - 3b
2

' - 2 
(l4a) 

gegebcn ist. 
In der KUl've, welchc dem Schnitte VOl! [w ] angehäl't, uud durch 

dal'gestellt wird, ist der gewähuliche Punkt A in 0 gefallen; seine 
rfangente ist die Sehnittlinie von [wJ mit der durch 00' und I 
gelegten Ebene, also die orthogonale Projektion von I auf . [w J. 

Die unendlich fernen Punkte der reeUen und imaginären Axen 
haben, als dreifache Punkte der Fläche, jeder nur eine Berührungs
ebene, und zwar bez. 

(13a) 

Diese Ebene verbindet E, bez. E', mit der Gerade OTo: 
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(14a) 

Der Schnitt mit einer zu denAbbildungsebenen paralleien Ebene 
w,.,. hat jetzt ausser dem gewöhnlichen Punkte X,.,. zwei dreifache 
Punkte in den unendlichen fernen Punkten der Axen; ihre Tan
genten sind vereinigt in den Schnittlinien von w,.,. mit den Ebe
nen (13a). 

Wenn I durch 0' geht, so -bleibt die in [w J liegende Kurve 
vom 4ten Grade. Ihre Gleichung ist 

(15a) 

Sie hat in 0 einen dl'eifachen Punkt, dessen 'fan genten die 
Bilder sind der orthogonalen Pl'ojektion von I auf [w' J. 

Der Schnitt in [w'J hat die Gleicbnng 

oder 

[a'2
3
a'1-a'i

3 
a'2+ (a2a'i-a1a'2)3 a'4J+ 27 a'i4a'24a'4(a2a'i-a1a'2)3= O. (16a) 

Der PUllkt 0' ist hier ein 9-facher; seine sämmtlichen Tangenten 
sind in der orthogonalen Projektion von I auf [w'J vereinigt. 

Die unendlich fernen Punkte der Axen zeigen dasselbe Verhalten 
wie im allgemeinen Falle. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen parallelen Ebene 
w,.,. weist also, ausser seinem gewöhnlichen Punkte X,.,., keine Ab
weichungen mit dem Schnitte der allgemeinen Regelfläche auf. 

~ 4. ])ie ariJiale Refjelfläche einer zu . den Abbildun!Jsebenen 
paralleien Gerade I,.,. . 

Der Gmd diesel' Regelfläche ist, wie im allgemeinen Falle, 12. 
Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen ist jetzt auf 

dieser Fläche eine dreifache Gerade. 
Es sei die Gerade I,.,. gegeben durch 

(t1 a'i + ~2 a'2 + ~a a'3 + (t.\, a'4, I .'. 
a's = fLa'4' 

(17) 

(18) 

Der Scbnitt in [w J besteht aus 9-mal der unendlich fefllen Ge
rade und aus einer kubischen Kurve, deren Gleichung ist 



Die Kllrve sehneidet die unendlieh ferne Gerade in den 3 Bil
dern des unendlich fernen Punktes LfL von lfL' als Punkt von [w'] 
betrachtet ; die 'fangenten dieser Punkte eo~vergiren alle nach d~m 
der Kurve nicht angehörenden Punkte O. 

Der Sehnitt in r w'] besteht aus der dreifachen unendlich fernen 
Gerade und aus dieser Kurve gten Grades: 

t t t 
p..(at tlJt3 + a 2 tlJ2

3
) tlJ4

3 + ai tlJi + ~tlJ2 + (p..aJ + (4)tlJ4 = 0, 

oder 

[p..3 a i
3 tlJi tlJ4

2 + p..3 a 2
3 

tlJ2 tlJ4
2 + lat tlJi + a 2 tlJ2 + (p..a3 + (4) tlJ41

3
]3-

- 27 p..6 a i
3 a} tlJ! tlJ2 tlJ441ai tlJi + ~ tlJ2 + (p..aJ +(4) tlJ413 = O. (20a) 

Sie sehneidet die unendlieh ferne Gerade nur im unendlieh 
fernen Punkte LfL von 1(.1.; dieser Punkt ist ein 6-facher, dessen 
sämmtliche Tangenten mit der unendlieh fernen Gerade zusammen
gefallen sind; diese Gerade hat in L(.I. 9 Punkte mit der Kurve 
gemem. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
WfL enthält ausser der 3-fachen unendlich fernen Gerade eine Kurve 
gten Grades, welche in L(.I. einen 6-fachen Punkt hat; sämmtliche 
Tangenten von L(.I. sind in der unendlich fernen Gerade vereinigt 
(Ausnahme in [w ]). 

'Venn die Gerade lfL den Kreispunkt I(Xi ) enthält, wonach 
at = 0, so besteht die axiale Regelfläche aus der 3-faehen Ebene 
[w] und aus den dreifachen durch lfL an den Fokalcylinder Rt ge
legt en Berührungsebenen. Letztere sind durch 

angewiesen. 
Wenn 1(.1. sieh in der Abbildungsebene [w'] befindet, wonach 

p.. = 0, 80 finden wir für die in [w] liegende Kurve 

al tlJi
3 + a 2 tlJ} + a 4 tlJa

3 = O. (22a) 

Sie ist die Bildkurve der in [w'J liegenden Gerade. 
Der Schnitt in [w'J ist jetzt aus der 3-fachen unendlich fernen 

Gerade und der 9-fachen Gerade 1(.1. zusammeugesetzt. 
'Wenn t(.l. eine isotrope Gerade (durch 1 (Xi)) in [w'] ist, so 

zerfällt die Regelfläche, ausser der 3-fachen Ebene [w J, in die 3 
dreifachen Ebenen, welche der Gleichung 
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(23a) 

entsprechen. 

~ 5. lJie amiale Regeljläche einer zu den Abbildung8ebenen 
paralleIen Gerade lp., welche oa 8chneidet. 

Man hat hiel' 

!J-(t,il + (t,4 = o. 
Die In [w J liegende Kurve hat nun die Gleichung 

(t,i flJi
3 + a:,! <-v} + fI- (ai flJi + (t,2 fIJ:/) flJa

2 = O. (24.a) 

Sie ist vom 3ten Grade und hat in 0 einen Wendepunkt; die 
Wendetangente «(t,ifIJi + (t,zfIJ2 = 0) ist zu der gegebenen Gerade 
parallel. 

Weil die Tangenten der 3 unendlich fernen Punkte Lp.' sich in 
o treffen, so sind diese Punkte sextactische und ist die unendlich 
ferne Gerade die harmonische Polare des Wendepunktes O. 

Die kubische Kurve hat demnach in 0 einen Mittepunkt. 
Die in [W'J befindliche Kurve gten Gradeswird nun durch 

(25a) 

dargestellt. 
Die KUl've hat in A' einen dreifachen Punkt, dessen sämrntliche 

Tangenten vereinigt sind im Bilde der parallel mit lp. vel'laufenden 
Gerade aLp.-

Die Regelfläche hat noch 00' als eine einjache Gerade, wonach 
der Schnitt mit (J)p. in Xp. einen gewähnlichen Punkt hat. 

~ 6. lJie afJJÏale Regeljläche einer in. der Ebene eder reellen 
AflJen liegen den G erade. 

Die Eigenschaften der Regelfläche einer in e' liegen den Gerade 
werden aus den der vorliegenden l"läche durch Vertauschung von 
flJ2 mit - flJ2 hergeleitet. 

Die axiale Regelfläche einer in e liegenden Gerade ist aus 3mal 
dieser Ebene und aus einer R~stfläche gten Gl'ades zusammengesetzt. 

Die Gerade list auf diesel' Restfläche eine 6-fache. 
Die Kreispunkte sind 3-fache Punkte; ihre Berührungsebenen 

sind in den Ebenen (8a) und (Ua) vereinigt, wo at = a2 = a ein
zusetzen ist. 
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Der Punkt E' (cZ'i = - cZ'2) ist ein !Jewähnlicher; seine Berüh-
rungsebene ist die Ebene [w J. 

Die Gerade 00' gehört der Restfläche nicht an, 
Dagegen ist der Schnittpunkt S von l mit 00' eiu 6-facher Punkt. 
Der Schnitt in [w J besteht aus den zwei 2-fachen durchdie 

Spur A von t in [w J gelegten isotropen Geraden, aus der ein
fachen durch A parallel zur imaginären Axe verlaufenden Gerade 
und aus einer 1cubi8chen K urve, deren auf AI J .bezogene Gleichung 
lautet: 

~2 (~1 + a~3)3 - ~i (~2 + a~3? + b' (~i - ~2) ~33 = 0, 
. ~i-~2 

oder 

Diese kubische Kurve ist circular; die isotropen Asymptoten 
convergiren in A; diesel' Punkt gehört ab er der Kurve nicht an. 

Der unendlich ferne Punkt der reellen Axe liegt nicht auf der 
Kurve, wohl aber der unendlich ferne Punkt der imaginären Axe; 
die Tangente in diesem tgewöhnlichen) Punkte geht durch den 
Punkt T. 

Der Punt 0 gehört auch der Kurve nicht an. 
Der Schnitt in [w'J ist eine Kurve 9ten Grades. Ihre auf B' IJ 

bezogene Gleichung ist 

oder 

111 

~2 (~i -+ b' ~~)3 - ~i (~2 +. b' ~4)3 + a(~i - ~2)~4J = 0, 
~i-~2 

[~23(~i+b' ~4)-~/(~2+b' ~4)+a3(~i-~2)3~4J3+2 7 a3~13~}~4(~1+b' ~4)(~2+b'~4)(~1-~2? = 0 
~-~ , 

oder endlich 

[~1 ~2 (~i + ~2) + b' (~/ + ~1 ~2 + ~22) ~4 - a
3 (~i- ~2)2 ~4J3-

- 27a3 ~/ ~23 ~4(~1 + b' ~4)(~2 + b' ~i) = O. (27a) 

Die Kreispunkte sind 3-fache, deren Tangenten in die durch 
das Bild A' von A gehenden isotropen Geraden zusammengefal
len sind. 

Die Spur B' vorr l in [w'J ist ein 6-facher Punkt; seine 'ran-
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genten sind die axialen Pl'ojektionen der û ausserhalb der ZIl [10 J 
gehöl'enden reeUen Axc liegen den Bilder von R'. 

Der Punkt A' gehört der K urve nicht an. 
Del' unendlich ferne Punkt del' imaginären Axe ist em 'Wende

pllnkt, dessen 'rangente im Unenolichell liegt. 
Del' Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 

w,.,. ist eine Kurve gten Grades. 
Diese hat in den Kreispunkteu 3-fache Punktc, deren Tangenten 

oic Schnittlinien sind von w,.,. mit den Ebenen (Sa) und (ga), 
(wo ai = a2 = a einzusetzcn ist). 

Der Schnittpunkt G(J. von I mit w,.,. ist eiu 6-facher Punkt, oessen 
'rangenteu die axialen Projektionen aus I auf [10 J der 6 ausser
halh der Ebene der reellen Axen liegenden , nach 0,.,. zielen den 
Congruenzstrahlen sind. 

Del' unendlich ferue Punkt der imaginären Axe jst ein Wende
punkt, dessen 'rallgente die unendlich ferue Gerade ist (Aus
nahme in [w l). 

Die Kurve hat ausserdem lJoppelpunlcte in den Schnittpunkten von 
w,.,. mit der lJoppellcurve. 

Da I in einer singulären .Ebene liegt, so wird der Gmd der 
Doppelkurve erniedrigt; wir wollen ihn somit auf dil'ektem Wege 
zu bestimmell versuchen nnd fragen zu diesem Zweck l1ach der 
Anzahl del' Schnittpunkte mit I. 

W"ir operiren nun mit del' Gleichung (siehe IV. Abschnitt, 
~ 10a, S. 272) 

1('7i) -= (1/ - fL'7i) -- - (71' + a)\ = 0, (2Sa) 

ooer 

~ + 3 a71''!. + (3(t ~ + IJ..) 71' + (a'l _ b') = o. 

Die Punkte, wo I die Doppelkurve schncidet, sind zunächst 
die Punkte JJ,..,r, welehe die 13edingung 

veran lassen. 
Wil' haben also die folgende symmetrische 'Fnnktion der Wurzeln 

zu betrachten 

oder 
Verhand. der "on. Akad. v. Wetensch. (ie Sectie) Dl. X. B 25 



386 DIE CONGRUENZEN VON f(/ = C-2 fO S , 70'2 =C-f WB UND W ' = CS 1C-2• 

al80 

'Venn wir über die Beziehungen 

Cf + C2 + C3 = - ' 3a, 
Ci C2 + Ci C3 + C2 C3 = 3a2 + IJ. , 

Ci C2 C3 = ,- (a3 - bi) 

verfügen, 80 verwandelt sieh die Bedingung in ' 

oder 

- 3a(3a2 + IJ.) + (a3 
- b') = 0, 

8a3 + bi 
IJ. = - --3a-'----- (2iJa) 

Diesel' Wert von IJ. bestimmt nuf I . den emzIgen einfachen 
Schnittpunkt Dk ,! der Doppelkurve. 

Die auf I befindliehen Doppelpunkte Dpq,rs der Doppelkurve sind 
hier aus der Bedingung 

zu bestimmen ; wir haben uns daher mit der folgenden symmetri
sehen Funktion der Wurzeln zu besehäftigen: 

oder 

also 

oder 
(30a) 

Hieraus finden WIr 

(3la) 

wo T 3 eme der 3ten W urzeln aus der Einheit darstellt. 
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Die Gleichung (SOa) (oder (Sla)) bestimmt die S auf I liegen
den Doppelpunkte der Doppelkurve. Die Doppelkurve hat somit 
2 X 3 + 1 = 7 Punkte mit 1 gemein. 

Jede dnrch I gelegte Ebene liefert noch 3 ausserhalb 11iegende 
PUllkte dieser K urve. Der Grad der Doppelkurve ist demnach 
7 + 3 = 10. 

Au! der amialen Re!Jeljläehe einer in der Ebene ê der reellen 
Amen bejindlichen Gerade lie!Jt eine .Doppellcurve loten Grades. 

~ 7. lJie aanale Re!Je1jtäehe einer in der Ebene der reel/en Amen 
lie!Jenden Gerade, welehe duren 0 !Jeld. 

Der U nterschied mit der vorhergehenden Regelfläche ist dieser , 
dass der Schnitt in [W'J jetzt in eine 3-fache Kurve 3ten Grades 
zerfallen ist. Diese vertritt also einen Bestandteil 9ten Grades der 
Doppelkurve. Der übrige lineare Teil ist mit der zu [w.l gehörenden 
imaginären Axe zusammengefallen. Alle Schnittpunkte "on I mit 
der Doppelkurve sind ja, vermöge (29a) und (Sla), im Punkte 0 
vereinigt. 

Ausserdem ist der Strahl OE', d. h. die in [10 J liegende imagi
näre Axe, ein 2-facher, wonach auch E' der Doppelkurve angehört. 

Die Gleichung der in [w J liegenden Kurve ist . 

(32a) 

Die Kreispunkte und der unendlich ferne Punkt der imaginären 
Axe sind Wendepunkte, deren Tangenten alle in 0 convergiren. 

Die 3-fache in [w ] befindliche kubische Kurve wird durch 

also durch 

dargestellt. 

(~1 + b' ~4) ~23 - (~2 + b' ~i) ~13 == 0, 
~1-~2 

Sie enthält die Kreispunkte und den uncndlich fernen Punkt 
der imaginären Axe; die isotropen Asymptoten treffen sich in 0'. 

Der Punkt B' ist ein Doppelpunkt, dessen Tangenten durch 

(34a) 

bestimmt sind. 
Die rrangente des unendlich fernen Punktes der imaginären Axe 

geht durch den auf der reellen Axe liegenden Punkt To: 
B 25* 



(35a) 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
WIL ist eine Kurve 9-ten Grndes, welche in den Kreispunkten 
3-fache und im unendlich fernen Punkte der imaginären Axe einel1 
Wendepunkt hat, mit der unendlich fernen Gerade als rrangente. 

~ s. JJie mmale Regelfläche einer in der Ebene der reelten Amen 
liefJenden Gerade, toelche durch U' geht. . 

Die in [10 J liegende Kurve bleibt hier eine einfache und behält 
also diesel ben Eigenschaften wie im allgemeinen Falie. 

Die in [w'J befindliche Kurve hat nun die Gleichung 

oder 

Der Punkt 0' ist ein 3-facher, dessen '11angenten in der reellen 
Axe vereinigt sind. 

Der einfache Schnittpunkt von I mit der Doppelkurve ist jetzt durch 

(37a) 

angewlesen, die doppelten Schnittpunkte dagegen durch . 

Einer von ihnen wird durch fJ. = 0 bestimmt und ist also mit 
dem Punkte 0' identisch. 

Die Doppelkurve ist noch immer vom loten Grade. 

~ 9. Die amiale Regelfläche einer i'll der Ebene der reelten Amen 
liefJenden und zu diesen paraltelen Gerade 11'-" 

Die Fläche ist vom sten Grade. 
Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen ist eme 

JJoppelgerade. 
Die in [w J liegende Kurve ist aus der unendlich fernen Gerade 

und aus eiuem Kegelschnitte zusammengesetzt. 
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Wir haben in ~ . 5 

ct2 =.- ct1 

einzusetzen. 
Die Gleichung l24a) verwandelt sich alsdann, nach 'reilung 

dm'ch tV1 - Xl' In 

(38a) 

Der Mittelpunkt dieses Kegelschnittes befindet si eh m 0. -
Die m [W'J befindliehe Kurve ist ausgeartet m die 2-faehe 

unendlieh ferne Gerade und ineine Kurve 6te
l: Grades, welche 

durch 

(39a) 

dal'gestellt wird. 
Diese Kurve hat im unendlich fernen Punkte der reeUen Axe 

einen 4-fachen Pimkt; alle Asymptoten sind in der ullendlieh fernen 
Gerade vereinigt, welehe dort G Pllnkte mit der Kurve gemein hat. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenell paralleIen Ebene 
(IJ", enthiilt die 2-fache unendlieh ferne Gerade, nebst einer Kurve 
6tcn Grades, welche a~ch in dem · unendlich fernen Punkte der 
l'eellen Axe einen 4-fachen Punkt hat, dessen 'l'angenten alle in 
der unendlieh fernen Gerade vereinigt sind; diese hat in ihrem 
Berührungspunkte G Punkte mit del' Kurve gemein. 

Wir werden jetzt den Grad del' Doppelkurve bestimmen. 
Weil hier a= oound b' = 00 gilt, sa ist die Untersuehun6 van 

Neuem anzufangen. 
Eine durch I", gelegte Ebene wird jetzt dureh 

(40) 

dargestellt. 
Zwei Strahlen p und q der Regelfläche liefern emen Punkt der 

Doppelkurve, wenn ihre Spuren Pond Q in [w J mit B in einer 
Gerade liegen, also wenn man hat 

(41) 

Die nach emem Punkte 
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der betrachteten G~rade zielen den Congmenzstrahlen schneiden [w J 
in Punkten P (Pi' P2), für welche gilt: 

p = PI /L + PI a , 

P = P2/L + P2a. 

Die beiden Coordinaten einer Spur P. eines solchen Strahles in 
[wJ sind also durch zwei der drei Wnrzeln von 

(42a) 

bestimmt. 
Wenn wir die W urzeln von (42a) mit Ci , C2 uud C3 bezeichueu, 

80 gelten, vermöge (41), die folgenden Bediugungen: 

Cl - c2 = Cl - Ca ' 

Cl - c2 = Ca - Cl ' 

Cl - c2 = c2 - Ca ' 

Cl - c2 ::::±:: Ca - c2 ' 

Cl - c2 = c2 - Cl ' 

U. 8. w.; 

es ist also ent weder Ck = Ct oder Ci +ca ----: 2 C2 U. S. w. 
Da Ck = Ct unzulässig ist, so erübrigen wir die Bedinguug 

oder 

2(cl + C2 + ca)a-9(c1 C2 +c1 ca+c2 ca)(c1 +c2 +ca)+27c1 c2 ca = 0, 

aIso, vermöge (42a) , 

P= O. (43a) 

Der durch p = 0 bestimmte Punkt, d. h. X,.., ist somit der ein
zige PUllkt, nach dem zwei mit der gegebenen Gerade lp. eoplanäre 
Strahlen zielen, also der einzige" Schnittpunkt von I,.. mitder Dop
pelkurve. 

Die W urzelu dei' entsprechenden Gleichnng . (42a), d. h. der 
Gleichung 

Ca + /.I.C = 0, 

sind offenbar 
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Die 9 nach XI" zielenden Strahlen sind also bestimmt durch 

1° jpi = cl , 2° IPI = Cl, 3° IPI = Cl, 4° IPI = c2 , 5° IPI = c2 , 

!P2 = cl P2 = c2 P2 = c3 P2 = Cl P2 = c2 

6° lpi = c2 , 7° lp! = c3 , 80 IPI = c3 ,!)0 lp. --:- c3 . 

!P2 = ca !P2 = cl P2 = C2 ! P2 = C3 . 

Es leuchtet ein, dass sowohl die Combination (2°,r) wic die 
Combination (3°,4°) der Bedingung (41a) genügt. 

Man hat für (2°, 7°) 

Der Punkt X,.. erscheint somit als ein Doppelpunkt der Doppelkurve. 
Jede durch 11-' gelegte Ebene, schneidet [wJ in einer Gerade des 

Strahlen büscheIs (E), also in einem Congruenzstrahle. 
Diese Ebene enthält also noch 2 andere Congruenzstrahlen, welche 

sich in einem Punkte der Doppelkurve schneiden. 
Die Schnittpunkte in [10] dül'fen nicht in Betracht gezogen werden, 

da die Ebene [w ] schon der totalen axialen Regelfläche entzogen ist. 
Eine durch 11-' gelegte Ebene enthält also ausserhalb 11-' einen 

gewöhnlichen Punkt und auf ' I,.. einen Doppelpunkt der Doppel
kurve ; diese ist also eine kubische Kurve mit einem Doppelpllnkte, 
also eine lcubi8che Plankurve. 

Eine Ieichte Rechnung zeigt, dass diese Plankurve sich in der 
Ebene der imaginären Axen befindet. 

§ 10. .Die axiale llegeljläche einea Co11gruenzatrahlea a. 
Die Restfläche ist vom 6ten Grade. 
Del' Strahl a ist auf seiner Regelfläche eine 4-fache Gerade. 
Die Kreispunkte gehören nun der Regelfläche nicht an. 
Die Punkte E und E' sind gewöhnliche, deren Berührungsebenen 

in die Ebene [w ] zusammengefallen sind. 
Der Schnitt in [ wJ ist ausgeartet in die beiden 2-fachen 

reellen und imaginären Axen und in einen Kegelschnitt, dessen 
Gleichung i!'t: 
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~:!(~I + 81 ~:SI _~1 (~2 + lI:!, ~3)3 - (8-/ ~1- 81
3 ~2) ~/ = 0 

~1 ~2 ' 

oder 

Die Spur 8 (~1 = ~:! = 0) von 8 in [w] gehört dieser Kurve 
nicht an. ' 

Die unendlich fernen Punkte des Kegelschnittes sind die Punkte 
E und E' der Axen. Der Kegelschnitt ist demllfich eine recht
winklige Hyperbel, deren Mittelpunkt der Schnittpunkt von 08 mit 
der Gerade 

ist., und somit dm·ch 

gegeben wird. 

~a 
-2 

Die in [w'] liegende Kurve wird durch 

1 1 1 

. ~:! (~1 + 81
3 ~4)a - ~1 (~:! + 8} ~ISä + (82 ~'I - 81 ~2) ~,.;j = 0, 

~1 ~2 . 

also durch 

[~12 - ~22 + 28182(82 ~1- 81 ~2) ~4J-

(45a) 

-- 2 7 (~1 + 81
3 ~Ij) (~2 + 82

3 ~4) (82 ~1- 81 ~2yj ~4 == 0 (46a) 

dargestellt. 
Der Punkt 8' ist ein 4-facher; seine Tangenten sind die axialen 

Projektionen aus 8 auf [w'J del' 4 auf der Fläche befindlichen nach 
8' zielenden Congruenzstl'ahlen. 

Die unendlich fernen Punkte der reellen und imaginären Axen 
sind Wendepunlcte, deren Tangenten im Unendlichen liegen. 

Der S~hnitt mit einer zu der Abbildungsebenen paralleIen Ebene 
(df' ist eine Kurve 6ten Grades. Diese hat im Schnittpunkte.8f' VOll 

8 mit Wf' einen 4-fachen Punkt, nnd in den unendlich fernen 
Punkten der reellen und imaginären Axen Wendepunkte, deren 
'fangenten im Unendlichen liegen. 

Wir wollen jetzt die Doppellcurve in Betracht ziehen. 
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Die Gleichnngen 81 (?ri) = 0 und 8l (?r2) = 0 vom IV. Ahschnitte 
(~12a, S. 291) hahen hier diese Gestalt: 

81 (?ri) ~ ?r1
2 + 381 ?r1 + (38/ + f.t) = 0, (47a) 

82 (?r2) ---: ?r,/- + 38;.!?r:j + (38/ + f.t) = 0 . (48a) 

Die Schnittpunkte der Doppelkurve mit 8 werden (siehe S. 220) 
durch die Gleichung 

bestimmt. Bezeichnen wir die Wurzeln von 8t (?r1) = 0 mit C1 und 
c1' und die von 82 (?r2) = 0 mit c2 Ulul c/, so wird die Bedingung: 

odel' 

diese Gleichung lässt sieh, vermöge (47 a) und (4.Sa), umfOl'mell in 

f.t = O. (49a) 

Der Sehnittpunkt von 8 mit der Doppelkurve ist daher mit der 
Spur S' von 8 in [w'] identisch. 

Die 9 Bilder 8, 81 , 8 2 ••• 88 in [w] von 8' sind bestimmt durch 

8 81 , 82 , 

81 T 3 81 , T 3 82 , 

S'!. 
, , 

T 3 81 , T 3 82 , 

83 81 , T 3 82 , 

84 

, 
81' T 3 82 , 

85 T 3 81 , 82 , 

86 
, 

T 3 81 , 82 , 

87 

, 
Ta 8t , T 3 8'}., 

88 
, 

T 3 B1' T 3 82• 

Hieraus folgt, dass 8 mit 81 und 8"}. in einer Gerade liegt, 
womit auch in geometrischer Weise nachgewiesen ist, dass 8' der 
Doppelkurve angehört. 

Die Spuren in [w ] der 9 Stl·ahlen (8, Pi' P:J." . . pg), welche nach 
einem auf 8 liegen den Pankte C zielen, hefinden sieh auf 3 dureh 
X1 und 3 durch X 2 verlaufenden Geraden. 



Die zwei Punkte P" und Pij werden auch mit Sin einer Geraoe 
sein, wenn P'J P" Ptj mit SX1 also P'J mit S zusammenfällt, d. h. 
\\'elln C zwei zusamrnenfallende Strahlen trägt. Wir schliessen hier

aus, dass auch die beiden Brenn

Fig. 14. 

x, punkten S(1 lll1d S(2 auf der Dop
pelkurve liegen. 

Auf 8 befinden sich also 3 Punkte 
der Doppelkurve. 

Jede durch 8 gelegte Ebene enthält 
ausser 8 noch zwei Strahlen, welche 
ei1wn Punkt D der Doppelkurve lie
fern. Daher: 

Die Doppellcurve ist eine mtz"onale 
Rau1Jllcurve (ten Grade8, welche a als 
Tn·aelcante hat. 

~ 11. Die atria Ie Regelfläche eiMa 
in de?· Bóelle der 7·eellen Atcen lie

;'2 !/ellde1t Congrue1lzatrahlea a. 
Die Reg€1lfläche ist vom 3 ten Grade 

und trägt 8 als Doppelgerade. 
Del' ullelldlich fel'l1e Punkt B' der imnginären Axe ist ein ge

wöhnlicher, dessen Berührungsebene mit [w ] zusammenfällt. 
Der Schnitt in [tv] besteht aus der 2-fachen Gerade SB' (durch 

S zu der imaginären Axe parallel) und aus der Gerade 

~1 + ~2 + 3 8 ~3 = 0 , 

oder 

(50a) 

Die Gemde SE' ist offenbar die rrorsallinie t; die Gerade (50a) 
ist also die einfache Leitlinie, und Sist der eine Zwickpunkt von s. 

Der 'rorsalpunkt T von t ist der Schnittpunkt oer Gerade (50a) 
mit der durch ;1 + ~2 = 0 dargestellten 'rorsallinie t, also mit 
oem unendlich fernen Punkte E' oer imaginären Axe identisch. 

Die zwei Strahlen p", und P7 (siehe Fig. 14-), welche sich in 
einem Punkte C uuf a stützen und nicht mit a in einer der sin
gulären Ebenen liegen, sind die zwei Erzeugenden der kubischen 
Regelfläche, welche sich in diesem Punkte C der Doppelgerade a 
schl1eiden. Weil a, PiJ und Ps immer durch ê verbunden bleiben , 
rücken die Strahlen P5' P6' P7' Ps, 8:1so ins Besondere P6 uno P7 
zusammen, faIls P3 = P,. , also f!'lIls der auf 8 liegende Punkt C 
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zwei zusammenfallende rrangcnten an der Fokalfläche trägt. Dies 
geschieht, wenn C der · SchnittpulIkt Ss (nicht del' Berührungspunkt 
Sr) von 8 mit der Fokalfläche, oder, was dasselbe ist, mit der 
kubischen Fokalklll"Ve in ê ist. 

Dieser Punkt Ss wird durch 

4 ~3 + 3 8'1. ~4 = 0 (51a) 

bestimmt und ist ofi'enbar der zweite Zwickpunkt auf 8. 

Der fragliche Strahl Pb durrh Ss schl1eidet [10] auf der reeUen 
Axe in einem Pllnkte Ps, für welchen man bat 

8 
Xi = XQ = - - X '" 

~ 2 ~ 

oder 

(52a) 

Der Punkt Ps liegt natürlich auf der einfachenLeitlinie (50a) 

und ist der zweite rrorsalpunkt. 
Der Schnitt der Regelfläche mit [w'J ist offenbardie Bildkurve 

der einfachen Leitlinie und wird demnach durch 

1 1 1 

Xi3 + xl; + 8Xfla . 0 , 

oder 

oder auch durch 

dargestellt. 
Aus (54a) geht hervor, dass S' .em Doppelpunkt ist, dessen 

rrangenten durch 

(55a) 

angewiesen sind. 
Der unendlich ferne Punkt E' der imaginären Axe ist ein VV en~ 

depunkt, dessen Tangente im Unendlichen liegt. 
Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 

COl-' ist eine kubische Kurve, die im Schl1ittpunkte 81-' von 8 mit 
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W(.t. r,inell DoppeJpunkt bat und illl unendlich femeu Punkte E' 
der imagilläl'eu Axe einen W"elldepllIlkt, mit del' unelldlich feruen 
Gerade als Wendetangente. 

Wenll wil' für 8 die Gerade 00' wählen, so ist die kubische 
Regelfliiehe ausgeartet in die 3-fuche Ebene der imagilläl'en Axen, 
welche die kubische Fokalklll'Ve trägt. 

~ 12. j)ie atciale Regeljtäche einer in ~/er Aóóildu'Ilg8cóene [w] 
licgcndcll Gerade tIJ. 

Die Fläehe ist " vom 4ten Grade und trägt lIJ als eine einfache 
Leitlinie. 

Die ullendlich feme Gerade der Abbildungsebenen ist eine ein
fuche El'zeugendc der Hegelfliiche; ihre Berührungsebene fällt mit 
[Ui] zusammen; diese Ebene hat mit der Fläche 3 mal die unend
lich ferue Gerade gemeiu, welche also eine Inflexiol1skante der 
Fläche ist. 

Der Schnitt mit [tv] besteht also aus der .einjachen Gerade 100 
ulld aus dcr 3-fachen unendlich feruen Gerade. 

Die Gerade ter; werde durch 

dargestellt. 
Der Schnitt in [w'] besteht jetzt aus del' einfachen nnendlich 

fernen Gerade und aus eiilCr kubisehen Kurve, deren Gleichung 
lautet: 

oder 

Diese Kurve hat die unendlich feme Gerade und die durch 
0' gehenden isotropen Geraden als \Vendetangenten. Die auf diesen 
Geraden liegenden Wendepuilkte sind bez. durch 

bestimmt. Sie sind bez. die in [w'] befindlichen Bilder der Schnitt
punkte L;j, L 1 , L 2 von 17J mit der unendlich fernen Gerade und 
den beiden dUl'ch 0 _ verlaufenden isotropen Geraden. -
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Die Strahlen L f Lf ' nnd Lz L 2' sind Inflexionskanten mit den 
durch 00' gelegten isotropen Ebenen als Inflexionsebenen. Auch 
die Gerade hJ La', d . h, die unendlich ferne Gerade, ist, wic schon 
hemerkt wurde, cine Inflexionskante; ihre lnflexionsebene fällt mit 
[wJ zusammen. 

Vermöge des anf S. 302 u.r. Behandelten, hat l"hier (wo n=l) 
keinen Punkt mit der Doppelkmve gemein. · . 

Jede durch l:x> gelegte Ebene enthält von der Dop'pelkurve 3 
Punkte ausserhalh 100 nnd keinen auf Ix. 

Diese Doppelkurve ist daher eine kubische Raumkurve. 

§ 13 . Die axiale Regeljläche einer in der Abbildlmgse1;ene [10 J 
liegellden Gerade l 'Xl , U)elche durch 0 geh!. 

Wenn wir die Gerade llr) dureh' 

darstellen , so ist die Gleichung ihrer axialen Regelfläche (siehe 
(144a), S. 302) 

k2 (1 -k2f(ktrJ1 - xJx} + (k3 xf - X 2)3 X4 = O. (58a) 

A uf dieser Pläche 4 ten Grades ist das Bild I' von Zoo, 

~ Xf - X2 = 0 , 
Xa = 0, 

ei ne 3-fache Gerade. Diese Gerade enthält somit sämmtliche Dop
pelpunkte. 

Die Fläche schneidet [w ] in 3 mal der unendlich femen Gerade 
und in der einfachen Gerade 100, 

Die Ebelle [w'J wird getroffen in der einfachen unendlich fernen 
Gerade und in der 3-fachen Gerade 1', der Bildgerade von llr). 

Die Gerade 00' ist eine einfache Erzeugende der Fläche. 
Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenell paralleIen Ebene 

COf/- enthält die unendlich feme Gerade und eine lcubische Kurve, 
welche dUl'eh Xf/- geht und im unendlich fernen Punkte La' von I' 
einen Rüclckehrpunkt hat, dessen Tangente im Unendlichen liegt. 

§ ) 4. Die axiale Regeljläche der zu [w ] gehörenden reelten Axe. 
Diese Fläche ist in die 3-fache Ebene · der reellen Axen und in 

die Abbildungsehene [U) J zerfallen. 

§ 15. Die Regejlläche der 8trahlen, 1/Jelche auf einern zu den 
Abbildungsebenen paraltelen Kreise 1'uhen, 
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Die }'läche ist vom 1 sten Grade und trägt den Kreis als eine 
9-fache Kurve. 

Der Kreis werde durch 

tXJt3~cZ'1cZ'2+ cZ'1 (:'lt3;;cZ'J+ tXat3lcZ'4)+cZ'2 (tX1 t3:lcZ'a + tX"t31cZ',,)+" (tX" 13#/+ tX3t3tfl4
2
) = 0, 1(59) 

!Va = fJ-cZ'r" (60) 

dargestellt. 
Wir setzell noch 

70 = tXJ {33' 70' = fJ-tXa {33' 70" = fJ-? tXJ t3J , I 
71 = fJ-tX2 {3J + tXJ {32' 72 = fJ-tX1t3J + tXJ 131' ( 
71'= fJ-CfUt.2t3J+ tXa{3l),72'=fJ-CfJ-tXtt3J+tX.J t3t), I . 
'la = fJ-2 tXo t3J + tXa {30· I 

(61) 

Die Ebene [w] wird in einer Kurve 6ten Grades und in 3 
2-fachen durch jeden der Kreispunkte gelegten Geraden geschuitten. 

Die Kurve "în [w] hat diese Gleichung: 

Die Tangenten der Kl'eispunkte, welche auch die Ausartungs
elementen des Gesammtschnittes bilden, werden durch 

.(63a) 

und 

(64a) 

bestimmt. 
Diese rrangenten hahen ausser ihren Berührungspunkten keine 

Punkte mit der Kurve geniein. 
Die in Lw J liegende Kurve hat offenbar in den Kreispunkten 

3-fache Punkte, und ist somit tricil'cular. 
Der Schnitt mit [w'] ist eine Kurve 18ten Grades, deren Glei

chung lautet 

1 5 1 5 

(65a) 

oder, nach Rationalisirung, 
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[fL3(YOil'2+Y1il',.)~il'1il',.2+fL3(Yvil'1+y#,.)ail';l.il',.2+f,J.f'703il'1il'#4"+(Yoil'1il';l.+Ytil'1il',.+Y#2il'4+Yail'42)3J1-
- ~ 7 fL6(Y1Y2 -YoYa)2 il'1il'2il',.8 : (Y1Y2 - YOY3) Y03il'1il':,lil',.6 + 

+ (YtY2-YoYa) (YOil'til'2 +Ytil'1il'4 +Y#2il'4 +Yail'4'1Y il'42+yO(Y oil'til'2+Y til'1il'4 +Y##4 +Yail'4
2

) X 
x[ a( + )3 2 a( )3 Z 6 a 4 + + 2):lJ' 0 fL Yoil';!. Y1il',. il'1il',. +fL Yvil'1+Y:i,il' .. il';l.il',. +fL YOil'1il'2il',. +(Yoil'1il'2+Y1il'1il',. Y<PJ~il'4 Yail',. ,=. 

(6 Ga) 

Die Kreispunkte sind 9-fache. Von den 'rangenten von I sind je 
3 in einel' der 3 Geraden 

vereinigt, und von denjenigen von J je 3 in einer der 3 Geraden 

(YOil'1 + Y2 il',.)a + Yo'3il'1il',.2 = o. 
Jede dieser Tangenten hat alle ihre Schnittpunkte mit der Kurve 

in ihrem Berührungspunkte vereinigt, 
Auf der Fläche sind die Kreispunkte 9-facbe; von ibren Be

rührllngsebenen sind je 3 bez. in einer der 3 Ebenen 

(YOil'2 + Y1il'S" + Y02(yo' il'2 + Ytil'a)(il'a - fLil',.)2 = 0 (67a) 

und 

zusammengefallen. 
Diese Rbenen hilden bez. die · Regelfläche der Strahlen, welche 

auf den durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises 'Y ~ gehenden 
isotropen Geraden ruhen. 

~ l6. IJie Regeljläche der StraMen, welche auf einem zu den 
Abbildungsebenen parallelen Kreise ruken, dessen Mittelpunkt auf 
00' liegt. 

Wil' haben im Vorhergehenden 

~=o,~=O, 

131 = 0, {32 = U 

einzusetzen, won ach der Kreis durch 

(t3{33il'1il';l. + eto{33il'a2 + (t3{30il',.2 = 0, 
il'3= fLil'f!, 

dargestellt wird. 
Die in [10] liegende Kurve ist jetzt durch 

(69) 

(70) 
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hestimmt. 
Die Tangenten der Kreispunkte, welche zugleich die Ausartungs

elemente des Gesammtschnittes bilden, sind jetzt durch 

und 

angewlCsen. 
EilJer der BrennpulIkte der Kurve liegt also in O. 
Die Gleichung der in [w'J befindlichen Kurve lautet: 

oder 

(72a) 

(73a) 

(74a) 

Von den 3 verschiedenen in: jedem der Kreispunkte gelegten 
rrangenten ist eine mit einer durch (J verlaufenden isotropen Ge
rade zusammengefallen, wonach 0' ein Bl:ennpunkt der Kurve ist. 

Von den 3 verschiedenen Berührungsebenen jedes Kreispunktes ist 
eine mit einer dnrch 00' gelegten isotropen Ebene zusammengefallen. 
Wir können also oa als eine Brennlinie der Fläche betrachten. · 

~ 17. .Die Regeljläche der Strahlen, welche au! einem zu den 
Abbild1~ngsebenen parallelell Kreise ru hen , der 00' sc1meidet. 

Wir haben nun 

«0=0, f30=0, 

mithin 

73 = 0 

einzusetzen. 
Die Gleichungen des Kreises sind also 
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~J{33XiX'1. + X1(~2{33xa + ~3{32X,,) + Xt.(~1{33X3 + aa{31X,.) = 0, (76) 

Xs = !Ulo' (77) 

Es ist 00' hier eine éinfache Gerade der Regelfläche. 
Die in [1IJ J befindliche Klirve hat nun die Gleichung 

'YoX0V} + 'Yo',V1,V2(X1
2 + X2

2) xl + 'Yo",v1 ;r,'2X}+ 'Yi,VisX33 + 'Y2X23 X33 + 
+ 'Y/ X 1X a

5 + 'Y2' X2X3
5 = O. (7Sa) 

Sie hat In 0 einen gewöhnlichen Punkt, mit 

(79a) 

als Tangente. 
Oiese Gerade ist die Schnittlinie von w'" mit der Ebene, welche 

00' mit der in X,,, (dem Schnittpunkte des Kreises mit 00') an 
den Kreis gelegten Tangente verbindet. 

Die in [w'J liegende Kurve wird jetzt dargestellt durch 

(SOa) 

oder 

~~~+~~~~+~~~+~~~~+~~~~~+ 
+ (Yox1 X2 + 'Y1 Xi XI), + 72 x"l,X,.)3J3 - 27 fJ-6'Y12'Y22 X1 X2X,.8 X 

X :'Y1 72703 
X1X2X4

6 + 'Y1 'Y2('YO Xt X2 + 'Y1 XtX4 + 'Y2X2X4)3 X4
2 

+ 

+ 70 ('Yo Xi x2 + 'Y1 X1X4 + 'Y2 X2X,.)[fJ-3 (70 f1J2 + 'Y1 X4? X1f1J,.2 + 

+~~~+~~~~+I~~~~+ 
+('YoXtX2+71X1X4+72X2f1J4?J~ = O. (Sla) 

Diese · Kurve hat in 0' einen 3-fachen Punkt; seine eiüzige Tan
gente ist 

oder 

(82a) 

also das Bild der in 0 an die .Kurve in [w J gelegten rrangente. 
Die Berührungsebenen längs 00' sind alle in die durch 00' 

und die Tangente von X", gelegte Ebene (79a) zusammengefalleu. 
Verhand . del' Kon. Aknd. v. Wetensch. (1. Sectie) Dl. X. B 26 
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§ 18. Die ReIJeljläche der Straltten, wel ene au! einent in der Ab
bildunlJsebene [w] lieIJenden Krei8e ruIten. 

Die vorhergehende Regelfläche zerfällt jetzt in 12 mal die Ab
bildungsebene [w] ulld in eille Fläche 6ten Grades. 

Auf dieser Restfläche ist der Kreis eine ein!ac~e Kurve. 
Wir haben nur im Vorigen", = 0 zu setzen , und fin den alsdann 

für die Gleichungen des Kreises 

":331f 312 + «-2 31f 313 + "f312 313 + "03132 = 0, (83) 
:.c4 = O. (84) 

Der Schnitt in [10 J besteht nun, ausser dem Kreise, aus semen 
isotropen Tangenten, jede doppelt gezählt. 

Die in [w'] liegende Bildkurve des Kreises in [w] hat nun die 
Gleichung 

(85a) 

oder 

("3331f 312 + «-2
3

:.cf(JJ4 + "13312314 +"03314
2
)3-

- 27 ("1"2-"0"3)2311 312 31,,2!(eXt"z - ~"3)("3331f312 + "033142) + 

+ "0"3(":33311312 + "2
3

31f31,, + "/312314 + "033142) 1= o. (86a) 

Die Kreispunkte sind 3-fache; ihre Tangenten sind in den ein
zigen Bildern der isotropen 'fangenten des Kreises vereinigt. 

Die in r w'] liegende Kurve schlleidet die isotrope Gerade O'J 
3 mal im 3-fachen Punkte J und noch 3 mal im Bilde M/ des 
Punktes M1' wo der gegebene Kreis die Gerade OJ schneidet. 
Der Punkt M/ ist ein Wendepunkt, mit M/ J _ OJ als Tap.gente. 
Analoges gilt für M2'. 

Auf der Fläche sind die Kreispunkte 3-fache; die Berührungs
ebenen in I (bez. J) sind alle 3 zusammèngefallen in die Ebene, 
welche die isotrope Tangente des gegebenen Kreises mit ihrem 
Bilde verbindet. 

Die Geraden M1 M/ und M2 M2' sind lnflexionskallten, mit den 
durch oa gelegten isotropen Ebenen als Berührungsebenen. 

Der Schnitt der Regelfläche mit einer zu den Abbildungsebenen 
paralleien Ebene w,.. ist eine tricirculare Kurve 6ten Grades. Die 
Schnittpunkte von w,.. mit den Geraden Mi M/ und M 2 M2' sind 
Wendepunkte. 



~ 19. lJie Regeljläche der Strahlen, welclte auf einem in der 
Abbildung8ebene [w J liegenden Krei8e ruiten, de88en Mittelpunlct 0 i8t. 

Hier gilt 

wonach der Kreis diese Gleichungen hat: 

"3 élii éli2 + ao éli3
2 

= 0, } 
éli4 =0. 

(87) 

(88) 

Die Regelfläche ist wiederum vom 6teo Grade und trägt den 
Krels als eine einfaclte Kurve. 

Die isotropen Geraden, welche, doppelt gerechnet, auch dem 
Gesammtschnitte in [w J angehören, gehen jetzt durch O. . 

Die in [w'J liegende Kurve hat die Gleichung 

(89a) 

Der Schnitt in [w'J besteht also aus dem 3-fachen Bildlcrei8e 
(89a) des gegebenen Kreises. Der Bildkreis hat seinen Mittel
punkt in 0'. 

Die Regelfläche hat m den Kreispunkten 3-fache Punkte, deren 
Berührungsebenen alle m den durch 00' gelegten iso tropen Ebenen 
vereinigt sind. 

Der Schnitt mit ' einer zu den Abbildungsebenen paralleIen Ebene 
w/L ist eine tricirculare Kurve 6teo Gl'ades, deren sämmtliche Brenn
punkte in X/L vereinigt sind. 

~ 20. ])ie Regeljläche der 8tmhlen, welche auj einem 'tn der 
Abbildung8ebene [w J liegenden Krei8e ruhen, der 0 en thä lt. 

Jetzt ist 

einzusetzen. 
Der Kreis wird also durch 

dargestellt. 

"a élii éli2 + ~ élii élia + "1 éli2 éli3 = 0 , 
éli4 = 0 

(90) 

(91) 

Auch diese Regelfläche ist vom 6ten Grade uud trägt den gege
benen Kreis als eine einfache Kurve. 

B 26* 
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Der Schnitt in [w J besteht, ausser dem Kreise, aus dessen ISO

tropen 'rangenten , jede doppelt gezählt. 
Die Gleichung der in [W IJ liegenden Bildkurve ist jetzt 

(92a) 

oder 

Der Punkt 0' ist hier ein 3-facher; seine sämmtlichen Tangen
ten sind vereinigt im Bilde der in 0 an den Kreis in [w J gelegten 
'l'angente. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paraBelen Ebene 
W", ist eine tricirculare Kurve 6ten Grades, welche in X", einen ge
wöhnlichen Pnnkt hat; seine 'fangente ist die Schnittlinie VOll W,.. 

mit der Berührungsehene VOll 00', welche diese Gerade mit der 
in 0 an den Kreis gelegten 'l'angellte verbindet. 



Die Congruenz, 'welche der Gleichung 

angehört. 

~ 1. Allgellleine Ei!le1lschaften. 
In del' vorliegenden pambolischen Congruenz hat man 

1Il=3, n=2. 

Del' BÜ'Ildel!lrad der Congruenz ist also 9, ihr Feldgrad 6, ihr 
Axen!lrad N = 39. 

Von den 9 nach einem l'eellen Punkte zielenden Strahlen sind 
n ur 3 reell. 

Die Fo1calfläche besteht aus zwei imaginären Cylindern, deren 
Spitzen sich in den Kreispunkten I und J der Abbildungsebenen 
befinden. 

Diese "Fokalcylinder haben die Gleichungen 

4 X 3
3

- 27 X2X,.2 = 0, 
4 X 3

3 - 27 XtX",2 = o. (lb) 

Die beiden kubisch en Cylinder haben die unendlich ferue Gerade 
der Abbildungsebenen als Rückkehrkante, mit der Abbildungs
ebene [w ] als Berührungsebene. 

Die Cylinder schneiden sich ausserdem noch in einer kubischen 
Plankurve, welche in der Ebene der reellen Axen liegt. Diese 
Kurve hat im uneridlich feruen Punkte der reellen Axe einen Rück
kehrpunkt mit der zu "[ w ] gehörenden reellen Axe als Tangente. 
Sie hat noch in A' einen Wendepunkt mjt 00' als Tangente. 

Die Gleichungen des Congruenzstl'shles p lauten : 
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(2b) 

Der Brennpunkt P (1 des Strahles pist durch 

1 i (Sb) 

Pi (SP22
- 2pt2 ) 

der Brennpunkt P f2 durch 

il'{ (JJ2 il's (JJ1j, 

--;r= i i -----:!: . ~2 
Pi2 · P2(3Pi2

- 2P22
) 3pt 2 

(4b) 

bestimrut. 
8inguläre Ebenen sind 
1° jede Ebene, welche einen Strahl p ruit eineru der Kreispunkte 

verbindet; sie enthält ein Strablengebilde ster Klasse, dessen Ein
hüllellde eine kubiscbe Kurve ruit einem Rückkehrpunkt iru Kreis
punkte ist; 

2° die Ebene il'i = (JJ'!., d. b. die Ebene der reeUen Axen; sie 
trägt e~n Strablengebilde 3ter Klasse, dessen Einhüllende ruit der 
kubiscben Fokalkurve identisch ist; 

3° die Abbildungsebene [w J «(JJ" = 0) ruit Strahlenbüscbeln in 
den Kreispunkten und iru unendlicb fernen Punkte der reeUen Axe. 

Singuläre Punlcte sind 
I ° die Kreispunkte ruit Strahlenbüscheln in [w ] ; 
2° der unendlich ferne Punkt der reeUen Axen ruit einem Strah

lenbüschel in [w J. 
Von den 9 Strahlen, welche nach einem Punkte von [w ] zielen, 

fallen 4 mit den durch diesen Punkt verlaufenden isotropen Ge
raden und einer mit der durch diesen Punkt zu der reellen Axe 
parallel verlaufenden Gerade zusamrueu. Die übrigen 4 Strahlen 
verbinden den Punkt ruit seinen 4 in [w'J liegen den Bildern. Von 
diesen 4 Bildern sind nur 2 ·reell. 

Als Strahlen, welche den Kreispunkten entstammen, sind die in 
[wJ liegenden isotropen Geraden 6-fach zu zählen. 

~ 2. Die aaJiale Regeljläche einer durchau8 willlcilirlichenGerade l. 
Der Grad dieser Regelfläche ist 3(3 + 2) = 15. 
Es ist l auf ihrer Regelfläche eine 9-fache Gerade. 
Es sei A(a{,a2) die Spur von lin [wJ, B'(bt', ó2') die von lin [w']. 
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Der Schnitt in [w J besteht aus den 2-fachen durch A gelegten 
isotropen Geraden, aus der einfachen dureh A zu der reellen Axe 
parallel verlaufenden Gerade und aus einer Kurve loten Grades. 
Diese hat, bezogen auf das Coordinatendreieek AIJ, die folgende 
Gleichung: . 

3 3 3 

~2 (~1 + ai ~3l- ~1 (~2 + az ~Si + (bz' ~1 - bi' ~2) ~32 = 0, 

oder 

1~22 (~1 + ai ~3)3 + ~12 (~2 + ~ ~3)3 - (b2' ~1 - bi' ~2? ~3312 -

- 4~l~/(~1 + a1~3)3(~2 + a2~3)3 = O. (5b) 

Die Kreispunkte sind 4-fache; ihre sämmtlichen Tangenten sind 
in den dureh A gehenden isotropen Geraden vereinigt. 

Der unendlich ferne Punkt der re ellen Axe ist ein Rückkehr
punkt, dessen Tangente dureh 

angewiesen ist; sie enthält den Punkt 

oder 

(6b) 

Der Punkt A ist ein 4-facher; er hat als Tangenten die axialen 
Projektionen aus I auf [w J der sieh in A treffenden Congruenz
strahlen .. 

Der Schnitt in [w'J ist eine Kurve 15ten Grades. 
Ihre auf B' IJ be~ogene Gleichung lautet 

2 2 2 

~2 (~l + bI' ~4)3 - ~1 (~2 + b2' ~4)a + (a2 ~l - al ~2) ~/ = 0, 

oder 

[~23(~1 + bI' ~4)2- ~13(~2 + b2' ~4)2 + (a2 ~l - al ~2? ~42J3 + 
+ 27 ~13 ~2 3(a2 ~l - al ~2)3 (~1 + bI' ~4)2 (~2 + b2' ~4)2 ~42 = o. (7 b) 

Die· Kreispunkte sind hier 6-fache; von den Tangenten sind je 
3 in den durch die 4 Bilder A' von A verlaufenden isotropen 
Geraden vereinigt. 



Der Punkt B' ist ein g·facher; seine Tangenten sind die axialen 
Projektionen aus I auf [w'J del' 9 in B' convergirenden Congruenz
strahlen. Von den 9 'Zweigen sind nur 3 reell. 

Der unelldlich ferne Punkt der reellen Axe ist ein Rückkehr
punkt, dessen rrangeute im Unendlichen liegt. 

Auf der .Regelfiäche sind die Kreispunkte 6-fache. Die Berüh
rungsebenen des Kreispunktes I(X1) sind in den 2 Ebenen 

a 
,v2 - a2 lXa + a/: 1X4 = 0 , (Sb) 

diejenigeu des Kreispunktes J(X2) in den 2 Ebenen 

3 

'VI - al lXa + al 2" IX 4 = 0 . (9b) 

vereinigt. Sie sind offen bar die Ebenen, welche die . 4 Strahlen 
Ct = AA' mit den Kreispunkten verbinden. 

Der unendlich ferue Pun kt der reeUen Axe ist ein uniplanarer 
Doppelpunkt, dessen Rerührungsebene mit [w J zusammenfállt. 

Die IJoppellcurve diesel' Regelfiäche ist vom· Grade .N + 15 = 
39 + 15 = 54. 

§ 3. IJie amiale Re!/eljtäche einer Gerade I, welche 00' 8chneidet. 
Auf dieser Regelfiäche ist 00' eine 4-fache Gerade; sämmtliche 

Berührullgsebenen sind in der Ebene, welche 00' mit I verbind et, 
vereinigt. 

Es sei 

die Gleichung der durch I und OOi gelegten Ebene. Wir haben 
alsdann (siehe IV. Abschnitt § 7a, (81) und (82) , S. 242) 

Die in [w J liegende Knrve hat nun die Gleichung 

3 a 3 

(1X2 - tailX3) ,vl - (lXi - ailX3) IX} + b/ (!tCi - IX~) IX! = 0, 

oder 

!(1X2 - tai IX3?c'Vi3 + (lXi - ai1X3f'1X23 - b/2 (tlXi - 1X2?1X3
312

-

- 4 lXi
3

1X2
3 (1X2 - tailX3)2 (lXi - ailXaf = 0.. (lOb) 
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Diese Kurve hat in 0 einen 4-faehen Punkt, dessen sämmtliche 
Tangenten mit der Gerade OA 7.11sammengefallen sind ; diese Gerade 
hat in 0 6 Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Sehnitt in [w'J wird dureh 

oder 

dargestellt. 
Diese Kurve hat in A' einen 6-faehen Punkt , von dessen Tangenten 

je 3 mit den 2 Bildern von UA zusammengefallen sind; jede dieser 
'l'angenten hat in A' Ü Punkte mit der Kurve gemein. 

Der Sehnitt mit einer zu den Abbildullgsebenen paralleIen Ebene 
W/~ hat, ausser den Singularitäten des allgemeinen Sehnittes, einen 
4-fachen Punkt in der Spur XI' von 00' in W/~; die Tangenten 
dieses Punktes sind in die Schnittlinie von W(~ mit der durch I 
und 00' gelegten Ebene zusammengefallen. 

Wenn I durch 0 geht, so ist die in [w J liegende Kurve zer
fallen in 3 mal die Kurve 5ten Grades, deren Gleichung lautet: 

. (l2b) 

Die Kreispunkte sind Rüekkehrpunkte, deren Tangenten si eh in 
A' treffen. 

Der unendlich ferne Punkt der reellen Axe ist ein gewähnlicher; 
seine rrangente ist durch 

(13b) 

angeWIesen; Sle sehneidet die reelIe Axe im Punkte To: . 

(14b) 

Die In [w ] befindliche Kurve wird jetzt durch 

oder 
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(15b) 

dargestellt. 
Der 4-fache Punkt A ist nun In 0 gefallen; seine Tangenten 

sind alle vereinigt in der Schnittlinie von [w J mit der durch oa 
und I gelegten Ebene, also in der orthogonalen Projektion von I 
auf [wJ. 

Der unendlich ferne Punkt der reeUen Axe ist ein 3-facher Punkt 
auf der Fläche; seine einzige Berühr~ngsebene ist die Ebene 

(tZ'i - tZ'2) - 3 (b/ - b/)tZ'4 = 0; 

Sle verbindet jenen Punkt mit der Gerade OTo: 

(13b) 

(14b) 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
WI'- hat jetzt, ausser dem 4-fachen Punkte X"', einen 3-fachen Punkt 
im U nendlichen auf der reeUen Axe; die Tangenten daselbst sind 
in der Schnittlinie von WI'- mit der Ebene (13b) vereinigt. 

Wenn die Gerade I durch a geht, so zerfäUt die in [w J befind
liche Kurve in eine 2-fache Kurve 5ten Grades, welche drirch 

(15'b) 

bestimmt ist. 
Sie hat in 0 einen 3-fachen Punkt, dessen Tangenten die 3 

Bilder sind der orthogonalen Projektion von I auf [w'J. 
Die Kreispunkte sind jetzt Rückkehrpunkte, deren Tangenten 

sich in A treffen. 
Der Punkt A ist ein IJoppelpunlct; seine Tangenten sind die 

axialen Projektionen aus I auf [w ] der 2 Geraden 0' A'. 
Der Schnitt in [w'J hat die Gleichung 

oder 

[tZ'i2tZ'23_tZ'/.:l'22+(a#i-aitZ'2?tZ'n3+ 27 tZ'i5tZ'25tZ',.2(a#i-attZ'2)3= O. (16b) 

Der Punkt A' ist hier ein 9-facher; Reine sämmtlichen Tangenten 
sind in der orthogonalen Projektion von I auf [w'J vereinigt. 

Der unendlich ferne Punkt der reeUen Axe zeigt diesel ben Eigen
schaften wie im allgemeinen Falle. 
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Der Schnitt mit elner zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
wfi- zeigt ausser ihrem 4-fachen Punkte XfI- keinen Unterschied mit 
dem Schnitte der allgemeinen Regelfläehe. 

~ 4. ])ie aflJÏale Regeljläche einer zu den Abbt:ldungsebenen paral
leien Gerade 11'-" 

Der Grad dieser Regelfläche ist 15.-
Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen ist hier ell1e 

6-fache . Gerade. 
Wir wollen die Gerade lfl- durch 

darstellen . 

a1alt + ~al2 + "aal3 + a",tC", = 0, 
al3 =al", I : (17) 

(18) 

Der Schnitt in [wJ besteht aus 9 mal der unendlich fernen Ge
rade und aus einer Kurve 6ten Grades, deren Gleichung ist 

3 3 1 

a1al1? + az al;; + lp. (a1 alt + a2alZ + a3ala) + a",al;!! al/ = 0, 

oder 

[a12al13+az2al23_(p.(atalt+a..z.al2+a#a)+al,al3!2alaJ2-4a12abJt3al23=O.(19b) 

Die unendlich ferne Gerade schneidet diese Kurve2 mal in 
jedem der 3 Bilder Lfi-' des unendlich fernen Punktes Lfi- von lfl-' 
als Punkt von [W'J betrachtet. . 

Eine leÎchte Rechnung zeigt, dass die 3 Punkte Lfi-' gewöhnliche 
Punkte sind, alle mit der unendlich fernen Gerade als Tangente. 

Der Schnitt in [W'J besteht aus der 6-fachen unendlich fernen 
Gerade und aus einer Kurve 9tcn Grades, welche durch 

2 2 1 

p.(a1al/' + a2 al}) al,.a + «1al1 + a2alZ + (p.a3 + a,.) al", = 0, 

oder 

[p.3a13alt2al" + p.3a}al2
2al", + (atalt + azal2 + (p.aa + al.)al4!3J~-

- 27 p.6a/~Bal12al22al42(a1al1 + a.2alZ + (p.a3 + (4)al,.j3 = 0 (20b) 

dargestellt wird. 
Der unendlich ferue Punkt Lfi- von lfl- ist ein 3-facher. Sämmt

liche 'fangenten sind in der unendlich fernen Gerade vereinigt, 
welche daselbst 9 Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Der Schnitt rnit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
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(IJ,,, enthält, ausser der 6-faehen unendlieh fernen Gerade, eine 
K urve 9t011 Grac1es, welehe in L(L einell 3-fachen Punkt hat, dessen 
säl1lmtliche 1'angentell im Cllendlichen liegen (Ausnahme in [w ]). 

WeUll die Gerade lIL durch den Kreispunkt I(X1) geht, wonach 
al = 0, so besteht die axiale Regelfläche aus der 6-fachen Ebcne 
[m] und ans den 3 dreifachen durch lIL an den Fokalcylinder ~ 
gelegten Berührungsebenen; letztere haben die Gleichung 

:a1<'l}'!. + (fJ-aa + (4)x413-a2 ifJ-a2'V2+ «(L(/,a +(4),val'1.(xa-fJ-x4) = O. (21b) 

Wenn lIL in der Abbildungsebene [w'J liegt, wonach fJ- = 0, so 
finden wir für die in [w] befindlichc Kurve die Gleichung 

odcr 

. (226) 

Sie ist die Bil(/klfrce 6ü
,,, Chades del' ill [u;'] liegendcn Gemde. 

Del' Sehnitt in [/C'] bestcht jetzt, ansscr del' 6-fachen ullendlich 
fcrnen Gcrade, ans del' !)-fachell Gerade lIL selhst. 

Wenn die Gei-ade tIL eine isotrope (d urch I(X1)) Gerade in ['IV' J 
ist, sa zel'fällt die Regelfläche, ausscr ill die 6-fache Ebclle [w], 
in diese 3 dreifachen Ebencn: 

(23ó) 

~ 5. Die a,viale Regeljliiche eilzer Zit deit AbbilduugseóelteJt }Jam/
letelt Gerade 1,,,, welene 00' scnllcidet. 

Es gilt hier 

fJ-aa + a" = O. 

Die In [w] liegende Kurve wird jetzt durch 

a a 1 

al iIJ/ + (/,2 tIJ/, + fJ- (a'l ,1), +- a]. tV'!.) tIJa1. = 0 , 

ader 

dargestellt. Sie ist vom 61c11 Grade und hat in 0 einen 4-fachen 
Punkt, dessen sämmtliche 1'angenten mit der durch 0 zu 1,... paral
lel verlaufellden Geradc zusammenfaUen. 

Die Kurve gtell Grades in [w'J ist jetzt durch 
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[,u3 "f 
3 

aJ/ aJ4 + ,u3"} aJ/ aJ" + (". aJf + ":.! aJ2?]3 -
- 27 ,u6 "f

3 
" } aJf 2aJ·l aJ,,2 ("faJf + "-l.X2? = 0 . (25b) 

bestiullnt. 
Diese Kurve hat in 0' einen 6-fachen Punkt,. von dessen . Tan

genten je 3 in einem der beiden Bilder der zu lf'. parallel verlau
fenden Gel'ade aLf'. vereinigt sind. 

Ausser den Eigenschaften des vorigen ~, ist noch zu erwähnen, 
dass 00' eine 4-fache Gerade ist und dass der Schnitt mit Wf'. 
demnach in Xf'. einen 4-fachen Punkt hat. 

~ 6. IJie amiale Regelfläche einer in der Ebene der reel/en Axen 
liegenden Gerade I. 

Die axiale Regelflächeeiner in der Ebene der reellen Axen 
liegenden Gerade 1 besteht ans 3 lllal dieser Ebene und aus noch 
einer Regelfläche vom 12tcn Grade. 

Auf dieser Restfläche ist I eine 6-fache Gerade. 
Die Kreispunkte sind 6-fache; ihre Berührungsebenen sind in 

den Ebenen (Sb) und (9b) vereinigt, wo noch ai = a2 = a zu setzen ist. 
Die Gerade 00' ist eine Doppelgerade der Fläche und zwar eine 

Rückkehrkante; ihre Berührungsebene ist die Ebene der reellen Axen. 
Der Schnittpunkt 8 von I ruit 00' ist ein 6-facher Punkt. 
Weder der unendlich ferne Punkt der imaginären Axe noch der

jenige der reellen Axe gehört der Fläche an. 
Der Schnitt in [10 J besteht aus der 2 zweifachen durch die Spur .A 

von 1 in [u;] verlaufenden isotropen Geraden und aus einer Kmve 
sten Grades, deren anf A IJ bezogene Gleichnng lautet: 

oder 

3 8 3 

;2 (;f + a;3l- ;1 (;2 + a;3l + b' (;1 - ;2) ;32 = 0, 

~1 - ~2 

[;12 ;22 - 3 a2;1;2 ;32 - aS (;1 + ;2) ;33\2 -
- 2b'2;33 [;12(;2 + a;3)3 + ;/(;1 + a;3)3\ +b'4(;1- ;2)2;36 = O. (26b) 

Die Kreispunkte sind 4-fache; ihre Tangenten convergiren alle 
nach A. 

Der Punkt .A ist hier ein Doppelpunkt; seine Tangenten sind dnrch 

angewlesen. 



414 DIE CONGRUENZEN VON 10' = C- 2 103 , 10'2 = C- i 103 UND W' = C3 W- 2• 

Der Punkt 0 ist ein Rückkehrpunkt mit 0..1 als Tangente. 
Der unendlich feme Punkt der reellen Axe gehört der Kurve 

nicht au. 
Der Schnitt · in [w'J ist eine Kurve 12ten Grades, deren auf 

B' I J bezogene Gleichung lautet: 

2 2 2 

~2 (;1 + b' ~,J - ;1 (~2 + b' ;,ja + a (~1 - ~2) ~43 = 0 , 
;i - ~2 ' 

oder 

[~23(~1+b' ~4?-~13(~2+b' ~4?+aH(~1 --:-~2)3~42 J3+2 7 a3~13~2:1~,,2(~!:+b' ~"f(~2+b' ~4)2(~1-~2)3 = 0 
(~1 - ~2)3 ' 

oder endlich 

[~l~22+2b';t~2(~t +~2)~" +b'2(~t2+ ~1~2+ ~/)~42_. a3(~t-~2)2~,,2J3-
- 27 a3 ~13~23~42(~t + b' ~i)2(;:! + b' ;4f= o ... (27b) 

Die Kreispunkte sind 6-fache; von ihren rrangenten sind je 3 
in den durch die Bilder A' von A verlaufenden isotropen Geraden 
vereinigt. 

Die Spur B' von I in [w'J ist ein 6-facher Punkt, dessen Tan
genten die axialen Projcktionen der 6 ausserhalb der zu [zo J ge
hörenden reeUen Axe liegenden Bilder von B' sind. 

Der Punkt 0' ist ein 3-facher; seine sämmtlichen rrangenten 
sind vereinigt im aussel'halb der zu [W'J gehörenden reeUen Axe 
liegenden Bilde 'der re ellen Axe von [10 J, d. h. in der imaginä.ren 
Axe von [w'J. 

Der Schnitt rnit einer zu den Abbildungsebenen paraBelen Ebene 
(J)~ ist eine Kurve 12ten Grades. Diese hat in den Kreispunkten 
6-fache Punkte, deren Tangenten die Schnittlinien von (J)~ mit den 
Ebenen (Sb) und (9b) (wo at = ~ = a) sind. 

Der Schnittpunkt O~ von I rnit (J)~ ist ein 6-facher Punkt, des
sen Tangenten die axialen Projektionen aus I auf [w J der 6 aus
serhalb der Ebene der reellen Axen liegenden nach O~ zielenden 
Congruenzstrahlen sind. 

Der unendlich ferne Punkt der imaginären Axegehört der Kurve 
nicht an. 

Der Schnittpnnkt X~ von (J)~ rnit 00' ist ein Rückkehrpunkt, 
dessen Tangente die rcelle Axe ist. . 

Die Kurve hat ausserdem ])oppelpunlcte in den Schnittpunkten 
von (J)~ mit der ])oppel1curve. 
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Wir wollen zunächst den Grad dieser Doppelkurve bestimmeu. 
Unseren Ausgangspunktbildet die Gleichung (siehe IV. Abschnitt, 

~ IOa, S. 272) 

f(7r}:~-= (b'-p.7rl- (?r + a)3 = 0, . . .. (28b) 

oder 

Tl + (3a - P'?')?r2 + (3a2 + 2 p.b')?r + (a3 - b'2) = O. 

Vermöge des in Abt. A (S. 385, 386) Dargelegten, werden die 
Schnittpunkte ])k,! von I rnit der Doppelkurve durch die BedingUllg 

(C1 C2 + C1C3 + c2ca) (C1 + C2 + ca) - C1C~Ca = 0 

geliefert. 
N un gilt hier · 

C1 + C2 + Ca = - (3 a - p.!) , 

C1 C2 + C1 Ca + C2 Ca = 3a2 + 2 p.b' , 
C1 C2 Ca = - (aa - b'2); 

wir finden also diese Beziehung: 

- (3a - p.2) (3a ' + 2 p.b') + (rr - b'2) = 0, 

oder 

Diese Gleichung bestirnmt die 3 Werte von p., welche den 3 
gewöhnlichen Schnittpunkten von I rnit der Doppelkurve angehören. 

In Abt. A (S. 386) haben wir gleichfalls gefunden, dass die 
auf I befindlichen Doppelpunkte ])pQ,r8 der Doppelkurve angewiesen 
sind durch 

(C1 c2 + c1 C3 + c2 ca)~ - c1 c2 Ca (C1 + c2 + c3)a = 0 , 

also hier durch 

oder 

(a3 - b'2) p.6 _ 9a (aa _ b'2) p.4 _+ 8 b'3 P.s + 9 a2 (3 aS + b'2) p.2 + 
+ 54 a4 b' p. + 2 i' a3 b'2 = 0, (30b) 

oder auch durch 
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(31b) 

WO T 3 eine der 3ten Wurzeln der Einheit darstellt. 
Die Gleichllng (30b) (oder (3H)) bcstimrnt die 6 auf lliegenden 

Doppelpullkte der Doppelkurve. Letztere hat somit 2 X 6 + 3 = 15 
Punkte mit I gemein. Jede durch I gelegte Ebene trägt 6 Con
gruenzstrahlell, also ausserhalb I 15 Punkte der Doppelkurve. 

Del' Grad der Doppelkurve ist demnach 15 + 15 = 30. Also: 
Au! der a,vialeJl llegeZfläche einer in der Ebene der reellen A{cen 

liegenden Gemde liegt dne .Doppell.:m·ve 30'PIl Gmdes. 

§ 7. Die fL.viale Rege~rliiche eine1' in de1' Bbene der reel/en Aa;en 
lieqenden Gerade, u;elche dU1'ch 0 geh!. 

Die in ['w'] liegende Kurve ist jetzt in eine 3-fache Kurve 4ten 

Grades zerfallen. Diese vertritt sonach einell Best.andteil 121en Gra
des der Doppelkurve. .Es erübrigt also eine Doppelkurve 18(~n Grades. 

Die Gleichung (29b), welche die gewöhnlichen auf 1 hefindlichen 
Punkte der Doppelkurve liefert, ilirnmt für a = 0 diese GestaIt an: 

a b' 0 fL -- = , 
2 

(29'b) 

während die Doppelpunkte del' Doppelkurve jetzt dm'ch 

und 

, (3I'b) 

bestirnmt sind. 
Auf I liegen also 3 einfache und 3 Doppelpunkte, welche 

zusammen 9 Pllnkte der Doppelknrve vertretell, In jedel' durch I 
gelegten Ebene befinden sich daher ausserhalb I 9 Punkte. 

Die Gleichung der in [w] liegen den Kurve sten Grades lautet: 

X1
4X2

4 - 2 b'2 X12X22(tlJ1 + X2)Xa
3 + b'4(X1 - X2)2 X36 = O. (32b) 

Die Kreispunkte sind 4-fache, deren Tangenten alle nach 0 con
vergiren; diese Tangenten haben in ihrem Berührungspunkte 6 
Punkte mit der Kurve gemein. 

Es ist 0 ein Rückkehrpunkt mit der re ellen Axe als Tangente, 
Die 3-fache Kurve 4 ten Grades in [w'] wird durch 
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angewlesen. 
Die Kreispunkte sind Rüekkehrpunkte, deren Tangenten sieh in 

0' schneiden. 
Der Punkt B' ist ein Doppelpunkt, dessen Tangenten dureh , 

(34b) 

gegeben sind. 
In Bezug auf das Coordinatendreieek O'I J lautet (33b): 

fJJ12fJJ22 - 3 b'2fJJ1fJJ2fJJ42 + 3 b'il(fJJi + fJJ2)fJJ4
3 = O. . (33'b) 

Hieraus geht hervor, dass 0' ein gewöhnlieher Punkt ist, mit 
der imaginären Axe als Tan gen te. 

Der Sehnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleIen Ebene 
w,.,. ist eine Kurve 12ten Grades, welche in den Kreispunkten 6-fache 
Punkte, in C,.,. (auf l) einen 6-fachen, und in X,.,. (auf 00') einen 
Doppelpunkt hat. 

§ 8. lJie aanale Regelfläohe einer in der Ebene der reelten .AflJen 
liegenden Gemde, welohe durolt 0' geM. 

Die in [w J liegende Kurve zerfällt hier in eine 2-faehe Kurve 
4ten Grades, deren Gleiehung lautet (b' = 0): 

(26'b) 

Sie hat in den Kreispunkten Rückkehrpunkte, deren Tangenten 
dm'ch .A gehen. 

Der Punkt A ist ein gewöhnlicher, dessen Tangente zu der 
imaginären Axe parallel ist. 

In Bezug auf aI J ist die Gleichung 

fJJi
2fJJ2

2 - 2afJJifJJ2(fJJ1 + flJ2)fJJa + a2(fJJi2 + fJJifJJ2 + fJJ2
2)fJJ3

2 = O. (26"b) 

Sie zeigt, dass 0 ein Doppelpunkt ist, dessen Tangenten durch 

fJJ1
2 + fJJi fJJ2 + fJJ2

2 = 0 
bestimmt sind. 

Die in [w'J liegende Kurve hat jetzt die G1eiehung 

(fJJi2 flJ2
2 

- a3 (fJJi - aJ2? aJ4
2l3 

- 27 a3 aJi5 aJ2
5 aJ4

2 = O. . (36b) 

Der Punkt 0' ist ein 6-faeher, dessen Tangenten mit der reellen 
Axe zusammenfallen. 

Verhand. der Kon. Akad. v. Wetensch. (ie Sectie) Dl. X. B 27 
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Die Kreispunkte sind 6-faehe; ihre Tangenten treffen sieh in den 
4 Punkten A'. 

Die Doppelkurve ist zerfallen in eine 2-faehe Plankurve 4ten Grades 
in [w J ulld in eine Kurve 26ten Grades. 

Die einfaehen Sehnittpunkte von I mit der Doppelkurve sind aus, 

fL = 00 

und 

8 
fL2 = -a, 

3 

die Doppelpunkte auf I dagegen aus 

fL2 = 0 

und 

bestimmt. 

(37b) 

(37'b) 

Die Hestdoppelkurve hat also 2 + 2 X 6 = 14 PUl1kte auf I. 
Jede durch I gelegte Ebene enthält daher noch ausserhalb I ] 2 

Punkte der Doppelkurve. 

~ 9. Die amale ReIJel.fläche eine-r in der Ebene der reelten Amen 
liefJenden und zu die8en paraltelen Gerade 11'-' 

Die Fläehe ist vom loten Grade. 
Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen ist eme 

4:-fache Gerade. 
Der Sehnitt in [10 J ist zerfa11en in 6 mal die unendlieh ferne 

Gerade und in die Kurve 4 ten Grades, für welche 

Die Kreispunkte gehören dieser Kurve nicht an. 
Die Kllrve sehneidet die unendlieh ferne Gerade in den ausser

halb der reellen Axe liegen den Bildern des unel1dlich fernen 
Punktcs der reellen Axe, als Pllnkt von [w'J betrachtet. Die Schnitt
punkte sind gewähnliche ; sie haben ihre Tangenten im Unendliehen. 

Der Punkt 0 ist ein Rückkehrpunkt mit der 1'ee11en Axe als 
Tallgente. 

Die iu [w'J betindliche Kurve ist ausgeartet in die 4-fache unend
lich ferne Gerade und in eine Kurve 6ten GradAs, welche du1'eh 
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1(cZ'i - cZ'2)'J. + fJ-3 (cZ'i + cZ'2) cZ't.j3 - 27 fJ-6 cZ'/ a:/ cZ'",2 = 0 (39h) 

dargestellt wird. 
Diese KUl've hat im Unendlichen auf der reellen Axe einen 

Rückkehrpunkt, dessen Tangente im Unendlichen liegt und uaselbst 
6 Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Der Punkt 0' ist ein 3-facher, dessen sämmtliche Tangeuteu in 
der' imaginären Axe vel'einigt sind. ' 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
WfL enthält, ausser der 4-fachen unendlich fernell Gerade, eine Kurve 
6ten Grades, welche im unendlich fernen Punkte der reellen Axe 
dasselbe Verhalten zeigt wie die Kurve in [w'J. . 

Der Punkt XfL ist ein Rückkehrpunkt, dessen rr'angente zuden 
reellen Axen parallel ist. 

Wir wollen nun den Grad der Doppelkurve bestimmen , und 
weisen somit auf das in Abt . ..A ~ 9 (S. 389 u.f.) Oargelegte. 

Eine durch tfL gelegte Ebene wird dllrch 

(40) 

dargestellt. 
Zwei Strahlen P uud '1 schneiden sicb in emem Punkte der 

Doppelkurve, wenn man hat 

(41) 

Für die nach einem Punkte 

cZ'i cZ'2 cZ'a 
-=-=-=cZ'", 
P P fJ-

zielen den Strahlen sind die Sp uren P (Pi' P2) bestimmt durch 

3 

P = PifJ- + Pi
2

, 
3 

P = P2 fJ- + P2
2 

; 

die beiden Coordinaten Pi und P2 sind also Wurzeln der Gleichung 

C
3 

- fJ-2
C

2 + 2 PfJ-c - p2 
= o. . (42b) 

Die Bedingung (41) liefert nun 

2 (ci + C2 + C3)3 - 9 (Ci C2 + Ci C3 + C2C3) (ci + C~ + ca) + 27 Ci C2C3 = 0; 

,also, vermöge (42h), 
B 27* 
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oder 

(43b) 

Diese2 Punkte sind einfaehe. Wir wollen nunmehr zeigen , dass 
E, wofür p = 00, ein Doppelpunkt der Doppelkurve ist. 

Die Ebene (40) schneidet [w ] in der Gerade 

OJi - {JJ2 + ÀOJ3 = ° 
und [u(J 10 der Gerade 

In dieser Ebene befindet sieh der Congruenzstrahl P (Pi' P2)' 
wenn man bat 

Pi-P2=- }.., 
3 3 
"2 ~ > Pi -P2 = "f'-; 

aus diesen Gleiehungen folgt durch Elimination von P2 

,,+18}..-4f'-2 3+}"(5~~2f'-2) 2+2}..2(}.._f'-2) .+ 
Pi 9 Pi 3 Pi 3 Pi 

}..2 ().. _ f'-2? 
+9 +0. 

Ein Wert fül: }.. liefert 4 Werte für Pi' d. h. in einer Ebene 
(40) befinden ~ieh 4 Congruenzstrahlen, also 6 Pllnkte der Dop
pelkurve, ausserhalb lw 

Die Ebene OJ3 - fI-OJ" wird dureh }.. = 00 bestimmt, und liefert 
demnaeh Pi" = 00. Alle Strahlen sind mit der Gerade Xi X2 

zusammengefallen. 
Wir setzen nun 

1 
}..=" 

}.. 

wonach die obige Gleiehung sich ver wandelt in 

9}..'4p/'+ }..'3(l8-· 4flo2}..')Pi3+ 3}..'2(5-2 f'-2}..')Pi2+ 6}..' (1-f'-2}..')Pi + 

+ (1 - flo2 }..')2 = 0. 

Wenn die dureh lfJ. gelegte Ebene beinahe mit {JJ3 - flo3J4 = 0 
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zusalllmenfällt, wird sie dureh einen kleinen Wert von ).' bestimmt. 
Wir dürfen alsdann in den ·Coefficienten X neben den Zahlen 
vemachlässigen. Wir erhalten daher angenähert 

Diese Gleichung zeigt, dass von den 4 in der Ebene ().') lie
gen den Strahlen je 2 mit Xi X2 zusammenfallen, wonach E ein 
Doppelpunkt der Doppelkurve ist. 

Auf lp. befinden sich somit 4 Punkte der Doppelkurve; weil 
jede dureh lp. gelegte Ebene deren noch 6 ausserhalb lp. trägt, so 
ist der Gmd der Doppelkurve 10. Also: 

Auf der vorliegenden Regelfläche liegt ei11.e Doppellcurve loten Grade8. 

~ 10. Die aa;iale Re.gelfläche eine8 C01lgruenz8trahle8 8. 
Die Restfläehe ist vom gten Grade. 
Der Strahl 8 ist auf seiner Regelfläche eine 4-fache Gerade. 
Die Kreispnnkte sind beide noch 3-fache Punkte. 
Der Punkt Eist ein uniplanarer Doppelpunkt, dessen Tangenten 

sieh in der Abbildungsebene [wJ befinden. 
Der Sehnitt in [w ] zerfällt in die beiden einfachen dureh die 

Spur S von 8 in [w ] verlaufenden isotropen Geraden, in die ein
fache reelIe Axe und in eine Kurve 6ten Grades, deren Gleiehung ist 

oder 

3 3 3 3 3 

~2 (~i + 81 ~3)2 - ~t (~2 + 82 ~3)2 + C8} ~1 - 81 ~2) ~32 = 0, 
~1 ~2 

3 3 

1~1 ~2(~i + ~2)+ 3(81 -I-82)~1 ~2~3+ 3(8/~1 +812~J~32+ 2818t~3312-
- 4 (~1 + 81 ~3)3 (~2 + 82 ~3? = O. . (44b) 

Die Kreispunkte sind hier Rüclclcehrpunlcte, deren 1'angelltell si eh 
in S treffen. 

Der Punkt 8 ist eill gewöhhlieher, seine Tangente ist dUl·ch 

3 3 

822~i - 8l~2 = 0 

bestimmt; SIe verbindet 8 mit der axialen Projektion des ausser-
3 

halb der singlllären Ebenen liegenden l3ildes 8' (Xi = - 812 X4 , 
3 

X2 = - 8/' X4) VOJl S. 
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Der unendlich ferne Punkt JjJ der reeUen Axe ist ein Rück
kehrpllnkt, dessen rrangente d urch 

(45b) 

bestimmt ist. 
Die in r w'J liegende Kurve hat die Gleichung 

oder 

3 2 3 ! 2 

';2 (';1 + 8/ ';,,y - ';1 (';2 + 82
2 ';4)3 + (82 ';1 - 81 ';2) ';43 

= 0 , 

';1 ';2 

3 3 

[';1';2 (';1 - ';2) + 2 (8[';12 - 8/'';22)';,. + 38182 (82';t -- 81 ';2) ';~2J3 -
3 3 

- 27 (82';1- 81';2t(';1 + 8l';4f(';2 + 8t';4)2f4 = o. (46b) 

Die Kreispunkte sind hiel' 3-fache; ihre 'l'angenten sind bez. 
durch 

3 

(';2 + 28l:';4)3 = 0, 
oder 

3 

(X2 + 82
2 X,,)3 = 0 , 

und 
3 

(';1 + 28l:';4? = 0, 
oder 

3 

(Xi + 81
2 x,.l = 0 

bestimmt; sie vereinigen sich alle in den beiden durch den Punkt 
3 3 

S" (Xi = - 81
2 

X4 , X2 = - 8}: X,,) gehenden isotropen Geraden. 
Es is S" eines der 4 Bildel' von S. 
Der Punkt S' ist ein 4-facher; seine Tangenten sind die axialen 

Projektiollen aus 8 auf [w 1 der 4 .Ruf der Fläche liegenden , nach 
8' zielenden Congruenzstrahlen. 

Der unendlich ferne Punkt der reellen Axe ist ein Rückkehr
punkt, dessen Tangente im Unendlichen liegt. 

Der Schnitt mit einer 'zu den Abbildungsebenen parallelen Ebene 
WfL is eine Kurve gten Chades, die im Schnittpnnkte SfL von 8 mit 
WfL einen 4-fachen Punkt hat nnd im unendlich fernen Punkte 
der re eU en Axe einen Rückkebrpunkt mit der unendlich femen Ge
rade als Tangente. 



DIE CONGRUENZEN VON 10' = c-2 703 , 10'2 = c-1 103 UND 10' = c31O-2• 423 

Wir wollen llns jetzt mit der Doppelkurve beschäftigen. 
Die Gleichllngen 81 ('JI"'1) = 0 und 82 ('JI"') = 0 vom § IV. Abschnitte 

(§ 12a, S. 291) haben hier diese Form: 

3 

81 (7f"1) - 'JI"'12 + (381 - fJ-'!.) 7f"1 + (3 81'!. + 2 fJ-8l~) = 0, (47 b) 
3 

82 (7f"2) == 'JI"'22 + ~3 82 - fJ-2) 7f"2 + (382
2 +2 fJ-8~2) = O. (48b) 

Die Schnittpunkte von 8 mit der Doppelkurve werden (siehe 
S 22I, 393) durch die Gleichullg 

angeWIesen. 
Vermöge (47b) und (48b) giebt es also die folgende Bedingung: 

1 1 1 t 

fJ- [2 (8t + 8t28;.2 + 8,J fJ-4 + 3 (81 + 82) (81
2 + 82

2
) fJ-3 -

1 1 3 3 

- 12 81 82 fJ-2 - 18 81 82 (8l + 8!J fJ- - 18 8? 8}) = o. ( 4 9b) 

Ausser dem Schnittpunkte S' von 8 mit [w], welcher dllrch fJ- = 0 
bestimmt wird, hefinden sieh auf 8 noch 4 andere Pnnkte der 
Doppelkurve. 

Wie bei der vorigen Congruenz lässt sieh hier zeigen dass die 
beiden Brennpun1cte von 8 ebenfalls del' Doppelkurve angehören. 
Es trägt s also im Ganzen 7 Punkte der Doppe.lkurve; da jede 
durch s gelegte Ebene ausser s noch 5 andere Congruenzstrahlen 
trägt, welehe sieh in 10 Punkten schneiden, so enthält eine solche 
Ebene im Ganzen 7 + 10 = 17 Pllnkte der Doppelkurve. Daher: 

Au! der aanalen Regeljläche eines Con!lruenzstrahles liegt eine 
]Joppel1curve I7ten Grades, welche 8 in 7 Pun1cten tri~flt. 

§ 11. ]Jie a3JÏale Re!leljtäche eines in der Ebene der reellen A{Cen 
liegenden Congruenz8traltle8 8. 

Die Regeltläehe ist vom 6ten Grade nnd trägt 8 als eine ]Jop
pelgerade. 

Die Kl'eispunkte sind 3-fache. 
Der unendlieh ferne Punkt Edel' reellen Axe gehört der Fläche 

nicht an. 
Es ist 00' eine ]Joppelgerade; sämmtliehe Berührungsebenen sind 

in der Ebene del' reellen Axen vereinigt (Allsnahme in [w']). 
Der Schnitt mit [w] besteht aus den einfachen dureh die Spur 

S von 8 in [w] gehenden isotropen Geraden nnd aus einer Kurve 
4ten Grades, welehe die se Gleiehung hat: 



3 , 3 3 3 

;2(;1+ 8 ;3l- ;1(;2 + 8;3)2 + 8-:;:(;1- ;2);l _ 0 
;12 ;22(;1 _ ;2? - , 

oder 

oder auch 

Die Kreispunkte sind Rückkehrpunkte, deren 'l'angenten sich in 
8 schneiden. 

Der Punkt 8 gehöl't jetzt der Kurve nicht an. 
Der Punkt 0 ist dagegen ein Rückkehrpunkt, dessen 'l'angente 

mit der reellen Axe zusammenfällt. 
Der Schnitt in [w'J hat die Gleichung 

3 2 3 2 2 

~2 (~1 + 8
2 ~4l- ~1 (~2 + 8-:;: ~4l + 8 (~1 - ~2) ~~ = 0 

;1 ~2(~1 - ;2) , 

oder 

3 3 a 
[~1~2+282(~1 + ~2)~4 + 883~42J3_278;.j(~1+82~4)\~2+i-~4)3= 0, (53b) 

oder auch 

3 

[X1X2 + 82(Xt +X2)X4J3- 27 83
X/X2

2
X4

2 = O •• (54b) 

Die Kreispunkte sind auf diesel' Kurve 6ten Grades 3-fll.che Punkte; 
3 3 

ihre Tangenten treffen sichalle im Punkte S"(xj =-i:x4 , X2=-~X4)' 
welcher mit 8' dem Punkte 8 zugeordnet ist. 

Es ist 8' ein Doppelpunkt, dessen 'l'angenten S' mit den axialen 
Projektionen der ausserhalb der singulären Ebenen liegen den Bilder 
von S' verbinden. 

Der Punkt A' ist ein 3-facher, dessen Tangenten alle in der 
imaginären Axe vereinigt sind. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen parallel en Ebene 
W{Jo ist eine Kurve 6ten Grades, welche in den Kreif'lpul1kten 3-fache 
Punkte hat, im Schnittpunkte 8(J. von 8 mit W{Jo eiuen Doppelpunkt 
und im Schnittpunkte X{Jo von 00' mit WIJ. einen Rückkehrpunkt, 
dessen 'l'angentt:: die reelIe Axe ist. 
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Weil 8 in der singulären Epene der reeUen Axen liegt lilld 
daher die kubische Fokalkurve berührt, so hat jede dnrch 8 ge
legte Ebene 2 zlIsammenfallende Strahlell in 8. Es trägt diese Ebene 
also noch 4 Strahlell ausserhalb 8 welche sich in 6 Punkten schnei
den. Die Ebene hat dahel' ausserhalb 8 6 Punkte mit der Doppel
kurve gemein. 

Die Gleichung, welche die 2 ausserhalb der singulären Ebenen 
liegen den Strahlen bestimmt, welche nach einem Punkte C von 8 

zielen, lautet : 
1 

. 8 (71'") _ 71'"2 + (38 -- p,2) 71'" + 8 (3 8 + 2 p,l) = O. 

Die beiden Spul'en werden durch 

und 

bestimmt. 

I 

71'"1 = c, 7I'"~ = C 

Die Bedingung, dass 
die Verbindungslinie dieser 
Spuren d urch 8 gehe, hat 
also diese }<'orll1: 

c + c' = 0, 

oder 

38 - p,2 = 0, 

wonach 

p, = + V 38. 

Es liegeu daher auf 8 2 
Punkte der Doppelkurve. 
Diese ist also vom Grade 
6 + 2 = 8. Sie bildet ll1it 

X, 

Flg . 15. 

der Doppelgerade 8 rind der Doppelgerade 00' eine Doppelkurve 
-loten Grades, woraus hervorgeht, dass die Regelfläche hier vom 
Geschlecht nult ist. AIso: 

Auf der dxialen RefJeljläc1te eine8 in s lie.fJenden Congruenz8trahles 
8 liegt eine IJoppellcurve VO'm sten Grade, welche 8 in 6 Punlcten trijft. 

Wenn für 8 in s die Gerade 00' gewählt wird, zerfällt diese 
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Regelfläche in die 3 lllal durch 00' gelegten isotropen Ebenen. 

~ 12. Die a[(}iale Regelfläche einer in der Abbildungsebene [w J 
liegenden Gerade 100. 

Die Fläcbe ist vom 1 aten Grade und trägt 1:IJ als eil1e 4-fache 
Gerade. 

Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen ist bier eine 
4-fache Gerade; särnmtlicbe Berübrungsebenen sind vereinigt in der 
Ebene [w J, welche mit der Fläcbe 6 mal die unendlich feme Ge
rade gemein hat. 

Diese 6-facbe Gerade bildet ruit der 4-fachen Gerade 100 den 
Schnitt 1 aten Grades in [w J. 

Der Schnitt in [w'J besteht aus der 4-fachen unendlich fernen 
Gûade und aus der BilriJcurve 6ten Grad~s von 100. 

Wenn die Gerade 100 durch 

IX I [(}2 + IXZ[(}2 + 1X3 [(}3 = 0 (56) 

dargestellt wird, so ist die Gleichung der 8ildkurve 

oder 

(57b) 

Die 2 Punkte, wo diese Kurve die unendlich feme Gerade 
schneidet, sind die Bilder L3' in [W'J des unendlich femen Punk
tes LJ von 100 (lXi [(}i -t- IXz [(}2 = 0). 

Die beiden Punkte L3' sind Rückkehrpunkte, ruit der unend
lich fernen Gerade als 'rangente. 

Die Bildkurve schneidet die Gerade O'J ([(}i = 0) in den 2 Bil
dern Li' des Schnittpunktes Li von 1:IJ mit OJ. Die beiden Punkte 
Lil sind Rückkehrpunkte mit O'J als 'fangente. JiJbenso sind die 
beiden Punkte L-}.' (die Bilder des Schnittpunktes L-}. von 100 ruit 
aI), wo die Bildkurve O'I schneidet, Rückkehrpunkte mit (j I 
als Tangente. 

Die 2 Geraden L 1 Li ' und die 2 Geráden Lz L 2' sind alle 4 
Rüclclcehrlcanten der Regelfläehe;; ibre Berübrungsebenen fallen bez. 
ruit den beiden durch 00' gelegten isotropen Ebenen zusammen. 

Der SChllitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
(Of' besteht aus der 4-fachen unendlich femen Gerade und aus 
einer Kurve 6ten Grades, welche in den beiden Punkten L3', in 
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den beiden Schnittpunktell von WIJ. mit den Geraden L1 Lt' nnd in 
den beiden Schnittpnnkten von WfJ. mit den Geraden L 2 L 2' Rück
kehrpunkte hat, deren Tangenten bez. ruit der nnendlich fernell 
Gerade und mit den beiden durch den Schnittpuukt XfJ. von WfJ. 

mit 00' gelegten iso tropen Geraden zllsammenfallen. 
Von der Doppelknrve ist zn bemerken (siehe S . . 303 u. f.), dass 

sie !ceinen Punkt mit Ier; gemein hat. Weil jede d lU·ch I"" gelegte 
Ebene 6 Strahlen ulld somit 15 Punkte der Doppelkurve el1thält, 
so ist der Gl'ad del' Doppelkurve 15. Also: 

Au! der axialen Re!Jeljtäehe einer Gemde I"" z·n [w ] liegt eine 
Doppel!curve l5!en Grades. 

§ 13. Die axiale Regeljtäehe einer in de?· Abbildullgsebene [10] 
liegenden Gerade Ix>, welehe dU1"eh 0 !Jeh!. 

Wenn wir die Gerade /"" durch 

darstellen , so werden die beiden Bestandteilen ihl'er axialen Regel
fläche (siehe (l44a), S. 302) dumh 

1 3 

!c(l -!c2-)(!cflJ1 -- X ,J
2

X 3
3 + (!c2 X1 - x'liaJt•

2 = 0 . (58b) 

und 

1 3 

k(l + j2)(!cXf - x2?aJ3
3 

- (ëaJ1 + X:!.y-l,1J~2 = 0 . (58'b) 

augewlesen. 
Auf jeder diesel' Flächen 5 ten Grades ist ein der 2 Bilder l' 

von I"" 
3 

!c2
X1 - ,1J2 = 0, aJ3 = 0 , 

bez. 

3 

1c2
X1 + x2 = 0, aJa = 0 

eine 3-fache Gerade. 
Auf den beiden Flächen sind noch die unendlich feme Gerade, 

die Gerade 00' nnd Ier; Doppelgeraden. 
Hieraus folgt, dass es ausserhalb diesel' Geraden keine Doppel

punkte giebt. 
Die beiden Flächen schneiden [wJ in 3 mal der unendlich fernen 

Gerade und in 2 mal der Gerade I"". 
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Die Ebene [w'J wird getroffen in del' 2-fachen unendlich fernen 
Gerade und in den beiden 3-fachell Geraden I'. 

Eine zu den Abbildllngsebenen paralIele Ebene w,.. schneidet jede 
der 2 Flächell in der 2-fachen unendlich fernen Gerade und in 
einer kubischen Kurve, welche im unendlich fernen Punkte L3' 

des zllgehörigen Bildes l' von 100 einen Rückkehrpunkt hat, dessen 
Tangente im Unendlichen liegt. 

~ 14. Die axiale Regeljläche der zu [w J gehöre1lden reellen Axe. 
Von den 2 oben betrachteten Flächen 5ten Grades ist die eine 

in 3 mal die Ebene der ree11en Axen und 2 mal die Abbildnngs
ebene [w J ausgeartet. 

Die andere Fläche 5ten Grades hat die Gleichung 

2 (Xi - X2)2 X33 - (Xi + X2)3 X4,2 = o. 

Sie enthält die imaginäre Axe von [w'J als eine 3-fache Gerade, 
die unendlich ferne Gerade, die Gerade oa und die reelIe . Axe 
von [10 J als Doppelgeraden. 

~ 15. .Die Re!JBljläche der StraMen, welche auf einem zu den 
Abbildun!Jsebenen paralleIen Kreise ruhen. 

Die .Fläche ist vom 18ten Grade uud trägt den Kreis als eine 
9-fache Gerade. 

Der Kreis werde durch 

aJ3JXtX2+Xt(ctA3aX3+cti32X4) +X2(ct1{3aXa+ ctJ{31m4) + (t:to{33xa2+ cta{3oX42) = 0, I (59) 
X 3 = fl-X", (60) 

dargestellt. 
Wir ziehen noch die folgenden Bezeichnungen heran: 

. (61) 

Die Ebene [w J wird in einer Kurve 12ten Grades und in 3 
einfachert durch jeden der Kreispunkte gelegten Geraden getroffen. 

Die Kurve in [w J bat die Gleichung 

oder 
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Die Kreispunkte sind ö-fache; von ihren Tangenten sind je 2 in 
eine dieser 3 durch I (Xi) gelegten Geraden 

oder 

7;/ f1J2
3 - (70' tlJ2 + 71 f1J3)2 f1J3 = () , 

uud m eme dieser 3 dm'ch .7 (X2) gelegten Geraden 

zusammengefallen. 

(63b) 

(64b) 

Diese Geraden sind überdies, als einf-ache betrachtet, die Aus
artullgselemente des Gesammtschnittes von [w J. 

Diese rrangenten hahen ausser ihren Berührungspunkten keinen 
Punkt mit der Kurve gemein. 

Der Schnitt in r w'J ist eine Kurve 18ten Grades, deren Glei
chnng ist 

(65b) 

oder 

[,u.3(70X2 + 71f1J,.)3{l}/'f1J,. + ,u.3(YO{l}1 + Y2{l},.l{l}.}f1J,. + ,u.6Y03{l}12{l}}{l},.2 + 

+ (YO{l}1{l}2+Y1{l}1{l},.+ 7iJ12{l},. +Y3{l}42)3T- 27 ,u.6(Y1Y2-YOY3)2X12tlJ/{l}t.o X 
X ~(71Y2-YOY3)'Yo3{l}1{l}iJ1,.6 + (Y1Y2-YOY3) (Yl,{l}t{l}2 +Y1{l}1X,. + Y,-{l}'ltlJ,. +Y3{l}4

2
):1{l},.2+ 

+ Yo (Yo{l}t{l}:.l + 11{l}1{l}/j, -t- Y2{l}2{l}4 + Y3 f1Jr,,2) X 
X~~~+~~~~+~~~+~~~~+~~~~~+ 

+ (YO{l}t{l}2 + Y1{l}t{l}4 + 72{l}2{l},. + 7a{l},.2lJl = O. (66b) 

Die Kreispunkte sind 9-fache; von ihren Tangenten 111 I sind 
je 3 in eine der 3 Geraden 

(Yo f1J2 + 71 xtl + Yo'3 {l}22 {l}4 = 0 , 

von denen 111 J sind je 3 in eine der 3 Geraden 

(70{l}1 + Y2f1J,.)3 + Yo'3 f1Jl f1J,. = 0 
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Zl1sammengefallen; jede dieser Tangenten hat alle ihre Schnitt
punkte mit del' Kurve in ihrem Beriihrungspunkte vereinigt. 

Auf der Fläche sind die Kl'eispunkte 9-fache; von ihren Berüh
rungsebenen sind je 3 bez. in eine der 3 Ebenen 

und 

zusammen gefall en. 
Diese Ebenen bilden bez. die Regelfläche der Stl'ahlen, welche 

auf den durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises verlaufenden 
isotropen Geraden ruhen. 

~ 16. ])ie Regeljläclte der Strahlen, welche au! einctn zu . den 
Abbildungsebenen parallelen Kreise ruiten, dessen Mittelpunlct auj 
00' liegt. 

Wir haben im Vorhergehendeu 

ai = 0, a2 = 0, 
{31 = 0, {32= 0 

einzusetzen, wonach der Kl'eis durch 

aJ {3J(J}1 (J}2 + aJ {3J(J}/ + (tJ{30(J}4
2 = 0, 

(J}a = f»I14 

dargestellt wird. 
Die in [w ] liegende Kurve ist jetzt durch 

bestimmt. 

(69) 

(70) 

Die 'J.1angenten der Kreispunkte, welche zugleich die Ausartnngs
elemente des Gesammtschnittes bilden, sind jetzt durch 

(72b) 

und 

(73b) 

angewlesen. 
Es sind also 4 Brennpunkte In Overeinigt. 
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Die Gleichung der in [w'J befindlichen Kurve lautet: 

2 2 1 2.22 

+ ( 3" + 3" iI+ 2 3" 3" iI+ "13 2 - 0 (74ó) aJi aJ;.l fJ. aJi aJ;.l aJi aJ'l) aJ", fJ. aJi aJ~ aJ4 "10 aJ4 - , 

oder 

[fJ.3yo3aJi2aJ22(aJi + aJ2 + fJ.3aJ",)t(J4 + (YoaJi aJ:! + Y aaJ4
2

)3]3 + 

+ 27 fJ.6 Yo3"'/3 2aJi aJ2aJ",6 ~Y03'Y3aJi aJ;!.aJ,.6 + "13 ('YUaJi aJ2 + 'Ya aJ4
2

)3aJ42-

-('YOaJi aJ2 + 'YaaJ42) [p.3
'Y03aJl aJ2

2 
(aJi +aJ:! + fJ.a aJ4)aJ4 + (')'OaJi aJ2+ 'YaaJ42)3J: = O. (75ó) 

Die Tangenten der Kreispunkte sind jetzt durch 

und 

bestimrnt. 
Auch hier fallen 4 Brennpunkte in 0' zusammen. 
Von den 3 verschiedenen Berührungsebenen jedes Kreispunktes 

sind 2 mit einer durch 00' gel egt en isotropen Ebene zusammen
gefallen. Die Gerade 00' kann also eine 4-fache Brennlinie ge
nannt werden. 

§ ] 7. ])ie Regelfläche der Strahlen, welclte au! einem zu den 
Llóbildungseóenen paralleIen Kreise ruhen, der 00' scltneidet. 

Wir hahen n un 

ao=O, {3o=O, 

mithin 

"13 = 0 

ei nzusetzen . 
Die Gleichungen des Kreises sind also 

a J {33aJi aJ'l + aJi (al {3JaJa + a J {3}.aJ4) + aJ2(ai{3JaJJ + aJ{3iaJ~) = 0, I (76) 
aJa = fJ.aJ4' (77) 

Es ist 00' hier eine 4-fache Gerade der RegeIfläche; die Be
rührungsebenen längs 00' sind alle vereinigt in der Ebene, welche · 
00' mit der im Schnittpunkte X~ von 00' mit dem Kreise an 
diesen gelegten Tangente verbindet. 

Die Kurve in 110 J hat nun die Gleichung 
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LYo2x13x23_X13X3(Yo'X2+'Y1X3?-x}m3(Yo'Xt+Y#3)2+(Yo"X1X2+Yt'Xtfl}3+Y2'X2X3?X32]

-4X13X23Xl[(YO'X1 +Y#a) (Yo'X2+ .Y1X3)-YO(Yo" X1X2 + yt'Xt X3 + 'Y2'X#3»)2 = O. (78b) 

Sie hat in 0 einen 4-faehen Punkt mit 

(79b) 

als einzige Tangente. 
Die Gleiehung (79b) stellt sueh die Berührungsehene von 00' dar. 
Die in ['10' J hefindliehe Kurve hat jetzt die Gleiehung 

. (80b) 

oder 

Diese Kurve hat in 0' einen 6-faehen Punkt, von dessen rran
genten je 3 mit den 2 Geraden 

oder 
(82) 

d. h. mit den 2 Bildern der in 0 an die Kurve in ['10] gelegten 
rrangente (79b) zusammenfallen. 

~ 18. Die Regelfläche der Strahlen, welclte au! einem in der 
Abbildungsebene ['10 ] liegenden Kreise ruiten. 

Die vorhergehende Regelfläehe zerfállt jetzt in 6 mal die Ahbil
dungsebene ['10 ] und in eine Fläehe 12ten Grades. 

Auf dieser Restfläche ist der Kreis eine 4-faehe Kurve. 
lndem wir im Obigen fL = 00 einsetzen, so fin den wir für die 

Gleiehungen des Kreises: 

~3XtX2 + ~2X1X3 + ~X2Xa + ao xa
2 

= 0, I . 
X l!. = O. . 

(83) 

(84) 

Der Sehnitt in ['10] besteht nun, ausser dem Kreise, aus seinen 
isotropen . Tangenten, jede doppelt gezählt. 
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Die in [w'] liegende Bildkurve des Kreises in [wJ hat Dun die 
Gleiehung 

(85b) 

oder 

Die Kreispunkte sind auf diesel' Kurve 12ten Grades 6-faehe 
Punkte; von ihren rrangenten sind je 3 in ein der 2 Bilder jeder 
isotropen an den Kreis gelegten Tangente zusammengefallen. 

Die isotrope Gerade O'J schneidet die Kurve 6 rnal im 6-fachen 
Punkte J und ausserdem noch 3 mal in jedem der beiden Bilder 
M/ des Punktes Mi, wo der gegebene Kreis die Gerade OJ 
schneidet. 

Die beiden Punkte Mi' sind Rückkehrpunkte, mit O'J als ge
meinschaftlicher Tangente. Analoges lässt sieh VOD den beiden Punkten 
M 2' behaupten. 

Auf der Fläehe sind die Kreispunkte 6-fache. Von den Berüh
rUllgsebenen von I (bez. J) sind je 3 vereinigt in einer der 2 
Ebenen, welche die isotrope Tangente des Kreises mit ihren 2 
Bildern verbinden. 

Die beiden Geraden Mi Mi' und die beiden Geraden M 2 M'}.' 
sind Rüekkeh rkan ten , mit den dllrch 00' gelegten isotropen Ebe
nen als Berührungsebenen. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
Wft ist eine Kurve 12ten Grades, die in den Kreispunkten 6-fache 
Punkte hat. Die Sehnittpunkte von Wft mit den Geraden Mi Mi' 
und M 2 M 2' sind. Rückkehrpunkte. 

~ 19. IJie Regelfläche der Strahlen, welche au! ei'llern in der 
Abbildungsebene [w] liegenden Kreise ruhen, dessen Hittelpunkt 0 ist. 

Hier gilt 

wonaeh der Kreis diese Gleichungen hat: 

«Sali al2 + oeoal32 = 0, 
allj,= o. 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetenscb. (i' Sectie). Dl. X. 

(87) 
(88) 

B 28 
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Die Regelfläche ist wiederum vom 12ten Grade und trägt den 
Kreis als eine 4-fache Kurve. 

Die isotropen Geraden, welche,· dop pelt gerechnet, auch dem 
Gesammt::!chnitte in [w J angehören, gehen jetzt durch O. 

Die in [w' J liegende Kurve hat die Gleichung 

(89b) 

Der Schnitt in [WiJ besteht also aus der 3-fachen Bildkurve 4ten 

Grades (89b) des gegebenen Kreises. Diese Bildkurve ist selbst 
wiederum aus 2 Kreisen 

(89'b) 

zusammengesetzt, welche beide ihren Mittelpunkt in A' haben. 
Die Regelfläche hat in den Kreispunkten 6-fachePullkte, deren 

Berührungsebellen alle in den durch 00' gelegten isotropen Ebenen 
vereinigt sind. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen parallel en Ebene 
Wl-' ist eine Kurve 12ten Grades, welche in den Kreispunkten 6-fache 
Punkte hat; sämmtliche Brennpunkte sind in X",vereinigt. 

~ 20. ])ie Ref/elfläclre der iStraMen, welche au! einem tn der 
Abbildunf/aebene [w J lief/enden Kreiae ruhen, der 0 enthält. 

Jetzt ist 

1211=0 

einzusetzen. 
Der Kreis wird also durch 

dargestellt. 

1lI:3 ,xi,x2 + 1lI:2 ,xi,x3 + llI:i ,x2,x3 = 0 , 
,xlj, = 0 

(90) 
(91) 

Auch diese Regelfläche ist vom 12ten Grade uud trägt den ge
gebenen Kreis als eine 4-fache Kurve. 

Der Schnitt in [w J besteht, au ss er dem Kreise, aus dessen IS0-

tropen rrangenten, jede doppelt gezählt. 
Die Gleichung der in [w'J liegenden Bildkurve ist jetzt 

(92b) 

oder 
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Der Punkt a ist hier ein 6-facher; von seinen 'llangenten sind 
je 3 in die 2 Bilder der in 0 an den Kreis in [w ] gelegten Tan
gente zusammengefallen. 

Die Gerade 00' ist jetzt eine 4-fache der Fläche; sämmtliche 
Berührul1gsebenen sind vereinigt in der Ebene, welche 00' mit 
der in 0 an den Kreis gelegten Tangente verbindet. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleIen Ebene 
W/-L ist eine Kurve 12ten Grades mit 6-fachen Punkten in den 
Kreispunkten; sie hat noch einen 4-fachen Punkt in X/-L' dessen 
sämmtliche Tangenten in der Schnittlinie von W/-L mit der Berüh
rungsebene von 00' vereinigt sind. 

B 28* 



ABTEILUNG C. 

IJie Congruenz, welche der Beziehung 

angehört. 

, 
w 

~ 1. Allgerneine Bigenschaften. 
Dem in IV. Abschnitte Abgehandelten entsprechend, bemerken 

wir zuerst, dass Hlan in der vorliegenden hyperboliachen Congruenz hat 

rn=2, n=l. 

Der Bündelgrad der Congruenz ist also 9, ihr Feldgrad 4, ihr 
AilJengrad N = 23. 

Von den 9 nach einem reeUen Punkte zielen den Strahlen sind 
nur 3 reell. 

Die Fo1caljtäche besteht aus zwei imaginären Cylindern, deren 
Spitzen sich in den Kreispunkten I und J der Abbildungsebenen 
befinden. 

Die Gleichungen dieser Fokalcylinder lauten 

4ilJ2
3

- 27 ilJa2ilJ", = 0, 
4ilJ1

3
- 27 ilJ32ilJ4 = O. 

(Ic) 

Die Cylinder haben die Gerade OI (bez. OJ) als Inflexions
kante, mit [wJ als Berührungsebene, und die Gerade O'I(bez. O'J) 
als Riickkehrkante ruit [w J als Berührungsebene. 

Sie durchbohren sich in 3 kubischen Plankurven, welche sich 
befinden in der Ebene der reeUen Axen und in den beiden durch 
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odèr 

.bestimmten Ebenen, welche die Ebene der reellen Axen unter 60° 
schneiden. 

Die 3 kubischen Fokalkurven habell alle einen Wendepunkt in 
o und einen Rückkehrpunkt in 0'. . 

Die Gleichungen des Congruenzstrahles p sind nun 

Der Brenllpunkt P ft des Strahles pist durch . 

tIJt 
-=-2-p--:-/:-+-"c-

P
-:-:

2
'J -

der Brennpunkt P f2 durch 

tIJt tIJ2 tIJ3 tIJ4 

3Ptp/ = Pt3 + 2P23 = 2P22 = pt3pl 

bestimmt. 
8infJuläre Ebenen sind 

(2c) 

(3c) 

(4c) 

1° jede Ebene, welche einen Strahl P mit einem der Kreis
punkte verbindet; sie enthält ein Strahlengebilde 3ter Klasse, 
dessen Einhüllende eine kubische Kurve mit einem Rückkehr
punkt ist; 

2° die Ebenen tIJt3 - tIJ2
3 = 0, d.h. die Ebene der reellen Axen 

und die beiden Ebenen y = + tIJ 1/ 3 ; sie tragen jede ein Strahlen
gebilde 3ter Klasse, dessen Einhüllende mit der kuhischen "Fokalkurve 
identisch ist; 

3° die Abbildungsebenen [w] nnd [w/] mit Strahlenbüscheln in 
den Kreispunkten nnd in den Nullpnnkten. 

8infJuläre Punlcte sind 
10 die Kreispunkte fnit Strahlenbüscheln in [w] nnd f w/]; 
2° der Nullpunkt von [w] mit einem Strahlenbüschel in [wJ; 
3° der Nullpnnkt von [w'] mit einem Strahlenbüschel in [w'J. 
Von den 9 Strahlen, welche nach einem Punkte von [w] zielen, 

fallen 4 mit den durch diesen Pnnkt gehenden isotropen Geraden 
znsammen, 4 mit der Gerade, welche diesen Pnnkt mit dem 
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N ullpunkte verbindet; der 9te Strahl vereinigt den Punkt mit 
seinem in [w'J befindliehen Bilde. 

Von den 9 Strahlen, welehe naeh einem Punkte von [W'J zielen, 
fallen 4 mit den durch diesen PUllkt gehenden isotropen' Geraden 
zusammen, einer mit der Gerade, welehe diesen Punkt mit dem 
Nullpunkte verbindet; die übrigen 4 Strahlen vereinigen den Punkt 
mit seinen 4 in [w J befindlichen Bildern. 

Von den 4 in [w ] liegenden Bildern eines re ellen in [w' J befind
liehen Punktes sind nur 2 reell. 

; 2. lJie amiale Regelfläche ezner durchaU8 will1cürlichen Ge-
rade l. 

Der Grad der Regelfläehe ist (2 + 1)2 + 2 X 2 = 13. 
Es ist l auf ihrer Regelfl.äehe eine 9-faehe Gerade. 
Es sei A (ai' a2) die Spur von l in [w J, B' (bt', b2') die von l 

in [w'J. 
Der Schnitt in [w ] besteht RUS den 2-faehen dureh A gehenden 

isotropen Geraden, aus der 4-faehen Gerade 0..1. und aus einer 
Kurve 5ten Grarles. Diese hat in Bezug auf das Coordinatendreieek 
A IJ die folgende Gleiehung: 

~t (~t + al ~3? ~32 - ~2 (~2 + a2 ~3? ~a2 -

- (b/ ~t- bt' ~2) (~t + at ~3)2 (~2 + a2 ~a? = O. . . (5c) 

Diese Kurve hat in den Kreispunkten Doppelpunkte, deren Tan
genten sieh in den 4 in [ w J liegenden Bildern B des Punktes 
B' treffen. 

Der Punkt A ist ein gewöhnlieher; seine Tangente ist die axiale 
Projektion aus l auf [w J des Bildes A' von A. 

Der Punkt B,,', wo die Gerade O'B' die unendlich ferne Gerade 
schneidet, ist ein gewöhnlieher Punkt der Kurve; seine Tangente 
verbindet B,,' mit A. 

Auf das Coordinatendreieek Ol J bezogen, lautet die Gleichung 
der Kurve: 

(iCi - atf1Js)f1Jt2f1Ja2 -- (f1J2 - a2f1JS)f1J22f1Js2-

- /b2' (f1Jt - al f1Ja) - bi' (f1J2 - a2f1Ja)1 f1Ji2 f1J2
2 = O. (5'c) 

Hieraus ist ersiehtlieh, dass 0 ein Doppelpunkt ist, dessen 
Tangenten die Bilder der dureh 0' zu OA parallel verlaufenden 
Geraden sind. 

Der Sehnitt mit [WiJ besteht aus den 2-faehen dureh B' gehenden 



isotropen Geraden, aus der einfaehell Gerade B' 0' und aus einer 
Kurve sten Grades, deren Gleiehung lautet: 

1 1 1 1 1. 1 

~1 (~1+b/~",)2~",2_~2(~2+b2' ~4)2~",2_(a2~1-a1~2)(~1+ b/~",f(~2+62'~,i: 0, 

oder 

[~12(~1 +b1' ~4);4 + ~22(~2+02' ~4)~4-(a2~1-a1~2)2(;1 +01' ~"')(~2+b2' ~4)J2-
-4 ~12~22(~1 +b/~4)(~2+b2'~",)~",2= O. (7c) 

Auf dieser Kurve sind die Kreispunkte Rüclclcehrpunlcte, deren 
Tangenten sieh im Bilde A' von A treffen. 

Der Punkt B' ist ein 4-faeher, dessen Tangenten die axialen 
Projektionen aus I auf [10'] der 4 Bilder B von B' sind. 

Wenn wir das Coordinatendreieek B' IJ dureh das Dreieek 0' IJ 
ersetzen, so verwandelt si eh die Gleiehung (7 c) in 

[(a'1-b1'a',la'1a'",+(a'2-0/a'",)2a'2a'",-!a2(a't-b/a'4)-a1(a'2-02'a'4)12a'1a'2]2-
-4a'1a'2a'",2(a'1-01'a'",)2(a'2-02'a'",?= O. (7'c) 

Der Punkt 0' erseheint also als ein Rüekkehrpunkt, dessen Tan
gen te mit dem Bilde der Gerade OB",', d. h. der dureh 0 zu 
A' B' parallel verlaufenden Gerade zusammenfällt. 

Der upendlieh ferne Punkt Aa von OA liegt aueh auf der Kurve; 
er ist ein Rüekkehrpunkt mit der unendlieh fernen Gerade als 
Tangente; diese Gerade hat in A3 4 Punkte mit der Kurve 
gemem. 

Auf der Regelfläehe sind die Kreispunkte 4-fache. Von den 
Berührungsebenen des Kreispunktes I(X1) sind 2 mit der Ebene 

zusammengefallen; die anderen 2 werden dureh 

(8'c) 

angewlesen. 
Von den Berührungsebenen des Kreispullktes J(X2) sind 2 mit 

der Ebene 

(ge) 

zusammengefallen; die anderen 2 werden dureh 



440 DIE CONGRUENZEN VON 10' = C-2 W 3 , W'S = C-1 '03 UND W' = C3 W- 2• 

(9'e) 

angeWIesen. 
Der Punkt 0 ist auf der Fläche ein uniplanm'er Doppelpunkt 

mit der Abbildungsebene [w] als Berührungsebene. 
Der Punkt Aa ist ebenfalls ein uniplanarer Doppelpunkt, dessen 

Berührungsebene mit [w] identisch ist. 
Der Punkt A' ist ein uniplanarer Doppelpunkt, dessen Berüh

rungsebene mit der Abbildungsebene [w'] zusammenfällt. 
Der Punkt B4' ist aber ein gewöhnlicher Punkt, dessen Berüh

rungsebene B,.' mit I verbindet. 
Auf der Gerade 00' liegen ausser den 2 Doppelpunkten 0 

und A' 3 dreifache Punkte der Fläche; sie werden durch 

bestimmt, wenn :'~3: fJ-r,. der Bedingung 

genügt. 
Die IJoppel1curve dieser Regelfläche ist vom Grade N + 6 = 

= 23 + 6 = 29. 

~ 3. IJie aaJiale Regelfläehe einer Gerade I, welehe 00' 8ehneidet. 

Hier sind die Punkte Aa und B 4' zusammengefallen. 
Der Punkt A3 _ B4' ist jetzt ein 3-facher Punkt. 
Es sei 

die Gleichung der durch I und 00' gelegten Ebene; man hat alsdann 

Die in [w] liegende Kurve hat nun die Gleichung 

In Bezug auf die Singularit.äten weicht diese Kurve von der
jenigen des vorigen ~ nicht ab. 
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Auch dem von der in [lO'J liegenden Kurve Gesagten braucht 
nichts hinzugefügt zu werden. 

Ihre Gleichung ist 

[(X1- b/ X,J2X1X4 + (x2 - tb/ X",)2 X2X4 - a1(taJi-x2?al1XzJz- , 

- 4 c1JiX2(Xi- b/ x"i(x2 - tbi' X4)2X42 = O. (llc) 

Die 3 dreifachen Punkte, wo die f'läche des vorigen § die Ge
rade 00' schnitt, sind hier vereinigt , im 9-fachen Punkte iS 

oder 

wo die 9-fache Gerade I die Gerade 00' schneidet. 
Wie schon ob en bemerkt wurde, ist der ' Punkt .Aa _ B 4' ein 

3-facher; von den 3 Berührullgsebenen, in welche der Tangenten
kegel ausgeartet ist, fallen 2 mit [w J zusammen und eine mit der 
durch I und A3 _ B 4', d. h. mit der durch 00' und I gelegten 
Ebene. ' 

Die unendlich ferne Gerade der Abbildungsebenen hat in .A3 - B4' 

mit der Fläche 5 Punkte gemein. 
Der Sehnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 

mI'- hat nun aueh in .A3 _ B",' eincn 3-fachen Punkt, von dessen 
Tangenten zwei mit der unendlich fernen Gerade zusammenfallen 
und die dritte A3 -- B",I mit dem Schnittpunkte Cl'- von mI'- mit I 
verbindtlt; letztere Gerade enthält auch den Schllittpunkt X", von 
m", mit 00'. 

Übrigens sind keine Abweichungen zu constatiren. 
Wenn I durch 0 geht, so wird die Abbildungsebene [w J 2 mal 

abgetrennt. Es erübrigt sonach eine Fläche 11 ten Grades. Auf dieser 
sind die Kreispunkte Doppelpunkte, deren Berührungsebenen durch 
(SIC) und (9'c) gegeben sind. Die Gerade 00' sehneidet jetzt die 
Fläche 2 mal in 0' und 9 mal in o. 

Die in [WIJ liegende Kurve ist in eine 2-fache kubische Kurve 
zerfallen, mit der Gleichung 

(Xi - bi' X",)2 Xi - (Xz - bz' x"y· X2 = O. (l2c) 

Sie schneidet die unendlich ferne Gerade in den nämlichen 
Punkten wie die 3 singulären Ebenen durch 00'; die Asymptoten 
convergiren nach dem Punkte To' 
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tlJi . tlJ2 tlJ4 

2bi ' = 2ba' = 3' (14c) 

Die m [w J hefindliche Kurve ist durch 

hestimmt. 
Der Punkt 0 ist jetzt ein 3-facher, dessen Tangenten sich in den 

singulären Ebenen hefinden und je 5 Punkte mit der .Kurve ge
mein hahen. 

Wenn I durch 0' geht, so wird die Abbildungsebene [w'J 2 mal 
abgesondert. Es erübrigt wiederum eine Fläche 11 ten Grades. 

Auf dieser sind die Kreispunkte Doppelpunkte. 
Die Gerade UO' schneidet nun die Fläche 2 mal in 0 und 9 

mal in 0'. 
Der Schnitt in [ w J ist ausgeartet in die 2-fachen durch A ge

hen den isotropen Geraden, in die 4-fache Gerade OA und in die 
einfache kubische Kurve, welche durch 

(15'c) 

dargestellt wird. Diese schneidet die unendlich ferne Gerade in den 
Schnittpunkten der singuläl'en Ebenen; die Asymptoten convergiren 
nach dem Punkte 

tlJi tlJ2 tlJ3 

ai=~=3' 

Der Punkt 0 'ist ein Doppelpunkt, wie im allgemeinen FalIe. 
Die in [w'J liegende Kurve hat nun die Gleichung 

f(tlJi
3 + tlJ2

3
)tlJ" - (altlJi - a2tlJ2)2tlJitlJ2J - 4 tlJi3tlJZ3tlJt= O. (l6c) 

Der PUllkt 0' ist ein 6-facher; von seinen Tangenten sind je 2 
mit einer der 3 Geraden zusammengefallen, in welchen die singu
lären Ebenen die Ehene [w'J schneiden. 

§ 4 . Bie aaJÏale Re!}elfläche einer zu den Abbildungaebenen paral
leien Gerade I"" 

Der Grad diesel' Regelfläche ist, wie im allgemeinen FalIe, 13. 
Es sei die Gerade I,.. ge geb en durch 

aitlJi + ~tlJ2 + a a tlJ3 + ""tlJ. = 0, 
tlJa = fLtl'J,.. 

(17) 
(18) 
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lhr unendlich femer Punkt sei h(J.' 
Der Schnitt in [w J besteht aus 4 mal der unendlich fernen Ge

rade, aus 4 mal der Gerade Oh(J.' d. i. der dllrch 0 zu 1(J. 
parallel verlaufenden Gerade, und aus einer Kurve 5ten Grades, 
deren Gleichung lautet: 

Die Kreispunkte sind Rüekkehrpunkte, deren Tangenten sieh in 
o treffen. 

Der unendlich feme Pllnkt h(J. ist ein W endepunkt; seine Asymp
tote wird dureh 

bestimmt, ist demnac.h mit der Projektion von 1(J. aus O' auf lW J 
identisch. 

Es ist 0 ein Doppelpunkt, deren 'rangen ten die Bilder von 
O'h(J., d. h. der durch 0' zu 1(J. parallel verlaufenden Gerade sind. 

Del' Sehnitt in [w'J besteht aus der 4-faehen unendlieh femen 
Gerade, aus der einfaehen (dureh O' zu 1(J. parallel verlaufenden) 
Gerade 0' h(J. und aus einer Kurve 8ten Grades, welehe dureh 

i 3 1 3 t i 

fJotX.2 (fJl X4
2 + fJotX.t X2

2 
(fJ[ + !tX.1 (fJI + a 2 (fJ2 + (tJ.a3 + a 4) (fJ4! (fJ1

2 
xl = 0, 

oder 

[fJo
2 a:Z

2
(fJt(fJ43 + fJo

2
a/x\(fJ4

3 
-!tX.t(fJi + a 2(fJ2 + (fJotX.3 + tX.4)(fJ4!2(fJt(fJ2J-

- 4 fJo4tX.t
2tX.,/(fJt(fJ2(fJ46 = 0 . (ZOc) 

dargestellt wird. 
Die Kl'eispunkte sind Rüekkehl'punkte, deren Tangenten daselbst 

6 PUllkte mit der Kurve gemein haben und sieh im Doppelpunkte 
O' treffen. 

Der unendlich feme Punkt L(J. ist ein 4-fachel', dessen sämmt
liehe Tangenten in der Gerade 

d. h. in der Projektion von 1(J. aus 0 auf [WiJ vereinigt sind; 
diese Gerade hat in h(J. 6 Punkte mit der Kurve gemein. 
• Auf der Regelfläehe sind die Kreispunkte 4-faehe. Von ihren 
Beruhrungsebenen fallen Z mit [w J, 2 mit [WiJ zusammen. 



Der PUllkt LIJ. ist ein 9-facher, von dessen Berührungsebenen 
4 mit der durch lIJ. und 0 gelegten Ebene, eine mit der durch 
lIJ. und A' gelegten Ebene, und 4 mit der Ebene wIJ. zusammen
fallen. 

Die Punkte 0 und 0' sind beide Doppelpunkte, deren Ver
halten nicht von dem auf der allgemeinen Regelfläche abweicht. 

Wenn lIJ. den Kreispunkt I(X1) enthält, wonach ~1 = 0, so 
besteht die axiale Regelfläche aus den zweifachen Abbildungsebenen 
[w J und [w'J und aus den 3 dreifachen durch lIJ. an den Fokal
cylinder Ft gelegten Berührungsebenen. Letztere werden durch 

1~2a'2+ (fI-~ +~4)a'4121f1-~2a'2+(p.~3+ .:t4)a'al + ~23(a'3-fl-a'4?= 0 (22c) 

dargestellt. 

§ 5. ])ie axiale Regeljläche eine1· zu den Abbildungsebenen paral
leIen Gerade lIJ., welche 00' 8chneidet. 

Man hat hier 

fI-~ +~.\ = o. 
Die In [1OJ liegende Kurve hat nun die Gleichung 

Die Kreispunkte sind Rückkehrpullkte, deren Tangenten sich in 
o treffen. 

Der Punkt LIJ. ist ein W endepunkt, dessen 'rangente ebenfalls 
durch 0 geht. 

Der Punkt 0 ist ein Doppelpunkt, dessen 'rangen ten die Bil
der der durch 0' zu lIJ. parallel verlaufenden Gerade V'LIJ. sind. 

Die in [w'J befindliche Kurve wird jet.zt durch 

dargestellt. 
Das einzige N eue ist hier, dass die Tangenten des 4-fachen Punktes 

LIJ. auch alle durch 0' gehen. 
Auf der Regelfläche is hiJ. wiederum ein 9-facher Punkt; es sind 

jetzt 5 Berührungsebenen mit der durch lIJ. und 0 gelegten Ebene 
und 4 mit der Ebene WIJ. zusammengefallen. 

§ (j. ])ie atciale llegeljläche einer in der Ebene der reellen Aa'8Il 

liegenden Gemde 1. 
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Die durch 00' verlaufenden singulären Ebenen waren 
10 die Ebene der reellen Axen, 
20 die Ebcnen !/ = + {IJ V 3. 
Wir wollen uns beschränktn auf die Erledigung der axialen 

Regelfläche eiller in der Ebene der ?'eellell Axen liegenden Gerade. 
Diese Regelfläche besteht aus 3 mal der Ebene diesel' Axell und 

aus eiller Restfläche lotcn Grades. 
Es ist I auf diesel' Restfl.äche eine 6-fache Gerade. 
Die Kreispunkte sind 4-fache; ihre Reriihrullgsebenen sind durch 

(Sc), (S'c) , (ne) nnd (D'c) angewlesen, wo noch 

eimmsetzen ist. 

al = a2 = a 
01' = O2' = b' 

Der PUll kt 0 ist em gewöhnlicher mit [w ] als Berührungs
ebelle. 

Der Punkt A' gehört dage gen der Fläche nicht an. 
Der unendlich ferne Punkt E (_ . A3 _--= B4') ist auf der Fläche 

ein gewöhnlicher Punkt mit [w ] als Beriihrungsehene. 
Der Schnitt in [11;] besteht aus den 2-fachen durch die Spur A 

von 1 in [u; J verlaufenden isotropen Geraden, aus der 2-fachen 
reellen Axe und aus eiller Kurve 4tcn Gl'ades, deren Gleiehung 
lautet: 

oder 

Diese Kurve hat in den Kreispunkten Doppelpllnkte, deren 
Tangenten sich in den 4 Bildern B der Spur B ' von I in [wJ 
treffen. 

Die Kurve enthält weder den Punkt A noch den Punkt E. 
Der Plll1kt 0 dagegen ist ein gewöhnlicher Punkt; dies wird 

ersichtlich, wenl1 wir die Gleichung auf das Coordinatendreieck OiJ 
beziehen. Sie bekommt alsdann diese GestaIt: 

Die rrangente von 0 fällt also mit der imaginären Axe zu
sammen. 
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Der Schnitt in r w'J bestebt aus den 2-fachen dm'ch die Spur 
B' von I in [w'J gehenden isotropen Geraden und aus einer Kurve 
6ten Grades, welche dargesteBt wird dureh 

1 1 1 i 1 1 
~i(51+ 1/ ~tS~~;;-~2(~2+ b' ~4)2~42-a(~1- ~2)(~i+ b'~4l(~2+b/~J = 0, 

~i- ~2 

oder 

[~12(~1 +b'~4)~4+~22(~2+h/~4)~4-a2(~1-~2)2(~1 +b/~4)(~2+b/~4)J2-4~12E29~42(~1 +b'~4)(E2+b'E4)=O' 
(~1-~2)2 

oder auch 

1(~l+~1~2+~22)+b'(~i+~2)~412~42+a4(~i-~J2(~i+b'~4)2(~2+b'~4)2-
-2a2(~i +b'~4)(~2+b'~4) I~l(~i +b'~4)+~22t~2+b'~4)1 ~4= O. (27c) 

Die Kreispunkte sind auch hier Rückkebrpunkte; ihre Tangenten 
treffen sieh im Bilde A' von A. 

Der Punkt B' ist ein.Doppelpunkt, dessen Tangenten die axialen 
Projektionen aus I auf [w'J der ausserhalb der Ebene der re ellen 
Axen liegellden nach B' zielenden Congruenzstrahlen sind. 

Der Pankt Eist ein gewöhnlicher; seine Tangente liegt im 
U nendlichen, 

Der Pllnkt (j gehört der Kurve nicht an. 
Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paraBelen 

Ebene m", ist eine Kurve loten Grades. Sie hat in den Kreis
punkten 4-fache Punkte, deren Tangenten die Schnittlinien von 
m", mit den Ebenen (8c), (8' c), (9c) und (9' c) sind (wo ai = 
= a2 = a). 

Der Schnittpunkt 0", von m", mit list ein 6-facher, dessen 
Tangenten die axialen Projektionen aus I auf [w J der 6 ausserhalb 
der Ebene der reellen Axen liegenden, nach 0", zielenden Congru
enzstrahlen sind. 

Der unendlich feme Punkt Eder reellen Axe ist ein gewöhn
licher Punkt, mit der unendlich femen Gerade als Tangente. 

Die Kurve hat noch lJoppelpunlcte in den Schnittpunkten von 
m", mit der Doppellcu'l've. 

Auch hier wollen wir den Grad der Doppelkurve bestimmen. 
Die Gleichung j('1f') = 0 hat hier diese Form: 

. j('1f') - p.('1r' + a)3 - (p.a + b')('1r' + a)2 + 1 = 0, (28c) 

oder 
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fJ-7r3 + (2 fJ-a - b') 7r2 + (/La - 2 b') a7r - (a2 b' - 1) = 0, 

wonach 

Die Punkte Dkl> welche, wie wir in der Abt. A dieses Abschnit-
I 

tes ersahen, durch 

(Cf C2 + Cf Ca + C2Ca) (Cf + C2 + (3) - Cf C2C3 = 0 

bestimmt sind, ergeben sich somit hier aus der Gleichung 

also aus 

und 

2 a3/L2 - (4 a2b' + l)/L + 2 ab'2 = o. (29c) 

Die auf lliegenden Doppelpunkte der Doppelkurve, welche durch 

(Cf C2 + Cf C3 + C2 C3? - Cf C2 Ca (Cf + C2 + C? = 0 

angewiesen werden, ergeben sich demnach aus 

also aus 

nnd 

a3 (/La - 2 b') fJ-3 + (a2 b' - 1) (2 fJ-a - b'l = 0, 
/LIJ. 

a6 fJ-'" + 2 a3 (a2 b' - 4) fJ-3 + 12 a2b' fJ-2 -

- 2ab'2(a2 b' + 3)fJ- - lJ'3(a2lJ' - 1) = O. (30c) 

Es ist leicht ersichtlich, dass die Lösung /L = 00, welche den 
Punkt A liefert, weder für die einfachen Schnittpunkte noch für 
die Doppelpunkte Bedeutung hat. Es erhellt alsdann, dass auf 
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I 2 einfache und 4 Doppelpullkte der Doppelkurve liegen, welche 
also zusammen -- 10 gewöhnliche Punkte vertreten. Da ferner jede 
durch I gelegte Ebene noch 6 gewöhnliche Punkte der Doppel
kurve trägt, so ist der Grad dieser Kurve 10 + 6 = 16. AIso: 

Au! der aanalen Regelfläche einer in der Ebene € bejindlichen 
Gerade liegt eine J)oppellcurve 16ten Grade8. 

§ 7. J)ie areiale Regeljläche einer in der Ebene der reel/en Amen 
liegenden Gerade, welche durch 0 geM. 

Von der vorhergehenden Regelfläche wird nun 2 mal die Ebene 
[w J ahgetrennt, wonach wir eine Fläche sten Grades erübrigen. 

Die Kreispunkte sind jetzt Doppelpunkte; ihre Berührungsehe
nen werden durch (S'c) und (9'c) angewiesen. 

Die Gerade 00' schneidet die Fläche 6 mal im Punk te 0 und 
einmal in den beideil Schnittpunkten Xe der Tangenten, welche 
man in denausserhalb des Wendepunktes 0 liegendell Schnitt
punkten von I mit der kubischen Fokalkurve an letztere legen kann. 

Der Schnitt in [w J besteht aus der Kurve 4ten Grades, deren 
Gleichung lautet: 

( 3 3) 2 b' ( ) 2 2 mi - {(}2 m3 - mi - m2 mi m'}. _ 0 
--- ----- ---- --- - , 

mi -m"!. 

oder 

(32c) 

und aus ihren im Doppelpunkte 0 gelegten Tangenten 

jede 2-fach gerechnet. 
Der Schnitt in [w'J besteht aus den 2-fachen durch B' gehenden 

isotropen Geraden und aus dem 2-fachen Kegelschnitte, welcher durch 

(mi - b' m4)2 mi - (m~- b' m4)2m2 = 0, 
mI -m2 

oder 

mi
2 + mi m2 + m2

2 - 2b'(mi + m2)m", + b'2 m",2 = 0 . (33c) 

dargestellt wird. 
Dieser -schlleidet die unendlich ferne Gerade In den nämlichen 

Punkten wie die singulären Ebenen 

m/ + mim2 + m2
2 = o. 



Die Asymptoten treffen sieh im Mittelpunkte 

Der Punkt B' ist ein . gewöhnlieher Punkt. 
In Bezug auf B'IJ ist die Gleichung 

(~t + h' ~4) ~12 - (~2 - h' ~4) ~22 _ 0 
~t-~2 - , 

oder 

Hieraus folgt, dass die Tangente von B' durch 

~1 + ~2 = 0 

bestimmt, somit zu der imaginären Axe parallel ist. 

(34e) 

(33 /e) 

(35e) 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ehene 
WIJ. ist cil1e Kurve sten Grades, welche in den Kreispnnkten Dop
pelpunkte hat; ausserdem hat sie Doppelpunkte in den beiden durch 

{JJt
2 -t- {JJt{JJ2 + {JJ2

2 = 0 

bestimmten unendlich fernen Punkten. 
Die Doppelkurve entbält jetzt den 2-fachen Kegelschnitt in [w'J. 
Es zeigt sich nach der Substitution a = 0 in (2ge) und (30e), 

dass jetzt die 2 einfachen auf l liegenden Punkte der Doppelkurve 
durch 

fL = 0 und fL = 00 , 

nnd die 4 Doppclpnnkte durch 

fL4 = 00 

bestimmt sind. 
Die Lösung fL = 00, wclche den Punkt 0 licfert, wird hil1fällig. 
Die Lösul1g fL = 0 liefcrt den Punkt B', welcher dem 2-fachcn 

Kegelschnitte angehört. Der iibrige Teil der Doppelkurve hat also 
kcinen Punkt mit l gemein. Da eil1e durch l gelegte Ebene aus
se\" ihrer dmch 0 gehenden Spur in [10] nul' einen Strahl ellt
htllt, so ist, ausser dem 2-fachen Kegelschl1itt und den 2-facbcn 
isotropen Geraden durch B', von einer Doppelkurve gal' nicht mehr 
die Rede. 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetenseb . (ie Sectie) Dl. X. B 29 



~ 8. .Die aaiale Regeljläcne einer in der Ebene der reellen 
Axen liegenden Gerade, 10elche durch 0' geM. 
. Van del' Regelfläche des ~ 6 wird nun 2 mal die Ebene [w'J 
abgetrennt. Wir erübrigen also wiederum eine Restfläche sten Grades. 

Auf diesel' Fläche sind die Kreispunkte uniplanare Doppelpunkte, 
deren Berührungsebenen die Ebenen (Sc) und (9c) sind. 

Die Gerade QO' schneidet die Fläche einmal im Punkte 0, 6 
mal int Punkte 0' und einmal im Schnittpunkte der Tangente , 
welche man in deru ausserhalb des Rückkehrpunktes 0' liegen
den Schnittpunkte van I ruit der kubischen Fokalkurve an letztere 
legen kann. 

Del' Schnitt in [w J besteht aus den 2-fachen durch A gehenden 
isotropen Geraden, aus der 2-fachen reeUen Axe uild aus dem 
einfachen Kegelschnitte 

ader 

(Xi - atIJa) xl- (X2 - atIJa) xl = 0 , 
Xi - X2 

(26'c) 

Dieser Kegelschnitt enthält 0 und wird daselbst durch die ima-
ginäre Axe berührt. 

Der Punkt A gehört der Kurve ?licht an. 
Die unendlich fernen Punkte liegen in den singulären Ebenen. 
Der Schnitt in [w'J enthält die Kurve 6t en Grades, deren Glei-

chung ist 

ader 

a
4 
(Xi-X2?Xi2X22- 2 a2(Xia+X23)XtX#4+ (X12+X1X2+X22?X42=O, (36c) 

und ausserdelll die 'rangenten van 0', jede einfach gezählt. 
Der Punkt 0' ist ein 4-facher, van dessen 'l'angenten je 2 m 

einer der Spuren der singulären Ebenen 

vereinigt siml. 
Die Kreispunkte sind Doppelpunkte. 
Der unendlich ferne Punkt Eder reeUen Axe ist ein gewöhn

licher Pllnkt ruit der unendlich fenlen Gerade als Tangente. 



Die eintachen Schnittpunkte der Doppelpunkte rnit I werden jetzt 
(wo b' = 0), durch 

die Doppelpunkte aber durch 

p.3 Cp. - :3) = 0 

geliefert. 
Die Lösing p. = 0 giebt den Pankt 0'. Dieser Punkt ist hier 

aber nicht zulässig. Auf I befinden sich deshalb ein gewöhnlicher 
und ein Doppelpunkt. Jede durch I gelegte Ebene enthrut noch 4 
Strahlen, also 6 Punkte der Doppelkurve, deren Gmd demnach 
3 + 6 = 9 ist. 

§ 9. ])ie aariale Re!leljläche einer in der Ebene der reellen Axen 
liegenden und zu diesen paralleIen Gerade 11'. 

Die }'läche ist vom loten Grade. 
Die in [w J liegende Kurve wird jetzt (~= - (ti' siehe (l9c) , 

S. 443) durch 

(3Sc) 

dargestellt. 
Die Kreispullkte sind Rückkehrpunkte, deren 1.'angenten sich in 

o treffen. 
Der Punkt 0 ist ein gewöhnlicher mit der imaginären Axe als 

Tangente. 
Die in [w'J befindliche Kurve hat (siehe (20c), S. 443) die 

Gleichung 

(Xi - ( 2)2Xlx2
2 

- 2p.2(Xi + (2)X1X2X/j,3 + p./j,X/j,6 = O. (39c) 

Die Kreispunkte sind Riickkehrpunkte, deren rràngenten sich in 
(j schneidell. 

Der Punkt Eist ein gewöhnlicher Punkt, mit der unendlich 
fernen Gerade als Tangellte. 

Der Punkt 0' gehört der Kurve nicht au. 
Die kubische Gleichung, welche die sich auf 11' schneideuden 

Strahlen liefert, ist hier 

p.cS _ pc2 + 1 = o. (42c) 
B 29* 



452 DIE CONGRUENZEN VON w'=c-2w3, 10'2=c-1 ,03 UND w'=c3w-2. 

Die Bedingung 

gestaltet sich hier folgendermassen: 

oder 

p = T 3 "V27
2ft2. (4.3c) 

WO T 3 eine ate Wurzel der Einheit darstellt. 
Es befinden sich also auf I,.. a Punkte der Doppelkurve. 
Jede durch I,.. gelegte Ebene enthält deren ausserhalb I,.. noch 

6, wonach der Gmd der Doppelkurve 3 + 6 = 9 ist. 

§ 10. lJie aaJiale Re!JelJläche eine8 Oon!J'Tuenz8trahle8 8. 
Die Restfläche ist vom 7ten Grade. 
Der Strahl 8 ist auf ihrer Regelfläche eine 4-fache Gerade. 
Die Kreispunkte sind nun auf der Fläche gewöhnliche Punkte; 

ihre Berührungsebenen sind bez. durch 

und 

bestimmt. 
Der Schnitt in [wJ ist in die 4-fache Gernde 08 (8= Spur 

von 8 in [w J) und in eine kubische Kurve ausgeartet. Letztere 
wird durch 

(81
2 ~1 -822~2) ~1 ~2 + 28182(81~12 - 82~22) ~3 - 2 (8J

3
-82

3
) ~1~2~3 + 

+ 1(4813_823)82~t- (4823-8i3)81~21 ~32+ 28182(813_-823)~33= 0 (44c) 

dargestellt. 
Die Kreispunkte sind gewöhnliche; ihre rrangenten treffen sich 

lm Punkte 

Xi _ - 81 Xa , I . 
X2 - -- 82 X;j, 

(45c) 
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welcller, zusammen mit 8, der Spur 8' von 8 in [w'J entspricht. 
Der dritte unendlich ferne Punkt ist der Punkt 

d. h. der Punkt S4' im Unendlichen auf O'S'; die Tangente dieses 
Punktes geht durch S. 

Der Punkt 8 selbst gehört der Knrve nicht an. 
Der Punkt 0 ist ein Doppelpunkt; seine 'fan genten sind die 

zwei Bilder der Gerade 0'83 , welche 0' mit dem unendlich fer
nen Punkte 83 auf OS verpindet. 

Der Schnitt in [lO'J besteht aus den einfachen durch S' gehenden 
isotropen Geraden, aus der einfachen Gerade (j 8' llnd aus einer 
Kurve 4ten Grades, deren Gleichung ist 

[812822(8Z~I-81 ~2Y~+ (82(823- 2813)~1+ 81 (81
3- 2823)~21 ~\- 28182~42J2-

- 48128/,(812~t + ~4)(822~2 + ~,.)~,.2 = O. (46c) 

Die Kreispunkte gehören diesel' Kurve nicht an. 
Die unendlich ferne Gerade schneidet die Kurve 4 mal im ])oppel

punkte 83, 

Der Punkt 8' ist ein gewöhnlicher; seine 'fangente ist die axiale 
Projektion aus 8 auf [w' J des Punktes (45c). 

Der Punkt 0' ist ein R ückkehrpunkt, dessen Tangente das Bild 
von 084' ist. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
w~ ist eine Kurve 7ten Grades, welche im Schnittpunkte ~J. von 8 

mit w~ einen 4-fachEm Punkt hat. Die Kreispunkte sind gewöhn
liche. Der Punkt 84' ist auch ein gewöhnlicher; seine Tangente 
verbind et S4' mit 8w Der Pllnkt S3 ist ein Rückkehrpunkt, mit 
der unendlich fernen Gerade als Tangente. 

Bei der Untersuchung der Doppelkurve bemerken wir, dass die 
Gleichungen 8t (?ri) = 0 und 82 (?r2) = 0 jetzt die folgende Form haben : 

8t (?ri) fJ-8l?rl + (2 fJ-8t3 -- l)?rt + (fJ-81
3 

- 2)81 =- 0, (47c) 

8z (?r2) = fJ-82
2
?rl + (2 fJ-8/ - 1)?r2 + (fJ-82

3 
- 2)82 = O. (48.c) 

Die Schnittpunkte von 8 mit der Doppelkurve, welche durch 

(c1 + C/)2 c2 c2' - Ct ct' (c2 + C2'? = 0 

bestimmt werden, ergeben sich also hier aus 

fJ- = 00 

unel 
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(49c) 

Weil die Lösung p.. = 00 (welche den Punkt S liefert) nicht 
zulässig ist, so giebt es auf a 2 gewähnliche Punkte der Dop
pelkurve. 

Auch die beiden Breimpunkte sind als solche zu betrachten. lm 
Ganzen befinden sich daher auf a 4 Punkte der Doppelkurve. Da 
jede dUl·ch a gelegte Ebene noch 3 andere Strahlen trägt und also 
3 Punk te der Doppelkurve enthält, so ist der Grad dieser letzteren 
4 + 3 = 7 . 

. Au! der Regelfläclte einea Congruenzatraltlea a liegt eine JJoppel
lcurve 7ten Gradea, mit a als Quadri8elcante. 

~ 11. ])ie atIJÏale Regeljläclte einer zn der Ebene der reelten 
Axen liegenden Congruenzatraltlea. 

Die Regelfläche ist vom 4ten Grade und trägt a als DoppeI
gerade. 

Die Kreispllnkte sind gewöltnlt"clte, ihre Beriihrungsebenen sind 
durch 

al1gewlesen. 
Der Schnitt III [10 J besteht ans der 2-fachen reellen Axe nnd 

aus dem Kreise 

dessen Mittelpunkt im Punkte Xi = tc2 = - axs liegt. Der Kreis 
enthält den Punkt 0 und wird daselbst durch die imaginäre Axe 
berührt. 

Der Schnitt in [w'J ist znsammengesetzt aus den beiden durch 
S' gehenden iso tropen Geraden und aus einem Kegelschnitte 

Diese Kurve berührt die ullendlich ferne Gerade im Punkte ho 
Sie ist offenbar eine Parabel, deren Axe mit der reeUell Axe iden
tisch ist. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen parallel en Ebene 
(1),.. ist eine circulare Kurve 4ten Gradcs, deren Brennpunkt sieh 
befindet im Schnittpunktevon (1),.. mit der Gerade Xi = x2 = 

= - aXa + a-2 x4· 
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Die Kurve berührt noch die unendlich ferne Gerade auf der 
reelJen Axe. 

Der Schnit.tpunkt Sf' von a mit wf' ist ein IJoppelpunkt. 
Die Gleichung a (71") = 0 hat hier diese Gestalt: 

Die Schnittpunkte von a mit der Doppelkurve werden durch 
die Bedingung 

c+c'=o, 
also hier durch 

oder 

geliefert. 
Die Doppelkurve hat also nur einen Punkt mit a gemein~ Oa 

jede durch a gelegte Ebene nur noch 2 Strahlen, daher nur einen 
Punkt der Ooppelkurve trägt, ao iat die lJoppelkurve ein Kegelacltnitt. 

~ 12. IJie aaJiale Regel.fläclte einer in der Abbildunf/aebene [w J 
Iz'ege'ltden Gerade 100. 

Die r'läche ist vom 5ten Grade und trägt 100 als eine einfache 
Leitlinie. 

Die Kreispunkte sind Doppelpunkte, deren Berührungsebenen 
zunächst in Betracht kommen. 

Es möge 100 die unendlich ferne Gerade in L3' die isotropen 
Geraden OJ und OI bez. in L i ulld L2 schneiden. 

Der Schnitt in [70 J besteht nun aus der Gerade 100 und aus 
den 2-fachen Geraden Lil und L 2J. 

Die Gerade lexJ werde durch 

(56) 

dargestellt. 
Der Schnitt in [W'J ist zusammengesetzt aus der einfachen durch 

A' zu I:%J paralleien Gerade A' La und aus der Bildkurve 4ten Gra
des von 100. Diese Bildkurve hat die Gleichung 

oder 
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Diese Kurve hat in den Kreispunkten Rüekkehrpunkte, deren 
'rangenten die Bilder von IL1 und JL2 sind. 

Es ist 0' ebenfalls ein Rüekkehrpunkt; seine Tangente · ist das 
Bild der dureh 0 zu ,,,,, paralleien Gerade OL3• 

Die Berührungsebenen der Kreispunkte sind die Ebenen, welche 
IL1 und JL2 bez. mit ihren Bildern verbinden. 

Der unendlich ferue Pnnkt L3 von ,,,,, ist anf der Fläche ein 
gewöhnlicher, dessen Berührungsebene ,,,,, mit 0' vereinigt. 

Der Schnitt ruit einer zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
Wf' ist eine Kurve 5ten Grades, welehe in den Kreispunkten Rüek
kehrpnnkte hat, deren Tangenten die Schnittlinien von Wf' mit den 
Berührungsebenen sind. 

Der Pnnkt L3 ist ein gewöhnlicher. 
Es ist hier n = I, wonach sieh anf I"" kein Pnnkt der Dop

pelknrve befindet. Weil jede durch l7J gelegte Ebene 6 Punkte 
der Doppelkurve trägt, 80 iat dieae vom 6ten Grade. 

~ 13. IJie aariale Regelfläclte einer in der Abhildungaebene [w ] 
liegenden Gerade l7J, welc!te durclt 0 geM. 

Es sei 

die Gleichnng der Gerade ,,,,,. 
Die Gleichung der axialen Regelfläehe ist nun (siehe (144b) , 

S. 307) 

oder 

lc2 (lc.:v1- .:v2)(.:v1 -lc2 .:vSJ. - (Jc3 - 1)3.:vl.:v4, = o .. (58c) 

Die durch 

dargestellte Bildgerade l' von ,,,,, ist die lJoppelgerade dieser lcubi
aclten' Regelfläehe. 

Die Gerade ,,,,, selbst ist die einfaclte Leitlinie. 
Die Ebene [w ] enthält ausser ,,,,, noch die 2-fache Gerade 

d. h. die durch 0 zu der Bildgerade l' parallel verlaufende Gerade; 
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die se ist offenbar eine Torsallinie. Der zugeordnete Zwielcpunlct ist 
der unelldlich ferne Punkt La' auf I'; der Torsalpunkt ist O. 

Die durch oa und /%J gelegte Ebene 

hat mit der Regelfläche die Gerade lrIJ und 2 mal die durch 0' 
zu lrIJ parallel verlaufende Gerade gemein. Letztere ist demnach 
die zweite '1 'orsallinie. Der entsprechende Zwielcpunlct ist 0'; der 
Torsalpunkt ist mit dem unendlich fernen Punkte L3 von lrIJ identisch. 

Eine zu den Abbildungsebenen parallele Ebene enthält eine kubi
sche Kurve mit La' als Rückkehrpunkt und X,.. L3' als Rückkehr
tangente. Die Kurve hat noch einen Wendepunkt in La ruit X,.. La 
als Tangente. 

IJie atciale Regeljläehe einer in [w'J liegenden Gerade, 'welehe 
durelt 0' gent, besteht aus diesen 2 kllbischen Regelflächen: 

und 

Ihre Eigenschaften sind denen del' vorigen Regelfläche analog. 

§ 14. IJie atciale Regelf/äelte der zu [w J gehörenden reellen AflJe. 
Diese Fläche besteht aus der 3-fachen Ebene der reellen Axen. 
IJie atciale Regelfläelte der zu [w'J geltörenden reellen AflJe ist 

zerfallen in die 3-fache Ebene der reellen Axen und in die kubi
sche Regelfläche 

§ 15. ])ie Regelfläehe der StmMen, we/ehe auf einem zu den 
Abbildungsebenen paraltelen Xreiae ruhen. 

Die Fläche ist vom 1 Hten Grade und trägt den Kreis als eine 
9-fache Kurve. 

Der Kreis möge durch 

"J{3ac'l'1flJ2+flJ1( "2{33flJ3+ cea{3#(!) +flJ2("1 {3#a+ cea{31flJ(!)+( ao{3#32 + "-J{3cfJJ(!2) = 0, I (59) 
flJa = p..a1(! (60) 

dargestellt werden. 
Wir benutzen wiederum die folgenden Bezeichnungen: 
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70 = 1%3 {33' 70' = fJ."'a {33, 70" = fJ. 
2 1%3 {3 J , 

7 i = fJ.1%2 {3a - 1%3 {32, 72 = fUti (33 - 1%;) {31 , • • ( 61 ) 
71' = fJ. (fJ.1%2 (3;) - I%i! (32), 72' = fJ. (fJ.I%1 {33 - 1%3 (3i) , 

73 =fJ.2/Xo {33 - "'a {30. 

Die Ebene [w J enthält eine Kurve 6ten Grades und 3 zweifache 
dm'ch jeden der Kreispllnkte gelegte Geraden, 

Die Kurve ist gegeben durch 

70' tZ'i3 tZ'23 + 7/ tZ'i3 tZ'22 tZ's + 72' tZ'i2tZ'23 tZ'3 +7atZ'i2tZ'22 tZ'3
2 + 70' (tZ'iS + tZ'23)tZ'a3 + 

+ 72tZ'i2tZ'3lj, + 7itZ'2
2tZ'i!lj, -t- 70tZ'36 = 0, (62c) 

Die Tangenten der Kl'eispunkte sind durch 

(63c) 

und 

(64c) 

angewlesen. 
Diese Gleichungen bestimmen ebel1falls (siehe (61)) die Schnitt

punk te der Kurve bez. mit den isotropen Geraden OJ und OL 
Die Geraden (63c) (bez. (64c)) haben im 3-fachen Punkte I 

(bez. J) 4 Punkte mit der Kurve gemein ul1d berühren diese 
noch in den Schnittpunkten mit OJ (bez. 01). 

Der Schnitt in [w'J besteht aus einer Kurve 12ten Grades und 
aus 3 einfachen durch jeden der Kreispunkte verlaufenden Geraden. 

Die Gleichung der Kurve 12ten Grades lautet: 

(65c) 

oder 

[ tZ'itZ'2( 7 otZ'itZ'2+ 7itZ'itZ'lj, +7##lj,+7stZ'lj,2?-!tZ'1 (70' tZ'i +7 2','ll4? +tZ'2( 70' tZ'2+7i' tZ'lj,)21 tZ'43 +7o"2tZ'lj, 6J2-

-4 (7o"73-7i'72')2tZ'1tZ'2tZ'410 = O. (66c) 

Die rrangenten in den 6-fachen Kreispunkten ergeben sich aus 

(63'c) 

und 
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Diese Gleichungen liefern (siehe (61)) auch die Schnittpunkte 
der Kurve bez. mit -den isotropen Geraden O'J nnd O'I. Diese 
Punkte sind alle gewähnliche Punkte und haben die isotropen 
Geraden als rrangenten. 

Die Geraden (63'c) (bez. (64'c)) haben im 6-fachen Punkte I 
(bez. J) 8 Punkte mit der Kurve gemein nnd enthalten noch die 
Punkte, wo die Knrve die Gerade (J J (bez. (J I) schneidet. 

Anf der J!'läche sind die Kreispunkte 9-far.he; von ihren Beriih
rungsebenen sind je 3 bez. mit den Ebenen 

und 

('1'0 mi + '1'2 mlj,)2 ('1'0' mi + '1'2 m3) + '1'03 (m3 - fJ-il',.? = 0 . (68c) 

zusammengefallen. Diese bilden bez. die Regelfläche der Strahlen, 
welche auf den durch den Mittelpunkt des Kreises verlaufenden 
isotropen Geraden ruhen. 

~ 16. lJie Regelfläche der 8traltlen, welclte au! einem zu der 
Abbildungsebenen parallel en Kreise ruiten, dessen Mittelpunkt au! 
00' liegt. 

Wir haben nun 

ai = 0, a2 = 0, 
f3i = 0, 132 = 0 

einzusetzen, wonach der Kreis durch 

bestimmt ist. 

a3 133 mi m2 + cto 133 flJ3
2 + a3 130 m,.3 = 0 , 

m3 = fJ-il'4. 

Die in [w ] liegende Kurve hat jetzt die Gleichnng 

2 3 3 +. '1'3 2 2 2+ ( 3+ 3) 3+ 6_ 0 f.I. mi m2 - mi m2 m3 f.I. mi m2 ma ma - . 
'1'0 

(69) 
(70) 

(7Ic) 

Die Tangenten der Kreispunkte, welche zugleich die Kurve zum 
Gesammtschnitte ergänzen, sind nun durch 

angeWlesen. 

f.l.m2
3 + m33 = 0 . 

f.l.mi
3 + ma8 = 0 

(72c) 

(73c) 



Die Gleiehung der in [w'J befindliehen Kurve ist 

(74c) 

oder 

[,xt,x2(Yo,xt,x2 + 'Y3,x~2)2 - p.2Yo2(,xt3 + ,x23),x,.3 + p.4Yo2,xn2
-

- 4p.2Yo2yl,xt,x2,x4to = o. (75c) 

Die Tangenten del' Kreispunkte erge ben sieb aus 

und 

Die Berührungsebenen der Kreispunkte an der Fläche sind 

und 

§ 17. ])ie Regelfläche der Sb'aMen, 10elche au! einem zu den 
Abbildungsebenen parallelen Kreise runen, der 00' scll7leidet. 

Es gilt hier 

"o=- 0, f3o= 0, 

mithin 

"13= O. 

Die Gleiehungen des Kreises sind 81so 

aaf33,xt,x2 + (Ct ("2 f3a,x3 + "af32,x4) + ,x2("tf3a,xa + "3f3t,x,.) = 0, I (76) 
,xa = fMJ,.. (77) 

Die in [w J befindliehe Kurve hat nun die Gleichung 

~~~+~~~~+~~~~+~~+~~+ 
+ Y2,x/,x34 + Yt,x22,xa!J. + YO,x36 = O. . (78c) 

Die rrangenten der Kreispunkte behalten ihre Gleiehungen (63c) 
und (64c). 

Die in r W'J liegende Kurve wird durch 
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dargestellt. Die Tangenten der Kreispunkte sind auch hier durch 
die Gleichungen (63'c) und (64'c) angewiesen. 

~ 18. .Die Ref/elfläche der Strahlen, welche auf einem in der 
Abbildunf/sebene [w ] lief/enden Kreise ruhen. 

Die vorhergehende Regelfläche ist zerfallen in 12 mal die Abbil
dungsebene [w ] und in eine Fläche 6ten Grades. 

Auf dieser :Fläche ist der Kreis eine einfache Kurve. 
Es gilt hier fJ. = ':r.J, wonach der Kreis durrh 

"s Xi X2 + "2 Xi X3 + ", X2 Xs + "0 X 3
2 

= 0 , 
X/j,= 0 

bestimmt ist. 

(83) 

(84) 

Wenn der Kreis die isotrope Gerade OJ (bez. OI) in Mi 
(bez. M 2) schneidet, so besteht der Scbnitt in [w ] aus dem gege
benen Kreise und aus den 2-fachen Geraden I~f, und JM2• 

Der Schnitt in r w'J besteht aus den einfachen isotropen Geraden 

und 

und aus der Bildlcurve 4ten Grades des Kreises. Diese Bildkurve 
hat die Gleichung 

1 1 1 1 1 1 

"aXl-"2 x2-'i + t%2Xl-'i X; 'i + "lX2-'i x4-'i + "oX4- 1 = 0, (85c) 

oder 

Die Kreispunkte sind Rüclclcehrpunlcte, deren Tangenten durch 

und 

gegeben, sonach mit den Bildern von IM,. und JM-}. identisch sind. 
Die Bildkurve berührt die dUl'ch 0' gehenden isotropen Geraden 



462 DIE OONGRUENZEN VON UI' = c-2 Ul3 , UI'~ = c- f UlS UND UI' = cS UI-~. 

in den Punkten, wo die Ausarlungselemente diese Geraden treffen. 
Auf der :Fläche sind die . Kreispunkte 3-fache; von den Berüh

rungsebenen von I (bez. J) sind 2 zusammengefallen in die Ebene, 
welche IM1 (bez. JM2) mit ihrem Bilde verbindet; die dritte Ebene 
verbindet die in I (bez. J) an den Kreis gelegte 'l'angente mit ihrem 
in [W'J liegen den Bilde. 

Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenell paralleien Ebene 
llJI-' ist eine triûreulare Kurve 6ten Grades. 

§ 19. IJie Re!Jelfläehe der 8t1·ahlen, welehe aufeinem in der 
Abbildun!J8ebene [w J liefJenden Krei8è ruhen, de88en Mittelpunld 
o i8t. 

Man hat jetzt 

wonach der Kreis diese Gleichungen hat: 

asél!1él!2 + «oél!a2 = 0, 
él!4 = q. I : (87) 

(88) 

Die Regelfläche ist wiederum vom 6ten Grade und trägt den 
Kreis als ei ne einfaehe Kurve. 

Der Schnitt in [ w ] besteht aus der 4-fachen unendlich femen 
Gerade und aus dem einfachen Kreise. 

Die Fläche schneidet r W'J in der 2-fachen unendlich femen Ge
rade und im 2-fachen Bildkreise des in [w J gegebenen Kreises. 

Die Gleichung des Bildkreises lautet 

. (8ge) 

Der Mittelpunkt ist 0'. 
Die unendlich ferue Gerede der Abbildungsebenen ist eine IJop

pelgrade der Fläche, 
Die Kreispunkte sind 3-fache; von ihren Berührungsebenen fal

len 2 mit [W'J ul1d eine mit [w ] zusammen. 
Der Schnitt mit eiuer zu den Abbildungsebenen parnllelel1 Ebene 

llJI-' besteht aus der 2-fachen unendlich feruen Gerade und aus einer 
circularen Kurve 4ten Grades. 

§ 20. IJie RefJelfläehe der 8trahlen, welene ruiten auf einem in 
der .AbbildunfJ8ebene [w ] liefJenden Kreise, der 0 enthält. 

Jetzt hat man 

«0 = o. 
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Der Kreis hat die Gleichungen 

42:3 Xi X2 + 42:2 Xi X3 + 42:i X2 X3 = 0 , 
X,. = O. 

(90) 
(91) 

Die Ebene [w J wil'd 2 mal abgetrennt. Es erübrigt also eine 
Fläche 4ten G l'ad es , welche den Kreis als eine einfache Kurve trägt. 

Der Schnitt in [w J besteht aus dem gegebenen Kreise und aus 
der 2-fachen Gerade, welche 0 mit dem Bilde des 0 vorange
henden Punktes verbindet, also aus der Gerade 

Die in [w'J liegende Bildlcurve ist ein Kegelschnitt und wird durch 

(93c) 

dargestellt. Er wird durch die Geraden 

und 

zu einem Gebilde 4ten Grades ergänzt. Diese Geraden schneiden 
bez. die isotropen Geraden O'J und 0'1 in denselben Punkten, wo 
die Bildkurve letztere berührt. 

Der Schnitt mit eilleL' zu den Abbildungsebenen paralleien Ebene 
w,.,. ist eine circulare Kurve 4ten Grades. 



SECHSTER ABSCHNITT. 

Funlctionen, welche in JJezug auf iltre conforme Abbildung 
mit den paraboli8clten und ltyperboli8chen Oongruenzen 

ZU8alll men hang en. 

~ I. lm vorliegenden Ahschnitte werden wir eine Übersicht lie
fem über die Art. und Weise, in welcher die Strahlencongruenzen 
bei der conformen Abbildung von Funktionen zu verwerten sind. 

Betrachten wir zunächst die · einfachste Funktion, nämlich die 
lineare Beziehung . 

w' = yw + b, 

wo y und b reell gedacht werden. 
Wir setzen 

um} erhalten somit 

/ 

Fig. 16. 

b = -ya 

w' = y(w-~). 

Indem wir w', tV und a als Vek
toren auffassen, ist die reelIe Grösse 
a ein der X-Axe der reellen Zahlen 
paralleier V ektol'. 

Der Vektor (w-a) ist die Ge
rade, welche den Punkt a (te = a, 
y = 0) mit dem Punkte w (te = u, 
y = v) verbindet. 

Weil y eine reelIe Zahl ist, so 
ist der Vektor w' in der Ebene [ti] 
zu dem Vektor (w-a) in [w J paral
lel; dabei ist der Tensor von w' 
das y-fache von dem Tensor von 
(w - a). 
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Demzufolge sehneidet die Verbilldullgslinie ww' die Verbindllngs
linie a 0' in einem solehen Punkte (J, wofür 

aC: O'C= I: y. 

Hieraus ist sogleieh ersichtlieh, dass C ein fester Punkt auf der 
festen Gerade aO' ist. 

Jeder Congruenzstrahl ww' der }'unktion w' = yw + h zielt 
also naeh diesem festen Punkte C, weleher si eh in der Ebene der 
reeUen Axen befindet. AIso: 

])ie Funlction 

w'=yw+ h 

wird vertreten durch einen Strahlenhündel, dessen Scheitel C in der 
Ebene de?' reelten Amen liegt. 

§ 2. Es handelt sieh nunmehr um die Frage, wie eine nämliehe 
Congruenz ZUl' Abbildnng mehrerer Funktionen dienen kann. 

Es sei h der Abstand der Ebenell [w J nnd [w'J. 
Wir legen eine Ebene [W J parallel zu den Ebenen [w J und [w'J, 

in einem Abstande ph von der Ebene [10 J. 
Ein Congruenzstrahl ww' sehneidet die neue Ebene [WJ in einem 

Punkte W = U + i V, und zwar so, 
dass zwisehen den Vektoren w, w' 
und W der folgende Verband besteht: 

W-w 
, =p, 

w-w 

wonaeh 

W = pw' + (I-p) w . . (I) 

lndem wir eine zweite Ebene [W'J 
parallel zu [w J und [w'J legen, in 
einem Abstande p' h von [w J, so gilt 
füI' den Vektol' des Sehnittpunktes 
W' = U' + i V' dieser Ebene mit 
dem Congrnenzstrahle ww': 

W' =p'w' + (l-p')w. 

Fi~. 17. 

Die Grössen w nnd w' mögen dureh die Funktion 

cp(w, w') = 0 
Verhand. der Kon. Acnd. v. Wetenseh. (1· Sectie) Dl. X. 

(2) 

(3) 
B 30 
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verknüpft sein. Alsdann sind auch die Grössell 11' und W' durch 
eine gewisse Beziehung 

<tJ (fIT, W') = 0 . (4) 

einander zugeordnet. 
Die Gestalt der Funktion <tJ wird ermittelt, indem man aus 

den drei Gleichungen 

W=pw' + (l-p)w, 

W'=p'w' + (1 -p') w, 

cp(w, u/) = 0 

die Grössen w und w' eliminirt. 
Da aus (1) nnd (2) folgt 

p'W·_pW' 
w=, , 

p-p 

, (p'- 1) W- (p - 1) -ar' 
10 = , , 

p-p 

so liefern (3) und (4) 

(5) 

(6) 

<tJ(W, W,)=cp(p'w,-pW', (P'-l)~-(P-I)W')= O. (7) 
\. p -p p-p 

Setzen wir noch 

p' 
, = a:, 

p -p 
p'-1 , 

, = a:, 
p -p 

(8) 

wonach 

P p-l , = a: - 1;, = a:' - 1 (9) 
11 -p p-p 

so verwandelt sich (7) in 

<tJ(W, W')_cp(a:W+(l-a:)W',a:'W+(l-. a:') W'). (10) 

Wir wollen nunmehl' die Punkte W urn eine Strecke J ver
schieben, wonach wir einen Punkt erhalten, dessen Affix W durch 

bestimmt ist; sodann wollen wir alle Vektoren W in demselben 
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Verhältniss 'Y vergrössern, wonach wir zu Punkten gelangen, deren 
Affixen durch 

gcgeben sind; lm letzteren }'alle haben WIl' also 

oder 

w 
W=--d. 

Y 
(ll) 

Wenn WIl' m derselben Weise mit den Punkten w' verfahren, 
so bekommen WIr em durch 

'W'= y'(W' + J') 

bestirnmtes Punktsystem iö'; im Letzteren hat man daher 

-, 
Tr_w_J' 

-y' . (12) 

Die Ausdrücke, welche in (10) erscheinen, werden somit folger
dermassen umgeformt: 

~ W + (l - ~) lP' = ~ iö -t- I -, ~ ü;' - !~J + (l - ~) J'I ' 
y y 

~'W+ (l-~') W' = ~'w+ l-/~' iE' -!~'J+ (1- ~') J'l. 
y . y 

lndem wir 

~ 
-=a, 
y 
~' , 
-=a, 
'Y 

1-~ 
--,:--= b, 

y 
- !"J + (1 - Ct) J'l = c, ! 

] -y' ct' = b', -!,,'J+ (1 - ,,')J'l = c', \ 

setzen , verwandelt sich die Gleichung (l0) m 

- (- -I) ( - + b-' + ,~ + b'-' +') 0 lP w, w - lP aw wc, aww c = . 

(I 3) 

(14) 

Hieraus el'sehen wir, dass die .Funktion ~ aus der Funktion 
.IP hergeleitet werden kann, indem die Veränderlichen w und w' 
von lP durch ganze Iineare Formen dieser Gl'össen ersetzt werden. 

Die Gleichung IP(w, w') = 0 möge auch durch die Kurve ver
B30* 
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tI'eten worden, welche dUl'ch diese Gleichung in den Cartesischen 
Coordinaten UJ, UJ' dargestellt wird; diese Kurve wollen wir als das 
lJiagram von IJl (UJ, lo') = 0 bezeichnen, 

Wir können alsdann :Folgendes behaupten: 
lJa8 lJiagram von qi (iV, iV') = 0 wird aU8 dem lJiagram von 

IJl (UJ, UJ') = 0 durcn eine projective T'I'ansjormation he'l'geleitet, bei der 
dt·e unendliclt jernen Gebilde i11l Unendlichen bleiben, 

Von diesel' ajfi'llen 'rl'ansfol'mation bildet die Versehiebung nebst 
Drehung einen besonderen Fall. In diesem FalIe ist nämlich 

a = C08 0, b = - 8in 0 , 
a'= sin 0, b'= C080, 

Wenn diese Bedingungen nicht erfüllt werden, so setzen WIr 

a = p 'I' cos 0, b = - P '1" 8in 0, c = p)" I, (15) 
, ,. IJ. b' , , IJ. ' , , a = p 'I' szn 'J , = P 'I' C08 'J , C = p), , 

Durch die Substitution dieser Ausdrücke in (14) gestaltet letztere 
sieh in 

qi (Ui, w') = IJl lP (rw C08 0 - r'Ui' 8in 0 + ),), p' (rw 8in 0 + 'I"Ui' C08 0 + X) J, 
won ach 

UJ = P (1·W C08 0 - r'iV'8in 0 + ),), I 
11/ = p'(rw 8in .~ + r'U;' C08 0 + ),'), (16) 

Der Übergang vom Diagram von IJl (w, UJ') = 0 zum Diagram 
von qi (10, iV') besteht also zuerst in einer Verkleinerung der Coor
dinaten UJ und 70' bez. irn Verhältniss 1 : p und 1 : p', sodann in 
einel' Verschiebung ()" ),') und einer Drehung urn 0, und schliess
lich in einer Verkleineruug der zuletzt erhaltenen Coordinaten bez, 
im Verhältniss 1 : 'I' und 1 : '1" , 

Dies sind die Operationen , welehe ein gegebenes Diagram in ein 
anderes urnformen, das dersel ben StrahJeneongruenz entsprieht. 

In den Beziehungen (13) sind alle Grössen a., a.' , 'Y, 'Y ', J und 
J' reell gedacht, wonaeh aueh a, a', b, 1/, C uud c' reell sind, 

Umgekehrt: setzen wir p, p', )" ),', '1', '1" und 0 als reell vor
aus, so werden auch a, b, c, a', 1/ und c' reell sein; da feruer 
die Gleichungen (13) in a, a.', 'i, 'Y', J und J' linear sind, so 
werden auch diese Grössen reelIe Werte bekommen, 

Wir schliessen, dass jede reelIe 'rransformation (16)du'I'clt reelIe 
Operationen mit den Abbildung8ebenen und den in diesen bejindlichen 
KU'I'ven da'l'ge8tellt Werde'll lcann. 
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Damit die Operationen mit den Abbildungsebenen und den 
in diesen befindlichen Kurven reell seien, genügt es, dass ~ und ~' 
reell sind. Wenn y und y' complex sind, so bedeutet dies, dass 
eine durch den Punkt Ui bez. Ui' beschriebene Kurve nebst ihrer 
ähnlichen Vergrösgerung noch eine Drehung erfäbrt, während com
plexe Werte von J und J' einer zu der Axe der reellen Zahlen 
nicht-parallelen Verschiebnng entsprechen. 

Wir sind also im St.and~ mit einer Strahlencongruenz Operati
onen zu bewerkstelligen, welche imaginärenTransformationen des 
Diagrams entsprechen (z. B. die Multiplikation einer Coordinate mit 
einem imaginären Faktor). Diese Eigenschaft ermöglicht uns aus. 
dem Diagram ein andel'es herzuleiten, welches zwar in rein geome
trischel' , nicbt abel' in metrischer Hinsicht dem ursprünglichen 
Diagram verwandt ist. · 

Betrachten wir z. B. die EUipse und die Hyperbel , welche, auf 
ihren Axen bezogen, durch die Gleichungen 

dargestellt werden. Es erhellt, dass wir die Ordinaten der Ellipse 
nul' mit V-I zu multipliciren haben, urn die Hyperbel zu 
erhalten. 

Dieses Verfahren wird abel' jetzt ausser Betracht blei ben , weil 
die Anwendung dieses Prinzips für jede Art von Kurven eme 
andere ist. 

~ 3. Die Gleichung cp (w, w') = 0 kann noch weitere Umstal
tungen erfalll'en, oh ne dass die Strablencongrnenzen aufbören ihre 
Dienste zu leisten. 

Zuerst bemerken wir, dass die Coordinaten iE nnd 'W' durch ge
WIsse Funktionen . 

in Coordinaten Wi und Wi' übergeführt werden -können. 
Wenn w nnd Ü;' der Beziehnng 

-
iP ('W , iO') = cp (aiO + bw' + c, a'w + b'w' + c') = 0 

genügen, so werden W i und wt' durch die Beziehung 
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verknüpft sein. 
Urn die· conforme Abbildung dieser Funktion 'Pi zu ermitteln 

betrachten wir zuerst eine durch die (complexe) Coordimde 101 
beschriebene Kurve [WiJ. Die entsprechende Bahn [iO] der Coordi
nate iO ergiebt sich alsdann vermittelst der Congruenz iE = I(wf ). 

Wenn wir diese Bahn, nötigenfalls nach Verschiebung, Vergrös
serung und Drehung, in die erforderliche Abbildungsebene (Para 1-
Ielebene) d.er Congruenz 'P (w, w') = 0 legen, so werden wir die 
Kurve [iO'] von iE' (eventuell in ven,chobenem, verkleinertem und 
gedrehtem Stande) in einer anderen Abbildungsebene, jedoch in 
der nämlichen Congruenz, auffinden. Die Bahn [iO'] von iE' wird 
schliesslich durch die Strahlencongruenz iO' = l' (wt') in die Bahn 
[wi'J von w/ umgestaltet. EîI ist alsdann die se Kurve [Wi'] in 
'Pi CW1 , 1Ot') = 0 der .Bahn [Wi] , von welcher wir ausgingen, zuge
ordnet. 

Noch allgemeiner verfahren wir. wenn wir jede Funktion als die 
Beziehung zwischen zwei Abbildungsebenen einer anderen Funktion 
betrachten. 

Es sei z. B. gegeben: 

"'(ai101 + (iiO + ao• biwi + biO + bo) = o. 
""(.ai'Wt' + (i'iO' + ao', bt'wt' + ?i'iE' + bo')= 0, 

mit diesel' Beziehung zwischen üi und iO': 

(18) 

'P (aüi + biE' + c, a'Ui + b'üi' + c') -:- O. (19) 

Durch die Elimination von iE und iO' findet man die Beziehung 

(20) 

welche noch allgemeiner als die oben hergeleitete ist. 
Wenn wir in diesem Falle die conforme Abbildung von 

"'i (wl , Wi') = 0 erörtern wollen, so betrachten wir eine Kurve [WiJ 
als die Bahn del' Coordinate tVi • Durch Verschiebung, Vergrösse
rung und eventuelle Drehung verwandelt sich diese Bahn in eine 
neue, welche in eine Abbildungsebene der Congruenz '" (w, w') zu 
legen ist; es befindet sich alsdann in einer anderen Abbildungs
ebene eine Kurve, welche nach Verschiebung, Vergrösserung (und 
Drehung) in' die Bahn [iO] von iO übergeht. lndem wir nun diese 
Bahn [iO], nötigenfalls umgeformt, in die Congruenz 'P (w, w') = 0 
legen, so finden wir in einer anderen Abbildungsebene, nach even-

file://-/-aw-/
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tuelIer Umstaltung, die Bahn [w'] von iO'. Diese Bahn wird 
schliesslich mittels der Congruenz 0/' (w, w') = 0 in die Bahn [Wi'] 
von Wi' umgeformt. Die zuletzt erhaltene Bahn ist sodann die 
Bildkurve der Bahn [WiJ von Wi in der conform en Abbildung der 
'Funktion o/i (Wi' Wi') = o. 

Es leuchtet ein, dass wir in diesel' Weise mit Hülfe immer 
neuer Congruenzen fortfahren könneu. 

Das schwierige ist hierbei die gegebene Funktion o/i (w1 , wt') = 0 
so zu zerlegen, dass sie die An wendung von Strahlencongruenzen 
einfaclter }<'unktionen ermöglicht. 

~ 4. Im Folgend~n wird nur von parabolischen und ltyperbolisclten 
Congruenzen die Rede sein; sie gehören, wie wir ersahen, den 

. Funktionen 

und 

an. 

m 

w'=wn 

m 
w'=w-n, 

Es wird sich zeigen dass wir mit H ülfe diesel' Congruenzen die 
conformen Abbildungen einer ziemlich ausgedehnten Gruppe von 
Funktionen zu ermitteln im Stande sind. 

Wenn wir zuerst den allgemeinen FaU des vorigen § ins Auge 
fassen, so sind, faIls nur parabolisclee Congruenzen in Betracht 
kommen, den }<'unktionen 0/, 0/' und lP die folgenden Gestalten 
zu verleihen 

0/ (w, w') = wlll 
- w'n = 0, 

.rJ( ')- m' 'n'_ 0 't' W, W = W - W - , 

lP (w, w') - W~f - W'N =0. 

Wirsetzen voraus, dass immer die Bedingungen 

m > n, m' > n', M > N 

erfüllt sind. 
lndem wir den }<'unktionen 0/, 0/' und lP in (18) und (19) die 

obigen Formen erteilen, finden wir 

I(w, Ui) = (ai W i + ti Ui + ao)'" - (biW1 + tiw + bot = 0, 

f '( , -')- ( , , + -,-, + ')m' (b" + -ó'-'+ b ')n' 0 W 1 ,tV = ai W1 a w aO - I 101 W 0 = , 
F(w,w') _ (aw + biif + C)~f - (a'iO + b'Uj' + C')N = O. 

(21) 

(22) 

(23) 



472 FUNKTIONEN , WELCHE MIT PARABOLISCHEN UND 

Die Elilllination von Ui und 1i;' ergiebt im Allgemeinen eine Glei
chung vom Grade 1nm' M in W1 und 10/, <l.h. es ist "'1 (Wt, Wt') · 0 
im Allgemeinen vom Grade 1Jl11l'M. Da m, m'und Malle grösser 
als I sind, so wird der Grad von "'1 durch eine Zahl mit drei 
Teilern angewiesen. Gleichungen, deren Grad ullteilbar ist, oder 
nur zwei Faktoren hat, können somit in dieser Weise nicht aua
lysirt werden. 

Wir wollen deshalb nunmehr untersuchen, in welchen Fällen 
diese Methode emen Gmd für "'t liefert, welcher weniger Faktorcn 
enthält. 

Zuerst setzen wir 

und ändern die Bezeichnungen der Coefficienten folgendermasserr ab: 

Wir betrachten jetzt tlit, tli2 , aJa, tlilj, und tli5 als die auf das Fünf
zeU Xt X2 XaXIj,X5 bezogenen Coordinaten eines Punktes in einem 
vierdimensionalen Raume. 

In diesem FalIe stellt f(tlit , tli2 , tli5) = 0 einen Raum mten Grades 
dar, welcher aus Ebenen .zusammengesetzt ist, die alle die Gerade 
X2 XIj, enthalten. 

Die Ebene À 

À I (p)- PtaJt + patlia + P5 t1J5 = 0, 
(q) - q1 aJt + qatlia + q5aJ5 = 0 

ist eine n-fache Ebene dieses Raumes; sämmtliche Berührungsräume 
sind mit dem Raume (q) = 0 J:usammengefallen. 

Die durch (p) = 0 und aJ5 = 0 bestimmte Ebene 6 ist eine 
(m - n)-fache Ebene, deren Berührungsräume aUe in tli5 = 0 ver
einigt sind. 

Aus demselben Grunde stellt j' (aJ2 , aJlj, , aJ5) = 0 einen Raum vom 
Grade m' dar, welcher besteht aus Ebenen, die alle die Gerade 
Xt X 3 tragCll. 

Die Ebene ).' 

(p') - p/ tli2 + Pfj,' aJfj, + p,,' tli5 = 0 , 
(q') = q2' aJ2 + qt,' tlilj, + q5' tli5 = 0 

http://XjX2X.Z4.X5
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ist eine n'-fache Ebene dieses Raumes, deren sämmtliche Berüh
l'ungsräume in dem Raume (q') = 0 . vereinigt sind. 

Die durch (p') = 0 und lC
5 

= 0 angewiesene Ebene 8' ist eine 
(111'- n')-fache Ebene, mit lC5 = 0 als einzigem Berührungsra\lme. 

Schliesslich bestimmt F(lCa , lC4 ' lC5) = 0 einen Raum Mten Grades, 
welcher aus Ebenen zusammengesetzt ist, die alle auf der Gerade 
X1 X2 ruhen. 

Die Ebel1e A 

A I (P) Pa lCa + P 4 lC4 + P 5 lC5 _ 0, 
(Q) = Qa lCa + Q4 lC4 + Q5 lC5 - 0 

ist eine N-fache Ebene dieses Ramnes , deren Berührungsräume 
alle im Raume (Q) = 0 zusammengefallen sind. 

Die durch (P) = 0 und lC5 = 0 bestimmte Ebene eist eil1e 
(2'1-N)-fache Ebene, deren sämmtliche Beriihrungsräume in lC5 = 0 
vereinigt sind. 

Die Elimination VOl1 lCa und lC4 bedeutet in geometrischem Sinne 
cine Projektion aus der Gerade XgX4 auf die Ebene Xl X2X5 
der vierdimensionalen Kurve, welche die drei Räume 1 = 0 , 
I' = 0 und F = 0 gemein hahen. 

Die gemeinschaftliche KUl've ist vom Grade ?ll11l' I.V. Wenn die 
Gerade XaX4 nichts mit diesel' Kurve gemein hat (wie im all ge
meinen .FalIe), so ist der projizirende Rllum und deshalb ebenso 
die in der Ebene Xl X2X5 befindliche Projektionskurve VOtil Grade 
1Jl1Jl'M. 

Wenn abel' die vierdimensionale Kurve einige, entweder einfache 
oder vielfache, zusamrnen fJ. einfache Punkte vel'tretende Punkte 
mit der Gerade XaX4 gemein hat, so ist der Grad der Projek
tionskurve lIlm' M-fJ.. 

Die Gerade Xa X4 wird durch die Gleichullgen 

angewlesen. 
Indem man diese Ausdl'ücke in (24), (~5) nnd (26) substituirt, 

erhält man 

PalCa = 0, 
P4' lC4 = 0, 

Pa lCa + P 4 lC4 = O. 

Sol1 es einen Schnittpunkt der Schnittkurve mit XaX 4 geben, 
so muss er durch eine der obigen Gleichllngen bestimmt sein. 
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Der Fall, wo allen Gleichungen identisch genügt wird, d. h. wo 
Pa = Pij,' = Pa = Pij, = 0 ist, ist hier ausgeschlossen, weil alsdmm 
die Gleichung F(llJa , 1lJ1j" 1lJ5) = 0 in die beiden Gleichungen 1lJ5

M
-

N = 0 
unO. (Qa llJa + QIj, 1lJ4 + Q5 1lJ5)N = P 5 M 1lJ5 N, oder Q3 llJa + Q411J4 + 
+ Q511J5-1/ P 5 M 1lJ5 = 0 d. h. in 1lJ5 M-N = 0 und N lineare Bezie
hungen zwischen llJa, 1lJ4 und 1lJ5 zerfallen würde. 

Es sind also die folgenden drei }'älle zu unterscheiden: 
l. der Schnittpuukt Sist dm'ch 

bestimmt; man hat alsdann 

Pil.' = 0 und P4 = 0 ; 

1I. der Schnittpunkt S' ist durch 

angewIesen; es gilt sodann 

Pa = 0 und Pa = 0; 

lIl. Der Schnittpunkt 8" ist durch 

PallJa + P4 1lJ1j, = 0 

gegeben; es giebt alsdanu die Bedingungen 

Pa = 0 und PlI' = O. 

I. lm ersten .Falle lauten die GJeichungen: 

f (1lJ'1,llJa, 1lJ5) = (P11lJt + PaIlJa + P51lJ5)'" - (qtllJt + q#a + q51lJ5)"1lJ5",-n = 0, 

1'( ) - ( , + ' )m' (' + ' + ' V" ,,,'-n' - 0 1lJ2,1lJ4, 1lJ5 = P2 1lJ2 P5 1lJ5 - q2 1lJ2 qlj, 1IJ4 q5 1lJ5, 1lJ5 -, 

F(lIJa,IlJ",1lJ5)-(PallJa + P 51lJ,J't,[- (QallJa + Q4 1lJ" + Q5 1lJ5YV IIJ/f -
N = O. 

Da weder f' = 0 noch F = 0 die Coordinate alt enthält, so kön
nen diese Gleichungen auch die Flächen vertreten, in welchen die 
Räume j' = 0 unO. F = 0 den Raum IlJt = 0 schneiden. Wir haben 
sodann zu erfoi'schen, wie sich der Punkt X.\ als Punkt der Schnitt
kurve der Flächen j' = 0 und F = 0 verhält. Die Fläche f' = 0 
wird ~urch die Ebene 1lJ5 = 0 in der (m' - n')-fachen Gerade XaX" 
berührt; die Ebene 1lJ5 = 0 berührt die Fläche F = 0 in der 
(M- N)-fachen Gerade X2 Xt,. 

In der Nähe von Xl,. sind die Gleichungen folgendermassen 
umzugestalten : 
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ft' ,n'-n' 

P2' f1J2 + P s' I1Js = (q2' f1J2 + Q4'f1J4 + qs' f1Jsfm' f1J5---.rr , 

n' ?'U,'-n' 

Es erhellt, dass P2' f1J2 verschwindend klein wird wie Q/m' f1Js--;:no-, 
N M-N 

und dass Paf1J3 sieh der Null nähert wie Q",Mf1J5~' Die Elimina
tion von f1Js aus 

l.lnd 
N M-N 

P 3 f1J3 = Q4Mf1J5~ 

ergiebt alsdann eine Beziehung zwisehen tlJ2 und f1Ja, welche Zll 

betrachten ist als die Darstellung der Projektion der Raumkurve 
auf tIJ" = 0 in der Nähe von X",. Die erwähnte Elimination liefert 

oder 

tn' n' m' M N .M 

'1'l 'm'(M-N) Q N(m'-n') m fIl'(M-N) _ P M(m'-n') Q ' .n'(M-N) m M(m'-n') 
r2 4 W2 - 3 '" w3 • 

Es ist jet."t die Frage, welehe von den Exponenten m' (M - N) 
ul1d M (m' - n') der grössere ist; wir gelangen also zu zwei Fällen. 

A. m'N> Mn', wonach m'(M- N) < M(m'- n'). 

Der Punkt X4 ist ein m'(M- N)-faeher mit f1J2 = 0 als Tangente. 
Auf der Raumkurve ist X 4 sodann ebenfalls ein m'(M - N)

faeher Punkt. 
Die beiden Räume j' = 0 und F = 0 durchbohren sich in einer 

Fläehe, welche die Gerade X i X4 als eine m'(M-N)-fache Gerade trägt. 
Betra<:hten wir jetzt den Sehnitt des Raumes f = 0 mit dem 

Ranme Xi = 0 (weleher nicht ein Berührungsraum ist), so finden wir 
für die Schnittfläche 

diese Fläche besteht also aus 11l dureh die Gerade X2 X", gelegten 
Ebenen, deren keine die Raumkurve berührt, weil f1J2 ~ 0 die 
einzige 'fangente in X4 ist. 

Jede der 11l Ebenen hat in X", m'(M- N) Punk te mit der Raum
kurve gemein. Der Punkt X 4 ist sIso im Ganzen als ein mm'(M-. N)-
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facher Punkt der in .111 = 0 befindlichen Rallmkurve, daher auch 
der vierdimensionalen K urve zu betrachten. 

Im Falle A finden wir demnach für die Ordnung des vielfachen 
Schnittpunktes X" von X 3 X.'J, mit der Schnittkurve 

f.I, = mm'(M-N), 

wonach der Grad des diese Kurve aus XaX.'J, projizirenden Raumes ist 

m' mM - f.I, = rmll' M - mm.' (M-N) = m1Jl' N. 

B. m'N < Mn', won ach m'(~l ~- N) > M(m' - . n'). 

Der Punkt X.'J, der in .115 = o liegen den Projektionskurve ist jetzt 
ein M(m' - n')-facher. Die Überlegungen des vorigen FalIes führen 
uns hier zum Schluss, dass die Ordnuug des vielfachen Punktes 
X.'J" als Punkt der vierdiruensionalen Schnittkurve betrachtet, ist 

f.I, = mM(m' - n'). 

Deruriach ist der Grad des projizirendell Ramnes 

mm'M - f.I, = 11lm'M - mM(m' - n') = mMn'. 

IJ. Im zweiten :Falle gilt 

Pa = 0 uud Pa = o. 
. Die Gleichungen der Räume sind nunmehr 

f (.111' .11a, .115) = (Pf .111 + P5 .115)'" - (q 1 .11f + f}a .113 + f}5 .115)n .115
m

-
n = 0 , 

1'( )-( I + ' + ' )flI' ( I I + I + ' )n' t/l'-n'_o{\ . .112 ,.11.'J".115 = ]J2 .112 P4. 'V/O P5 .115 - f}2{J)2 (14..114 f}5 .115 .115 .-v, 

F(.11a, .114' .115)-(P4. ilJ4. + P 5 .115)M- (Q3.11a + Q".11" + Q;,.11;,f{ .11/
f
-

N = o. 
Est · ist X3 jetzt ein vielfacher Punkt der vierdimensionalen Schnitt

kurve. Wir können die Betrachtungen des vorigen FalIes ganz und 
gar wiederholen , wenn wir uur m' · und n' bez. durch m und n 
ersetzen. Also: 

A. 

B. 

11lN> Mn. 

Der Punkt X3 ist ein m(M - N)-facher. 
Der projizirende Raum ist vom Grade 

11lm' lV. 

lIllV < Mn. 

Der Punkt X3 ist eill M(m - n )-facher. 
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Del' projizirende Raum ist vom Grade 

m'j,In. 

lIl. Der dritte Fall ergiebt 

P3 = 0 und Pij,' = O. 

Die Räume haben jetzt die Gleichungen: 

Die Gerade XaXIj, gehört in ihrem ganzen Umfang sowohl dem 
Raume f = 0 wie dem Raume j' = 0 an. Es giebt wiederum 
ZWeI Fälle, nl. 

A. mn' > m'n. 

Die Gerade X s XIj, ist als Schnittlinie der beiden Räume eine 
m(m"- n}fache; sämmtliche Berührungsräume sind mit /lJi = 0 
zusRmmengefallen. 

B. mn' < m'n. 

Die Gerade Xa XIj, ist eine m'(m - n)-fache, deren Berührungs
räume alle in /lJ2 = 0 vereinigt sind. 

Weil der Raum F = 0 weder den Ranm /lJ2 = 0 noch den 
Raum /lJ2 = 0 berührt, so schliessen wir, daas im Falle A der ' 
Schnittpunkt Bil = 0 mit X 3XIj, (wofür gilt /lJi = 0, /lJ'). = 0, /lJ5 = 0, 
Pa/lJa + PIj,/lJ1j, = 0) ein mM(m'- n')-facher Punkt und im Falle B 
ein 1Jt'M(m - n)-facher Punkt del' vierdimensionalen Kurve ist. 

Der Grad des projizirenden Raumes ist also 
im Falle A 

mMn', 

lm Falle B 

m:Mn. 

Es sind hiermit alle :Fälle erledigt, wo eine Funktion 'f(/lJ1, /lJ2,/lJ5) = 0 
dUl'ch die Elimination von /lJa nnd /lJ1j, aus den Gleichungen f= 0, 
j' = 0 und P = 0 erhalten ist. 

Wir el'sahell, dass im allgemeinen :Falle der Grad von 'I' mm' M 
ist, in besonderen Fällen abel' rmn' N, lllM n', oder m' M n werden kann. 
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Jedenfalls enthält, weil n, n' oder N den Wert 1 haben kön
nen, die Zahl, welche den Grad anweist, mindestens zwei Faktol'en. 

Gleichungen deren Grad unteilbar ist, kÖllnen in dieser Weise 
noch ebensowenig zerlegt werden. M. a. W. : 

Wenn eine Funktion 

von unteilbarem Grade gegeben ist, so kann diese nicht entstanden 
gedacht werden dm'ch die Elimination von iE und iV' aus 

l(w1, UJ) = (al w1 + aUJ + aor - (b1 w1 + biV + bot:...-. 0, 
j( ',-1)= ( , '_L -'-'+ ')m' (b' '+ T'-'+b ')n' - 0 W 1 ,w - al W1 1- a w aO - 1 Wj ij W 0 - , 

F(w, UJ') - (aüi + bUJ' + c) - (a'iV + b',w' + C')N = 0 

(es wäre denn, dass F(w, w') in M linearen Gleichungen zerfiele). 
Weil unser Hauptziel ist die Gleichungen zweiten und dritlen 

Grades zu uiltersuchen, deren conforme Abbildung mitte]st para
bolillcher und h!/perbolische'1' Congruenzen studirt werden kann, so 
werden wir, so bald wir nach der Elimination zu Gleichungen von 
teilbarem Grade gelangen, unsere Untersuchung abbrechen. 

FaHs F = 0 €ine linea re Gleichung ist, können wir mittelst 
ihrer w' in f' = 0 durch w ersetzen, wodurch weder del' Grad 
noch die Gestalt von f' eine Änderung erfährt. 

Es handelt sich also darum, die Gleichungen 

I (wi , UJ) = (ai W1 + {iüi -+ ao)'n - (b1 W 1 + bw + bo)n = 0, (27) 

j(w/,w) -(at'wt' -f- ä'üi + ao'yn'- (b/w./ + ~'w + b~t'= 0 (28) 

zu betrachten. 
Zuerst wollen wir die Bezeichnungen abändem, indem wir setzel1 

alJ al'}. 
W 1 =-', WJ'=-, 

al", al", 

_ ala 
tv =-, 

al", 

wodurch unsere -Gleichungen sich verwandein in: 

I (al1,Xa,al",)-(p!all+ paala+ p",al",yn-(q1 all+ q:;x3+q",al",tal",m-n=0, (29) 

f (al2,Xa,al",)=(P2' al2+Pa'ilJa+Pto'altoY"'-(q2' al2+qa'al3+qto' alto)n'alto1n
'-n' = 0, (30) 

Die Fläche f= 0 ist ein Kegel mit X 2 als Spitze; die Glei
chung f' = 0 stellt einen Kegel mit Xi als Spitze dar. 

Auf dem Kegel 1= 0 ist die durch 
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ti (p) ____ Pi t1Ji + Pa t1Js + p,.t1J,. = 0, 
Cq) = qi t1Ji + qa t1Ja + q,.t1Jlo = 0 

gegebene Gerade t eine n-fache Kante, mit der Ebene (q) = 0 
als einziger Berührungsebene. 

Die Gerade t ((p) = 0, t1J,. = 0) ist eine (m - n)-fache Kante 
mit t1Jlo = 0 als einziger Berührungsebene. 

Der Kegel f' = 0 hat .die dureh 

t' I (p') -P2' t1J2 + Pa' t1Js + p,.' t1J4 = 0, ... , , + ' +' 0 (q) = (12 t1J2 q3 t1J3 qlo t1Jlo = 

bestimmte Gerade l' als eine n' -fache Kante, deren sämmtliche 
Berührungsebenen in (q') = 0 vereinigt sind. 

Die Gerade t' ( (p') = 0, t1J,. = 0) ist ei ne (m' - n')-fache Kante, 
deren einzige Berührungsebene $,. = 0 ist. 

Die Elimination von aJs aus (29) und (30) bedeutet geometrisch: 
Projektion aus Xs (z. B. auf t1Js = 0) der beiden Kegeln gemein
samen Schnittkurve. 

Die Raumkurve, in der! = 0 und f' = 0 sieh schneiden, ist 
vom Grade mm'. FaUs Xs diesel' Kurve nicht angehört, ist auch 
der proj izirende Kegel vom Grade mln'. Durch d"ie Elimination von 
w aus (27) und (28) erhält man also im Allgemeinen eine Glei
ChUllg in Wi und Wi' von teitbarem Grade; wir brauchen daher 
diesen Fall nicht weiter zu betrachten. 

Wenn Xa beiden Kegeln angehören solI, so muss die Bedingung 

Ps = 0 und Ps' = 0 

erfüllt sem. Wir haben alsdann die folgenden Gleichungen zu be
trachten 

!(t1Ji,t1Js, t1J4) = (Pit1Ji + P4t1J4.YIl - (qit1Ji + qst1Ja + q,.t1JSIt1J4.m~n = 0, 
!'(t1J2,t1JS,t1Js) - (P'l.'a:2 + p,.'t1J4.yn' - (q2't1J2 + qa't1Ja + q,.'t1J4.)n't1J,.nI'-n' = O. 

A. 
B. 
C. 

Die Ordllung der Singularität von Xs ist nunmehr 

für mn' > m'n 

" 11ln' < m'n" , , 
" mn = 11l n 

m (m' - n'), 
m' (m - n), 
1ll (1ll'- n') = m' (m - n). 

Da die FälIe A nnd B nicht wesentlich verschieden sind, wol
len wir UBS nur mit den Fällen A und 0 beschäftigen. 

lm FalIe A ist der Grad des projizirenden Kegels 
I mn, 



480 FtTNKTIONEN, WELCIIE MIl' PARABOLIscItEN UND 

irn FalIe 0 ist dieser 
, , 

mn = 'Ilt n. 

Hevor wil' die Gleichungen f = 0 uud f' = 0 eingehender be
trachten, wollen WIr zuerst die folgende Coordinatentransforrnation 
bewerkstelligen: 

'Pt {Ct + pij, {C1j, = 1/1 , 
, + ' P2{C2 P4{C1j, = 1/2, 

{Ca =!/s, 
{C1j, = !!Ij" 

woher die Gleichungen diese Gestalt annehrnen: 

/ , , d 'Ilt • m 
A. ?JIn > 'Ilt n 0 er - > --; : 

n n 
m tn-n 

!/tn = (Ct!/1 + Ca!!a + CIj,!!4)!/4-,-t , 
tn' m'-n' 

!!2»' = (C').'!!2 + Ca'!/a+ C4'!/4)!/Ij,--n-

Die Elirnination von !/a ergiebt 

m m-n m' 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

m'-n' m '1')1' -- ---
ca' 1!!1 n - CCi!!1 + C4!!4)!!4 ----n-! = Cs l!!2 »'- (C/!!2 + C4/!/4)!!4 n' lr4 n "', 

oder 

m m-n m' m m' m-n 

Ca'!/1n-Ca' (Ct!!1+C4!!4)!/4---n-=cs!//"!/,. n-n'-Ca(C';!/2+C4'!/4)!/4---n-. (35) 

Es zeigt sich, dass der Grad dieser Gleichung 'Iltn' ist, und zwar arn 
Ieichtesten, wenn wir einen Strahlenbüschel durch die nicht auf 
der, Knrve liegende Coordinatenecke Y1 (!/2 = 0, !/4 = 0) legen. 

Die Substitution 

ergiebt 
m m-n m' m m 

Ca/!/tn - CS'CC1!/1 + C4!/4)!/4---:n = CaÀ tl
' !!4n 

- Ca(Cz' À + C,.')!/,.tl, 

oder 
m ~ m-n 

Cs'lhn = !cS'CC1!!1 + C4!/4) + CaÀn'!!4 - Ca (c2' À + C4')!!4!!!4 n , 

also 
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m' 

Ein Wert von A bestimmt n' Werte für An', und ein Paar 

(A, A .... ) liefert m Werte für 1/1 : !l4' wonach ein dUl'ch Y1 gelegter 
Strahl mn' Schnittpunkte mit ' der Kurve gemein hat. 

Die Gleichung (35), wenn geschrieben in der Form 

nl' 'u ,n' 

C3'!l1
n + !-c3'c1!11+cac2'!l2+(cac4'-c3'c4)!/4I!l4m-"-' Ca!l2n-!l4n-n- =0,(36) 

zeigt uns, dass die höchste Potenz von !I~ den Exponent :: hat, 

wonach Y2 ein nn' (~ - 111,') = (mn' - m'n)-facher Punkt ist, des-
n n' 

sen sämintliche Tangenten mit !l4 = 0 zusammengefallen sind; es 
hat diese Gerade in 1'; 11ln' Punkte mit der Kurve gemein. 

Unser Schluss ist, dass Qie Elimination von !Ia aus (31) und (32) 
eine Gleichung in !l1' !l2 und !I/. veranlässt, welche eine Kurve vom 
Grade mn' darstellt, während die Gerade ,!J4 = 0 diese Kurve nul' 
im einzigen «mn' - m'n)-fachen) Punkte Y2 trift't. 

In der ursprünglichell Fassnng lautet diesel' Schluss: 
Damit eine }'unktion 

vom Grade 11ln' als durch die Elimination von 10 aus 

f (101' w) - (Ui 101 + ao)''' - (bi 1V1 + bw + bu)" = 0, 

1'( , -) - ( , '+ ,)"" (b"+ b-'- +b ')n' 0 101 , W = ai 101 ao - 1 w1 'W 0 = 

entstanden zu betrachten sei, ist es nötig (nicht ausreichend) dass 
mn' > m'n sei, nnd dass das Diagram von ~1 nur den (mn' -m'n)
fachen nnendlich fernen Punkt der w' -A xe mit del' unendlich ferne'll 
Gerade gemein habe. 

Von den Kegelschnitten kommen nur die Parabeln in Betracht, von 
den kubischell Kurven nur die, welche im Unendlichen auf der Axe 
der Ordinaten einen Wendepunkt oder einen Rückkehrpunkt haben, 
dessen 'rangenten mit der nnendlich fenten Gerade znsammenfällt. 

Wil' wenden uns jetzt dem Falie 0 zu. 

c. , , , d 11Z m' 
mn = m 11 0 er - = -. 

n n' 

Es sel p der grösste gemeine Teiler von 1Jl nnd 1l, p' derjenige 
von m' nnd n'. Man hat alsdann 

Verband. der Kon. Akad. v. Wetenscb. (ie Sectie) DI. X. B 31 
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m=pp., n=pll, 
I I I m'=pp., n =pll, 

m m' p. 
;; = n' =;. 

wo I!:.- einen unhebbaren Bruch darstellt. 
11 

Die Gleichungen (31) nnd. (32) lassen sieh nun folgendermassen 
schreiben : 

oder 

l/iPfJ. - (C1Y1 + CaYa + c4y,.)p· Y4P(fJ.-.) = 0, 

Y2P'fJ. - (C2
/
Y2 + ca'Ya+ C4'y,.)P'·Y4P'(fJ.-.)= 0, 

yifJ. - (1/ 1) (Ci Y1 + CaYa + C4Y4)· y 4fJ.-· ~ 0, . (37) 

y2fJ. - (1/"i) (C2'Y2 + ca'Ya + C4'!l4)· y4fJ.-· = 0.. (38) 

Wir haben also p Gleichungen (37) mit p' Gleichungen (38) zu 
combiniren. Unter allen diesen Combinationen, wollen wir nur die
jenige behandeln, wofür 

Wir finden alsdann nach Elimination von !/3. (siehe (35)): 

fJ. fJ.-. fJ. fJ.-. 
ca' Y1· - ca' (C1Y1 + C41J4)Y~-·- = cayi' - C3(C2'Y2 + C4'Y4)!14-·-, 

oder 

fJ. fJ. fJ.-. 
ca' ijI;- CaY2-; + 1- ca' C1Y1 + CaC2'Y2 + (cac,,' - ca'(4) Y4IY4-·-= O. (39) 

Diese Gleichung ist nach Rationalisirung vom Grade P.II. 
Durch die Elimination von Y3 aus (31) nnd (32) finden wir 

also, in der Annahme mn' = m'n, pp' Gleichungen (39) vom Grade (Lil. 

Da wir im Allgemeinen solche Gleichungen, wie (31) und (32), 
wo 11l und n', oder m' und n' unter sich teilbar sind, ausser Be
tracht lassen, so handelt es sich urn zwei Gleichungen (31) und 
(32), wo m = m' = p. und n = n' = 11 Cp. und v unter sieh unteil
bar). Durch die Elimination von Y3 ergiebt sieh alsdann eine Glei
chung von der :Form (39), welche eine Kurve vom Grade p.v 
darstellt. Die Sehnittpunkte dieser Kurve mit Y4 = 0 werden dureh 
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I-' I-' 
I -; -;; 0 

Ca 1/1 - ca1/2 = , 

oder 

bestimmt. Die Gerade 1/4. = 0 hat also an fJ- Stenen einen II-fachen 
Schnittpunkt mit der Kurve. 

Dm das Verhalten diesel' Schnittpunkte zu erörtern verlegen wir 
eme Coordinatenecke in einen diesel' Pllnkte, setzen abel' vorher 

wonach (39) sich ,verwandelt in 

I-' I-' I-':-V 
711-'1/1--;=721-'!/~ + !c1711-'!/i-c2'721-'!/2 + (c4711-'-C4'7:i")Y4Iy,,-v -= 0, 

oder 

I-'(v-l) 

711-'v!/11-' = 72I-'v!/21-' + 1I%I-'(v-1) !/2-v-!C1 711-'Y1- C/721-'Y2 + 
I-'-V 

+ (c4711-' - c4'721-')!/41!/4_V- + ..... 
Jetzt setzen WIr 

und bekommen sodann 

I-'(v-l) 

7rY21-' + fJ-72(1-'-1)v!/21-'-1!/t' + ... = 7·r!/21-' + 11721-'(v-1)!/2---X 
I-'-v 

X !CQ11-'-v')'2V!/2+ C1711-'-V!/t'-cz' 7:,lJ!z+(C4711-'-C",' 721-')!/41!/4-v-+ ... 

Der Exponent der höchsten Potenz von !/'l. ist nun entweder 
fJ-- 1I 

fJ- - 1, oder fJ- - ---. 
v 

fJ-- 1I 
a) --> 1, oder fJ- > 2v; es ist !/21-'-1 die höchste Potenz 

v 
von Y2' 

Der Punkt Y2' (yt' = 0, .0/4 = 0) ist ein v-fachel', dessen sämmt
liehe Tangenten vereinigt sind in Y/ = 0, d. h. in der Verbin
dungslinie dieses Punktes met Y4' Es hat diese Tangente in ihrem 
Bel'ührungspunkte fJ- -v Punkte mit der Kurve gemein. 

B 31* 
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P.-II 
b) - -- < 1 

11 ' 

fL- V 

oder p. < 211; es ist !h v die höchste Potenz 

von !h. 
Der Punkt Y2' ist jetzt ein (p. - II)-facher, dessen Tangenten 

allemit !/t. = 0 zusammengefallen sind; diese Gerade hat im Be
rührungspuokte 11 Punkte mit der Kurve gemein . 

p. - 11 . 
c) -- = 1, oder p. = 211; also p. = 2, 11 = 1, wonach (39) 

11 

lautet: 

und demnach einen Kegelschnitt darstellt. 
Wir wollen diesen Fall nicht weiter erledigen, da wir zunächst 

die quadratische GleicllUng eingehend erörtern werden. 
Die letzten Ergebnisse zusammenfassend, können wir behaupten, 

d~ss die durch die Elimination von 1/3 aus (31) und (32) erhaltene 
Gleichullg bei der Allnahme tIl = m' = p., n = n' = 11 eine Kurve 
vom Grade P.II darstellt, welche für p. > 2 v mit der Gerade 
J/ ~ = 0 p. v-fache Punk te gemein hat, deren einzige Tangenten sich 
alle in y~ treffen und in ihren Berührungspunkten je p. - v Punkte 
mit der Kurve gemein haben, dagegen füI' 11 < p. < 211 mit der 
Gerade J/4 = 0 P. (p. - II)-fache Punkte gemein hat, deren jeder 
J/Ij, = 0 als Tangente mit II-fachem Con takte hat. 

Übersetzen wir dies in die ursprüngliche Fassung, so folgt: 
}'ür Behandlung mit der Strahlencongruenz WfL = w'v vermöge 

der Gleichungen (31) und (32) kommt in Betracht: 
10 für p. > 211 ein Diagram vom Grade P.II, welches im Unend

lichen p. II-fache Punkte hat, die sich aus einer Binomialgleichung 
ergeben , und deren Asymptoten alle nach dem Ursprung cOilvergiren; 

20 für v < p. < 211 ein Diagram vom Grade p.v, welches im 
Unendlichen fJ. (p. - v)-fache Punkte hat, welche durch eine Bino
mialgleichung hestimmt werden, und deren sämmtliche 'rangenten 
im Unendlichen liegen, und eine v-fache Berührung aufweisen. 

~ 5. Wir wollen jetzt die Darlegungen des vorigen ~ nur auf 
ltJ/perboliaclten Congrue,)tzen anwenden. Wir haheo demnach den 
Funktionen 0/, 0/' und cp diese Formen zu erteilen: 

0/(10,10') - wYJIw'n - 1 = 0, 
.1.' , • ,. 1 () 't' (10,10 ) - wnt 10 n - = , 

cp Cw, 10') _10MtO'N - 1 = O. 
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Die Funktionen f, f' nnd F erhalten somit die folgende Gestalt: 

f(W f , iV) - (af Wf + a 'u; + ao)'"(bf 1Vf + Ow + bot - 1 = 0, 
f( , -')- ( , '+ -,-, 1- ')ti!'(b' , + 'P-'+ b ')n' 1 0 Wf ,W · = af Wf a 11) aO 1 Wf () W 0 - = , 

PC:;;;, iV') (aw + bm' + C).ll (a'iV+ b'w' .+ C')N - 1 = O. 

Wir setzen voraus 

m>n, m'>n', M> N. 

(40) 
(4] ) 

(42) 

Die Elimination von w nnd m' ergiebt irn AlIgcrrieinen eme 
Gleichung vom Grade (m + n) (m' + n') (kj + N) in W 1 und Wf', 

d. h. es ist "'f (Wf , 10/) = 0 irn AIIgemeinen vom Grade 
(m + n) (lIL' + n') (M +. N). 

Der Grad ist sonach eine Zahl LUit drei rreilern. Es handelt 
sich wieder um die :Frage, in welchem Falle dieser Gmd ernie
drigt wird. 

Wir bringen zuvor die Gleichungen (40), (41) und (42) in diese 
Form: 

Es stellt f = 0 einen Raull1 vom Grade m + n dar. 
Die Ebene (,z'ö . . 0, (p) = 0) ist eine m-fache und hat (p) = 0 

als einzigen Berührungsranm. 
Die Ebene (,z'j = 0, (q) = 0) ist eine n-fache nnd hat (q) = 0 

als einzigen Berührungsranm. 
Die Betrachtullgen betreffende f' = 0 nnd F - 0 sind völlig 

analog. 
Es fragt sieh auch hier, ob die Gerade Xs X4 einell PUllkt mit 

der vierdimensionalen Schnittkurve gemein hat. 
Der Raum f = 0 schneidet Xa X4 irn (m + n)-faehen Punkt X4 , 

wenn nicht P3 :.....- 0 oder qa = O. 
Ist Pa . 0, so ist Xa X4 eine m-fache Gerade von f = 0; qa = 0, 

ergiebt Xa X4 als eine n-faehe Gerade. 
Wenn man sowohl Pa = 0 wie qa = 0 hat, so kallll f = 0 in 

m + n linearen Gleichungen r1,z'f + rö,z'5 zerlegt werden. 
Der Raum f' = 0 schlleidet Xa X. im (m' + n')-fachen PUllkt 

Xa, wenn nicht P4' = 0 oder q,,: = O. 
Hat man p,,: = 0, so ist XaX4 eine 1Il'-faehe Gerade; q4' = 0 

macht XaX4 zu einer n'-fachen Gerade. 
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Ist zugleich ])4.' = 0 und q4.' = 0, 80' ist f' = 0 in m' + n' 
Gleichungen 'r2' iX2 + 'r5' iX5 = 0 zu zerlegen. 

Der Raum F= 0 trifftX~XI} M mal in S(PaiXa + P4,iX4, = 0) 
und N mal in T(QaiXa + Q4iX4 = 0). 

Ist Pa . 0, so ist Xa eil1 M-facher Punkt; für Qa = 0 wird 
Xa eil1 N-facher Punkt; Plo = 0 ergiebt X4 als einen M-fachen 
Pllnkt; Q4, = 0 macht X4 zu einem N-fachen Pllnkte . 

. Wenn S mit T identisch ist, so hat man Pa: Q3 = PI} : Q4' 

Setzen wir P3 iXa + P,.iXlj, =!Ja, so ist QJiXa + Q4 iX" = P!/3, won ach 
die Gleichung F = 0 in M + N Gleichungen Ra!la + RiJ iX5 = 0 
zn zerlegen ist. 

Die Berührungsräume coincidiren niemals. 
Schneiden die Räume sich in Xa, so sind die Bedingungen 

Pa = 0 oder q3 = 0 

und 

P 3 = 0 oder Qa = 0 

zu erfüllen. 
Die Combination ])3= 0, Pa = 0 ergiebt X3 als einen 11lM(m' + n')

fachen Punkt. Der projizirende Raum ist nun vom Grade 

(m+n)(m' +n')(M+N)-1Jul1(m' +n')=(m' +n')(mN+nM +nN). 

Diese Zahl hat mindestens zwei .Faktoren. 
In derselben Weise finden wir, dass auch die anderen zu Xa 

ge~örenden Combinatiollen, ulld ebenso, dass alle zu X" gehören
den Combil1ationen Zahlen von mindestens zwei Teilern veranlassen. 

Wenn der Schnittpunkt mit S identisch ist, so ist dieser Punkt 
ein ?Jtm'M-facher. Der projizirenrle Raum ist alsdann vom Grade 
(m + n) (m' + n') (M + N) -11lm' M, also mindestens vom 7ten Grade. 

Auch dieser I!'all findet deshalb für UBS keine Anwendung. 
Wir schliessen daher, daas auch hier keine Gleichung von me

drigerem Grade abzuleiten ist. 
Wir wollen uns deshalb mit den zwei Gleichungen 

f(Wf' Ui) = (af Wj + aw + ao)'" (hf wf + bw + bot - 1 = 0, (43) 
f'(Wi', 10) -- (a/wi' + a'1O +ao')''''(bf'wf' + 'b'w +bo't'- 1 = 0 (44) 

beschäftigen, oder mit den homogenen Formen 
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Die Fläche ! = 0 ist ein Kegel mit X2 als Spitze. 
Die Gerade «1') = 0 , tlJlj. = 0) ist eine m-fache Kante mit (1') = 0 

als einziger Berührungsebene. 
Die Gerade «q) = 0, tlJlj, = 0) ist eine n-fache Kante mit (q) = 0 

als einzigel' Berührungsebene. 
Analoges ergiebt sich für j' = O. 
Die Schnittkurve ist vom Grade t1lt + n) (m' + n') 
Wir fol'dern wiederum, dass X 3 auf diesel' Kurve 1iege, 
Dann hat man die Bedingungen 

P3 = 0 oder q3 = 0 , 
und 

Pa' = 0 oder q3' = O. 

Die Combinatiol1 1'3 = 0, P3' = 0 giebt X 3 als einmi 1ll1Jt'-fachen 
Punkt. Der projizil'ende Kegel ist alsdann vom Grade 

(m + n) (m' + n') - lIlm' = mn' + m'n + nn'. 

Behalten wir die Annahme 

1Jl ?: n, m' >- n' , 

so leuchtet ein, dass die Combinatiol1 P3 = 0, 1'3' = 0 eine Pro
jektionskurve vom niedrigsten Grade liefert; diesel' Grad is wenig
stens 3. 

Wir wollen diesen FaU eingehend betrachten, 
Für 1'3 = 0, Pa' = 0 lauten die Gleichungen: 

!(tlJt,tlJa,tlJ4)=(Ptf.Ct + 1'", f.C1j,)'n (qttlJ1 + q3f.Ca + q",f.C,.t-f.C4",+n = 0, 
j'(flJ2, f.Ca,f.C,.) = (P2' f.C2 +1',.' f.C4)/U' (q2'tlJ2 + Q3'Xa + Q4'f.C,.t' - f.Ct"+n' = 0, 

Die Coordinatentl'ansfol'mation 

Ptf.C1 + p,.f.Clj, =!!t, 
P2'f.C2 + plj.'f.C~ = 1/2, 

tlJa =!l3' 
f.C1} = !I I} 

verwandelt die obigen Gleichungen in die folgenden: 

Die Eliminatioll von !l3 liefert 

(47) 
(48) 
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Ul m'+n' m' m+n "1 nL' 

Ca!/?!/il----:n' -C3'!//i: !/",-n + !Ca'C1!/1-C3C2'!/2+(C3'Co\-CJ~"")!/41!/1nJ'}i;- = 0. · (49) 

Diese Gleichung stellt.eine Kurve vom Grade 11ln' +m'n+nn' dar. 
Der Punkt Y1 ist ein nz'n-facher; seine Tangenten sind mit der 

Gerade !/2 = 0 zusammengefallen, welche in ihrem Berührungs~ 
punkte Y1 (m' + n') n Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Der Punkt Y2 ist ein mn' -fachel", während seine 'fan genten in 
der Gerade !/1 = 0 vereinigt sind; diese Gerade hat in Y2 (nz+n)n' 
Punktc mit der Kurve gemein. 

Die Gemde ~ Y2 schneidet die Kurve ausserdem n' mal im Punkte 

Dieser Punkt ist ein nn'-fachel"; seine einzige 'fangente ist durch 

C;/C1!/1 -- C3Cz'!/2 + (ca'c", - CJ C,.')!Io\ = 0 

angewiesen; diese Gerade hat, falls m'n> 11tn', in ihrem Berührungs
Punkte (m' + n')n Punkte und falls mn' < m'n, (m + n)n' Punkte 
mit del' K Ul've gemein. \ 

Der Puukt Y4 ist ein m' n- oder ein 11ln' -facher, je nachdem 
m' n < lIIn' oder m' 1t > ?IIn' ist, 

A. 
, 

m nz 
m'n <.lIln', oder 1< - ; 

n n 

der iJunkt Y.j. ist cin m' n-facher; seine Tangenten sind in 1/2 = 0 
vereinigt, welche in ihrem Berührungspunkte Y", mn' Punkte mit 
der K urve gemein hat. 

B. 
, 

m 11l 
m'n> 11ln', oder -ï > -;. 

n n 

der Punkt Y.j. ist cin 11111' -facher; seine 'fangentell sind in !f1 = 0 
vereinigt, welche in ihrem Berührungspunkte 1'4 m'n Punkte mit 
del' Kurve gemein hat. 

c. m' n = 1lln' , 

, 
1Jl 1Jt f.l. 

odel' I = - = - . 
n 11 11 

Wir nehmen wiederum an, dass f.l. und v unter si eh unteilbar sind. 
Die Gleichllng (49) erhält diese Gestalt: 

file://-/-trin-/-nri
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Die Kurve ist vom Grade (2 fJ. + 11) 11. 

Del' Punkt YIJ, ist ein fJ.1I-facher; seine Tangenten sind durch 

oder 

Cl !JiJ, - C3'Y!I·iJ. = 0 

bestimmt uud demnach zu je 11 in fJ. Geraden vereinigt. Die Rech
ll11ng weist nach, dass jede diesel' Tangenten in YIJ, fJ. (11 + 1) 

. Punkte mit der Kurve gemein hat. 
Die Gerade Y1 Y2 schlleidet die Kurve noch im 1I'l-fachenPunkte 

dessen Tangente durch 

angewiesen wird, und in ihrem Berührungspunkte (fJ. + 11) 11 Punkte 
mit der Kurve gemein hnt. 

Indem wir unsere Ergebnisse kurz wiedel'holen, dürfen wir 
sagen, dass durch die Elimination von !/a aus (47) und (48) eine 
Kurve vom Grade 11ln' + m'n + n.n' entsteht, welche in Yf einen 
m'n-fachen Punkt hat mit !/2 = 0 als einziger Tangente, während 
diese Gerade in ~ (m' + n') n Punkte mit del' Kurve gemein hat, 
- welche in Y2 einen 1Jm'-fachen Punkt hat, dessen !/1 = 0 die 
eillzige 'fangente ist und in ihremBmübrungspunkte Y2 (111 + n) n' 

Punkte mit der Kurve gemein hat, - welche auf Y1 Y2 noch einen 
i 

, L' h P k b d .. T f" m m ( + ) , nn -lac en un t at, essen emzlge angente ur - > - m n n , 
n n 

" . 1Il m' , I ,,11t m' fJ. 
fur - < --, (m + 11)n, und fur. - = --, = - (fJ. + 11)11 Punkte 

n n n 'ft 11 

mit . der Kurve gemein hat, - und welche schliesslich in Yi.:-
I 

falls 1Jt > m" einen m'n-fachen Punkt hat, dessen einzige Tangente 
1Z 'ft 

!/'!. = 0 ist und in Y4 mit der Kurve mrt' Punkte gemein hat,-
I 

L' 11 m 1Jt. , L' 1 P k h . 0 1 . . Ja s - < --" emen 11t1l-1RC len lUl t at, mlt 1/1 = as emzlger 
'ft n 

Tangente, während diese in YIJ, mit der Kurve m'n Pllnkte gemein 
11l m' fJ. 

hat, - falls - = ,. = - einen fJ.1I-fachen Punkt hat mit fJ. ver
n n 11 
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schiedenen II-fachen Tàngenten, deren jede in ~ mit der Kurve 
IJ. (11 + 1) Punkte gemein hat. 

Oder, in der nrsprünglichen ·Fassung: 
Die Behandlung mit den Strahlencongruenzen wm w'n = 1 und 

wm'w'n' = 1 vermöge der Gleichungen (43) und (44) ist anzu
wenden auf: 

ein Diagram vom Grade rJlu' + 1llU' + uu', das im Unendlichen 
auf der w'-Axe einen m'u-fachen Punkt hat mit der w-Axe als ein
ziger Asymptote, während diese in jenem Berührungspunkte (m' + u')u 
Punkte mit dem Diagram gentein hat, -. das im Unendlichen auf 
der w'-Axe einen mu'-fachen Punkt hat, mit der w'-Axe als einziger. 
Asymptote, welche in diesem Berührungspunkte (m + u)u' Punkte 
mit dem Diagram ge me in hat, - das im Unendlichen noch einen 

un'-fachen Punkt hat, dessen Tangente fur m > m; (m + u)u', für 
u u , , 

m m '+' d f m tJt IJ. k' - < -, (m u ) u un ür - = -, = - (IJ. + 11) 11 Pun te mlt 
u u u U 11 

dem Diagram gemein hat, - nnd das schliesslich im Ursprunge:-

falis 1IZ > m:, einen m' u-fachen . Punkt hat, dessen Tangenten alle 
1t n 

mit der w-Axe zusammenfallen, welche in diesem Berührungspunkte , 
'p k . d K . h &11 1Jt 

1Jt • mu un te mlt er urve gemeIll at, - la s - < -" emen 
u u 

mu'-fachen P·unkt hat, dessen rrangenten alle mit der w'-Axe Zlisam
menfallen, während diese in -dem vorliegenden Berührungspunkte 

, P k . d K . h & 11 m m' IJ. . 1Jl U un te mIt er urve gemem at, - la s - = - = -, elnen 
n ft 11 

IJ.II-fachen Punkt hat, von dessen Tangenten je 11 in fL Geraden ver
einigt sind, welche dm'ch eine Binomialgleichung bestimmt sind, 
und deren jede im Ursprunge fL (11 + 1) Punkte mit der Kurve 
gemein hat. 

~ 6. Wir wollen schliesslich gewisse Combinationen von ltyper
boli8clteu und paraboli8clten Congruenzen betrachten. 

Es sind, bei drei gegebenen Funktionen / = 0, / I = 0 und 
F= 0 zwei Voraussetzungen möglich, n.1 zwei Funktionen para
bolisch und diè dritte hyperbolisch, oder zwei Funktionen hyper
bolisch und die dritte parabolisch. Aus dem Vorhergehenden wird 
ersichtlich sein, dass in Bezug auf die Erniedrigung des Grades 
des projizirenden Raumes, die drei Funktionen / = 0, /' = 0 
und F = 0 gleichbedeutend sind; wir haben uns also nur mit 
zwei }'ällen zu beschäftigen. 
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Diese Untersuchullg wird hier nicht eingehend beschrieben wer
den, weil sich dabei kein neues Moment darbietet. Es genüge zu 
bemerken, dass die vielfachen Ehel1en der hyperbolischen Räume 
niemals mit denjenigen der parabolischen Räume den Berührungs
raum genlein hahen, wonach die Sil1gularität eines eventuellen · 
Schnittpunktes auf XaX4 immer von niedriger Ordnung bleibt. 
Diese Ordnung ist z. B. mM(m'-n'), oder m'N(m-ri), u.s.w. Der 
Grad des projizirenden Raumes ist jedenfalls noch immer eine 
Zahl mit mindestens zwei Teilern. Wir lassen demnach diesen }'all 
ausser Betracht und wenden uns dem Falie zweier Funktionel1, 
einer h!Jperbolischen und einer parabolischen, zu. 

Es sei gege ben 

f (wi , Ui) (ai w + ä w + ao)m (bi w + bUi + bot = 0 , 

j '( , -) = ( , + -,- + ')/Il'(b' + b-'- + b ')n' - 0 Wi ,W - ai W a w aO i WWO - , 

oder in homogener Form 

(51) 

(52) 

Soll jede diesel' Flächen den Punkt Xa enthalten , so muss den 
Bedingul1gen 

oder den Bedillgungen 

qa = 0, Pa' = 0 

genügt sein. 
Weil die Zahlen 1JZ und n gleichwertig sind, so diirfen wir uns 

auf einen dieser }'älle heschränken. Wir setzen also voraus 

Pa = 0 , Pa' = O. 

Durch Coordinatentransformation gelangen WIr zu 

Die Elirnination von !Ja ergiebt 

(55) 

(56) 
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Diese Kurve ist vom Grade mn' + m'n (weil tn' > n' und 1Jt > n 
ist, so· ist der niedrigste Wert dieses Grades 3). 

Der Punkt Y1 ist ein n (m' - n')-facher; seine einzige Tangente 
ist 7/4 = 0; sie hat in Yt m'n Punkte mit der K urve gemein. 

Der Punkt Y2 ist eiu 11tn'-facher; seine einzige 'l'angente ist 
1/1 = 0, welche in Y2 mn' + m'n Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Der Punkt ~ gehört der Kurve nicht an. 
Wir behaupten daher: 
Für Behandlung mit den Strahlencongruenzen wmw'n = 1 und 

wm' =w'n', vermöge der Gleichuugell (51) und (52), kommt in Betracht: 
ein Diagram vom Grade '!nn' + m'n, das im Unendlichen auf 

der w-Axe einen n (tn' - n')-fachen Punkt hat, mit der unendlich 
fernen Gel'ade als einziger 'fangente, während diese im vorliegenden 
Berührimgspunkte m'n Punkte Dlit dem Diagram gemein hat, -
oder das im Unendlichen auf der w'-Axe eillen mn'·fachen Punkt hat 
mit der w'-Axe als einziger Tangente, währeud diese in ihrem Be
rührungspunkte mn' + til' n Punkte mit dem Diagram gemein hat. 

~ 7. . Der Vollstäudigkeit wegen habell wir noch den Fall einer 
Gleichung f = 0 zu erörtern, wo Ui durch Wi' ersetzt wird. Be· 
trachten wir zuerst die parabolische Gleichung 

Das Diagram ist offenbar eine Kurve vom Grade m, welche im 
$chnittpunkte der Geraden aWi + a'wt' + ao = 0 und bwi + b'wt' + 
+ bo = 0 einen n-fachen Punkt hat, mit ' letzterer Gerade als 
einziger Tangente, - und welche im unendlich fernen Punkte 
der Gerade aWt + a'wt ' + ao = 0 einen (m - n)-fachen Punkt hat, 
mit der unendlich fernen Gerade als einziger Tangente. 

Dagegen weist eine hyperbolische Gleichung, z.B. 

als Diagram eine Kurve vom Grade m + n an, welche im unend
lich fernen Punkte auf aWi + a' wt' + ao = 0 einen m-fachen Punkt 
hat, mit dieser Gerade als einziger Tangente, während die Ge· 
rade bWt + b' w/ + bo = 0 die einzige Asymptote eines n-fachen 
unendlich fernen Punktes ist. 

~ 8. In den vorhergehenden Pnragraphen haben wir die Frage 
erledigt, . welchen Bedingungen das Diagram VOD 0/1 (Wi' w/) = 0 
genügen muss, daruit diese Gleichung zu einer EI'örterung mittels 
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einer oder zUJeier parabolischen oder hyperbolischen Strahlencongru
enzen geeignet sei. 

Es leuchtet ohne Weiteres ein, dass wir das erhaltene Diagram 
noch urn einen willkürlichen Betrag verschieben und jede de'r 
Coordinatell in einem willkürlichen sogar imaginären Verhältnisse 
vergrössern dürfen. 

Alle einem solchen Diagramme aufgelegten Bedingungen sind 
überhaupt einer Vergrösserung jeder der Coordinaten fähig, während 
bei der Coordinatentransformation von flJk in !Ik das Prinzip der 
Verschiebung schon herangezogen ist. 

~ 9. Die Gleichung zweiten Grades. 
Wil' wollen, auch im Folgenden, die verschiedenen Gleichun

gen der geometrisch en . Eigensehaften ihrer Diagrammen naeh un
terscheiden. 

Statt w und w' werden wir uns naehher häufig von flJ und !I 
bedienen. 

Betrachten wir zuerst die Gleiehung der Parabel. 
Es sei gegeben 

Wir erkennen in dieser Gleichung unmittelbar die Form 

(aw + a'tv' + au)''' - (bw + b'w' + bJt = 0 

(siehe S. 492); wir benutzen deshalb die Strableneongruenz 

kw' = w2
, 

wo der Faktor k der , Homogeneiteit wegen eingefübrt ist. 
Wir setzen nun 

ao flJ + bull = w, 

ai [J} + biJl + C2 = kw'. 

Die 'rransformatioll 

file://-/-ctiX-/-biy
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ergiebt 

wonach 

oder 

ai = !cao', 

bi = !cbo' 

a0 31' + boY = w, 

ao'31' + bo'!/ = ui, 

1. , , 1. , 
ao Uo - ao uo, - ao + ao , !I = ,w , W. 

ao-ao ao-ao ao-ao 

Setzen WIr noch 

wonach 

so folgt 

ao bo' - . a~' bo = {3 , 
ao -ao 

bo' 
b' b = I-p, 
0- 0 

-a'o 
--7, =l-q, 
ao-ao 

31" = a:c' = pw' + (l -p)w, 

!lil = {3!1' = qw' + (1 - q) w. 

In dieser Weise ist die gegebene Gleichung der Congruenz 
lew' = w2 angepasst. 

Die hier angewandte Rechnungsweise würde scheitern, wenn 
die Grössen p und q unendlich gross wären, oder wenn eine der 
Grössen tt. und {3 unendlich gross oder null würde; die Bezie
hungen 
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bo' - bo = 0, 

ao'-ao = 0, 

aobo' - ao' bo = 0 

dürfen also nic/tt erfüllt sein. 
Die letzte Gleiehung bedingt 

sie würde besagen, dass die Gleiebung der Parabel zwei paralIele 
Geraden darsteIlte ; dies ist aber ausgesehlossen. 

Den Gleichungen bo' = bo und ao' = ao, oder bi = Ho und 
ai = leao kann vorgeheugt werden, indem man einen anderen Wert 
für le wählt; aueh hierin bralleht aha keine Schwierigkeit zu liegen. 

Beispiel. Man fragt naeh der Bahn von !I, wenn fl} die reelIe 
Axe besehreibt. 

Aus 

fl}' = fl} - ~, 
." , 

fl} = ct.aJ , 

wo ~ und a. beide reell sind, folgt, dass au eh fl}" die reelle Axe 
besehreibt. 

Die Ebene von fl}" wird in der Höhe ph parallel zur Abbildungs
ebene [w ] gestellt. 

Den Bezeiehnungen III homogenen Coordinaten entsprechend, 
haben wir alsdaIlll 

fl}3 h-z l-p 
{J.=-=-- =-"-

fl}4 Z iJ 

Die Ebene von !I" wird durch 

angewlesen, wenn 11 sieh ergiebt aus 

l-q 
11=-- · 

q 

Es handelt si eh nun offenbar um die Regelfläche der Gerade 

fl}1 - fl}2 = 0, 

fl}a - {J.flJ4 = o. 
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Dies@ Regelfläehe besteht aus der 2-faehen Ebene der re,ellen 
Axen, aus der einfaehen Abbildungsebene [w ] und aus der kubi
sehen Regelfläehe (siehe S. 126, ai = 1 , a:,! = - I , aa = a4 = 0) 

(Xi - X"l.? X" - 2 ~Xi + X2) (~3 - fLc7J4? -, fL(2xa -. fLx,,) (31;1- fJ-al,,)2= O. 

Der Sehnitt dieser Fläche mit der Ebene aJ;I = VXIj, besteht aus 
der unendlich fernen Gerade und sus dem Kegelschnitte 

der also in cartesischen Coordinaten d ureh 

2 + le(p - q? X + le2(l-p)(2p-q-pq)(p-:- q)2 _ 0 
y . p2 q pit q - , 

oder 

y2 = 2 1Jl (aJ - t) 

dargestellt wird. 
Die Bahn von !I" ist daher eme m Bezug auf die reelIe Axe 

symme~rische Parabel. 
Die Transformationen 

" 0. 1 Y = t-Jy 
I 

Y = y- J1 

vergrössern diese Parabel. gleichförmig und verschieben sie längs 
der reellen Axe, wobei sie in Bezug auf diese Axe symme
trisch bleibt. 

AIso: die Bahn, welche die Ordinate r beschreibt, wenn aJ die 
reelle Axe durehläuft, ist aus einer in Bezug auf die reelle Axe 
symmetrisehen Parabel, aus der reellen Axe selbst und aus der 
unendlich fernen Gerade zusammengesetzt. 

Wenn wir sIso in der Gleiclmng 

die Abscisse X alle reelIe Werte von + 00 an durchlaufen lassen, 
so werden jedem Werte von X während einiger Zeit reelIe Werte 
von y entsprechen, und zwar so lange, bis die rrangente der y-Axe 
parallel geworden ist; in diesem Augenblicke verlässt die Ordinate 
in ibrer complexen Ebene die reelle Axe und bewegt sich weiter 
längs einer Parabel. 

So bald aJ einen unendlich grossen Wert erhält, ist die Tangente 
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wiederum der !!-Axe parallel geworden; die Ordinate verlässt sodann 
die Parabel und kehrt (längs der unendlich fernen Gerade) zu der 
reellen Axe zurück. Indemwir dieses Verfahren wiederholen , dür
fen wir die Ordinate, wenn sie zum zw.eiten Male die Parabel 
betritt, längs dem anderen rreil diesel' Kurve fortbewegen, won ach 
sie abermals (längs der unendlich fernen Gerade) in die reelle Axe 
gelangt. 

Bei dieser Wiederholung dürfen wir auch die l'eellen Wel·te der 
A bscisse den anderen reellen Werten der Ordinate zuordnen. 

In Fig. 18 (hinten angefügte Figurentafel) sind die entsprechende 
Punkte der Diagramparahel und der Bahn der Ordinate durch über
einstimmende Ziffern angewiesen. 

Jeder Punlct der Diagramparabel , d.h. jede Combination (x, !!) 
wird natürlich durch einen Strahl vertreten; diesel' Strahl umhüllt, 
sofern · der reelle Teil des Diagrams beschrieben wird, eirien Kegel
schnitt in der Ebene der reellen Axen; sobald der Punkt (x, !!) 
aber den reellen Teil verlässt, betritt der Strahl die kubische 
Regelfläche. Auch hierbei können wir 'dem Strahle eine stetige 
Bahn anweisen. 

Wir wollen jetzt die Gleichung des Mittelpunktskegelschnittes 
erledigen. 

Durch eine Versehiebung lässt sieh der Mittelpuukt stets in den 
Ursprung verlegen. ·Wir werden auch aussehliessliehdiese Lage 
betrachten. 

Es sei also gegehen 

Falls die Gesammtheit der quadratischen Glieder in reelIe Fak
toren zerlegt werden kann, ist die Behandlung sehr einfaeh. 

Wir hetrachten alsdann die Gleichuug 

(aal + b!!) (a'x + b'!!) - c2 = 0, 

wo a, b, a', b' und c reelle Werte haben. 
Wir setzen nnn 

aal + b!/ = w, 
I + IJ I ax u!/=w, 

und können. offenbar die Congruenz ww' = c2 anwenden . 
Wir finpen sodann 
Verband. der Kon. Akad. v. Weten8cb. (1' Sectie) Dl. X. B 32 
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oder 

b'w- bw' 
m= b' 'b' a -a 

, + ' -aw aw 
l/ = --,--,-, 

ab -ab 

ab'- a'b bi -b I 

7~b m=7/_b w + bi_bw, 

ab' - a' b - a' a 
-----:,-l/ = . , w + ,w'. 
a-a a-a a-a 

Setzen wir noch 

ab' - a'b ab' - a~b = {3 .• 
b'-b =(t, a-a 

-b a 

h~=P, --,=q, 
-u a-a 

wOl1ach 

b' -a' 
b'=- b = 1 -p, a _ a' = 1 - q, 

so bekommen WIr 

mi = (t[JJ = pw' + (l - p) w, 

:1/ = {3y = qw' + (l - q) w. 

Diese Zerlegul1g der' gegebenel1 Gleichung würde scheitern, wenn 
eine der · GrÖss.en p und q unendlich gross wäre, oder wemi eine 
der Grössen (t und {3 unendlich gross oder null wÜl'de; es gälte 
dann eiue der Beziehungen 

b'-b= 0, 

oder 

a' -- a = 0, 

oder 

ab'-a'b = o. 

Diese letzte Bedingung ist aber l1iemals erfüllt, da sie ausdrückt, 
dass das quadratische Glied ein Quadrat ist. 

Die . Gleichung bi - b = 0 oder a' - à = 0 kann beseitigt 
werden, indem man z. B. der Gleichung diese Form ve~leiht: 
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Ci x + ~.1/) (pn'x + pb'!!) - c
2 
=0. 

Damit ist die GleiehulIg der Hyperhel zur Amrendung der Con-
, ? • t 1 gruenz WIC = C" gemgne gewon en. 

Beispiel. )Iau fragt. die Bahll von x und !J, weun der Puukt 
(,v, 11) der Schnittpllllkt ist der Hyperbel mit den reellen Geraden 
eines . Strahlenbüschels mit reellem Scheitel P (X , Y). 

Urn diese Frage zu lösen, wollen wir zuerst untersuchen, wie 
eine reelIc Gerade durch eine Strahlencongruenz dargestellt wird. 

Die Gerade möge dureh 

w' = y(w - uo) 

angewiesen sein, wo y und Uo reelle Grössen sind. 
Wir haben auf S. 465 gefunden, dass die lineare Funktioll mit 

reellen Constanten dureh einen Strahlenbündel vertreten wird, des" 
sen Seheitel C in der Ebene der reellen Axen liegt und zwar auf der 
Gerade, welehe den PU!!kt Wo (wofür w = Uo gilt) mit 0' verbindet. 

Die Lage von C auf dieser Gerade wird dureh die Beziehung 

Wo C: (J C = 1 : y 

bestimmt. 
lst 1V = X, w' = Y (X und Y reelI) ein der linearen Gleichung 

gcnügendes System, so muss der Strahl X Y nach dem Punkte 
C zielen. 

Umgekehrt, soH 

w' = y (10 - uo) 

eine Beziehung sein, welche durch w· = X, w' = Y erfüllt wird, 
so muss der Scheitel C sich auf der Gerade XY befinden. 

Das System (X, Y) weist in gewöhnlichen eartesischen Coordina
ten einen reellen Punkt P an, w' = y (w - uo) eine reeUe Gerade. 

Die BedingUIIg , dass (X, Y) auf der Gerade w' = y (w - uo) 
liegen soU, wird also ersetzt durch die Forderung, dass C sieh 
auf XY befinde. 

Alle 1'eelle Gemden IC' ,= Y (w - 'IVo), welche 8ich in P (X, Y) 
treJlett, we1·den al8a ve1·treten dU1"ch die Ge8a1ll'flZtheit aller 8t.rahlen, 
'lOelche au! X Y rzehen, 

oder auch: 
jeder, reelle ader imaginäre, Punkt Q (w = ~ , w' = J1), welcher 

mit P durch eine reelIe Gerade verbunden wird, wird durch einen 
aul X Y. ruhenden Strahl dargeatellt. 

B32* 
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SolI ein solcher Punkt Q (;,.,) überdies einer anderen Kurve 
angehören, so mussdie Geracle;., zugleich ein Strahl derjenigen 
Congruenz sein, welche die Gleichullg der gegebenen Diagram
kurve vertritt .. 

Also: die Gesammtheit aller, reellen oder imaginären, Punkte 
einer gegebenen Kurve, welche mit P durch ei ne reelIe Gerade 
verbunden werden, oder auch: die Geaarnmtheit aller 8cltnittpunlcte 
der gegebenen Kurve mit dern reellen durelt P gelegten 8traltlen
bÜ8eltel wird dargeatellt durelt alle Strahlen der zugehörigen Con
gruenz, welelte au! der (in der Ebene der reellen Axen liegen den) 
Gerade X Yruhen. 

Es ist also unsere Aufgabe für die genannte Congruenz die 
amiale Regeljläehe der Gerade XY zu bestimmen. 

Wir wollen jetzt dieses Prinzip anwenden auf die Congl"Uenz von 

((Jfl} + b!!) (a'te + b'!!) - c? = o. 

Dureh die 'fransformation 

I te 
te= -, 

(I. 

wird diese Strahleneongruenz übergeführt 1ll die ,·on 

I 2 WW =c. 

Die Gerade X Y verwandelt sieh in die Gerade, welche den 
Punkt X' der te'-Ebene (z = pit) mit dem Punkte Y' der !!'-Ebene 
(z = qlt) verbindet. Diese (ierade X' Y' schneidet die Ebene [10 J 
in einem Punkte A (w = A) und die Ebene [W'J in einem Punkte 
B'(w' = B'). 

Vermöge der herbeigeführten . Substitutionen sind A und B' 
durch 

bestimmt. 

A=aX+bY, 
BI=a'X+b'Y 

Die axiale Regelfläche einer in der Ebene der reellen . Axe .lie
genden Gerade wurde auf S. 62 (Gl. (71)) abgeleitet. Wir haben 
in der dort gefundenen Gleiehnng (71) nur a durch A und b' 
durch B' zu ersetzen, und erhalten sodann die Gleiehung der bier 
in Frage kommenden Regelfläche. Diese Gleichung lautet: 
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B' . , AtlJ3+B'tlJ4 , -I , -I 
-tlJ3 , AtlJ1tlJa , AtlJ3 , tlJt- B 'tlJ4 
-tlJ3 , Atll2 tlJ3 ,tlJ2-B'x4, AtlJa 

=0, 

AtlJJ -B'tlJ4, (tlJt+tlJ2)tlJ,,-AtlJttlJ21 -AtlJ2 +2tlJl)" -AtlJ1+2tlJ4 

oder, nach Reduktion: 

tlJ1-tlJ2 ,cVt +tlJ2-2(AtlJ3+B'tlJ4) ,0 ,0 
tlJt +tlJ2-2(AtlJa-B'tlJ4), tlJt-tlJ2 ,-2tlJ3 , 2A(AtlJ3-B'tlJ4)tlJ3 

-2' ,0 ,B' ,-(AtlJa-B'tlJlJ,) =0. 
2A2tlJa-2(AlJ' -2)m4' 0 , -(AtlJa+ B'tllt,,), - AtlJt tlJ2+(tlJ1 +tlJ2)(A

2tlJ3+tlJlJ,)-
-2AIA2tlJa-(AB' -2)mlJ,ltlJ3 

Die Bahn von tlJ' befindet sich nun in der Ebene 

wenn 

1-p 
p.=--

p 

die Bahn von ,1/ liegt In der Ebene 

wenn 

l-q 
11= . 

q 

lndem wir diese Werte für tlJ3 in die obige Gleichung einsetzen 
und ausserdem 

h 
cVlJ,=-(=P oder q) 

z 

setzen , bekommen wir die bez. durch tlJ' und y' beschriebenen 
Kurven. 

Beide sind bici'l'culare KU'I'ven 4ten Grades mit einern Doppelpunkt. 
Dieser . Doppelpunkt Op., bez. Ow, ist der Schnittpunkt der Gerade AB' 
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mit der Ebene van a/, bez. lI'; er befindet sich auf der reeUen Axe. 
Die beiden KUl'ven sind symmetrisch in Bezug auf die reeUen Axen. 
Die Bahnen van tJJ und !J zeigen dieselben Eigenschaften. 
ln Fig. 1 9 (hinten angefilgte Figurentafel) sind dargestellt: 
a) die Gerade AB' mit der Fokalellipse in der Ebene €, 

h) die Diagramhyperbel mit den Transversalen durch P, 
c) die Bahil van tJJ', 
d) die Bahn van y'. 
Die entsprechenden PUllkte dieser Figuren sind durch die niim

lichen Ziffern angedeutet. 
lm Allgemeinen ist ein imaginäres II einem imaginären tJJ zugeordnet. 
Wenn lI' im Doppelpunkte Cv seiner Bahn die reelle Axe trifft 

(also 1/ reell ist) , sa ist die durch P gelegte Gerade senkrecht 
zur !J-Axe. Zu diesem Werte van lI' gehören zwei imaginäre Werte 
van tJJ'. 

Die Bahn van tJJ' hat einen isolirten Punkt C~; dieser entspricht 
derjenigen durch P gelegten Gerade, welche auf der tJJ-Axe senk
recht steht, und deren Schnittpunkte mit der Hyperbel somit die-
selbe Abscisse haben. . 

Auch hier diirfen wir sowohl tJJ' wie .'IJ' einer stetigen Bahn fol
gen lassen. 

Die reellen Schnittpunkten werden durch die den Fokalkegel
schnitt umhiillenden, in der Ebene der reellen Axen liegenden 
Strahlen vertreten. 

Sobald der Scheitel edes eine durch P gehende Gerade dar
stellenden Strahlenbiindels in seiner Bewegung längs AB' innerhalb 
des Fokalkegelschnittes gelangt, giebt es aus C keine reelle Tan
genten an dieser Kurve. lm Augenblicke, wo C den Fokalkegel
schnitt trifft , verlässt der Strahl die Ebene der reeUen Axen und 
betritt die biquadratische axiale Regelfläche von AB', 

Wenn der Punkt P innerhalh der Diagramhyperbel liegt, sa 
liefert jede durch P gelegte rrransversale zwei reelle Schnittpunkte; 
die Gerade AB' liegt alsdann in ihI'er ganz~ Ausdehllung aU8ser
halb des Fokalkegelschnittes, sodass aus jedem ihrer Punkte zwei 
reelle Tangenten an diese Kurve zu legen sind. Die axiale Regel
fläche van AB' ist alsdann illlaginär, wonach auch die durch tJJ 
und 'Ij beschriebenell biquadratischen Kurven verscltwinden. 

Wir wollen uns nunmehr der Erörterung der Gleichung einer 
Ellipse zuwenden. 

Wir bringen sie in die Gestalt 

tJJ? + 2 cos {3 tJJY + !J2 = c't 
ader 
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(m + eif3 l/) (m + e- ifl l/) = c? , 

UIld setzen noch 

m + eif3 l/ = pw , 

+ 'f3 1, te e-!y= - w; 
p 

Wll' sind also zu der Beziehung 

ww'=C'l. 

. zurückgelangt. 
Für m und l/ finden WIr die A usdrücke 

e-if3 plO - eif3 p-1 w' 
m = _ 2i sin {3 , 

pw - p-1w' 
!I = 2iain{3 

Wenn wir mit den beiden Ausdrücken in derselben Weise ver
fahren woUten wie in den vorigen Fällen, ' sa würden wir bei der 
Bebandlung van m imaginäre Werte für perbalten, welche doch 
für unsere Darstellungsweise unbrauchbar sind. Der Wert van q 
bei l/ ist aber reell; wir fin den nl. 

-ri 1 
q=p~p-1 =} _p'l.' 

Die Grösse l/ ist sodann aus 

2ipain{3 I , 

p? _ 1 l/ = qw + (1 - q) 10 = l/ 

bestimmt. 
Hieraus ergiebt sich bei gegebenem w der Wert für il/ ,welcher 

durch Drehung der ganzen y-Ebene urn seinen Nullpunkt, durch 

emen Winkel - i, in den Wert van l/ verwandelt wird. 

Ist urngekehrt der Wert van l/, adel' die Bahn van l/ gegeben, 

sa drehen wir diese(n) zuerst durch einen Winkel + i urn den 

NuUpunkt ulld vergrössern ihn (sie) nachher irn Verhältnisse 1 zu 
2 psin{3 
l-l' 
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Wir erhalten alsdann denW ert oder die Bahn der Grösse 
1 2ip sin {3 

'IJ = 2 1!J, welehe(r), in die Ebene z = qh gel egt , die ent-
p - . 

spreehenden Congruenzstrahlen bestimmt und somit aueh die Werte 
oder die Bahn von 1.0 (und 1.0'). 

Es handelt sieh nun darnm, die zugeordneten Werte oder die 
Bahn von {IJ zu finden. Zu diesem Zweck zie hen wir zwei neue 
Veränderliehen iö und iö' heran, welehe dureh 

bestimmt sind. 

Ui = e-i~w, 
iö' = ei~w' 

Weil diese Grössen aueh der Beziehung 

genügen, so haben wir uns mit derselben Strahleneongruenz zu 
besehäftigen, oder aueh, illdern wir die Grösse 1.0 in [1.0] dureh 
eine Drehung urn den Winkel - (3 dureh die Grösse w ersetzen, 
so stimmt in derselben Congruenz mit w eine Grösse iö' in der 
Ebene [~O'] überein, welehe der Beziehung 

'ü)' = eifJ w' 

genügt. 
Es ist jetzt {IJ bestimmt dureh 

-2ipsin o. I _ 2 "., -'+. p-
p~ _ I {IJ = -I-=--p2 W 1 _lw, 

oder, wenn wir setzen 

I 
--2=P, 
I-p 

dureh 

-2ipsin{3 I 

2 I {IJ = pul -t- (I-p) Ui = {IJ. 
P -

In der Congruenz 'w iö' = c2 finden wir alsdann in der Ebene 
z = ph für einen gegebenen Wert (Bahn) von iö den entsprechenden 

W t (B h ) , . d· (). V hUlt· 1 2 psin{3 er a n von {)J; wenn WIr lese n lID er a mss zu p'l_l 
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verlcleinern und nachher die x'-Ebene urn einen Winkel +! 
2 

drehen, so erhalten wir den fraglichen Wert (Bahn) von x. 
Die obigen Überlegungen lassen sich folgenderrnassen zusam

menfassen: 
Uni zu einem gegebenen Wert (Bahn) von 1/ den zugeordneten 

Wert (Bahn) von x zu finden , haben wir 
2 psin {3 

1 ° den Wert (Bahn) von 1/ im Verhältniss 1 zu p'~ _ 1 zu 

vergrössern ; 

2° diesen Wert (Bahu) urn einen Winkel + i zu drehen, wo

nach wir den Wert (Bahn) del' Grösse y' erhaiten; 
3° den Wert (Bahl1) von 1/' in die Ebene z = qh zu legen, in 

der Congrnenz von ww' = c2
, und die Punkte (Bahn) zu bestim

men , wo die sich auf den PUllkten 1/' stützenden Strahlen (die 
Regelftäche der Bahn von y') die Ebene [w ] schneiden; 

4 ° die Werte (Bahn) von w urn einen Winkel - {3 zu drehen , 
won ach wir die Werte (Bahn) von w erhalten; 

5° die Strahlen (die Regelftäche der Strahlen) zu bestimmen , 
welche den Punkten w entstammell (auf der Bahn von w ruhen); 

6° diese Strahlen (die se Regelftäche) mit der Ebene z = pit, zu 
schneiden, wodurch die Werte (Bahn) von x' sich erge ben ; 

7° die x'-Ebene urn einen Winkel + i" zu drehen, und die so 

erhaltenen Werte (Bahn) i~ Verhältniss 1 zu 2 t8in ~ zu verlcleinern, 
p - . 

wonach wir die Werte (Bahn) von x bekomrnen. 
Wir können noch über p verrugen; jedoch dürfell wir nicht 

p = + 1, oder p = -1 setzen. Wir wählen p so, dass 

2p8in{3 . 
9 = ] , r- 1 

wonach p sich ergiebt aus der Beziehuug 

p? - 2 p sin {3 - ] = 0 , 

also 

p = 8in {3 + VI + 8in'l.{3. (58) 

Durch diese Wahl von p verschwindet die Vergrössernng und die 
Verkleinerung in den Ebenen von x' und y'. 
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Es erhellt, dass der Wert (58) von p unbrauchbar wird, wenn 
sin {3 = 0 ist. Es ist dann aber coa (3 = + 1, wonach die linke 
Seite der gegebenen Gleichung der Ellipse ein Quadrat wird, und 
die Gleichullg somit in ~wei lineare Gleichungen zu zerlegen ist. 

Wir bemerken noch, dass wir für p und q dieselben Werte 
erhalten haben; die Ebenen von al und y' fallen daher zusammen. 

Würde diese Coincidenz event.uelle Schwierigkeiten veranlassen , 
so können wir für p einen anderen Wert wählen; wir dürfen als
dann für die Bestimmung von y den eineIi Wert (58) nehmen, 
und für die Bestimmung von {J} den anderen. 

Bevor wir zu einem Beispiel übergehen, haben wir noch zu 
untersuchell , in welcher Weise die Frage der Schneidung des 
Diagrammes mit den Strahlen eines re ellen Strahlenbüschels in die
sem FalIe zu lösen ist. 

Der Scheitel des Strahlenbüschels sei durch 

m=X, y= Y 

angewlesen, wo X und Y reell sind. 
Die diesen entsprechenden Werte W nnd Wo' sind aus 

bestimmt. 

pW= X + eifa Y, 
p-1 Wo' = X + e-ifa Y 

Ein Punkt (m, y) der Ellipse wird in den Ebenen [w ] und [W'J 
durch 

vertreten. 

pw = m + eirl Y 
p-1 w' = m + e-ifly 

W e~n dieser Punkt (m, y) mit dem Scheitel (X, Y) durch ellle 
reelIe Gerade verbunden wird, so gilt die Beziehung 

y - Y = m(m - X) , 

wo 11l reell ist. 
Übersetzen wir sie in eine Beziehung zwischen den Punkten der 

Rbenen [w ] und [w'J, so finden wir 

p(w - W) = (l + mei,1) (x - X), 

p-1 (w' - Wo') = (l + 11le- ifa) (m - X), 

woraus sich durch Teilung ergiebt 
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p(W- W) 
--=1( I TIT') p W - rro 

1 + meit3 . _--::-'-_--, = e'h"'. 
1 + me- itJ 

llieraus folgt, dass p (w - W) und p-1 (w' ---- WO
i
) gleiche Mo

duin haben. 
Wenn wir noch 

pW = W1' pW= Wi ,' 

P -1 w' = Wi" p-i WO' = 11710' 

setzen , so bekommen wir 

Ausserdem sind W1 und W10' conjugirt complex. 
Aus diesen Bedingungen folgt Hun eine Bahn für den Punkt 

101 Ulld eine solche für den Punkt w1'. 

Urn diese Bahn zu ermitteln, legen wir zuerst die Ehene [W1'] 
in die Ebene [WiJ; üherdies ersetzen wir jedes w/ durch seinen 
conjugirt complexen Wert w/. 
Es fällt W10" mit W1 zusam
men , also 

Die Punkte Wf .und Wi" lie
gen nun mit de.m N ullpunkt 
in einer Gerade und sind ihre 
gegenseitigen Inversionen in Be
zug . auf den Kreis ')I mit Ra
dius c. 

Bekallntlich sind zwei Punkte, 
welche durch Inversion in Bezug 

-c 

auf den Kreis')l zusammenhan- Fig. 20. 

gen, zu betl'acht~n als die Schnitt-
punkte einer durch den Nullpunkt (Mittelpunkt von ')I) gehenden 
Gerade mit einem Orthogonalkreise von ')I. 

Die Bedingung 

fordert nun, dass diese Punkte auch auf einem Kreise mit W1 als 
Mittelpunkt liegen. 

Der geometrische Ort der Punkte Wf und w/ ist somit der Ortho
gonalkreis von ')I, dessen Mittelpunkt W1 ist. 
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Wir haben also den Ort der Punkte W1 gefunden. Durch gleich
förrnige Verkleinerung im Verhältniss 1 zu p, rnit dern N ullpunkt 
als Ähnlichkeitspunkt, erhalten wir für den Ort der Punkte w den 

Orthogonalkreis (w) des Kreises, dessen R.adius ~ und dessen Mit-
p 

telpunkt Wist. 
Die Bahn von li' erscheint nun als die Schnittkurve der Ebene 

1 
z = qh (q = -1--2 ' P = sin (3 .+.V1 + sin2 (3) rnit der Regel-

-p 
fläche der Strahlen, welche auf dern in der Ebene [w] liegen den 
Kreise (w) ruhen; die Bahn von II wird erhalten, indem man die 

Bahn von li' urn den Winkel -i dreht. 

Urn die Bahn von tIJ zu bekom men , rnüssen wir zuerst den Kreis (w) 
durch den Winkel- {3 urn den Nullpunkt drehell, bis er in die Lage 
(iD) gelangt, sodann die Regelfläche bestimmen der Strahlen, welche 
auf (m) ruhen, und schliesslich die Schnittkurve dieser Fläche mit 

1 . ~ 
der Ebene z = ph (p = <) = q) urn den Wmkel + -2 drehen. 

1-p-
Bei8piel I. Man fragt die Bahn von lI, wenn flJ die reelIe Axe 

beschreibt. 
Wir betrachten also die reelle Axe in der Ebene z = ph. Die 

Bahn von flJ' = iflJ ist alsdann die imaginäre Axe. 
Die axiale Regelfläche der in der Ebene z . ph liegenden irna

ginären Axe, also der Gerade 

flJ1 + tIJ2 = 0 
. 1-p 

(fJ. = = - p2) . P 

zerfállt in die Ebeue der irnaginären Axeu uno iu eine Fláche . 
4ten Grades, auf welcher die gegebene Gerade eine Doppelgerade 
ist und die Kreispunkte Doppelpunkte sind. 

Die biquadratische Fläche schneidet die Ebene rw] in der 2-fachen 
unendlich fernen Gerade und iu einern Kreise, dessen Mittelpunkt 
rnit dem Nullpunkte identisch ist (siehe z. B. S. 54). 

Die durch den Punkt Ui beschriebene Bahn besteht demnach aus 
der irnaginären Axe, aus der unendlich fernen Gerade und aus 
einem Kreise, dessen Mittelpunkt irn Nullpullkte liegt, und dessen 
Gleichung lautet: 

oder 
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Weil reelIe Combinationel1 (m, y) complexe VIl erte von w und iö' 
liefern, so ist dieser Kreis, we1cher mit r bezeichnet werde, die 
Abbildung der reeUen Punkte ·der Ellipse. 

Dieser Kreis ändert sich nicht bei der Drehung + {3, welc):1e 
auszuführen ist urn die Bahn von w zu erhalten. 

Die auf J' ruhenden Strahlen schneiden die Ebene von y wie
derum in der imaginären Axe, wonach die entsprechendeBahn 
von y die reelle Axe ist. 

Von grosser Bedeutung ist aber die Bahn der complexen Werte 
von y, welche zu reeUen 'Verten von m gehören. 

Diese Hahn rührt von der imaginären Axe in der Ebene [w] her. 
Die imaginäre Axe der iö-Ebene entspricht in der 1c-Ehene einel' 

Gerade, welche den Winkel + {3 mit der lmaginären Axe bildet, 
deren Gleichung somit lautet: 

m C08 {3 -f- y 8in (3 = o. 

Wenn WIr Sle durch 

darstellen wollen, so haben wir zu setzen 

Die axiale Regelftäche dieser Geraden ist ein Hyperboloïd, des
sen Gleichung sich crgiebt, indem man in (78) (S. 66) "a = 0 
einsetzt und nachher durch mI, teilt. Man findet alsdann 

Wenn diese Gleichung in cartesische Coordinaten übergeführt 
wird, verwandeIt sie sich in 

2 

(mc08{3+ ysin (3)(mC08 (3-ysin(3)= ~2sin2 2{3 . z(z -It). 

Diese Regelfläche schneidet z = qlt in der Kurve 

(m C08 (3 + y sin (3) (m C08 (3 -y sin (3) = c2 sin2 2{3 . fj (q - 1) , 

oder 
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4c2.ain2 f3. q(q-1) 

also in einer Hyperbel, welche die l'eelle und die imaginäre Axe 
als Axen hat. 

Diese Hyperbel ist nun die Bahn von y'. Die Bahll VOll y wird 
7r 

ermittelt, indem man jene Kurve urn- den Winkel 2" dreht. 

Man findet sodann 

/lP 
4c2sin2 f3. q(q- 1) = 1. 

Bei8piel Il. Man fragt die Bahllen von f1J und y, wenn der 
Punkt (x, y) der Sehilittpunkt ist der Ellipse mit den reellen G~
raden eilles Strahlenbüsehels mit reellem Seheitel P(X, Y). 

Naeh dem auf S. 506 u. 507 Dargelegten, habell wir nul' noch 
die Regelfläche zu bestimmen der Stl'ahlell, welehe auf dem Ortho
gonalkreise (w) ruhen. 

Da der Radius · 'T dieses Kreises dureh 

angewIesen ist, Ilnd man hat 

pw=x + ei~y, 
also 

p2(mod W)2 = (X + c08f3 Y)2 + ain2f3 y2= X 2+ 2coaf3X Y + r, 
so finden wir für die Gleichung von (w) 

(w)-u2 +v2 _ 2 X +C08f3 Y u- 2 ainf3 ! v + ~ = O. 
P P f 

Setzen wir, der Kürze wegen, 

x + C08 f3 Y = cR C08 e , 
8in f3 Y = cR8in e , 

so lässt si eh die Gleiehung bringen in die Gestalt 

wo 
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«3 = p2, 
~= _pR~ie, 

«1 = - pReif'> , 

aa=l. 

Die Gleichung der fraglichen Regelfläche 111 dieser Form finden 
wir iu (141) auf S. 84. 

Die Bahn von !J I ergiebt sieh nach der Suhstitution :.c;j = - p2 :.c4. 
Die vorliegende Regelfläche ist vom 4ten Grade und trägt eine 

circulare kubische Raumkurve (kubischen Kreis). 
Der Schnitt mit einer zu den Abbildungsebenen parallel en Ebene 

ist demnach eine Kurve 4ten Grades, welche in den Kreispunkten 
Doppelpunkte und ausserdem noch einen Doppelpunkt hat. 

Die Rechnung weist nach, dass der Schnitt mit der .Ebene 

] 
z=-1--2 h 

-p 

eine solche biquadrntische Kurve ist, dessen Brennpunkte symme
trisch in Bezug auf die imaginäre Axe liegen. Ihre Coordinate sind 

pc(l +W) 
:.c=- R c088, 

p c(l + Jl2) . 
'Ij = - R 8'tn e. 

Der Doppelpunkt im Endlichen liegt auf der imaginären Axe 
und ist durch 

:.c=O, 
!J =2 P cRsin6 

bestimmt. 

Durch Drehung durch den Winkel + i verwandelt sich diese 

Kurve in eine congruente, welche jetzt aber symmetrisch in Bezug 
auf die ?'eelle Axe ist. Es ist diese Kurve die fragliche Bahn von!J. 

Die Bestimmung der Bahn von :.c bedarf nach diesem Beispiel 
keinel' besonderen Erläuterung. 

Wir wollen uns nunmehr besonders mit dem Falie beschäftigen, 
wo die Axen der gegehenen Ellipse mit den Coordiilatenaxen 
zusalllmenfallen. 

Durch Vergrösserung der Coordinaten ist zuerst die Gleichung 
in die des Kreises 
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oder 

zu verwalldeln. 
Wir haben also hier 

wonach p gegeben ist durch 

p =] + 1/2. 

Wenl1 wir jetzt (J} die reelIe Axe beschreiben lassen, so durch
Iäuft. iE den Kreis 

und die imaginäre Axe, also w denselben Kreis und die reelIe 
Axe. Die axiale Regelfläche dieser letzteren besteht aus del' Ebene 
der reellen Axen; es beschreibt daher !/' die reelIe und !/ die 
imaginäre Axe, ru. a. W.: ruit reellen Werten von (J} stimmenent
weder reelle oder rein iruaginäre. Werte von !/ überein. 

Das Problem der Schneidung ruit einem Strahlenbüschel liefen 
nach deru oben Erörterten nichts N eues. N ur könnenwir bemer
ken, dass der Punkt lP jetzt durch 

bestimmt ist, so dass die Lage des Punktes Wi ----:- P W in der 
Ebene [wJ dieselbe ist wie diejenige des Scheitels P in der 
Diagraruebene. 

~ 10. Wir gehen jetzt über zur Gleichung dritten Grades. 
Es handelt sich zuerst darum, zu erforschen, wie eine Gleichung 

dritten Grades in der in ~ 4, 5, 6 und 7 dargelegten Weise 
entstehen kann. 

Wir erinnern uns, dass eine Gleichung lD Wi und Wi', deren 
Grad eine unteilbare Zaltl ist, 

10 entweder unmittelbar gegeben war, 
20 oder durch die Elimination einer Grösse iE erhalten wurde. 
Die dem 1 ten Falle angehörenden Gleichungell waren 
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A. FA (101,101') - (aWl + a'w' + ao)'n - (bwl + b'w1' + bot = 0 , 
B. Fn(w1,w/)=(awl + a'w' +aO)'1I(bwl+b'Wl'+bot-1 = O. 

Die Gleichungen des 2ten Falles ergaben sich durch die Elimi
nation von iE aus den folgenden Paaren: 

c .. . 1f,(Wl:~) , (al,w1,+aO:::.-(b1,W1,+~~+b?):_ 0, 
/(w1,w)=(atW1 +ao) -(b110t +ów+bo) -0, 

D .. . 1/(101,' ~)-(a1,w1,+ a~)t/'-(b1,W1,+ b~~- bo~V = 0, 
/(101 ,w)-(a1 101 +ao )/I.-(Ót lOt +~w+bo)v= 0, 

mit drei Unterfällen, n.l. 

!!!> m' . 
n < n" • 

,. 

])1' . fJ- > 211, ])2' ~ fJ- < 2v, ])a".fJ- = 2 11 , d.h. fJ- = 2, 11 = 1 ; 

E. : .( /,(W1 :~) (a1,w1, + ~)::. (b1,w1, + ~~ + b~):.-l _ 0, . m ~ m;'; 
/(w1,w)=(a1w1+aO) (ótw1+6w+bo) -1-0, n n 

F ... 1/(101,' 1lJ)= (a1,w1 +. a?)/I.(b1,W1, + ~~+ bot -I ~ 0, ' 
/(101 ':iF)-(al 101 +ao )/I.(b1 101 -i-ljw + bo )"-1 = 0; 

G ... i ~(wt,,~) (a1,w1,+ aO~:l~Ól 101 t ~w ~!o)n -, :. '= 0, 
l!(W1,w)=(a1101 +ao) -(b1w1 +Ó'w+bo ) =0. 

In allen anderen Fällen, d.h. wellll die }'orm, welche mit der 
höchsten Zahl (m, m' oder fJ-) potenzirt wird, ein Glied mit üi 
ent~ält, oder wenll die Gleichung aus der Elimillation zweier Grös
sen Ui und üi' entsteht, erhält man eine Gleichullg, deren Gmd 
wenigstens zwei Teiler hat. 

Es kann aber geschehen, dass eine solche Gleichung in zwei oder 
mehrere Gléichungen zu zerlegen ist, deren eine ' von unteilbarem 
G.rade ist. Diesel' Fall wird ab er in diesel' Abhandlullg nicht betrachte!. 

Wir wenden uns vielrnehr zu den Gleichungen dritten Grapes, 
welche einer der 7 Rubriken A-G zuzuordnen sind. 

Mit Hinweisung auf das in § 4, 5, 6 und 7 Dargelegte , be
merken wir zuerst, dass, del' Grad A der resultirenden Gleichung 
durch die folgenden Ausdrücke gegeben ist: 

A A=m; 

B A=m+n; 

C 1
0 m 11" , ;,01Jl m' , - > -;, A = ?Jin ; ;:, - < I ' A = m 1i ; 

n ' n n n 

D ,A=fJ-V; 

E A = ?lm' + m'n + nn'; 
l!' A = (2fJ-+1I)1I; 
G A = mn' + m'n. 

Verband. der Kon. Aknd . v . Wetenseb . (1e Sectie) Dl. X. B 38 
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Beachten wir, das!; in der parabolischen Gleichung immer IJl > n, 
m' > r/, f.I.. > 11 geIten muss, so folgt. dass wir lcubi8che Gleichun
gen in den folgenden Fällen erhalten ': 

A ~ 111=3, n=l; 
B m=2,n=1; 
o Oi m=3, n=l, 111'=2, n'=l; C2 m=2,n=1,m'=3,n'=1; 
D f.I..=3, 11 = 1 (also Di); 
E niemals; 

F f.I..=l, 11=1; 
G 1Jl=], n=l, m'=2, n'=l. 

Indem wir 01 mit O2 gleichwertig achten, da V Grtauschullg der Grös
.sen W1 p.nd W1' zulässig ist, so erübrigen wir die folgenden 7 rfypen: 

FA,(W1'Wt') (aw1 + a'wi' + ao?-(bw1 + 1/w/ + bo) =·0; 

P~2(Wi>W1') (mo1 + a'w1' +rtO)3 - (bw1 + 1/w/ + bo?= 0 ; 
FB (Wt, W1') (awt + a'ult' + ao)2 (bw1 + b' W1' + bo) - 1 = 0 ; 
FcCwi> wt')-ói(aiwd-ao)3_7i( a1'w1' +ao'?-ói(btW1 +bo)+ Z"(b1'w/ +bo')=O; 

Ji'nCw1, W1') - ói(aIWt+ao?-b(a1'w1' +ao')3-óiCbtW1+bo)+7i(b1'W/ + bo')=O; 

FF(Wt> W1') W(b 1w1 + bo) - o(b1' Wi + bo') I (a1 w1 + ao) (a1'wt' + all) + 
+ o(a1w1.+ ao) - ~ (a1'w/ + a'o) = 0; 

FG(10i> w1') b(a1w1 + aO)(a1'w1' +ao')2 + 

+ [Ó'(b1W1 +bo)-7i(b1'w/ +óo')I(a1wi + au) -b' = O. 

Durch Verschiebung des Anfangspunktes sind diese Gleichungen 
in die folgenden einfacheren FOfllWll zu bringen, wo noch W1 durch 
mi' w1' durch y und die Ooefficienten durch andere ersetzt sind. 

FA,(m, y) __ (am +by)3 + cm + dy = 0 ; 

FA,(m,y) (am + b!J)3 + (cm + dy)2 = 0 ; 
}1~(m,y) __ . (am + bY?Cca:+ dy) - e = 0; 
FcC,'rl ,y) am3 + b!J2 + cm + d = 0 ; 
FD(m,y) . am3 + b!J3 + cm + d!J + e = 0; 
}j F(m,y) amQy + bmi + ca:y + dm + ey = 0; 
FG (m,y)-- amy2 + bm + C!J + d= o~ 

Wir werden von diesen Kurven nach einallder die kenllzeich
nenden Eigenschaften ermitteln und nachher untel~uchen, durch 
welche 'rransformationen eine gegebene kubische Kurve in ei ne der 
obigen Typen umgeformt werden kann. 

F(m, y) (am +. by)3 + cm+ dg = O. 

file://-/-cx-/
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Diese Kurve FA, bat im Ursprunge einen Wendepunlct mit der 
Gerade 

ex + dy = 0 

als 'J.1angente. 
Sie hat ausserdem lm Unendlichen auf der Gerade 

ax + 6y = 0 

emen Rüelclcehrpunlct mit der unendlich fernen Gerade als Tangente. 

F(x, y) (ax + by)3 + (ex + dy? = o. 
Diese KlIrve FA. hat im Ursprunge einen Riielclcehrpunlct, mit 

der Gerade 

ex + dy = 0 

als Tangente. 
Sie had noch im Unendlichen auf der Gerade 

ax + by ~ 0 

emen Wendepunlct, mit der unendlich fel'nen Gerade als Tangente. 

B F(x, y) = (ax + by)'!. (ex + dy) - e = o. 

Diese Kurve FB hat im Unendlichen auf der Gerade 

ax + b!/ = 0 

einen Rüelclcehrpunlct mit dieser Gerade als Tangente. 
Sie hat noch im Unendlichen auf der Gerade 

ex + dy = 0 

emen Wendepunlct mit dieser Gerade als Tangente. 

c F(x, y) -- ax3 + by2 + ex + d = 0, 

oder, für 6 = - 1 , 

y2 = ~ + ex + d. 

Diese Kurve Pc ist symmetrisch in Bezug auf die x-Axe und 
bat einen Wendepunlct im U nendlichen. 

Sie hat auf der x-Axe einen Doppelpunkt, wenn die Bedingung 

4e~ + 27 ad2 = 0 
B 33* 
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erfüllt ist. In diese Kurve lässt sieh jede kubische Kurve durch 
eme projektive 'l'ransformation umformen. 

D F(3J,y) ar.r? + bl + C3J + dy + e = 0, 

oder für a = 1, b = 1 

r.r? + y3+ c'X + dy + e = O. 

Diese Kurve FD hat drei unendlich ferne Punkte, deren Rich
tungen durch eine Binomialgleichung bestirnrnt werden. Die Asymp
toten eonvergiren · alle nach dem Anfangspunkt. Diesel' liegt auf 
der Kurve von He88e, wähl'elld eine der Geraden, in welche sein 
Polkegelschnitt ausgeartet ist, im U nendlichen liegt . 

. Auch diese Kurve kann durch eine. projektive Transformation 
aUR jeder kubischen Kurve erhalten werden . . 

Sie hat einen Doppelpunkt, wenn 

(4~ + 4,p + 27 e'1l = 64~rJ3. 

F F(3J,y) - a3J2y + b3J!l + C3Jy +. d3J + iJ!! = o. 

Diese Kurve FF hat drei reelle unendlich fernen Punkte, deren 
zwei cotangentialsind. De Asymptoten der cotangentialen Punkte 
fallen mit der · 3J-Axe und der y-Axe zusammen. Der Anfangspunkt 
liegt auf der K urve. 

G F«(IJ,y) a3J!l + ba?- + C(IJ+ d = O. 

Diese Kurve Fa ist symmetrisch in Bezug auf die (IJ-Axe. 
Sie berührt die unendlich feme Gerade irn unendlich femen 

Punkte der (IJ-Axe und hat einen Wendepun1ct im Unendlichen auf 
der y-Axe, mit diesel' Axe als Tangente. 

Sie hat einen Doppelpunkt im Unendlichen, wenn 

b= 0, 

und emen Doppelpunkt anf der (IJ-Axe, wenn der Bedingung 

genügt wird. 
Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass WIl' eine kubische Kurve 
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unmittelbar mittels der hyperbolischen nnd parabolischen Cöngru
enzen tll1alysiren können, wenn sie, nötigenfalls nach Verschiebun!J; 
einer der obigen 7 rrypen angehört. 

Jede andere kubische Kurve ist, wenn sie nicht als Ausartungs
bestandteil eines rrypus höheren Grades betrachtet werden kann, 
erst durch eine projektive Transformation auf einen der vorigen 
Typen zurückzuführen. 

Weil die projektive ~'ransformation im Allgemeinen nötig lst, so 
wollen wir die Kurven vom Geschlecht 1 alle in den nämlichen 
Typus überführen, und zwar in die Kurve Fc, deren Gleichung lautet: 

Il = ax3 + cx + d. 

Zllerst wird die Coordinate y mittels der Transformation 

y2 = y' 

111 eme Grösse !I' verwandelt, und diese durch die Verschiebung 

y' =y" + d 

in eine Grösse y", welche alsdanll mit x verbunden ist durch die 
Beziehung 

y" = QX
3 + cx, 

oder 

Sollte a + c = 0 sein, so ersetzen wir x dm·ch px. 
Die Grosse y"', welche durch 

" ", y 
y = a+c 

bestimmt ist, ergiebt sich aus dem Schnittpunkt der Ebene z = pit, wo 

a 

P=a+c 

ist, mit dem Strahl, welcher in, der Congruenz 

dem Punkte x entstammt. 
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Wir besehäftigell nns also mit der Congruenz 

wo der Homogen'eiteitsfaktor c gleich 1 gesetzt ist. 
Überdies nehmen wir an, dass r.c derart vergrössert ist, dass 

a+c=l. 

Zuerst wollen wir die Bahn von !I erforsehen, wenn r.c die reelle 
Axe . besehreibt. 

Aus der Gleiehllng folgt schon sofort, dass diese Bahn aus der 
reeUen und aus der imaginären Axe besteht. 

ZweitClls wollen wir untersuehen, welehe Bahn r.c durchläuft, 
wenn !I die reelle Axe besehreibt. , 

Wenn !I si eh längs der . reeUen Axe bewegt, so dUl'chläuft !I' 
ebenfalls die reelle Axe, also auch !I". Die ehtsprechende BahQ. 
von r.c ist aJsdann (siehe (38a) S. 389) dureh 

bestimmt, wo 

1-. P c 
fJ.= - --=-, 

p a 

also durch 

9 2 C 
3ar-!I +-=0. 

, a 

Der übrige. rreil der BahI). vonr.c ist die reelIe Axe. 
Die Bahn von r.c besteht deshalb aus der reellen Axe und aus 

einer Hyperhel, deren Axen mit der reeUen ulld mit der imagi
llären Axe zusammenfallen nnd deren Asymptoten mit · der re ellen 
Axe einen Winkel von 60° cinsehliessen. 

Ist ~ positiv, so sehneidet die imaginäre Axe die Kurve. 
a 

Drittens wollen wir erörtern, welehe die Bahn von r.c ist, wenn 
!I die imaginäre Axe besehreibt. 

Wenn !I die imaginäre Axe durehläuft, bewegt j' sieh längs der 
reeUen Axe, ebenso !I". Die Bahn von r.c ist demnaeh mit der des 
vorigen FaUes identiseh. -

Viertens wollen wir die Bahn von r.c bestimmen , wenn!l in ihrer 
Ebene die Gerade 
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y = 31 tg ~ 

durehläuft. 
Die Gleiehung dieser Gerade lautet in homogenen Coordinaten: 

31t = 31. + iy = 1 + i tg ~ = e2 i..jJ 

312 31 - iy 1 - i tg ~ 

Die Bahn von y' = y2 ist alsdànn durch 

d.h. durch 

31 sin 2 ~ -yC08 2 ~ = 0 

angewlcsen. 
Die Grösse y" = y' - d beschreibt sonach die Gerade 

31 8in 2 ~ - Y C08 2 ~ + d sin 2 ~ = 0 , 

oder 

wonaeh (siehe S. 381) 

• 2 ·.f. • ·.f. + '2 d sin 2 ~ a 
02:t =ze- 1'1', ~=-Z&l'l', IUXa 02:4=---- ,p= -- = a. 

p a+c 

Diese Bahn befindet sieh in del' Ebene z ph, oder 31s = 1. P 314 = 
P 

C • h'· C = - 31<1" mlt 111 p. = - . 
a a 

Die axiale Regelfläche dieser Gel'ade schneidet die Abbildungs
ebene in der kuhisehen Kurve (G]. (l9a), S. 381) 

oder 

oder aueh 
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lIJ!! 8in 2 ~ - 3 IIJ2!1 C08 2~ - 3 ~2 sin2~+l cos 2~+~(lIJsin 2 '" -!lC08 2~) + 
a 

+. dsin2~ = O. 
a 

Die Asymptoten dieser kubischen Kurve convergirell alle nach 
dem N ullpnnkt, welcher somit ein Punkt der Hessischen Kurve ist. 

Die Gesamrntheit der Asymptoten wird dargestellt dllrch 

oder durch 

also, wenn WIr 

setzen , dllrch 

d.h.: 

lIJ = r cos e, !I ~ r sin e . 

e=2~+lc7i, 
3 

Die Asymptoten schliessen einen Winkel von 60° ein, und eine von 

ihllen bi.ldet mit der reellen Axe den Winkel 2~ . . 3 
Wenn wir 

tg2~=À 

setzeli, so lässt sich die Gleichllng der kubischen Kurve folgender
massen schreiben : 

Hieraus erhellt, dass, wenn die- Bahn von!l den Strahlen büschel 
urn den Nullpllnkt· beschreibt, die Bahll von lIJ einen BÜ8chel 
kubischer Kurven durchläuft. 

Setzen wir noch 
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wonaeh t der Parameter des in der y-Ebene befindlichtm Büschels 
darstellt, so sind die .beiden Parameter t und À verknüpft dUl'eh 
die Beziehung 

2t 
À= --,,' l- t~ 

oder 

hieraus folgt, dass ein Wert t einen Wert À bestimrnt, aber ein 
Wert À zwei. Wertet. 

Die nämliehe kubische Kurve in der al-Ebelle gehört ja aueh 
zwei auf einallder senkrechten Geraden an. . 

Sämmtliche kubische Kurven schneiden die reelIe Axe in den 
Punkten , für welehe im Diagram !J = 0 ist. 

Schliesslich wollen wir untersuchen, welche Bahn al beschreibt, 
wenn y einen Kreis um den N'ullpunkt ~Is Mittelpunkt durehläuft. 

Es sei dies er Kreis gegeben dureh " 

rr +!J2 = w., 
oder 

Die Bahn von y' =!J2 ist alsdann ebenfalls ein Kreis rnit dem 
N ullpunkte als Mittelpunkt. Ihre Gleichung ist 

oder 

Die "Bahn von y" = y' - d ergiebt sieh nun aus 

oder 

Wenn wir diese Bahn in die Ebene z = ph legen, so erhält 
sie die folgende Gleiehung: 

während 
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l-p 
X;j = fL:C4. = -- xlj,' 

p 

Indem WH" noch diese Gleichungen mit den Gleichungell (59), 
(60) und (61) auf S. 398 identifiziren, zeigt sich, dass wir 

'1'0 = I, 

und sonach 

I 1 - P " Cl _p)2 
'1'0 = ---, '1'0 = 2 ' 

P P 
I , (l-p)d 

'Yt . = '1'2 = p'" 

zu setzen hahen. 
Die Regelfläche der Strahlen, welcbe auf . dem in der y" -Ebene 

befindliche Kreise ruben, scbneidet die x-Ehene in der Kurve 6ten 

Grades (siehe (62a), S. 398) 

3 3+ 1-p(" 2+ 2) 2+d( 3+" 3) 3+ (1_p)2 4.+ 
:Ct X 2 --:Ct X 2 Xt X 2X 3 - Xt X 2 Xa 2 Xt X 2X 3 

p p p 

(l -p) d d'l-- R' + p2 (Xt +X2)1lJ3
6+ p2 X3

6
=0, 

oder 

Diese Kurve ist tricircular. 
Von den " 9 Schnittpunkten der in den Krèispunkten gelegten 

Tangenten sind höchstens 3 reell. Diese hefinden sich auC der reellen 
Axe. Sie sil1d (siehe (63a) und (64a)) durch 

ax2+cx+d= 0 

angewiesen. Sie liefern also diejenigen Werte VOD X, für welche 
y Dull wird. 
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Die Brennpllnkte bilden den einzigen reeHen Bestandteilder 
Ausartungsfiglu, welche die obige Kurve 6ten Grades zum Gesammt
schnitte der Regelfläche ergänzt. 

Die Schnittpunkte der Kurve mit der flJ-Axe sind aus . 

oder durch 

bestimmt. 
Wir bemerken wiederum, dass dem BÜ8cltel concentrischer Kreise 

um den N ullpunkt in der y-Ebene ein Büschel tricircularer Kur
ven 6ten Grades entspricht, dem die 6-fache unendlich ferne Gerade 
angehört. Sämmtliche Elementen des Büschels haben in den Kreis
punkten die Tangenten gemein. 

Dieser Biischel ist also zugleich eine Schar. 
Der Parameter des Büschels concentrischer Kreise ist R,2, der

jenige der Kurven 6ten Grades ist Rf, Einem in der y-Ebene lie~ 

genden Kreise ist also eine in der flJ-Ebene liegende Kurve 6ten 

Grades zugeordnet, währendeine in der z-Ehene liegende Kurve 
6ten Grades mit zwei Kreisen in der y-Ebel1e übereinstimmt, deren 
jedoch einer im,ginär ist. 

Ein Strahl des Strahlel1büschels urn den Nullpunkt schneidet 
einen Kreis des concentrischen Kreisbüschels in zwei Punkten . y , 
welche jedoch entgegengesetzten W crten von y entsprechen. Var
möge der gegebenen Gleichung liefern beide diesel ben drei Werte für flJ. 

Es gehört jedes Element des Büschels kubischer Kurven zu 2 
Strahlen des in der y-Ebelle befindlichen St.rahlel1büschels, welche 
zusammen mit einem Kreise des Kreisbüschels 4 Punkte y als06 
Punkte {l} bestimmen. 

Aus diesem geht hervor, dass jede kubische Kurve des Büschels 
jede Kurv~ 6ten Chades der Büschelschar in 6 reellen Punkten 
schneidet, so lange die genannten 4 Werte für y ausschliesslich 
imaginäre Werte für flJ bestimmen. 

Von den 18 Schnittpunkten einer kubischen Kurve mit eine 
Kurve 6ten Grades sind also immer 1veni!lstens 12 imaginär. 

Wir beendigen diese Betrachtungen mit der Bernerkung, daSs, 
weil der Stl'ahlenbiischel und der Büschel concentrischer Kreise in 
der y-Ebene sich rechtwinklig schneiden, auch die kubischen Kurven 
nnd die Kurven 6 ten Grades orth0!l0nale Trajelctorien sind, und 
ausserdem die {l}-Ebene in elementare Quadrate einteilen. 
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,Bevor wir die El'öl'terung diesel' kubischen G1eichung ,Schliéssen, 
wollen wir uns noch kurz besehäftigen mit der Frage naeh der Anzahl 
der Zweige des Diagrammes, und nach dem Gesehlecht diesel' Kurve. 

In der gegehenen Gleiehung 

!/ = aar + c:c + d 

wird die Bedingnng dreier reellen Sehnittpunkte fiit der :c-Axe 
durch die folgenden Ungleichheiten allgewiesen: 

4 c~ + 27 ad2 < 0 für a > 0 , 

und 

4 cS + 27 ad2 > 0 für a < O. 

In diesem Falie enthält demnach die Kurve zwel Zweige. 
Dagegen giebt es nur einen Zweig, wenn 

und 

4cS + 27 acf- < 0 für a < O. 

Ein lJoppelpunkt ist vorhanden, falls 

4 ca -t- 27 ad'" = O. 

, Wenn es zwei Zweige giebt, so 'müssen, falls :c die reelIe Axe 
beschreibt, die beiden W er~ von y ZUel'st reell, dann imaginär, 
dann wieder reell und sehliesslich wieder imaginir werden • . 

Mit diesel' Bewegung von y ist ebeuso eine bestimmte Bahn 
von y' verbundeu; y' besehreibt zuerst die positive, dann die nega
tive, naehher wieder die positive und endlicll wieder die negative 
'Seite der reellen Axe, während die Bahn von y" erhalten wird, 
indem mau die Bahn von y' einen Betrag d in der positiven Rieh
tung verschiebt. 

Wenn :c sieh lings der reellen Axe bewegt , so umhül1t der 
Congruenzstrahl in der Congruenz :c' = :c3 die Fokalkul've 3ter Klasse 
in der Ebene der reellen Axen. Diese Kurve hat im Nullpunkte 
der :c' ~Ebene einen R üCkkehrpunkt mit der Verbindungslinie der 
Nullpunkte als Tangente. Ausserdem befindet sieh im Unendlichen 
auf der reeUen Axe ein W endepunkt, dessen Tangente mit der 
reellen Axe der :c-Ebene zusammenfállt. 

Weil . einem positiven :c ein positives :c' entsprieht, so darf 
zwischen den beiden . Abbildungsebenen kein reellel' Teil der Kurve 
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liegen. Wir erhalten somit eine Kurve, wie in der Fig. 21 (hinten 
angefügte Figuren tafel) skizzirt ist. 

Wir wollen den Ahstand der Ahhildungsebenen der Einfachheit 
wegen der Einheit gleich setzen. Die Gleichung der Kurve (der 

Einhüllenden von f = ; J lautet alsdann: 

4(1-z)S + 2'7 aPz = 0 (59) 

Eine neue Abbildungsebene (!I"), in der Höhe z = ph = p = 

= " +a = a, wird die Ebene der reellen Axen in der Gerade 
a c 

z = a schneiden. In dieser Abbildungsebene wird auf der reellen 
Axe der Nullpunkt U' der y'-Ebene in den Punkt gelegt, welcher 
im Abstand d auf der negativen Seite von der z-Axe entfernt ist. 

Die reélle Axe der !I'~Ebene wird daher durch 

z=a 

dargestellt, und der Nullpunkt Ö' dieser Ebene durch 

"f1J = - d, 

z =a. 

lndem wir rur die reelIe Axe a < 0 oder a > 1 wählen, so 
wird der Ausdruck 

emen positiven Wert erhalten für a < 0, wenn " 

4(1-" a)3 
,p"< -27 a ' 

und emen negati ven Wel't für a > 1, wenn 

rP 4(a-" 1)3 
< 27a . 

(60) 

Wenn wir Ö' au! der Kurve angenommen hätten, so würden wir 

(siehe (59)) bekommen habeilJ 
Hieraus geht her var , dass wir eme Kurve mit zwei Zweigen 
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erhaiten, wenn der N ullpunkt 0' der".r'-Ebene innerltalb der Fokal
knrve angenommen wird. 

Eine Kurve mit einem Zweige fin den wir offenbar, wennwir 
den N ullpunkt U' a'1i88erhalb der :Fokalkurve . legen. ; 

Eine rationale Knrve wird sieh abel'" ergeben , sobald wir den 
Nn11punkt Ö' au! der Fokalknrve wählen . . 

Dass das V orhandensein zweier Zweigen mit der Lage von U' 
illnerhalb der Fokalkurve zusammenhängt, lässt sieh aueh folgender-
massen nachweisen. ' 

Wir denken uns drei zu der m-Axe parallele Geraden, die eine, 
lt, nnterhalb der m-Ebene, die zweite, 12 , zwischen 'den Abbil
dungsebenen, die dritte, 13 , oberhalb der m' -Ebene. 

Die Gerade li schneidet die Kurve in zweireellen endlichen 
Punkten AI und Bt, die Gerade 12 'schneidet die Kurve nicht im 
Endlichen, die Gerade Is trifft die Kurve in den reeUen endlichen 
Punkten A3 und B3' 

Ein Punkt P" auf einer dieser Geraden, Ik, wird durch den 
Abstand P/c von P Ic zum Schnittpnnkte von I,; mit der z-Axe ange
wiesen; dieser Abstand wird in derselben Riehtung positiv gereeh
net wie die Punkte der re ellen m-Axe. 

Wir stellen nns aneh noch vor, dass der Congruenzstrahl über 
die Fokalkurve rollt, und zwar · mit der Anfangslage (m -.-:.. + 'IJ , 

m' = + (0). Für den Schnittpunkt Pi des Strahies mit lt wird 
nun geIten 

- . 'IJ < Pt < bt , 

bis der 'Berührungspunkt in Bt angelangt ist, wo Pt = bt. 
Indem der Strahl weiter roUt, nimmt Pt wiederum ab, bis der 

Berührungspunkt (nach zweimaligem Durchgang dureh d!l$ Unend
liehe) in den Punkt At gelangt ist, WÓ Pi = al = - bi' 

N aehher nimmt Pt wiederum zn nnd erhält schliesslieh den 
Wert+ 00. 

Es erhellt, dass Pi die Stnieke 4t Bi dreimal zurüeklegt. 
Befindet sieh nun (j' auf 11 innerhalb der Knrve, d.h. innerhalb 

der Strecke Ai Bt, so passirt der Punkt Pi dreimal den Pnnkt (J'. 
Anfangs ist 1/ negati v, von - 00 an, aIs0!l imaginär; dann 

wird !I' positiv (in ma-ximo = O' Bi)' daher !I reell; nachher wird 
!I' wiedernm negativ (in minimo U'A1) , also !I wieder imaginär; 
und schliesslich wird !I' wieder positiv, bis +00, daher !I wieder 
ree11. Das Diagram hat demnach zwei Zweige. . 

Wenn U' auf lt aU88erhalb der Strecke Ai Bi läge, so würde P t 
nul' einmal den Pnnkt U' p~slfen, es würde !I' somit nur einmal 
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das Vorzeiehen wechseJn und!l nur einmal von imaginär reell 
werden, wonach das Diagram nureinen Zweig hätte. 

Wenn der Strahl über die Foka;lkurve roUt, so durehliiuft sein 
Schnittpunkt P 2 mit 12 diese Gerade von + 00 an bis - ooolm-e 
Rüekkehrpunkte. }<'alls V' also auf 12 liegt, wil'd Pz nur einmal 
den Pllnkt V' passiren , so dass jeder zwischen den reeUen Axen 
1iegendePunkt V' einem einteiligen Diagram entspl'icht: 

Der Schnittpunkt Pa des Strahles mit la wird sieh längs la be
wegen, zuerst von + OCJ an his Ba, dann zuriiek von Ba bis 
Aa und endlich wieder zurück von Aa bis - OCJ. Die ', Streeke 
As Ba wird deshalb auch hier dreilllal zurückgelegt. 

Ein innerhalb der Strecke AaBa angenommener Punkt V' wird 
demnach dreimal vOIi Ps durehlaufen. Einem solchen Punkte V' 
entspricht ein zweiteilige8 Diagram. 

Ebel1so leuchtet ein, dass ein aU88erhalb der Strccke As Ba auf 
la befilldlieher Punkt V' einem einteiligen entsprieht. 

Mit diesell Darlegungen wollen wir die Untersuehung der erwähn
ten Gleichung dritten Grades und. gleieMaIls diesen Abschnitt ab
schliessen. 

Obgleich nur wenige GJeichungen 3ten Grades und gal' keine 
Gleichungen höheren Gl'ades behandelt sind, dürften die herbei
geführten Beispiele zu einer weiteren Anwendung der hier gefolgten 
Methode ausreichen. 

ER RArrU M. 

S. 217 Z. 5 von oben lies: (m-n) (;2-T;1) U.S.w. 

statt (m + n) (;2 - T;1) u. s.·W. 
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