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Einleitung.

Bei intuitionistischer Behandlung zerféllt die Algebra in zwei Gebiete,
welche ganz verschiedene Methoden erfordern. Das erste umfaBt die
Theorie der endlichen Erweiterungskérper von Primkorpern, und die-
jenigen Teile der Algebra, welche mit dieser Theorie die folgenden Merk-
male gemeinsam haben. Alle auftretenden Spezies sind diskret, d.h. von je
zweien ihrer Elemente 14Bt sich entscheiden, ob sie gleich sind oder nicht;
fiir alle Probleme wird eine Losung angestrebt, welche in endlichvielen
Schritten zu einem positiven Ergebnis fiihrt. Entscheidende Resultate auf
diesem Gebiet erreichte schon KRONECKER 1), indem er eine Methode angab,
nach der jedes Polynom iiber einem der genannten Kérper in Primfaktoren
zerlegt werden kann; auch in neuerer Zeit beschiftigt dieses und verwandte
Probleme das Interesse mehrerer Algebraiker 2).

Von VAN DER WAERDEN 3) stammt ein Beispiel eines diskreten Korpers,
in dem nicht entscheidbar ist, ob das Polynom x2 + 1 prim ist. Hieraus
folgt schon, daB die allgemeine intuitionistische Kérpertheorie ganz anders
aussehen muB als die soeben umschriebene spezielle Theorie. Ihre ein-
facheren Teile (lineare Gleichungen; Elimination) spalten sich, &hnlich
wie z.B. die Reihenlehre 4), in eine positive und eine negative Theorie; die
positive geht im wesentlichen die klassischen Wege und erreicht die
klassischen Ziele. Da aber fast jeder Beweis verschérft werden muB und
an vielen Stellen ziemlich unerwartet Schwierigkeiten auftauchen (z.B. in
1.7.2 wenn p + @ > n; in 2.3.5; bei der Eulerschen Eliminationsmethode)
und iiberdies diese Theorien die Grundlage aller weiteren algebraischen
Untersuchungen bilden, ist eine ausfiihrliche Darstellung auch fiir sie not-
wendig. Fiir schwierigere Gebiete bleibt nur die negative Theorie bestehen.

1) L. KRONECKER, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GréBen
[J. reine angew. Math. 92 (1882) — Werke II, 237—388, § 4].

3) H. S. VANDIVER, On the foundations of a constructive theory of discrete commu-
tative algebra [Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 20 (1937), 579—584; 21 (1935), 162—165]:
Constructive derivation of the decomposition-field of a polynomial [Ann. of Math. (2)
37 (1936), 1—6]; On the ordering of real algebraic numbers by constructive methods
[ibid., 7—16].

B. L. VAN DER, WAERDEN, Moderne Algebra I, 2. Auflage, § 42.

3) B. L. VAN DER WAERDEN, Eine Bemerkung iiber die Unzerlegbarkeit von Poly-
nomen [Math, Ann. 102 (1930), 738—739].

4) L. E. J. BROUWER, Uber die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten
in der Mathematik, insbesondere in der Funktionentheorie [J. reine angew. Math. 154
(1924), 1—7].

M. J. BELINFANTE, Zur intuitionistischen Theorie der unendlichen Reihen [S.—B. preuss.
Akad. Wiss. 1929, 639—660]; Absolute Konvergenz in der intuitionistischen Mathematik
[Proc. Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 33, 1180—1184 (1930)].
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So 14aBt sich nicht jedes Polynom iiber einem Kérper in Primfaktoren zer-
legen, da wir ja nicht einmal fiir jedes Polynom entscheiden kénnen ob es
prim ist. Wohl gilt der entsprechende negative Satz: Es ist unmoglich, ein
Polynom anzugeben, das nicht in Primfaktoren zerlegt werden kann.

§ 1. Grundbegriffe.

1.1. Alles Folgende bezieht sich auf eine mathematische Spezies S, in
welcher eine mit = zu bezeichnende Gleichheitsrelation definiert ist, die als
reflexiv, transitiv und symmetrisch vorausgesetzt wird. Die Relation a = b
zwischen Elementen von S kann mit der Identitit von a und b als Elemen-
ten von S gleichbedeutend sein; das braucht aber nicht der Fall zu sein.
Wir behalten uns also vor, gewisse Elemente von S fiir unsere Zwecke zu
.identifizieren”. Statt ,a — b ist ungereimt”’ sagen wir auch: ,a ist
(numerisch) verschieden von b" oder ,.a =~ b". Wir setzen nicht voraus,
daB, wenn a £ b ungereimt ist, a = b gilt; diese Eigenschaft gilt nicht
fiir jede Spezies, wenn die Identitit als Gleichheit betrachtet wird, und
wiirde also den Bereich der in der Algebra zugelassenen Spezies ein-
schrinken. Sie gilt aber fiir solche Spezies, in welchen eine Entfernungs-
relation definiert ist (1.3.3).

1.2.1. Die Definitionen der Gruppe und des Ringes sind von denjenigen
der klassischen Mathematik nicht verschieden. Wegen der soeben be-
schriebenen allgemeinen Auffassung der Gleichheit muB die Eindeutigkeit
der Verkniipfungen besonders festgelegt werden:

Ausa—=>bund c =d folgt a + c = b + d und ac = bd.

Auch die elementaren Eigenschaften, die man z.B. bei v. D. WAERDEN 5)
findet, fiilhren nicht zu Schwierigkeiten. Diese treten erst auf, wenn die
Negation oder der Begriff ,verschieden' auftritt, namentlich bei dem
Begriff des Nullteilers. Wir wollen hierauf etwas naher eingehen.

1.2.2. SaTz. In einer (additiv geschriebenen) Gruppe S folgt
aus x 5%y, daB fiir jedes Element a von S gilt a+ x>*a+y und
x+azxy+a.

Beweis. Aus a + x = a + y wiirde nach 1.2.1 folgen —a +a + x =
= —a+a+y, also x = y, gegen die Voraussetzung.

1.2.3. SATz. In einem Ring folgt aus ab 5% 0, daB a £ 0 und b 3~ 0.

Beweis. Wire z.B. a = 0, so hitte man nach 1.2.1, ab = 0b = 0.

Bekanntlich kann es in einem Ring Elemente a und b geben, so daB
a=£0,b£0,ab=0;aund b heiBen dann Nullteiler. In einem Ring ohne
Nullteiler folgt aus a 3£ 0 und b % 0 immer ab 5~ 0; man darf hieraus
nicht folgern, daB, wenn ab = 0, immer entweder a = 0 oder b = 0. Es
kann nimlich vorkommen, daB man trotz ab = 0 nicht entscheiden kann,
welche der Zahlen a und b gleich 0 ist 8).

5) Moderne Algebra I, 2. Auflage, § 6 und § 11 bis S. 40.
8) A. HEYTING, Mathematische Grundlagenforschung, S. 21.
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1.3.1. Eine neue Schwierigkeit tritt auf bei der Definition des Korpers.
Es kann nicht einfach vorausgesetzt werden, daB jedes von 0 verschiedene
Element eines Kérpers ein inverses besitzt; dieses trifft z.B. fiir den Kérper
der reellen Zahlen nicht zu. Damit man die inverse a—! einer reellen Zahl a
berechnen kann, ist notwendig, daB eine rationale Zahl r zwischen 0 und a
bekannt ist; in diesen Fall sagen wir, dass a von 0 entfernt ist. Wir definie-
ren nun allgemein eine Entfernungsrelation in einer Spezies S als eine
symmetrische Relation %, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

I. Die Beziehungen a = b, a # b zwischen Elementen von S schlieBen
sich gegenseitig aus.

II. Wenn a # b ungereimt ist, so gilt a = b.

IIl. Wenn a # b, so gilt fiir jedes Element ¢ von S entweder a 7 ¢
oder b 7 c (d.h. es gilt wenigstens eine dieser Beziehungen und es laBt
sich entscheiden, welche gilt, wéhrend es fiir die andere vielleicht unent-
schieden bleibt, ob sie gilt).

1.3.2. SaTz. In einer Spezies mit Entfernungsrelation folgt aus a = b
und b # c, daB a # c.

Beweis. Nach 1.3.1, III ist entweder a 7 b oder a # c; das erste steht
in Widerspruch zu a = b, also a # c.

1.3.3. SATz. In einer Spezies mit Entfernungsrelation folgt aus der
Ungereimtheit der Ungereimtheit von a = b (also aus der Ungereimtheit
von a >~ b), daBB a = b.

Beweis. Nach 1.3.1, I folgt aus a 7 b, daB a 5~ b, also aus der Unge-
reimtheit von a 5% b die Ungereimtheit von a 74 b; aus der letzteren folgt
nach 1.3.1, II, daB a = b.

1.4.1. DEeFINITION. Eine Gruppe mit Entfernungsrelation ist eine
Spezies S mit Entfernungsrelation, welche eine Gruppe ist, und welche
auBerdem die folgende Eigenschaft besitzt:

Aus x # y folgt fir jedes Element a von S a+ x7#a+y und
x + a # y + a. (Verschirfte Eindeutigkeit der Substraktion).

14.2. SATZ. In einer Gruppe mit Entfernungsrelation folgt aus
a+ b7 0, daB entweder a 4 0 oder b # 0.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach 1.4.1 zunichst
—a + a+ bz —a, also b # —a. Nach 1.3.1, III hat man nun entweder
b 7# 0 oder —a # 0; aus letzterem folgt durch beiderseitige Addition von
anach 1.4.1, daB a # 0.

1.5.1. DeFiNITION. Ein Ring mit Entfernungsrelation ist ein Ring,
dessen additive Gruppe eine Gruppe mit Entfernungsrelation ist, und in
welchem noch gilt:

Aus ab # 0 folgt a 0 und b # 0.

1.5.2. Ein regulirer Ring ist ein Ring mit Entfernungsrelation, in dem
auch umgekehrt gilt:

Aus a £ 0 und b # 0 folgt ab # 0.
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Ein kommutativer regulirer Ring heiBt auch Integrititsbereich.

1.53. SATz. In einem reguliren Ring folgt aus ab =0 und a 0,
daB b= 0.

Beweis. (a) Aus ab =0 und b # 0 folgt a= 0, denn wire a # 0,
so ware ab 7 0; Anwendung von 1.3.1, IL

(b) Aus ab =0 und a %0 folgt b = 0, denn wire b # 0, so wire
a = 0 nach (a).

Bemerkung. In einem Ring ohne Nullteiler gilt dieser Satz nicht not-
wendig, denn aus ab = 0 und a % 0 kann man folgern, daB b 7~ 0 unmég-
lich ist; hieraus folgt aber noch nicht, daB 6 =0 (1.1).

1.54. Satz. Ein regulirer Ring ist zugleich Ring ohne Nullteiler.
(1.2.3).

Beweis. Aus a %0 und b £ 0 folgt ab %0, denn wiére ab = 0, so
wiirde aus a 5~ 0 nach 1.5.3 folgen b = 0.

1.55. SATz. In einem reguliren Ring folgt aus x # y und a #0,
daB ax # ay und xa # ya. (Verschirfte Eindeutigkeit der Division).

Beweis. Aus x # y folgt nach 1.4.1 x—y 7 0; ist nun a % 0, so hat
man nach 1.5.2 a(x—y) 7 0, also ax # ay, wiederum nach 1.4.1.

1.5.6. Satz. Ist f(x,, ..., x,) ein Polynom mit Koeffizienten aus dem
Integrititsgebiet I und sind &,, ..., &,, 9y, ..., 7nsolche Elemente von I, daB
f(&1 ... én) # f(n1. ....Ma). so ist fiir wenigstens einen Index i &; # ;.

Beweis. Nach 1.4.2 geniigt es, den Satz fiir eingliedrige Polynome zu
beweisen. Nun ist zunichst

affp—anmy = aé (Ea—m2) + ang (&1 —mny).

woraus nach 1.4.2 und 1.5.1 der Satz fiir Produkte aus zwei Faktoren folgt.
Der allgemeine Fall wird durch Induktion nach der Anzahl der Faktoren
erledigt.

1.6.1. DEFINITION. Ein Integrititsgebiet mit einem von O entfernten
Einselement 1 heiBt ein (kommutativer) Kérper, wenn es zu jedem von 0
entfernten Element a ein inverses a—1 enthilt so daB aa—1 = 1. (Da ich
mich durchweg auf den kommutativen Fall beschranke, lasse ich dieses
Adjektiv im folgenden weg.)

1.6.2. Der Ubersichtlichkeit halber stelle ich die Definition des Kérpers hier zusammen.
Eine mathematische Spezies K heiBt ein Korper, wenn sie folgenden acht Eigenschaften
besitzt:

1. In K ist eine reflexive, symmetrische, transitive Gleichheitsrelation = definiert (1.1);

2. In K ist eine , Entfernungsrelation” # definiert mit den folgenden drei Eigen-
schaften (1.2.1):

I. Die Relationen a # b und a = b sind miteinander unvertriglich;

II. Ista b ungereimt, so gilt a = b;

IIl. Ausa # b folgt fiir beliebiges c entweder a £ c oder b F# c

3. In K ist eine Abelsche Gruppe als additive Gruppe definiert;

4. Aus x £ y folgt fiir beliebiges a, a + x 7~ a + y (1.4.1);

5. In K ist eine eindeutige, assoziative und gegeniiber der Addition distributive Multi-
plikation definiert;
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6. Die Multiplikation besitzt den Modulus 1; 1 # 0;

7. Die Division ist moglich durch jedes von O entfernte Element (1.6.1);

8. Aus x £y und a £ 0 folgt ax % ay und xa # ya (15.2).

Bemerkung. Aus 2 III folgt, indem man ¢ durch a ersetzt, daB die Entfernungsrelation
symmetrisch ist. Der Satz (1.5.1), daB aus ab # 0 sowohl a # 0als b # 0 folgt,
kann aus den obigen 8 Axiomen hergeleitet werden. Da das Vorhergehende hauptsichlich
die Festlegung einer Terminologie bezweckt, gehe ich auf die axiomatischen Zusammen-
hénge hier nicht ein.

1.6.3. Die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen und die gewohnlichen
komplexen Zahlen bilden Korper.

1.7.1. Alle Polynome in einer Veridnderlichen x iiber ein Integritats-
gebiet I bilden ein neues Integrititsgebiet /[x], wenn die Entfernungs-
relation zwischen Polynomen wie folgt definiert wird:

Zwei Polynome in x heiBen voneinander entfernt, wenn die Koeffizienten
von wenigstens einer Potenz von x in beiden Polynomen voneinander ent-
fernt sind. Insbesondere ist ein Polynom von O entfernt, wenn wenigstens
ein Koeffizient von 0 entfernt ist.

Fiir das Polynom a, x" + ... + a, ist die Zahl n (und jede groBere
natiirliche Zahl) ein Maximalgrad; ist a, = 0, so ist auch n—1 ein Maxi-
malgrad, usw. Ist a, 7% 0 (r < n), so ist r ein Minimalgrad des Polynoms.
Ist a, 0 und a,4) = ... = a,= 0 so heiBe das Polynom regulér und r
sein genauer Grad.

1.7.2. Wir miissen beweisen, daB I[x] die Eigenschaften I, II, III aus
1.3.1, und ferner die Eigenschaften aus 1.4.1, 1.5.1 und 1.5.2 besitzt. Fiir
die ersten vier ist das sehr leicht; um die Giiltigkeit von 1.5.1 nachzuweisen,
setzen wir

(bpxP+ ...+ b)) (cqgx9+...+co)=anx"+...+ap: . (1)
p + q 2 n; wegen der Bemerkung in 1.2.3 braucht nicht p + ¢ = n zu sein.

ar+s:prr+3_p+-- . +br C3+. . .+br+,_q Cge « o - (2)

Ist nun a,4+; 7 0, so ist nach 1.4.2 wenigstens ein Glied der rechten Seite
von 0 entfernt, also ist nach 1.5.1 sowohl ein b wie ein ¢ von O entfernt.
Hierdurch ist die Eigenschaft 1.5.1 fiir Polynome bewiesen.

Ist umgekehrt b, £ 0 und c; # 0, so folgt aus (2) nach 1.3.1, daB ent-
weder a,;s 7 0, oder ein zweites Glied rechts von 0 entfernt ist; in diesem
Fall gibt es entweder ein t >r, so daB b; # 0, oder ein u>>s, so daB
cu # 0. Wir betrachten nun die (2) entsprechende Gleichung fiir a4,
bzw. a,4y; tritt wieder der zweite Fall ein, so wiederholen wir den ProzeB,
bis der erste Fall eintritt und wir ein a, 7 0 finden. Dies ist nach einer
endlichen Anzahl von Schritten der Fall, weil der Index von a nicht iiber n
wachsen kann. Hierdurch ist auch die Eigenschaft 1.5.2 bewiesen.

1.7.3. Es ist niitzlich, die Relation (1), speziell fiir den Fall p + ¢ > n,
etwas nidher zu untersuchen. Die letzte Betrachtung zeigt, daB fiir r +s>n
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jedes einzelne Produkt b,cs verschwindet; denn wire b,c; # 0, so konnte
man in der angegebenen Weise ein a,, 7 0 bestimmen mit m2r + s> n,
was natiirlich ungereimt ist. Der folgende Satz zeigt nun, daB, sobald ein
a # 0, p + q nach oben begrenzt ist:

1.74. Satz. Ist in (1) a,- # 0 und p + ¢>n + ¢, so ist entweder
bp =0 oder cg = 0.

Beweis. Man kann r und s so finden, daB r + s = n—t und b,c, # 0;
nun ist p+q+r+s>n+t+n—t=2n, also entweder r + q>n
oder s + p > n. Im ersten Fall ist b,c, =0, also, wegen b, # 0, ¢, =0;
im zweiten Fall ergibt sich ebenso b, = 0.

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes kann man jede Relation
wie (1) so schreiben, daB p + g < n + ¢, wo n—t der Index des ersten
von O entfernten Koeffizienten rechts ist.

1.7.5. Fiir ¢t = O erhalten wir:

SATz. Ist ein regulires Polynom in Faktoren zerlegt, so sind auch diese
regular und der genaue Grad des Produktes ist gleich der Summe der
genauen Grade der Faktoren.

1.7.6. Man kann nacheinander mehrere Verinderliche zu I adjungieren,
wodurch immer wieder ein Integritatsgebiet entsteht. Die Definition der
Entfernungsrelation zwischen zwei Polynomen aus I(x,, xo, ..., x,) ist
zundchst abhédngig von der Reihenfolge, in welcher die Veranderlichen
adjungiert worden sind; man sieht aber sofort, daB zwei Polynome dann
und nur dann voneinander entfernt sind, wenn wenigstens ein Potenzpro-
dukt der Veranderlichen in den beiden Polynomen voneinander entfernte
Koeffizienten besitzt.

1.8. Aus einem Integritatsgebiet / kénnen wir in bekannter Weise den
Quotientenkérper K bilden, dessen Elemente Paare (a, b) von Elementen
aus I mit b 7 0 sind. Dabei heiBen die Elemente (a, b) und (c, d) von K
voneinander entfernt, wenn ad £ bc in I gilt; (a, b) = (c.d), wenn
ad — bc. Nullelement ist (0, 1), Einselement (1,1). Es ist zu zeigen, daB
1.3.1, 1.4.1, 1.5.1, 1.5.2 und 1.6.1 gelten.

Beweis fiir 1.3.1, III. Es sei (a, b) # (c.d) und (e, f) ein beliebiges
Element von K. ad 7 bc, also, wegen f # 0, ad f # bcf (1.5.6). Hier-
aus folgt, daB entweder adf # bde oder bcf # bde; aus dem ersten
folgt d(af—be)#0, also af # be, d.h. (a, b) # (e, f); aus dem
zweiten ebenso (c,d) 7 (e, f).

Beweis fiir 1.4.1. Es sei (a, b) # (¢, d) und (e, f) ein beliebiges Element
von K. Aus ad # bc erhilt man leicht df(af + be) # bf(cf + de), also
(af + be, bf) # (cf +de, df), dh. (a b) + (e f) # (c.d) + (e f).
Die Eigenschaften 1.5.1, 1.5.2 sind klar.

Ist (a,b) # 0, also a # 0, so ist (a, b)—1 = (b, a); also gilt 1.6.1.

§ 2. Lineare Gleichungen.

Ich behandle diese Theorie zunidchst, was ein gewisses prinzipielles



UNTERSUCHUNGEN UBER INTUITIONISTISCHE ALGEBRA 9

Interesse bietet, determinantenfrei, sodann (2.3) unter Heranziehung der
Determinanten.

2.1. Lineare Abhangigkeit von Vektoren.

2.1.1. Die Einfiilhrung der Entfernungsrelation bringt ahnliche Ver-
scharfungen in der Theorie der linearen Abhingigkeit mit sich. Ich gebe
die Definitionen fiir Vektoren iiber einem Kérper K. Ein n-dimensionaler
Vektor x ist eine Folge von n Kérperelementen (x, ..., x,). Gleichheit von
Vektoren, Addition von Vektoren, Multiplikation eines Vektors mit einem
Kérperelement und das innere Produkt von zwei Vektoren werden in
bekannter Weise erklirt. Zwei Vektoren ¢ und vy heiBen voneinander
entfernt, wenn fiir wenigstens einen Index i gilt x; # y;. Der Vektor y
heiBt von den Vektoren ,,...,%n linear abhingig, wenn es Elemente von
K. c,. ..., cm, gibt, so daB

y=c4L+...+cmEm - - - . . . . (A)

y heiBt unabhingig von ,,...,tm, wenn fiir jede Wahl von c;, ....cp in
(A) das Zeichen £ stehen muB. p heist (linear) frei von g,,...,Zm, Wenn
fiir jede Wahl von ¢y, ..., cp in A das Zeichen 7 stehen muss.

2.1.2. Die Vektoren 1,,...,Xn sind schwach linear abhingig, wenn es
Elemente von K, cy. ..., cm, gibt, die nicht alle 0 sein kénnen, so daB

C1§|+...+Cm§m=0. e e e e e e (B)

Sie sind (stark) linear abhidngig, wenn (B) gilt mit wenigstens einem
Ci # 0.

SaTz. Sindy,,...,xtn nicht stark voneinander abhingig, so sind sie auch
nicht schwach voneinander abhingig.

Beweis. Aus Zc;r; = 0 folgt nach Voraussetzung, daB kein ¢; # 0
sein kann, so daB alle ¢; = 0; folglich ist 2 ¢;z; = 0 unméglich, wenn
nicht alle ¢c; = 0 sind.

Wir nennen in diesem Fall die m Vektoren voneinander unabhdngig.
Auch hier stellt sich dem negativen ein positiver Begriff an die Seite: Die
m Vektoren heiBen (linear) voneinander frei, wenn

abit...+cmim#O,

sobald wenigstens ein c; 7 0.

2.1.3. Satz. Sind die Vektoren f,,...,x, voneinander frei und ist y
frei von den g, so sind x,,...,L, 1) voneinander frei.

Beweis. Ist in =3 a;x;+ by ein a;# 0, so ist 2 a;1; 7 0, also ent-

weder 37~ 0 oder b 7 0. Ist aber b # 0, so istg:b(l)-i-z%xl)#o-

2.1.4. Die Vektorspezies X heiBt von der anderen P abhingig, bzw.
unabhéngig oder frei, wenn jeder Vektor aus & abhingig von einer end-
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lichen Teilspezies von B, bzw. unabhéngig oder frei von jeder endlichen
Teilspezies von P ist. .

Ist X abhéngig von B, so ist jeder von X abhiéngiger Vektor von P
abhéngig und jeder von P freier Vektor von X frei.

2.1.5. ¥ und ‘B heiBen dquivalent, wenn sowohl X von B als B von X
abhiangig ist.

2.1.6. AusTAUSCHSATZ 7). Sind f,,...,¢p, voneinander frei und alle
linear abhangig von v,,...,9n, so kann man in y,,...,9, ein Teilsystem
Dipoee o iy bestimmen, welches man gegen ,,...,r, austauschen kann,
so daB das durch diesen Austausch entstehende System dem urspriinglichen
System v),,...,9), &quivalent ist.

Beweis. Wir brauchen nur in dem Beweis bei v. D. WAERDEN iiberall
.unabhingig” durch ,frei” zu ersetzen; hier mége die folgende kurze
Andeutung geniigen. Es seien y,...,X,- voneinander frei und gegen

Diw+ .-+ Dip_ austauschbar; dann gilt
=ahi+...+ap a1+ b+ ...+ bn-pn Ykm_pi1’

wo nur die nicht ausgetauschten 1 auftreten. Da die ¢ voneinander frei
sind, ist wenigstens ein b; £ 0, usw.

2.1.7. ZusATz. Ist im Austauschsatz p = m, so sind auch die y von-
einander frei.

Beweis. In diesem Fall sind die Systeme der t und der y &quivalent.

Wir konnen nun x,, ..., fp- tauschen gegen p—1 der 1, welche wir mit
9y....,Yp—1 bezeichnen, so daB
El..-..gp_hl)p éiq. I)l.....t)p éq. E......Spo

also insbesondere

I)p=a|§l+...+ap§p P S T T (1)

und

=bu+...+bpalpa+bpp. . . . . . (2

Durch Einsetzen von (1) in (2) erhilt man, da die ¢ voneinander frei sind,
apbp =1, also ap # 0. Ist nun in

tg=abi+...+cpatpatcphp. - o . . . (3)

eine der Zahlen ¢y, ...,cp; von O entfernt, so ist entweder 3 0 oder
cp #0. Ist cp#0, so folgt durch Einsetzen von (1) in (3) wegen
apcp# 0, daB 3 # 0. 1,,...,Lp-1, Vp sind also voneinander frei.

Nun tauschen wir g,,...,2p—2 1, gegen p—1 der 1;es muB dann wieder
ein System aus voneinander freien Vektoren ,,...,Lp—2, Dp, U)g entstehen,

7) B. L. VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra I, 2. Auflage, 106.
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so daB p 5~ q. So fortfahrend ersetzen wir nacheinander alle ¢ durch v,
wobei die Vektoren des Systems voneinander frei bleiben.

Bemerkung. Fiir den Fall p =% m ist noch nicht bewiesen, daB es unter
den y p voneinander freie Vektoren gibt; das wird in 2.2.6 nachgeholt.

2.1.8. Gibt es in einer Vektorspezies X r voneinander freie Vektoren,
von denen alle iibrigen Elemente von X linear abhingen, zo heiBt r der
Rang von X. Sind mehrere solche Basen aus voneinander freien Vektoren
bekannt, so folgt aus dem Austauschsatz, daB sie alle aus gleichviel
Elementen bestehen.

2.2. Lineare Gleichungen ohne Determinanten.

2.2.1. Wir betrachten m lineare Gleichungen in n Veranderlichen:

ar=2>b (i=1,....my. . . . . . . (1)

oder
Sanx=b (i=l....m). . . ... (Q
r=1

Der Rang des Systems (a,,...,a,) sei bekannt und gleich r. Dann sind
die Gleichungen lésbar mit Hilfe des Austauschsatzes, wie beiv.D. WAERDEN
lc., 2. Aufl. 109. Ich wiederhole diese Betrachtung, weil ich die darin vor-
kommenden Formeln weiterhin brauche. Zunichst wihlen wir die Bezeich-
nung so, daB a,,...,a, voneinander frei sind und

a,=k§:'lc,kak (i=c+1,....m). . . . . . (3

Bedeuten ¢,,...,e, die n-dimensionalen Einheitsvektoren, so kénnen wir
wieder die Bezeichnung so wiahlen, daB nach dem Austauschsatz

e,....,en 5q. 01,...,0,.8,.“....,6,.;

da die Einheitsvektoren offenbar voneinander frei sind, besteht auch das
letzte System nach 2.1.7 aus voneinander freien Vektoren. Es sei

r n
= 2 duar+ 2 fixek i=1,....00. . . . (4
k=1 k=r+1
Durch Einsetzen von (3) und (4) in die Formeln Za;, ¢, —a; entsteht
eine Identitit in a,,...,Q,, €,41,...,¢s in welcher also alle Koeffizienten
verschwinden. Hieraus folgt, daB durch Einsetzen von

m:émm (i=r41.ccoom) » o . . . (5

und

n

n=Zdubc+ 5 fume G=l...d. .. . @

=r+l1
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in (2) eine Identitdt in b,, ..., b,, x,4. ..., X, entsteht, anders gesagt, wenn
b,,...,bm den Relationen (5) geniigen, so ist (6) fiir beliebige x,4y,...,xn
eine Lésung von (1).

2.2.2. Bedeutet a, den m-dimensionalen Vektor (aj,...,am:), SO sagen
die Lésbarkeitsbedingungen (5) aus, daB der Vektor b von dem System

(1.0.....O,Cr+|_|....,Cm1)
G

(0. -.-.0. ].Cr+l,r.----cmr)

abhingig ist. G ist also dquivalent mit (a,, ..., a,). Nennen wir ein System,
das durch Indizesvertauschung die Gestalt von G erhalten kann, kanonisch,
so haben wir den

SaTtz. Hat das Vektorsystem (a,,...,a,) den Rang r, so ist das
transponierte System (a,, ..., a,) einem kanonischen System aus r Vek-
toren dquivalent.

2.2.3. Nach 2.1.4 ist jeder von G freier Vektor h auch von (a,, ..., 8,)
frei, d.h. fiir jedesy ist wenigstens ein a;r # h;. In diesem Sinn sind die
Losbarkeitsbedingungen verschérft notwendig.

2.24. Die Losung (6) ist in dem folgenden verschirften Sinn voll-
standig: Ist ein Vektor y von jedem in (6) enthaltenen L&ésungsvektor
entfernt, so ist fiir wenigstens einen Index i 2 a; yx 7 b;.8)

Beweis. Wir halten y,,,,...,y, fest und bestimmen nach (6) die zuge-
hérige Losung zy, ..., z,, yr41,....ys. Nach Voraussetzung ist wenigstens
ein y; # z;. Nach (4) ist

r n
yi=2duaxyt+ X fikyx:
k=1 k=r+1

Zy =k2r' dik bk + } Z"' fix yx (nach Definition);
=1 =r+l1

also folgt aus y; # z,, daB fiir wenigstens einen Index k gilt ax v 7 by.

Homogene Gleichungen.

2.2.5. Das (1) entsprechende homogene System (b = 0) sei (1*). Das
System aller Lésungen von (1°*) ist nach (6) dquivalent dem kanonischen
System

(fl,r+l- o -fr,r+l. lv o' cee -0)
&
(fine osufrm 0,....0,1)

8) DaB aus dieser verschirften Vollstandigkeit die Vollstindigkeit im gewéhnlichen
Sinn folgt, beweisen wir erst (mit einer Einschrinkung) in 2.2.9.



UNTERSUCHUNGEN UBER INTUITIONISTISCHE ALGEBRA 13

Diese Losungen zeigen uns a,,,...,a, als abhingig von a,,...,a,.
Jeder von O entfernte Vektor y mit y, = 0 fiir » =r + 1, ..., n ist von F
frei und macht also nach 2.2.4 wenigstens ein axy # 0; d.h., a;, ..., a,
sind voneinander frei. Es folgt:

SaTz. Hat ein endliches Vektorsystem den Rang r, so hat auch das
transponierte System den Rang r.

Uber den Rang von Vektorsystemen.

2.2.6. Mit Hilfe von 2.2.2 leiten wir hieraus ab, daB jedes Vektor-
system vom Rang r einem kanonischen System aus r Vektoren dquivalent
ist. Umgekehrt gilt:

SaTz. Ist das kanonische System ( y,,...,1,) abhangig von (,,...,Za),
so gibt es in diesem System r voneinander freie Vektoren.

Beweis. Wir wiahlen die Bezeichnung so, daB das kanonische System
folgende Gestalt hat:

[)1—(10 0y|r+|.---.ym)

l)r—(o 0 1, yr,r+lo-.--ym)-
= Z' aik Lk.
k=1

Durch einen Strich bezeichnen wir den Vektor, der aus den ersten r
Komponenten eines gegebenen Vektors besteht; das transponierte System
von (X),...,Ln) sei (xi,...,x7). Die y; sind r-dimensionale Einheitsvek-
toren; y; =1; yiu = 0 fiir i 7% k. Nun betrachten wir den n-dimen-
sionalen Vektor

Zi= Z’ ci Xi, also z, = Z‘ Ci Xuis
i=1

r r n
Dann ist 3 ckyix= 2 2 ck ai» Xuk:
k=1 k=1 r=1

r
ca= 2 aiz.
r=1
Ist nun wenigstens ein ¢; von O entfernt, so ist wenigstens ein z, von 0
entfernt; also sind x;,...,Xx, voneinander frei. Dann hat auch das trans-
ponierte System xi,...,x, den Rang r; sind z.B.x},...,r, voneinander frei,
so gilt das Gleiche von g,,...,z,.
2.2.7. Satz. Sind die Vektoren g,,..., X, voneinander frei und kann y
nicht von ihnen frei sein, so ist y von ihnen abhangig.
Beweis. Nach 2.2.6 ist das System der y einem kanonischen System
aquivalent, das wir so schreiben:

3,_(1 | AR | TP,

3,._(00 . .1 )
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n

Nun beweisen wir zunichst: Ist y# 3 y; 3, so ist Yy von den 3 frei.
i=1

Gilt namlich diese Relation, so hat man fiir beliebige ¢; entweder

n
9# 2 ci 3. oder fiir wenigstens einen Index i ist ¢;#y;. In diesem Fall
i=1

n n
ist wegen 1=i=n, ¢;= X cxzxi, also y;# 2 cxzxi, d.h. wieder
k=1 k=1

y# Zcx gk

Da nun p nicht von den 3frei sein kann, ist 7 X'y, 3 unmoéglich, also
=2y -

2.2.8. Satz. Sind die Vektorsysteme A und B dquivalent und hat A
den Rang r, so hat B den Rang r.

Beweis. Nach 2.2.6 ist U einem kanonischen System aus r Vektoren
dquivalent; dann enthilt B r voneinander freie Vektoren, die ein System
B’ bilden. Wire nun ein Vektor b aus B von B’ frei, so wiirde B’ mit b ein
System von n + 1 voneinander freien Vektoren bilden (2.1.3); dann miiBte
auch A n + 1 voneinander freie Vektoren enthalten, was nicht geht. Folg-
lich kann b nicht frei von B’ sein und ist b von B’ abhingig.

2.29. Diese Resultate iiber Vektorsysteme gestatten viele Anwen-
dungen auf die Theorie der Gleichungen.

SATZ 1. Besitzt ein System von m homogenen linearen Gleichungen in
n Veranderlichen ein scharf-vollstindiges Lésungssystem vom Rang s, so
hat das Gleichungssystem den Rang r = n—s.

Beweis. Das Losungssystem ist einem kanonischen System aus s Vek-
toren aquivalent; wie unter 2.2.5 folgt hieraus, daB das Vektorsystem
a,, ..., 8, den Rang r hat, also auch das System qj,...,an.

SaTz 2. Ein scharf-vollstindiges Losungssystem von (1), dessen Rang
bekannt ist, ist auch vollstindig in dem gewéhnlichen Sinn, namlich, daB
es jede vorgelegte Losung enthilt.

Beweis. Unmittelbar aus 2.2.7.

SATz 3. Diejenigen m-dimensionalen Vektoren, die als rechte Seiten
von (1) die Gleichungen lésbar machen, bilden eine Spezies B. Hat B
den Rang r, so hat auch das System (a,,...,a,) den Rang r.

Beweis. B ist dem transponierten System (a,, ..., a,) dquivalent, so daB
dieses den Rang r hat; dann hat auch das erste System den Rang r.

2.3. Anwendung der Determinantentheorie.

2.3.1. Ist in der Matrix M jede (r + 1)-reihige Unterdeterminante
gleich 0, aber die r-reihige Unterdeterminante D von O entfernt, so ist r
der Rang und D eine Hauptdeterminante von M.

Hauptzweck der folgenden Betrachtungen ist, zu zeigen, daB dieser
»~Matrixrang” gleich dem friither definierten Vektorrang ist.

2.3.2. Ist die Koeffizientendeterminante A der Gleichungen

falkxkzbk §=Livest)s = o« = « = @)

k=1



UNTERSUCHUNGEN UBER INTUITIONISTISCHE ALGEBRA 15

von O entfernt, so lassen die Gleichungen sich eindeutig l6sen nach der
Cramerschen Regel.

(k)
xk:’;-..........(s)

wo die A die bekannte Bedeutung haben. Fiigt man zu (7) weitere
Gleichungen hinzu, doch so, daB die durch die Spalte der b ergénzte
Koeffizientenmatrix den Rang n hat, so geniigt (8) auch dem erweiterten
System.

2.3.3. Die Eindeutigkeit gilt auch in verscharftem Sinn: Ist y ein von
dem Vektor (8) freier Vektor, so ist wenigstens ein a; y 7 b;.

(h)
Beweis. Ist z.B. yh#%. und sind A;x die Minoren von A, so

n
folgt aule‘ Aoy 1)=Ay;.#A""=lZ"' Ainb; nach 1.4.2 und 1.5.1 die
= =1

Behauptung.

2.34. Hat die Koeffizientenmatrix des Systems (1) den Rang r auch
nach Ergéanzung mit der Spalte der b, und ist z.B. die aus den ersten r
Zeilen und Spalten gebildete Unterdeterminante eine Hauptdeterminante,
so bringen wir die Glieder mit x,,,,...,x, nach rechts hiniiber; das Ver-
fahren, das auch zu der Cramerschen Regel fiihrt, ergibt hier die Lésung
in der Form

r n

xi= X Dubk+ 2 Euxx (i=1lL....0,. . .9
k=1 k=r+1

und dhnlich wie unter 2.2.4 erweist sich diese Lésung als scharfvollstindig.

Nach 2.2.9 folgt hieraus ferner (bei Betrachtung des homogenen Systems
(1*): Hat die Koeffizientenmatrix von (1°) den Rang r, so hat auch das
System selber den Rang r.

2.35. Die Umkehrung muB besonders bewiesen werden, denn hat das
System (1*) den Rang r, so ist nicht selbstverstindlich, daB man in der
Koeffizientenmatrix eine Hauptdeterminante nachweisen kann. Wir be-
trachten zunichst einen Sonderfall:

Satz. Hat das System (1*) den Rang n, so hat auch die Koeffizienten-
matrix M den Rang n.

Beweis. Nach 2.2.4 folgt aus der Voraussetzung, daB es fiir jeden von 0
entfernten Vektor p einen Index i gibt, so daB a; y 7 0. Nun wenden wir
vollstindige Induktion nach n an. Der Satz ist namlich trivial fiir m
Gleichungen in einer Unbekannten, denn aus a; x; # 0 folgt sofort
an # 0. Wir nehmen an, daB er fiir m Gleichungen mit n—1 Unbe-
kannten bewiesen ist, und zeigen, daB er dann auch fiir (1*) gilt. Betrachten
wir speziell diejenigen von O entfernten Vektoren g, in welchen x, = 0, so
sehen wir, daB das Gleichungssystem, welches aus (1*) hervorgeht, indem
wir x, = 0 setzen, die Eigenschaft besitzt, daB fiir jeden von 0 entfernten
(n—1)-dimensionalen Vektor wenigstens ein linkes Glied von O entfernt
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ist; nach der soeben gemachten Voraussetzung folgt hieraus, daB eine
(n—1)-reihige Determinante aus den ersten n—1 Spalten von M von 0
entfernt ist. Wir permutieren die Gleichungen so, daB die Zeilen dieser
Determinante zu den ersten n—1 Gleichungen gehéren, und bezeichnen
mit A; die (n—1)-reihige Determinante, die aus der Koeffizientenmatrix
dieser n—1 Gleichungen durch Streichen der iten Kolonne entsteht; dann
ist A, 7 0. Fiir den Vektory mity; = (—1)! A;ista, y =...=a,—, y=0,
also ist ax y 7 0 fiir ein k = n; dieses a,yist aber gleich einer n-reihigen
Determinante aus M.

2.3.6. Bemerkung. Aus dem Beweis geht hervor, daB der Satz in
folgender Fassung auch gilt, wenn statt eines Korpers ein Integrititsbereich
zugrunde gelegt wird: 9)

SaTz. Gibt es zu jedem von O entfernten Vektor 1) einen Index i, so daf
a;9) # 0, so ist wenigstens eine n-reihige Determinante aus M von 0
entfernt.

2.3.7. Aus 234 und 2.35 folgt: Die notwendige und hinreichende
Bedingung, dafiir daB r Vektoren voneinander frei sind, lautet, daB ihre
Komponentenmatrix den Rang r hat.

2.3.8. Die allgemeine Umkehrung von 2.3.4 ist in den beiden folgenden
Séatzen enthalten.

SAaTz. Hat das System (1*) n—r voneinander freie Losungen, so ist
jede (r+ 1)-reihige Determinante aus ihrer Koeffizientenmatrix gleich 0.

Beweis. Der Satz ist trivial fiir r = n. Er sei bewiesen fiir r > s; hat
nun (1°) n—s voneinander freie Lésungen, so hat es auch n— (s + 1)
solche; folglich ist dann jede (s + 2)-reihige Koeffizientendeterminante
gleich 0. Wire nun eine (s + 1)-reihige Determinante von 0O entfernt, so
wire der Rang der Matrix gleich s + 1, und (1*) hétte ein scharf-voll-
stindiges System von n—s—1 voneinander freien Losungen, was nach
2.2.6 der Annahme von n—s voneinander freien Losungen widerspricht.

SATz. Ist das System von n—r voneinander freien Lésungen von (1°)
scharf-vollstandig, so ist der Rang der Koeffizientenmatrix gleich r.

Beweis. Die gegebene Lésungsgesamtheit ist nach 2.2.6 dquivalent einem
kanonischen System aus r Vektoren, so daB z.B. x,, ..., x, homogen und
linear durch die iibrigen ausgedriickt sind. Jeder von O entfernte Vektor,
fiir welchen x,4; = ... = x, = 0, ist also von den gegebenen Lésungen
frei. Hierdurch ist der Satz auf 2.3.5 zuriickgefiihrt.

2.39. Aus 2.2.5 und 2.3.8 folgt nun: Ist der Vektorrang von (1*) gleich
r, so ist auch der Matrixrang gleich r.

2.4. Bemerkungen und Zusitze.

2.4.1. Der Wert der Determinantentheorie muB vom intuitionistischen
Standpunkt héher eingeschétzt werden als sonst. Um namlich die Ab-

9) Die ganze Theorie der homogenen linearen Gleichungen lieBe sich iiber einem
Integritétsbereich entwickeln.
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hingigkeit von m Vektoren nach der Definition 2.1.2 zu priifen, miiBte
man grundsitzlich alle Systeme cy, ..., ¢, durchlaufen; die Determinanten-
theorie fiihrt nun diese Entscheidung auf die Berechnung von endlich vielen
Zahlen, den Unterdeterminanten der Komponentenmatrix, zuriick.

Als Beispiel diene die folgende Betrachtung.

SaTz. Ist in der Determinante A — |a | ein r-reihiger Minor A(" und
ein (r + 1)-reihiger Minor A"*Y) von O entfernt, so ist auch wenigstens
ein (r + 1)-reihiger Minor, der A enthélt, von 0 entfernt. (Verschérfung
eines bekannten Determinantensatzes.)

Beweis. A" sei aus den ersten r Zeilen und den ersten r Spalten von
A gebildet. In der Matrix der ersten r Spalten von A sind nach 2.3.2 die
letzten n—r Zeilen homogene lineare Kombinationen der ersten r Reihen:

r
aik= 2 Cimamk i=r+ Lo, mp k= Lisss:)
m=1

Setzen wir nun firk=r+1,....,n
2Cimamk= a'ik-

und ersetzen wir in A("+) die a durch die a’, so ist die entstandene Deter-
minante gleich 0. Nach 1.5.5 gibt es nun Indices u, », so daB aj, # au,.
Die Determinante, welche aus A" durch Hinzufiigung der u-ten Reihe
und der »-ten Kolonne entsteht, ist von 0 entfernt.

Hieraus folgt nun sofort: Sind die Vektoren gV, ..., " von einander frei
und die Vektoren yi),...,p'"*") voneinander frei, so ist wenigstens ein '/
frei von den g0,

Die Bedingung, daB xi,...., xr)  voneinander frei sind, ist wesentlich. Ist z.B.
n=3 r=2 xih:=(001), r@= (a b, 1), wo a und b reelle Zahlen bedeuten, von
denen nicht bekannt ist, ob sie gleich O sind oder nicht, wihrend auch iiber ihr Verhaltnis
nichts bekannt ist, so muB fiir jeden Vektor y die Moglichkeit offengelassen werden, daB
er von x{1) und 1{2} abhingig ist.

2.4.2. Neben der oben entwickelten positiven Theorie lieBe sich eine
negative, auf dem Begriff der Unabhingigkeit gegriindete, Theorie der
linearen Gleichungen entwickeln. Auf die Darstellung dieser Theorie wird
hier verzichtet.

24.3. Als Sonderfall von 2.3.8 haben wir: Besitzt das System (1°)
eine von 0 entfernte Losung, so ist jede n-reihige Koeffizientendeterminante
gleich 0. Die Umkehrung gilt nicht allgemein. Als Gegenbeispiel geniigt
schon die zweimal gezahlte Gleichung ax + by = 0, wo die reellen Zahlen
a und b wie folgt definiert werden: a ist der Limes der Folge a;; a; =27,
wenn unter den ersten i Dezimalen in der Entwicklung von n keine drei
aufeinanderfolgenden 7 vorkommen, aber a; = 2—*, wenn dieses wohl der
Fall ist, und k (< i) die Rangnummer der letzten 7 aus der ersten Folge
von drei 7 ist; b wird in analoger Weise definiert mit 8 statt 7. Weder von
a noch von b wissen wir ob es gleich null ist oder nicht. Ist eines von beiden

2
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von 0 entfernt, so geniigt x — pb, y = —pa (p # 0) der Gleichung und
diese Losung bildet ein scharf-vollstindiges Losungssystem; ist aber
a=1>b=0, so ist diese Losung trivial, es geniigt nun jeder beliebige von 0
entfernte Vektor. Da wir nicht wissen, welcher Fall vorliegt, sind wir
nicht imstande, auch nur eine von O entfernte Lésung wirklich zu be-
stimmen.

24.4. Wir kénnen das Resultat aus 2.2.5 so formulieren: Das System
(1*) besitzt eine von 0 entfernte Losung, wenn der Rang bekannt und
kleiner als n ist. In besonderen Fillen kann es aber zuweilen gelingen, eine
von 0 entfernte Losung zu bestimmen, auch wenn der Rang unbekannt ist.
So hat die Gleichung ax + ay = 0, wo a wie in 2.4.3 definiert ist, immer
die von 0 entfernte Lésung (1, — 1), wiahrend der Rang 0 oder 1 sein kann,
je nachdem a = 0 oder a # 0.

2.45. Das folgende Resultat ist etwas schwicher als 2.2.5, aber oft
niitzlich.

SATz. Ist jede n-reihige Determinante aus der Koeffizientenmatrix M
von (1*) gleich 0, so ist es ausgeschlossen, daB es keine von O entfernte
Losung von (1°) gibt.

Beweis. Angenommen, es sei M = 0 und es kénne keine von 0 entfernte
Losung von (1°) geben. Dann kann der Rang von M nicht n—1 sein, weil
es sonst nach 2.2.5 eine von O entfernte Losung gabe; also sind alle
(n—1)-reihigen Unterdeterminanten von M gleich 0. Nun ergibt sich
ebenso, daB alle (n—2)-reihigen Unterdeterminanten gleich 0 sind, usw.
SchlieBlich miiBten alle Koeffizienten gleich O sein; dann hat das System
aber gewiB eine von O entfernte Losung. Das ist der erwiinschte Wider-
spruch.

§ 3. Polynome.

3.1.1. Definitionen. Es seien f, g, h Polynome in einer Veranderlichen x
iiber ein einem Kérper K. Wir sagen, daB3 f = g (h), wenn ein Polynom k
bestimmt werden kann, so daBB f—g = kh.

f ## g (h), wenn fiir jedes Polynom k gilt f—g 7 kh.

3.1.2. Fiir die Teilbarkeit von f durch h (f = 0 (h)) ergibt die gew6hn-
liche Division ein algebraisches Kriterium, falls A regular ist (1.7.1): Ist
f = qh + r, wo r von niedrigerem Grad als h ist, so ist f =0 (h) gleich-
bedeutend mit r = 0 und f 2 0 (h) gleichbedeutend mit r # 0. Er 1aBt
sich auch fiir jedes vorgegebene von O entfernte, aber nicht notwendig
regulire h die Entscheidung iiber die Teilbarkeit von f durch h auf die
Berechnung von endlich vielen Kérperelementen zuriickfiihren. Es sei

f=ax™"+a x™'...+ am;
h=cyx" +¢,x""' ...+ cn: c, #0.

Die Gleichung f = kh, wo k ein Polynom (m—n + r)-ten Grades
(1.7.3) mit unbestimmten Koeffizienten p; ist, fiihrt zu einem System von
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linearen Gleichungen in den p;, deren Koeffizientenmatrix die Form hat:

Co 0
¢ G .
Cr i ag
. Co .
mit

Cn

Cr v

Cn am

Nun ist entweder die Unterdeterminante D,, deren Hauptdiagonale aus
cr besteht, von O entfernt, oder wenigstens ein Element in dieser Deter-
minante oberhalb der Hauptdiagonale ist von 0 entfernt. SchlieBlich geraten
wir immer zu einer von 0 entfernten Unterdeterminante; ich nehme an,
daB D, # 0. Notwendig und hinreichend, damit f =0 (h), ist nun, daB
aus der mit der Spalte der a erweiterten Matrix alle (m—n + r + 2)-
reihigen Determinanten E; gleich 0 sind; notwendig und hinreichend, damit
f £ 0 (h) ist, daB wenigstens eine dieser Determinanten von 0 entfernt ist.

3.1.3. Als Anwendung beweisen wir den

SATz. Ist h 0 und f 220 (h), so ist fiir jedes Polynom k entweder
f # 0 (k) oder h # k.

Beweis. Machen wir iiber h die obigen Voraussetzungen, so ist entweder
in k der Koeffizient von x"—" von 0 entfernt oder h 7 k. Im ersten Fall
bleibt D, 0, wenn die Koeffizienten von h durch diejenigen von k ersetzt
werden, oder h 7 k. Bleibt D, 7 0, so bleibt ein E;7 0, oder h # k.

3.14. Satz. Ist h7#0, und f 30 (h) ungereimt, so ist f= 0 (h).

Beweis. Man bilde nach 3.1.2 die Determinanten E;(f); es ist unge-
reimt, daB ein E; (f) # 0, also ist jedes E;(f) = 0.

3.1.5. Satz. Isth# 0und f + g 3£ 0 (h), so ist entweder f 3£ 0 (k)
oder g 220 (k). *

Beweis. Da die E, linear sind in den Koeffizienten des Dividenden, ist
Es(f + g) = E;(f) + Es(g): hieraus folgt der Satz sofort.

3.1.6. Den Restklassenring nach einem beliebigen Polynom A kann man
in der gebrauchlichen Weise definieren. Ist A # 0, so erhalten wir wie
folgt eine Entfernungsrelation in dem Restklassenring:

Definition. Die Restklassen von f und g heiBen voneinander entfernt,
wenn f £ g (h).

Es ist zu beweisen, daB bei dieser Definition 1.3.1, 1.4.1 und 1.5.1 gelten.
1.3.1, Iist klar. II und III folgen unmittelbar aus 3.1.4 und 3.1.5, denn ist
f—g # 0 (h) ungereimt, so gilt f—g= 0 (h), und aus f—g £ 0 (h)
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folgt wegen f—g = (f—k) + (k—g) entweder f—k 3£ 0 (h) oder
k—g 0 (h).

1.4.1 ist klar. 1.5.1 sehen wir so ein: Es sei fg 3£ 0 (h): k sei ein be-
liebiges Polynom. Dann ist fg # kgh. also nach 1.7.2 f 7 kh. Ebenso

ist g £ 0 (h).

3.2. Teilbarkeit von Polynomen.

3.2.1. Im folgenden bedeute f; den Koeffizienten von x! in dem Poly-
vom { aus K[x]. f heiBt nichtkonstant, wenn f 5~ fo; dann ist nicht jeder
Koeffizient f; aus f mit i > 0 gleich Null; f ist von jeder Konstanten ver-
schieden. f heiBt von Konstanten entfernt, wenn f 7 fo; dan ist f; 7 0 fiir
wenigstens ein i > 0.

3.2.2. Definitionen. f heiBt schwach teilbar, wenn es nichtkonstante
Polynome g und h gibt, so daB f = gh. f heiBt (stark) teilbar, wenn es
von Konstanten entfernte Polynome g und h gibt, so daBB f = gh.

3.2.3. Satz. Ist f nicht stark teilbar, so ist f nicht schwach teilbar.

Beuweis: Ist f nicht stark teilbar, so gilt:

Aus g # go und h # h, folgt f =~ gh.

Auf beide Seiten dieses Satzes wenden wir die doppelte Negation an;
wir bedenken, daB die doppelte Negation einer Konjunktion &quivalent
der Konjunktion der doppelten Negationen der Glieder ist und ersetzen
rechts die driefache Negation durch eine einfache. So finden wir:

Aus g £ g, und h £ hg folgt f #~ gh,

das heiB3t, f ist nicht schwach teilbar.

Wir nennen in diesem Fall f unteilbar.

3.24. Definition. f heiBt prim, wenn f entfernt ist von 0 und von
jedem Produkt aus zwei Polyromen, die von Konstanten entfernt sind.

3.2.5. Die Definitionen und Sitze aus 3.2.1 bis 3.2.4 lassen sich ohne
weiteres auf Polynome in mehreren Verinderlichen ausdehnen.

3.3.1. Definition. Die Polynome f und g heiBen relativ prim, wenn fiir
jedes von O entfernte Polynom h, dessen Minimalgrad groBer als O ist,
wenigstens eine der Relationen f 320 (h), g 20 (h) gilt.

3.3.2. Satz. Sind die Polynome f und g relativ prim, ist ein Minimal-
grad von f gleich n >0, und geniigen die Polynome h und k den Be-
dingungen, daB entweder h 7 0 oder k 7 0 und daB der Maximalgrad
von k kleiner als n ist, so ist Af + kg # 0.

Beweis. Zunichst nehmen wir fiir k eine von 0 entfernte Konstante;

dann ist Af + kg 7 0, denn aus g 20 (f) folgt g#——gf. Nun sei

der Satz schon bewiesen fiir jedes regulare k, dessen Grad nicht gréBer als
p(<n) ist; dann gilt er auch fiir jedes k, dessen Maximalgrad gleich p ist.
Denn schreiben wir k = k; + kg, wo ky entweder gleich O oder regular
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von geringerem Grad als p ist, so ist fiir beliebiges h hf + kog # 0,
also entweder hf + kg 7 0 oder k; # 0; in dem letzten Fall kann man
die von O entfernten Glieder aus k; in k, hiniiberbringen, und durch
Wiederholung dieses Verfahrens gelangt man schlieBlich immer zu
hf + kg #0.

Ist so der Satz bewiesen fiir jedes k, dessen Maximalgrad kleiner als q
ist, und ist ¢ <n, so zeigt die folgende Ableitung, daB er auch fiir jedes
reguldre k mit dem Grad q gilt. Es sei h beliebig, hf + kg =1 Da k
regulir ist, konnen wir f durch k dividieren: f = ks + r; der Maximalgrad
von r ist kleiner als q. Nun folgt:

fg=ksg+rg—=s(l—hf)+rg.
flg+ hs)—rg =sl.

Da f und g relativ prim sind und s (wegen q <n) von Konstanten
entfernt, gilt entweder f 3£ 0 (s) oder g # 0 (s), also entweder r # 0
oder g + hs 7 0. Wir kénnen also den Satz auf diesen Fall anwenden,
so daB sl # 0, also [ # 0.

Die angegebenen Schritte geniigen, um durch Wiederholung den Induk-
tionsbeweis zu vollenden.

3.33. Sarz. Ist f prim und g 220 (f), so sind f und g relativ prim.

Beweis. g #0 (cf) fiir jedes von O eatfernte konstante c. Hieraus
folgt, daB fiir ein von O entferntes Polynom h entweder gilt g £ 0 (h)
oder h # cf fiir jedes konstante c. [Namlich: a sei ein von O entfernter
Koeffizient aus h, b der entsprechende Koeffizient aus f. b # 0 oder

h # cf fiir jedes c. Ist b # 0, so ist g Z£ 0 (%f) also g 2 0 (h) oder
h # % f: im letzten Fall gilt fiir konstantes ¢ entweder h # cf oder

% # c, in diesem Fall ist wieder h 7 cf.] Ist h 7 c f fiir jedes konstante

c, so ist f # d h fiir jedes von 0 entfernte konstante d. Ist nun [ ein zweites
Polynom, so ist f # hl, oder [ ist von Konstanten entfernt; in diesem Fall
gilt, da f prim ist, wieder f 7% hl. Wir haben also gezeigt, daB entweder
g7#0 (h) oder f £ 0 (h).

3.34. Satz. Ist f prim, so ist der Restklassenring nach f ein Inte-
gritatsgebiet.

Beweis. Es sei g0 (f) und h£0 (f); es ist zu beweisen, daB
ghz0 (f).

Da f nicht regulér zu sein braucht, setzen wir f = f; + f2, wo f regular
ist. Fiir beliebiges k sei gh—kf = 1. Gewdhnliche Division ergibt
g = qf2 + r; nach 3.1.3 ist entweder r 7 0 oder f; 7 0. Im ersten Fall
schlieBen wir auf

flgh—k)+rh =1+ qhf,.
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Nach 3.3.3, 3.3.2 ist das linke Glied von O entfernt, also [ 7% 0 oder
f1 # 0. In diesem Fall kann man die von 0 entfernten Glieder aus f, nach
f2 hiniiberbringen und dieses, wenn notwendig, wiederholen bis f, erschépft
ist. (Diese Methode, nicht notwendig regulire Polynome zu behandeln,
deuten wir im folgenden mit dem Schlagwort ,,Spaltung’ an.)

3.35. Sarz. Ist f prim und regulir mit einem Grad > 0, so ist der
Restklassenring nach f ein Korper.

Beweis. Es sei n der Grad von f, g ein von 0 entferates Polynom von
dem Maximalgrad m, so daB g 320 (f). In hf + kg = O setzen wir fiir
h, k bzw. Polynome von den Graden m — 1, n — 1 an; es ergeben sich fiir
die Koeffizienten von h und k homogene lineare Gleichungen, deren
Koeffizientendeterminante nach 3.3.2 und 2.2.5, 2.3.5 von O entfernt
ist. Nach 2.3.2 ist dann hf + kg =1 l6sbar; d.h. g hat in dem Rest-
klassenring das inverse Element k. — Nach 1.7.2 ist 1 220 (f).

3.3.6. Einem Kérper kann also eine Wurzel eines reguliren Prim-
polynoms formal adjungiert werden. Leider gelingt es nicht immer, auch
eine zweite Wurzel zu adjungieren.

Als Beispiel diene f(x) = x3 + ax + y: a bedeutet eine reelle Zahl,
von der nicht bekannt ist, ob sie gleich Null ist oder nicht. Ist K der Korper
der komplexen Zahlen, so ist f prim iiber K(y). Sei w eine Wurzel von f,
also f = (x—w) (x2 + wx + w2 + a). Ist a = 0, so zerfallt f vollstindig
in K(y,w) = K(w); ist a # 0, so ist der zweite Faktor prim iiber K(w).

3.3.7. Satz. (Umkehrung von 3.3.4) Ist der Restklassenring nach f
ein Integrititsgebiet, so ist f prim.

Beweis. Es sei f = f; + f2: f2 regulir mit dem Grad n; g und h seien
regulir und von Konstanten entfernt. Hat g oder h einen hoheren Grad
als n, so ist gh # f,, also gh # f oder f, # 0; in diesem Fall bringen
wir die von O entfernten Glieder aus f, nach f, hiniiber und wiederholen
den ProzeB, bis sich entweder ergibt daB gh # f oder daB ein Minimal-
grad von f groBer ist als die Grade von g und h. In diesem Fall ist
g0 (f) und h 320 (f). also nach der Definition des Integritatsgebiets
ghz£0 (f), also sicher gh # f. Von der Voraussetzung, daB g und A
reguldr sind, befreit man sich in einfacher Weise durch Spaltung.

3.4. Transzendente Erweiterung des Grundkérpers.

3.4.1. Satz. Sind die Polynome f(x) und g(x) aus K[x] relativ prim
iiber K und ist ¢ eine Unbestimmte, so sind f und g relativ prim iiber K(¢t).

Beweis. Es ist zu beweisen, daB

h(e). flx)#Zkx ) l(x0 . . . . . . . (1)

oder die entsprechende Relation fiir g, wenn h 7 0 und der Minimalgrad
von k und von ! in x gréBer als 0 ist. Wir denken uns k und [ nach
Potenzen von ¢ entwickelt; der Koeffizient von t? in k sei k,; entsprechend
fiir I und h.

Erster Fall. kg hat einen Minimalgrad > 0 in x.
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Es ist f3£0 (ko) oder g £ 0 (ko): wir nehmen das erste an. Ferner
sei hp7# 0. Wir vergleichen

hof mit kelp+...+kploo. - o« . . . (2)

Steht in (2) das Zeichen 7, so gilt (1). Nun ist h,f 7 kol,. also ent-
weder (1) oder ein [, 7# 0 mit ¢ <p. In diesem Fall betrachten wir (2)
mit q statt p, nennen es (3) und finden, daB entweder (1) oder hqy # 0
oder ein I, # 0 mit r < q. Ist aber hy # 0, so finden wir wie bei (2), daB
ein solches I, # 0. Wir koénnen dieses Verfahren fortsetzen, bis sich (1)
herausstellt.

Zuweiter Fall. k, hat einen Minimalgrad > 0 (p > 0).Es sei f 3£ 0 (k).

Sei h—= h’tP + h”; k" habe den Maximalgrad p—1; ebenso k = kK'tP+ k”.
Nach dem ersten Fall ist h'f £ k’l, also (h’'tP + h”)f 7# K'tPl, also (1)
oder k” # 0. Wir nehmen letzteres an. Ist noch k” = k’’(¢t) + xk'V (¢),
so konnen wir im Fall k/V 2 0 p durch eine kleinere Zahl ersetzen, so daB
wir annehmen diirfen k' # 0, z.B. k' # 0.

Hat I den Grad 0 in ¢, so ist h, f# kp [, also (1). Wir wenden Induktion
nach dem Grad von [ in ¢ an. r sei der Maximalgrad von ! und der Satz
sei fiir jedes [ von niedrigerem Grad bewiesen, so daB insbesondere

(h—ho)f # k(1—1).

also entweder (1) oder hy 7 0 oder Iy 7 0; aus hy # 0 folgt aber ent-
weder hg f # koly. also (1), oder ly # 0; nur dieser Fall braucht noch
untersucht zu werden. Wir vergleichen

hquit kql°+...+kolq. e s e e e (4)

und finden, daB vier Fille méglich sind: a) (1), b) hy #0, c) k' # 0
mit s <gq, d) k/V 0, von denen nur b) weiter betrachtet werden muB.
Es sei n ein Minimalgrad von f; betrachten wir in (4) die Glieder vom
Grad n, so sehen wir, daB entweder (1) oder k/V % 0 oder ! den Minimal-
grad n in x hat. Im letzten Fall ist ein Minimalgrad von kI nach x gréBer
als n, also entweder (1) oder f hat einen Minimalgrad gréBer als n.

In allen Fillen, die wir haben unterscheiden miissen, gerdt man nach
einer endlichen Anzahl von Schritten zu (1), womit der Satz bewiesen ist.

3.42. HirssaTz. Sind f(x) und g(x) relativ prim, ist ein Minimal-
grad von f gleich n> 0, ist k(x, y) = ko + kyy + ... +kpyP 7# 0 so be-
schaffen, daB k 7 0 und die Polynome in x kg, ..., kp—; den Maximalgrad

f

n besitzen, so ist gP k | x, — o # 0.
Beweis. Fiir p =1 folgt alles aus 3.3.2. Wir wenden vollstindige

Induktion nach p an. Ist zundchst kg = 0, also k = yk’, so ist

glk (x. - 5) =fgP'k (x. — 5) # 0. Hieraus folgt, daB immer ent-
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weder gP k (x, — —g—)# 0 oder kg # 0. Nun wenden wir vollstindige

Induktion nach dem Grad von k, an. Es sei also ¢ <n und der Satz sei
bewiesen fiir jedes k, in welchem k, einen Maximalgrad kleiner als q hat;
wir setzen nun kg regulir von dem Grad q an. Es ist

f (f) .. .0 1;0
g 1
ng(x—L)— 0 g . k,
. g — . . .

. . . fkp_l
0 . . . .gk

Division ergibt f = ks + ; multiplizieren wir in der Determinante die
letzte Kolonne mit s und subtrahieren wir von ihr die erste Kolonne, so
erhalten wir —r, k;s—g, kps,....kps. Es sei kys—g={fs, +ry;
wir vermindern die letzte Kolonne um s; mal der zweiten, so daB wir

—r, ry, kgs—s; g, ..., kps erhalten. So fortfahrend erreichen wir, daB
f o . . . —r
g f s w s r
sgpk(x'_L): 0g . .. r
g ’ s
0 . . . . kps—gsp
Entweder f 3£ 0 (s) oder g 2 0 (s); g = —sif + kys —ry =

= —s,(kos + r) + kys —ry = (—kos; + ky)s —rs; —r;. Es folgt, daB
entweder r 7 0 oder r; 7 0. Das Polynom in y, dessen Koeffizienten die
letzte Kolonne bilden, erfiillt die Voraussetzungen des Satzes fiir k, iiber-
dies ist der Grad von r kleiner als g, so daB mach der Induktionsvoraus-

f

setzung die Determinante von 0 entfernt ist; dann ist auch ng(x,— 5)#0

Der Satz ist nun fiir alle k, in denen k, regulir vom Grad q oder von
kleinerem Grad ist, bewiesen; durch Spaltung beweisen wir ihn fiir alle k,
in denen ein Maximalgrad von k, gleich g ist. Der Induktionsschritt kann
nun wiederholt werden.

Zusatz. Der Satz 3.4.2 gilt auch dann, wenn n ein Minimalgrad von g

statt von f ist. Man zeigt das einfach durch die Substitution y — Lz

3.4.3. Satz. Sind f(x) und g(x) relativ prim iiber K, so ist f + gy.
wo y transzendent ist in Bezug auf K, prim iiber K(y).
Beweis. Es ist zu zeigen, daB

hy) (f+oy)#kxyllxy. . . . . . . (1)

wenn sowohl in k als in [ ein Glied von héherem als dem nullten Grad in x
von O entfernt ist. Es sei n ein Minimalgrad von f oder von g; wir setzen
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=k +K,l=1U+ L, wo K und ' diejenigen Glieder aus k und [ ent-
halten, deren Grad in x kleiner als n ist. Ersetzen wir iiberall y durch

f

a4 und schaffen wir die Nenner weg durch Multiplikation mit einer ge-

eigneten Potenz von g, so wird nach 3.4.2 k’l' zu einem von 0 entfernten
Polynom in x, wahrend h.(f + gy) zu O wird; hieraus folgt, daB

h.(f + gy) # KU, also entweder (1) oder K 7 0 oder L 2 0. In den
beiden letzten Fillen ist der Grad von kl nach x gréBer als n, also ent-
weder (1) oder ein Minimalgrad von f oder von g ist n’ > n. Dann wieder-
holen wir die Betrachtung fiir n’ statt n, usw.

3.4.4. Fir die Eliminationstheorie wire es wichtig, 3.4.3 auf mehrere
Polynome auszudehnen, z.B. wie folgt: Sind f(x), f;(x). fo(x). ... relativ
prim iiber K, so ist f + y,f, + yofs + ... prim iiber K(y,. yo. ...). Der
Beweis dieser Behauptung ist mir noch nicht gelungen.

§ 4. Elimination aus biniren Gleichungen.

4.1. Einleitende Bemerkungen.

4.1.1. Gegeben sind die von 0 entfernten Polynome iiber einem Kérper K

f™(x.yy=apx™+a,x"'y+...+amy™;

9(")(x-y):box"+b|x""y+...+b,,y". n=—m. % & (1)

Ein eingeklammerter oberer Index bei dem Namen eines Polynoms gebe
immer den maximalen Grad dieses Polynoms an. In der Eliminations-
theorie sucht man die Bedingung, dafir daB die Polynome (1) einen
gemeinsamen Faktor iiber K besitzen, dessen Grad =1 ist. Nach der
EULERschen Methode fithrt man diese Frage zuriick auf die andere, wann
es zwei von 0 entfernte Polynome A»-)und k!m-1 gibt, so daB hf + kg =0.
Wir kénnen aber aus der Existenz dieser Gleichung nicht allgemein auf
das Bestehen eines gemeinsamen Faktors der Polynome (1) schlieBen,
denn dieser SchluB beruht auf der Méoglichkeit und Eindeutigkeit der
Zerlegung von Polynomen in Primfaktoren. Die Frage der Faktorzer-
legung fordert eine ausfiihrliche Uatersuchung, aus der wir hier vorweg
nehmen, daBB man sicher nicht imstande ist, auBer bei speziellen Voraus-
setzungen beziiglich K, jedes Polynom iiber K in Primfaktoren zu zerlegen.
Nehmen wir z.B. fiir K den Korper R(t), wo R der Kérper der reellen
Zahlen und ¢ eine Veranderliche ist, und ist f(x, y) = x2 + aty2, wo a
cine reelle Zahl bedeutet, von der wir nicht wissen, ob sie gleich 0 ist oder
nicht, so konnen wir f nicht in Primfaktoren zerlegen. Ist namhch a=0,
so ist f zerlegbar; ist a 7~ 0, so ist f prim.

4.1.2. Man kénnte noch versuchen, A~V und k‘m-" durch ihren g.g.T.
zu dividieren; sind die Quotienten A"-Pund km-pP), so muB3 f durch kim-p
und g durch h*-P teilbar sein und ist der Quotient ein gemeinsamer Faktor
vom Grad p. Der g.g.T. kann ohne Faktorzerlegung mit dem Euklidischen
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Algorithmus bestimmt werden. Hier stoBt man aber auf eine neue Schwie-
rigkeit. Die Division durch ein Polynom kann nur dann ausgefiihrt werden,
wenn der Divisor regulir ist im Sinn von 1.7.1 (Anfangskoeffizient von 0
entfernt). Nichts hindert, die Eliminationstheorie zunichst fiir regulire
Polynome f und g aufzustellen; auch in diesem Fall kénnen aber im
weiteren Verlauf der Rechnung nichtregulire Polynome als Divisoren
auftreten. Der Euklidische Algorithmus ist nur in diskreten Koérpern, in
denen jedes Polynom regulir ist, allgemein anwendbar.

Es zeigt sich, daB die Verhiltnisse dhnlich sind wie in dem Fall der
linearen Gleichungen: Wir kénnen den gemeinsamen Faktor der Poly-
nome {f und g nur dann bestimmen, wenn der genaue Grad des g.g.T.
mitbestimmt werden kann. Das lieBe sich erreichen durch Heranziehen der
bekannten bei der Erweiterung der EULERschen Eliminationsmethode auf-
tretenden Bedingungen fiir die Existenz eines gemeinsamen Faktors
gegebenen Grades; dieser Weg wire aber ziemlich umstindlich. Wir
wihlen deshalb den folgenden, der auf einer, in den Hauptziigen ebenfalls
bekannten, Erweiterung der Sylvesterschen (dialytischen) Methode beruht.

4.2.1. Wir gehen aus von einer beliebigen Anzahl von nichthomogen
geschriebenen Gleichungen:

i=ax™m+...+am=0;
L=bpx™ 4 ...+ bm,=0;
E=cox™+ ...+ cm,=0;
usw.

Vorausgesetzt wird, daB m, 2 my 2 m3 2 ..., daB aus jeder Gleichung
wenigstens ein Koeffizient von 0 entfernt ist, und daB aus wenigstens einer
Gleichung der Anfangskoeffizient von O entfernt ist, also wenigstens ein
[, regular ist. Wir setzen m; + my — n.

4.2.2. Wir bilden in bekannter Weise aus den Gleichungen 4.2.1 die
dialytische Matrix M fiir den Grad n—1. (Man multipliziere jedes f
nacheinander mit 1, x, ..., x2—m-! M ist die Matrix aus den Koeffizienten
aller dieser Polynome.) Der Rang von M sei r.

4.2.3. In dem Ideal I = (f,. fo. f3. ...) sei g ein Polynom dessen Grad
Sn—1, g=Af; +Axfa+..+Af + .. Daf, regulir ist, kann
man jedes A durch f, dividieren, und erhalt so:

Ai=qfi+r: As=qfi+r...,
9:f|f1+"2fz+--~+(Av+QIfl+QZf2+--')f'---'

Da der Grad eines jeden r; < m,, haben alle Terme rechts auBer dem
vten einen Grad < n— 1; da das gleiche fiir g gilt, hat nach 1.7.3 und 1.5.3
der Faktor von f, héchstens den Grad n—1—m,. Jedes Polynom aus /,
dessen Grad < n—1, 1aBt sich in der Form

Byf, + Byfy + Bsfs + ...

darstellen, wo der Grad von B; héchstens n—1—m; ist.
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4.2.4. Hieraus folgt: bezeichnen wir die Elemente von M (4.2.2) mit
aix, so besteht die notwendige und geniigende Bedingung, dafiir daB

g=pPox"' + ...+ pna
zu I gehore, hierin, daB die Gleichungen

2'aik gk =pi

eine gemeinsame Lésung nach den g, (den Koeffizienten der B;) besitzen;
ist r der Rang von M, so gibt es nach 2.2.3 r voneinander freie Vektoren
(PP.....p%" ) (v=1,...,r) fiir welche das der Fall ist, und ist der
Vektor 8 = (s, ..., Sp—1) von diesen r Vektoren frei, so gilt fiir beliebige q
und wenigstens ein i 2a;x qx # s;. Anders ausgedriickt: Die Menge der
Polynome aus / vom Maximalgrad n—1 besitzt eine scharf vollstindige
lineare Basis aus r linear voneinander freien Polynomen.

'4.25. Ist g ein von O entferntes Polynom, dessen Maximalgrad kleiner
als n—r ist, so sind ¢/, xg’, .... x"g’ r + 1 linear voneinander freie Poly-
nome mit dem Maximalgrad n—1; folglich ist wenigstens eines dieser
Polynome von [ entfernt (2.4.1), z.B. sei xtg’ 220 (I). Dana gilt fiir ein
beliebiges Polynom h aus I, x!g’ # xth, also g’ # h. Hieraus folgt, daB
jedes von O entfernte Polynom aus I/ den Minimalgrad n—r besitzt. Das
heiBt, die Vektoren (p{,...,p" ) (v=1,...,r) sind voneinander frei.
Also ist jeder r-dimensionale Vektor linear aus ihnen kombinierbar, ins-
besondere (0, ...,0,1). I enthidlt also ein Polynom d von dem genauen
Grad n—r, und dieses Polynom ist eindeutig bestimmt.

4.2.6. Dividiert man f,, f5, f3. ... durch d, so sind alle Reste gleich 0,
weil man sonst in / ein Polynom von kleinerem Maximalgrad als n—r
erhalten wiirde. d ist also gemeinsamer Teiler von f,, fs. f3..... Es sei
fi=eidiistd = A f, +Ayfo+ Asfs+ ...,s0ist 1 = A e, + Aze, +
+ Agez + .... Hieraus folgern wir, daB die e, relativ prim sind. Denn ist
erstens h ein reguldres Polynom, dessen Grad > 0, so folgt aus der letzten
Identitat, daB wenigstens einer der Reste, welche bei Division der e, durch
h entstehen, von 0 entfernt ist; ist zweitens h ein beliebiges Polynom, dessen
. Minimalgrad gréBer als 0 ist, so fiithrt Spaltung zum Ziel.

4.2.7. Zusammenfassung. Wir haben nun folgendes bewiesen: Hat M
den Rang r, so besitzen f,, f. f3. ... einen eindeutig bestimmten gemein-
samen Teiler d vom Grad n—r. Die Quotienten der f, durch d sind relativ
prim. I ist Hauptideal und fallt mit (d) zusammen. Gilt fiir ein Polynom g,
daB d 3£ 0 (g), so gilt fiir wenigstens ein i f; 320 (g). Als wichtigsten
Sonderfall heben wir hervor:

Satz A. Ist M # 0, so sind die f, relativ prim.

SATz B. Besitzen die f, einen von Konstanten entfernten gemeinsamen
Teiler, so ist M = 0.

Beweis. Nach Satz A ist M 7 0 ausgeschlossen.
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SAaTz C. Ist M =0, so ist es unmoglich, daB die f, keinen gemein-
samen Teiler mit einem Grad grésser als O besitzen.

Beweis. Wie fiir 2.4.5.

4.2.8. Wir schreiten nun zur Umkehrung des vorigen, zunichst fiir
zwei Polynome.

Satz D,. Sind f,, f; relativ prim und ist entweder f, oder f, regular,
so ist ihre Resultante (d.h. die nach 4.2.2 gebildete dialytische Matrix)
von 0 entfernt. Der Beweis ergibt sich aus 3.3.2 und 2.3.5.

4.29. Sind f und g Polynome und ist f regulir vom Grad n, so sind
die folgenden vier Eigenschaften idquivalent:

I. Die Resultante R von f und g ist von O entfernt.

II. Sind h und k Polynome mit h 3 0 oder k 0, und ist der Maximal-
grad von k kleiner als n, so ist hf + kg 7# 0.

III. Das Ideal (f.g) enthalt 1.

IV. f und g sind relativ prim.

In 4.2.6 ist ndmlich bewiesen, daB aus III folgt IV; in 4.2.8, daB aus
IV folgt I. DaB ferner aus I folgt III, und daB I mit II dquivalent ist, lehrt
die Theorie der linearen Gleichungen.

4.2.10. Satz. (Umkehrung von 4.2.7.) f, sei regulir vom Grad m, in
x, fo habe den Maximalgrad my; m; + my; — n. Besitzen f, und f, den
gemeinsamen Teiler g, der ein regulires Polynom vom Grad n—r ist und

f 2

sind die Quotienten = —e¢,, ** — e, relativ prim, so hat die Resultante
g

von f,, f2 den Rang r.

Beweis. Nach 4.2.8 ist (e}, e;) = (1), also (f,. f2) = (g): (g) enthalt
genau r voneinander freie Polynome vom Maximalgrad n—1, namlich
g.xg,.... x™~! g, von denen jedes Polynom aus (g) mit dem Maximalgrad
n—1 linear abhangig ist. Dann geht aus 2.2.9, Satz 3, und 2.3.9 hervor,
daB die Resultante den Rang r hat.

4.3. Hatten wir die unter 3.4.4 genannte Eigenschaft zur Verfiigung,
so konnten wir 4.2.8 und 4.2.10 unmittelbar auf mehrere Polynome aus-
dehnen. Solange der Satz nicht bewiesen ist, miissen wir uns auf den Fall
beschranken, daB der Grundkérper algebraisch abgeschlossen ist.

4.3.1. In diesem Fall erhalten die Siatze A, B, C die folgende Form:

SATz A,. Ist M # 0, so ist fiir jedes & wenigstens ein f, (&) # 0.

SATz B,. Besitzen die f, eine gemeinsame Wurzel, so ist M = 0.

Satz C,. Ist M =0, so ist es unméglich, daB die f, keine gemeinsame
Wourzel besitzen.

Nun 4Bt sich der zugehérige Satz D, beweisen.

4.3.2. Vorher ist die Bemerkung niitzlich, daB sich die ganze Elimi-
nationstheorie, mit EinschluB des HiLBERTschen Nullstellensatzes, ohne
Schwierigkeit entwickeln 1aBt fiir den Korper der rationalen Zahlen als
Grundkérper: diese Méglichkeit beruht auf der Eigenschaft, daB die
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Spezies der algebraischen Zahlen diskret ist (BROUWER, Math. Ann. 83,
201—210, § 4).

4.3.3. Bezeichnungen wie in 4.2.1, 4.2.2. Die Wurzeln des regularen
Polynoms f, seien a;, ..., am,.

Die Produkte fy (a;) ... fkm,(a'"-) nennen wir in irgendeiner Reihen-

folge Py, P,, .... Ist ein P, # 0, so ist fiir jedes a; ein f, (a;) 7 0: fir
eine beliebige Zahl £ 148t sich nun entweder u so bestimmen, daB f,(§) #0
oder ¢ # g, fiir jedes i (1.5.6); in diesem Fall ist aber f, (£) # 0. Nun
seien D, ..., Dy die Determinanten hochsten Grades aus M, geschrieben
als Polynome in den a und den Koeffizienten der f (f, ausgenommen).
Sind fiir spezielle Werte der Koeffizienten und Wurzeln D, = ... =
=Dy =0, so fithrt die Annahme, daB ein P, 0, wegen Satz C, zu
einem Widerspruch, also sind alle P, = 0. Auf die D und P koénnen wir
den Nullstellensatz anwenden; das ergibt: P.¢=0(D,,..., Da). (1)

Nun sei fiir jedes & ein f,(&) 7 0: dann 14Bt sich insbesondere zu jedem
i ein k; finden, so daB fy, (a;) # 0;

Py = I'Tfki(a,) # 0. Dann ist nach (1) wenigstens ein D; 7 0.

SATz D,. Ist unter den Voraussetzungen von 4.2.1 fiir jedes £ aus dem
algebraisch abgeschlossenen Grundkérper wenigstens ein f(£) 7 0, so ist
M # 0.

4.34. Es ist notwendig, uns von den seit 4.2.1 durchweg gemachten
Voraussetzungen a) jedes f, # 0, f) wenigstens ein f, reguldr, zu be-
freien. Das ist sehr leicht fiir Satz A, weil 8) schon aus der Voraussetzung
M # 0 folgt; diejenigen f,, deren Koeffizienten in einer von O entfernten
Determinante aus M auftreten, sind sicher von O entfernt und auf diese
f. kann man die weitere Betrachtung beschranken. — Satz B ist unmittel-
bar aus Satz A gefolgert. — Fiir Satz C schlieBen wir so: Ist M = 0, und
hatten die f. keinen von Konstanten entfernten gemeinsamen Teiler, so
konnte nicht a) und B) gelten. Da es ungereimt ist, anzunehmen, ein
Polynom, das von O entfernt ist, kénne nicht regulir sein, kénnte a) nicht
gelten, d.h. das Produkt aller f, wire gleich 0. Nun nehmen wir an, der
erweiterte Satz C sei fiir k Polynome bewiesen (fiir k = 1 ist er trivial),
und zeigen. daB er auch fiir kK + 1 Polynome gilt. Wire eines von diesen
gleich 0, so kénnten die iibrigen nach Voraussetzung keinen von Konstan-
ten entfernten gemeinsamen Teiler haben. DaB keines der f,, wohl aber
ihr Produkt gleich 0 wire, wire ein Widerspruch.

Satz D, ist allein aus Satz C gefolgert; bei seinem Beweis ist ) wesent-
lich gebraucht, so daB wir uns nur von a) befreien kénnen.

4.3.5. Die Satze Ay, By, C,, D, lassen sich ohne weiteres auf homogene
Gleichungen anwenden, wobei zunichst fiir (£, &) nur solche Werte-
paare, in denen &, # 0, zugelassen sind; wegen der Symmetrie kann man
in Satz A,, B, und C, diese Bedingung ersetzen durch die, daB entweder
§, # 0 oder £, # 0. Bei Satz D, erreichen wir in dieser Weise, wie die
Substitution von (1,0) zeigt, daB auch Bedingung g) iiberfliissig wird.
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§ 5. Elimination aus Gleichungen in mehreren Verénderlichen.

5.1. Das geht jetzt leicht mittels der Methode der sukzessiven Elimi-
nation (z.B. B. L. vAN DER WAERDEN, Moderne Algebra II, § 76). Durch
Elimination von x, erhalten wir D,, ..., Dy, die jetzt Polynome in x,, ..., xp
sind; das nach Elimination aller Verénderlichen erhaltene Resultanten-
system sei R, ..., R;.

SATZ Aj. Ist ein R, 0, so ist fiir jeden von O entfernten Vektor

= (&1, ....£m ) wenigstens ein f,(¢) # 0.

Der Beweis ergibt sich durch wiederholte Anwendung des Hilfssatzes:
Ist fiir jeden Vektor (&5, ....&n) = & # 0 wenigstens ein D.(&) # 0,
so ist fiir jedes & £ 0 wenigstens ein f, (£) 7 0. Ist ndmlich ¢ so gewahlt,
daB das zugehérige &’ 74 0, so folgt es aus Satz A,. Da ferner das Polynom
D, # 0, ist wenigstens ein f, regulir in x,; fiir £; £ 0 ist entweder dieses
fu 7# 0 oder & # 0.

SATz Bj;. Besitzen die Gleichungen eine von O entfernte Losung, so
sind alle R, = 0.

Beweis. Nach Satz Aj ist R, 7 0 ausgeschlossen.

Satz C;. Sind alle R, = 0, so ist es unméglich, daB die Gleichungen
keine von 0 entfernte Losung besitzen.

Beweis durch wiederholte Anwendung des Hilfssatzes: Ist es unméglich,
daB die Gleichungen D, = 0 keine von 0 entfernte Losung besitzen, so ist
es ebenfalls unmoglich, daB die Gleichungen f,— 0 keine von O entfernte
Losung besitzen. Dies folgt aus Satz C, und dem logischen Satz: Folgt eine
negative Behauptung aus einer gewissen Primisse, so folgt sie schon aus
der doppelten Negation dieser Pramisse.

SATZ Dj. Ist fiir jedes £ wenigstens ein f.(£) # 0, so ist wenigstens
ein R, # 0.

Beweis. Es sei & = ({5, ....6m) # 0; dann ist ein f, (&) # 0 fiir
¢ = (&1, &5, ... &m) mit beliebigem &,, also ist nach Satz D, wenigstens
ein D,(¢") # 0. Wiederholte Anwendung dieses Schlusses ergibt den Satz.

§ 6. Faktorzerlegung.

6.1. Wie schon bemerkt, gilt nicht der Satz, daB jedes Polynom iiber
einem Kérper sich eindeutig in Primfaktoren zerlegen 1aBt. Wir miissen
uns auf diesem Gebiet mit negativen Satzen begniigen.

6.1.1. Die folgende Bemerkung wird bei Beweisen von negativen
Satzen viele Wiederholungen unnétig machen.

SaTz. Ist die Ungereimtheit der Ungereimtheit eines Satzes A bewiesen
und folgt B aus A, so gilt die Ungereimtheit der Ungereimtheit von B.

Beweis. Wire B ungereimt, so wire auch A ungereimt.

Ist nun B ein negativer Satz, so ist die Ungereimtheit der Ungereimtheit
von B mit B gleichwertig; man kann also in dem Beweis von B annehmen,
A sei bewiesen.



UNTERSUCHUNGEN UBER INTUITIONISTISCHE ALGEBRA 31

Wir werden diese Bemerkung benutzen um in den folgenden Beweisen
alle von 0 verschiedenen Polynome als regulir vorauszusetzen. Es ist klar,
dass ein Polynom, das nicht reguldr sein kann, gleich O ist, denn sein
erster Koeffizient kann nicht von O entfernt sein, ist also ‘gleich 0, dann
ebenso der zweite Koeffizient usw. Die Anname, daB nicht alle in einem
bestimmten Beweis auftretenden von 0 verschiedenen Polynome regulér
sind, ist ungereimt. Denn unter diesen gibt es ein letztes Polynom ¢ in
diesem Sinn, daB die Existenz der iibrigen Polynome nicht mehr davon
abhingt ob ¢ regulir ist. Wiren nun alle itbrigen Polynome regular, so
konnte ¢ nicht regulir sein, was micht kann, usw. bis alle Polynome
erschépft sind.

Ebenso hat ein von 0 verschiedenes Polynom in mehreren Verédnder-
lichen immer einen bestimmten Grad.

In analoger Weise werden wir nachdem 6.2.1 bewiesen ist, voraussetzen,
daB alle auftretenden Polynome in einer Verédnderlichen in unteilbare
Faktoren zerlegbar sind usw.

6.2.1. SATz. Es ist unméglich, ein Polynom iiber einem Kérper anzu-
geben, das nicht in unteilbare Faktoren 10) zerlegt werden kann.

Beweis. Wir kénnen das Polynom f vom bestimmten Grad n und in
jeder Veranderlichen regulir annehmen. Da jedes regulire Polynom vom
Grad 1 prim ist, gilt der Satz fiir den Grad 1. Er sei nun bewiesen fiir alle
Polynome von kleinerem Grad als n. Wire nun f nicht in unteilbare Fak-
toren zerlegbar, so konnte f nicht teilbar sein, denn sonst wire fiir die
Faktoren, welche regulir von geringerem Grad wiren, eine Zerlegung in
unteilbare Faktoren unméglich, entgegen der Voraussetzung; also wire f
selber unteilbar, ebenfalls entgegen der Voraussetzung.

6.2.2. Bemerkung. Der entsprechende Satz fiir Zerlegung in Prim-
faktoren wird in 6.3 mit Hilfe der Eliminationstheorie bewiesen. Die obige
Methode fiihrt hier nicht zum Ziel, weil die Behauptung, f sei unteilbar
und doch nicht prim, noch keinen Widerspruch enthalt. Es mag unwahr-
scheinlich sein, daB man jemals ein f finden wird, das nicht prim sein kann,
wahrend man andererseits niemals imstande sein wird, eine bestimmte
Zerlegung anzugeben, widerspruchsvoll ist die Annahme eines grundsitz-
lich unlésbaren Problems dieser Art an sich nicht.

6.2.3. Satz. Es ist unméglich, daB ein Polynom iiber einem Kérper
auf zwei verschiedene Weisen in unteilbare Faktoren zerlegt werden kann.
Genauer: es ist unméglich, daB

f=apy...pr=0bq ...qs, wenn fF0. . . . . (1)

wo a und b Konstante, die p und q unteilbare Polynome sind, p, nicht-
konstant ist und p; % cq, fiir i = 1, ..., s und jedes Konstante c.
6.2.4. Beweis [fiir Polynome in einer Verinderlichen 11). Der Satz gilt

10)  Auch Produkte aus einem Faktor sind zugelassen.
11) Der Grundgedanke dieser Methode stammt von ZERMELO; sie wurde zuerst ver-
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fiir Polynome von dem Grad 0, da eine von 0 verschiedene Konstante
keinen nichtkonstanten Faktor haben kann. Der Beweis sei gefiihrt fiir alle
Polynome, deren Maximalgrad kleiner als n ist; f sei reguldr mit dem
Grad n. Dann ist a # 0, b # 0; py. .... Pr. Q1. ... Qs sind reguldr und wir
diirfen sie von hoherem Grad als 0 annehmen, da wir eventuelle konstante
Faktoren in a und b aufnehmen kénnen. Aus p; =cqx wiirde nun folgen
c#0undg =acp; ... pi—1 pi+1...pr =bqy ... Qk=1 Qk+1 - . . @s,Was nicht
kann, weil der Grad von g kleiner als n ist. Es ist also p; # cqx . Nun
nehmen wir noch an, daB der Grad von p, nicht kleiner ist als der von q;.
Es sei p = q;u + v, wo v kleineren Grad als p, hat. Wire v =0, so
konnte u weder nichtkonstant (da p; unteilbar) noch konstant (wegen
P1 5= cqy) sein, also v 5% 0. Nun ist

p=avp,...pr=q,(bq;...qs—aup,...p;)=q, w.

Zerlegen wir v und w in unteilbare Faktoren, so erhalten wir zwei ver-
schiedene Zerlegungen von ¢, denn q, hat héheren Grad als jeder Faktor
von v und ist also von jedem Faktor links verschieden. Da ¢ einen Maxi-
malgrad kleiner als n hat, ist das unméglich.

6.2.5. Wir nehmen nun an, der Satz 6.2.4 sei bewiesen fiir Polynome
in k Veranderlichen und ziehen zunichst aus ihm einige Folgerungen.

SaTz. Ist @ unteilbar und nichtkonstant, fg= 0 (¢) und f = 0 (@)
(f nicht teilbar durch ¢), so ist g 3= 0 (@) ungereimt.

Beweis. Es sei fg — he; man zerlege f, g und h in unteilbare Faktoren;
jeder Faktor von f ist von ¢ verschieden, so daB nach 6.2.4 nicht jeder
Faktor von g von ¢ verschieden sein kann. Wire aber g == 0 (¢), so wére
doch jeder Faktor von g ungleich ¢.

Ist  von O entfernt, so schlieBt man mit Hilfe von 3.1.2 weiter, dass
g=0(p).

6.2.6. Beweis von 6.2.4 fiir Polynome in mehreren Verédnderlichen.

Es sei (x steht fiir x,, ..., x¢)

fx.y)=a(x)p (xy)...pr(x. y) =b(x)q (x.y)...q:s(x y)

wo alle Polynome regulir in allen Veranderlichen, die p und g unteilbar
von héherem Grad als 0 in y sind und p; £ cq; (i =1, ..., s) fir jedes
konstante c.

Wir erledigen erst den Fall r = s =1, also ap = bq. a sei in unteil-
bare Faktoren zerlegt und n sei ein solcher Faktor. Ist ¢ = Zq'" ¢/, so ist
jedes bq'"durch n teilbar; wire b nicht durch n teilbar, so ware nach 6.2.5
jedes g/, also q durch =z teilbar; da dieses unméglich ist, muB b durch =
teilbar sein. Man kann links und rechts durch = teilen und &hnlich schlieBen

6ffentlicht von H. HASSE (Aufgabensammlung zur hoheren Algebra, S. 72); S. auch
E. ZERMELO, Elementare Betrachtungen zur Theorie der Primzahlen. Nachr. Ges. Wiss.
Gottingen [Math.-Phys. Klasse, Fachgruppe 1, Neue Folge, Bd. 1, Nr. 3].
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fiir einen zweiten Primfaktor von a; so ergibt sich 5 =0 (a) und ebenso
a= 0 (b). a und b unterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor.

Nun sei r > 1. Wir wenden Induktion nach dem Grad von f in y an und
beweisen ebenso wie in 6.2.4, daB p; £ cqx (i =1,....; k=1, ..., 5) fiir
jedes konstante c. Wir teilen q; durch p, und vertreiben etwaige Nenner:

m(x) py =q.9 + h.

Wire h = 0, so kdmen wir in Streit mit den Induktionsvoraussetzungen,
denn g, also jeder unteilbare Faktor von g, hat in y niedrigeren Grad als
p; und m(x)p, hat in y niedrigeren Grad als f.

Also h £ 0.

filx.yy=ahp,...pr=q, (bmq, ...qs—agp; . . . pr).

Jeder unteilbare Faktor von h ist von cq, verschieden; da f, geringeren
Grad in y hat als f, sind wir zu einem Widerspruch gelangt.

6.2.7. Satz. Es ist unméglich, daB ein Polynom iiber einem Kérper auf
zwei verschiedene Weisen in Primfaktoren zerlegt werden kann. Die ge-
naue Fassung des Satzes entnimmt man aus 6.2.4, wo nur ,unteilbare
Polynome” durch ,,Primpolynome” zu ersetzen ist. Der Satz ist bloss eine
Abschwiachung von 6.2.4.

6.3. Um 6.2.1 auf Primfaktoren auszudehnen, miissen wir uns auf einen
algebraisch abgeschlossenen Korper beschrinken. Zunidchst verschérfen
wir das algebraische Irreduzibilititskriterium 12).

6.3.1. Es sei F(x) = F(x,, ..., xx) das allgemeine Polynom in k Ver-
anderlichen von dem Grad n mit unbestimmten Koeffizienten A;; G(x) und
H(x) ebenso fiir die Grade p und n—p mit Koeffizienten B; und C;. Setzt
man F = GH, so ergeben sich Beziehungen

A= (B, C).

Ist f(x) ein Polynom von dem Grad n mit Koeffizienten a, aus dem alge-
braisch abgeschlossenen Kérper K und besitzen die Gleichungen

air=@milBC) ¢« o %« » » 4 2 » = M)

eine Losung B, = b,, C; =¢. in K, so nennen wir f p-teilbar.
Aus (1) folgt:

agui—a,p=0. . . . . . . . . (2
Ist f(x) p-teilbar, so ist (2) losbar nach den B, C. Besitzt umgekehrt (2)

12) E. NOETHER, Ein algebraisches Kriterlum fiir absolute Irreduzibilitait [Math.
Annalen 85 (1922), 26—33]. E. FISCHER, Uber absolute Irreduzibilitit [Math. Annalen 94
(1925), 163—165). Fiir den Hinweis auf diese Litteratur, sowie fiir eine die intuitionis-
tische Umgestaltung erleichternde Darstellung des FISCHERschen Beweises bin ich Herrn
B. L. VAN DER WAERDEN zu Dank verpflichtet.
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eme Lésung, in der sowohl ein b, als ein c. von O entfernt ist (kurz: einen
von 0 entfernten l6senden Doppelvektor), so kann man die Zahl 8 so be-
stimmen, daBl ¢, =fa; (A=1,...,n), also gh = B, so daB 7 0 und
(B—1g)h ist eine p-Zerlegung von f.

Ist fiir jeden von O entfernten Doppelvektor b, c¢ fiir wenigstens ein
Indexpaar 4, u 7# a1 ¢, —a, 1 F# 0, so ist auch fiir jeden Doppelvektor b, ¢
wenigstens ein a, 7 ¢,, also f 7 g h fiir alle Polynome g, h von den ange-
gebenen Graden; wir sagen, daB f p-prim ist. Ist umgekehrt f p-prim, so
gibt es zu jedem von O entfernten Doppelvektor b, ¢ und jeder Zahl g
wenigstens ein a1~ f@i. Aus g # 0 und h 7 0 folgt gh # 0, also ein
ouF# 0. Da an # 0, ist entweder a, p,—a. pa 7 0 oder g, 7 0; im letzten

Fall wéhlen wir § = ;—" und finden dazu ein », so daB a,— g ¢, 7# 0, also
n
a, pn—an @, # 0.

Zusammenfassung: Notwendig und hinreichend, damit { p-teilbar sei,
ist die Existenz einer von 0 entfernten Lésung von (2); notwendig und hin-
reichend, damit f p-prim sei, ist, daB fiir jeden Doppelvektor b, c in einer
Gleichung (2) # stehen muB.

6.3.2. Wir eliminieren aus (2) die C; das Resultat sei

D,(a.B)=0,.... D;(@B)=0. . . . . . (3

Nach § 5, Satze Az, Dy ist notwendig und hinreichend, damit f p-prim
sei, daB fiir jeden von 0 entfernten Vektor b in wenigstens einer Gleichung
(3) # stehen muB; ist f p-teilbar, so ist (3) nach den B losbar (Satz Bj);
besitzt (3) eine von O entfernte Losung, so ist es unméglich, daB f nicht
p-teilbar ist (Satz Cj).

Nun eliminieren wir aus den in den B homogenen Gleichungen (3) die
B und erhalten das Eliminationsresultat

Rpi(@=0..... Rpr@=0. . . . .. (4

Ebenso wie fiir (3) ergeben sich die analogen Resultate fiir (4):

Notwendig und hinreichend, damit f p-prim sei, ist, daB wenigstens ein
Rp: (a) # 0. Ist f p-teilbar, so ist jedes Rpi(a) = 0. Ist jedes R,y = 0, so
ist es unméglich, daB f nicht p-teilbar ist. Schreiben wir die Gleichungen

(4) auf fuir p=1, ..., [g]. so finden wir: Notwendig und hinreichend,

damit f prim sei, ist, daB fiir jedes p wenigstens ein Rpi(a) 7 0. Ist f teil-

bar, so ist fiir ein bestimmtes p jedes R, = 0; ist umgekehrt fiir ein be-

stimmtes p jedes Ry = 0, so ist es unméglich, daB f nicht teilbar ist.
6.3.3. Die Aussage , Fiir wenigstens ein 1 ist Rp1 7 0" (fiir bestimmtes

p) bezeichnen wir mit A,; ferner sei [g] — s. Nun leiten wir aus der
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Annahme, daB f unteilbar und doch nicht prim sei, wie folgt einen Wider-
spruch her. Aus dieser Annahme wiirde folgen:

1. Nicht alle A, sind richtig (sonst wére f prim);

2. Es ist unméglich, daB ein A, falsch ist (sonst kénnte f nicht unteil-
bar sein).

DaB dies schon ein Widerspruch ist, sehen wir ein mittels vollstandiger
Induktion nach s (der Anzahl der A,). Es sei schon gezeigt, daB ein
Widerspruch vorliegt, falls 1. und 2. gelten fiir s—1 Aussagen. Waren
A, ..., A_, richtig, so wire nach 1. A; falsch in Widerspruch mit 2.; also
konnen A,,...,A;_; nicht alle richtig sein, wodurch der Widerspruch
erhalten ist.

6.3.4. Die Beweisfithrung aus 6.2.1 liefert uns jetzt:

SaTz. Es ist unméglich, ein Polynom iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Kérper anzugeben, das nicht in Primfaktoren zerlegt werden
kann.

6.4. Das folgende Beispiel soll zeigen, wie diese negativen Ergebnisse
zu Beweisen von positiven Sitzen zu verwerten sind.

6.4.1. HiLrssaTz. Sind f und g Polynome iiber einem Kérper und
G # 0, so kann man eine Konstante ¢ so bestimmen, daB aus f 7 cg folgt
[ # dg fiir jedes konstante d. Dann gilt auch folgendes: Ist es unmoglich,
daB f # dg fiir jedes konstante d, so ist f = cg.

Beweis. Es sei a ein von 0 entfernter Koeffizient aus g, b der ent-

sprechende Koeffizient aus f, c = g. Ist nun f 7 cg, so gilt fiir beliebiges

konstante d entweder f 7 dg oder d # c; in diesem Fall ist ad b, also
f #dg.

6.4.2. SATz. Es seien f, g, ¢ Polynome iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Koérper, ¢ prim und von Konstanten entfernt, s eine natiirliche
Zahl und fg = @5. Dann kann man die Konstante c und die nichtnegative
ganze Zahl ¢ so bestimmen, daB f = c¢!.

Beweis. h sei der Maximalgrad von f. Wir bestimmen die Zahlen a;
(i=1,....h) so daB aus f # a, ' folgt f # c@! fiir jedes konstante c.

h
Wir setzen D = II (f—a;¢') und leiten aus der Annahme D 0

i=1
einen Widerspruch her. Dazu diirfen wir nach 6.1.1 und 6.3.4 f und g in
Primfaktoren zerlegt denken:

f[=hHbt- - fiig=gig2-. .gu

also ifh...9192---gu=9"

Nach 6.2.7 ist es unméglich, daB f;7 cg fiir jedes konstante c; nach
dem Hilfssatz bestimmen wir die Zahlen b, so, daB f; = b;¢ (i=1,...,4),
so daB f = b, ... b, ¢*. Dann ist aber b, ... b —a; und ist der Wider-
spruch mit D 7 0 erhalten. Folglich ist D = 0; da die Faktoren von D zu
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je zweien voneinander entfernt sind (f # 0, also entweder f—a; @' # 0
oder a ;# 0), ist ein bestimmter Faktor gleich 0.

Bekannt ist die Anwendung dieses Satzes in dem Anfang der Invarianten-
theorie 13).

13) Z. B. R. WEITZENBOCK, Invariantentheorie, S. 12. Die Frage von Herrn G. F. C.
GRISS, ob dieser SchluB intuitionistisch zulassig sei, gab den AnstoB zu den obigen
Untersuchungen.



