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Einleitung. 

Bei intuitionistischer Behandlung zerfällt die Algebra in zwei Gebiete, 
welche ganz verschiedene Methoden erfordern. Das erste umfaBt die 
Theorie der endlichen Erweiterungskörper von Primkörpern, und die
jenigen Teile der Algebra, welche mit dieser Theorie die Eoigenden Merk
male gemeinsam haben. Alle auftretenden Spezies sind diskret. d.h. von je 
zweien ihrer Elemente läBt sich entscheiden, ob sie gleich sind oder nicht; 
Eür alle Probleme wird eine Lösung éldlgestrebt, welche in endlichvielen 
Schritten zu einem positrven Ergebnis Eührt. Entscheidende Resultate auf 
diesem Gebiet erreichte schon KRONECKER 1 ), indem er eine Methode angab, 
nach der jedes Polynom über einem der genannten Körper in PrimEaktoren 
zerlegt werden kann; auch in neuerer Zeit beschäftigt dieses und verwandte 
Probleme das Interesse mehrerer Aigebraiker 2) . 

Von VAN DER W AERDEN 3) stammt ein Beispiel eines diskreten Körpers, 
in dem nicht entscheidbar ist, ob das Polynom x 2 + 1 prim ist. Hieraus 
Eolgt schon, daB die allgemeine intuitionistische Körpertheorie ganz anders 
aussehen muB als die soeben umschriebene spezielIe Theorie. Ihre ein
facheren Teile (lineare Gleichungen; Elimination) spalten sich, ähnlich 
wie z.B. die Reihenlehre 4), in eine positive und eine negative Theorie; die 
positive geht im wesentlichen die klassischen Wege und erreicht die 
klassischen Ziele. Da aber fast jeder Beweis verschärft werden muB und 
an vielen Stellen ziemlich unerwartet Schwierigkeiten auEtauchen (z.B. in 
1.7.2 wenn p + q> n; in 2.3.5; bei der Eulerschen Eliminationsmethode) 
und überdies diese Theorien die Grundlage aller weiteren algebraischen 
Untersuchungen bilden, ist eine ausEührliche Darstellung auch Eür sie not
wendig. Für schwierigere Gebiete bleibt nur die negative Theorie bestehen. 

1) L. KRONECKER. Grunchüge einer arithmeti.Khen Theorie der algebraischen GröBen 
(J. reine angew. Math. 92 (1882) = Werke 11. 237-388. § 4). 

t) H. S. VANDIVER, On the foundations of a constructive theory of discrete commu
tative algebra [Proc. Nat. Acad. Scl. U.S.A. 20 (1937),579-584; 21 (1935) , 162-165); 
Constructive derivation of the decomposltion-field of a polynomial [Ann. of Math. (2) 
37 (1936), 1-6); On the ordering of real algebralc numbers by constructive methods 
[Ibid., 7-16) . 

B. L. VAN DER\ WAERDEN, Moderne Algebra I, 2. Auflage, § 42. 
3) B. L. VAN DER WAERDEN, Eine Bemerkung über die Umerlegbarkelt von Poly

nomen [Math. Ann. 102 (1930), 73~739). 
4) L. E. J. BROUWER, Ober die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen Drilten 

in der MathematIk, insbesondere In der Funktionentheorie (J. reine angew. Math. ISt 
(1924), 1-7). 

M. J. BELINFANTE, Zw intultionlstbchen Theorie der unendllchen Reihen [S.-B. preuss. 
Akad. Wiss. 1929. 639-660); Absolute Konvergem; in der intultionlstbchen Mathematik 
[Proc. Kon. Akad. v. Wetensch .. Amsterdam. 33. 1180-1184 (1930». 
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So läBt sich nicht jedes Polynom über einem Körper in Primfaktoren zer
legen. da wir ja nicht einmal für jedes Polynom entscheiden können ob es 
prim ist. Wohl gilt der entsprechende negative Satz: Es ist unmöglich. ein 
Polynom anzugmen. das nicht in Primfaktoren zerlegt werden kann. 

§ 1. GnmdbegriHe. 

1.1. Alles Poigende bezieht sich auf eine mathematische Spezies S. in 
welcher eine mit = zu bezeichnende Gleichheitsrelation definiert ist. die als 
rtflexiv. transitiv und symmetrisch vorausgesetzt wird. Die Relation a = b 
zwischen Elementen von S kann mit der Identität VOD a und b als Elemen
ten von S gleichbedeutend sein; das braucht aber nicht der Pall zu sein. 
Wir behalten uns also vor. gewisse Elemente von S für unsere Zwecke zu 
.. identifizieren". Statt .. a = bist ungereimt" sagen wir auch: .. a ist 
(numeriseh) verschieden von b" oder .. a =1= b". Wir setzen nicht voraus. 
daB. wenn a =1= b ungereimt ist. a = b gilt; diese Eigenschaft gilt nicht 
für jede Spezies. wenn die Identität als Gleichheit betrachtet wird. und 
würde also den Bereich der in der Algebra zugelassenen Spezies ein
schränken. Sie gilt aber für solche Spezies. in welchen eine Entfemungs
relation definiert ist (1 .3.3). 

1.2.1. Die Definitionen der Gruppe und des Ringes sind von denjenigen 
der klassischen Mathematik nicht verschieden. Wegen der somen be
schriebenen allgemeinen Auffassung der Gleichheit muB die Eindeutigkeit 
der Verknüpfungen besonders festgelegt werden: 

Aus a = b und c = d folgt a + c = b + d und ae = bd. 
Auch die elementaren Eigenschaften. die man z.B. bei V. D. WAERDEN r;) 

findet. führen nicht zu Schwierigkeiten. Diese treten erst auf. wenn die 
Negation oder der Begriff .. verschieden" auftritt. namentlich bei dem 
BegriH des Nullteilers. Wir wollen hierauf etwas näher eingehen. 

1.2.2. SATZ. In einer (additiv geschriebenen) Gruppe S folgt 
aus x =1= y. daB für jedes Element a von S gilt a + x =1= a + y und 
x + a =1= y + a. 

Beweis. Aus a + x = a + y würde nach 1.2.1 folgen -a + a + x = 
= -a + a + y. also x = y. gegen die Voraussetzung. 

1.2.3. SATZ. In einem Ring folgt aus ab =1= O. daB a =1= 0 und b =1= o. 
Beweis. Wäre z.B. a = O. so hätte man nach 1.2.1. ab = Ob = O. 
Bekanntlich kann es in einem Ring Elemente a und b geben. so daB 

a =1= O. b =1= O. ab = 0; a und b heiBen daan Nullteiler. In einem Ring ohne 
Nullteiler folgt aus a =1= 0 und b =1= 0 immer ab =1= 0; man darf hieraus 
nicht folgern. daB. wenn ab = O. immer entweder a = 0 ader b = O. Es 
kann nämlich vorkommen. daB man trotz ab = 0 nicht entscheiden kann. 
welche der Zahlen a und b gleich 0 ist 6) . 

5) Moderne Algebra I. 2. Auflage. § 6 und § 11 bis S. 10. 
8) A. HEYTING. Mathematische Grundlagenforschung. S. 21. 
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1.3.1. Eme neue Schwierigkeit tritt auf bei der Definition des Körpers. 
Es kann nicht einfach vorausgesetzt werden. daB jedes von 0 verschiedene 
Element eines Körpers ein inverses besitzt; dieses triEft z.B. für den Körper 
der reellen Zahlen nicht zu. Damit man die inverse a-1 einer reellen Zahl a 
berechnen kann. ist notwendig. daB eine rationale Zahl r zwischen 0 und a 
bekannt ist; m diesen Fall sagen wir. dass a von 0 entfernt ist. Wir definie
ren nun allgemein eine Entfernungsrelation in einer Spezies S als eine 
symmetrische Relation #. welche die Eolgenden Eigenschaften besitzt: 

I. Die Beziehungen a = b. a # b zwischen Elementen von S schlieBen 
sich gegenseitig aus. 

11. Wenn a # b ungereimt ist. so gilt a = b. 
111. Wenn a # b. so gilt Eür jedes Element c von Sentweder a # c 

oder b # c (d.h. es gilt wenigstens eine dieser Beziehungen und es läBt 
sich entscheiden. welche gilt. während es Eür die andere vielleicht unent
schieden bleibt. ob sie gilt). 

1.3.2. SATZ. In einer Spezies mit EntEernungsrelation folgt aus a = b 
und b # c. daB a # c. 

Beweis. Nach 1.3.1. 111 ist entweder a # b oder a # c; das erste steht 
in Widerspruch zu a = b. also a # c. 

1.3.3. SATZ. In einer Spezies mit Entfernungsrelation Eolgt aus der 
Ungereimtheit der Ungereimtheit voo a = b (also aus der Ungereimtheit 
von a -=1= b). daB a = b. 

Beweis. Nach 1.3.1. I folgt aus a # b. daB a -=1= b. also aus der Unge
reimtheit von a -=1= b die Ungereimtheit von a # b; aus der letzteren folgt 
nach 1.3.1. 11. daB a = b. 

l.i.l. DEFINITloN. Eine Gruppe mit Entfernungsrelation ist eine 
Spezies S mit Entfernuogsrelation. welche eine Gruppe ist. und welche 
auBerdem die folgende Eigenschaft besitzt: 

Aus x # Y folgt für jedes Element a von S a + x # a + y und 
:r: + a # y + a. (Verschärfte Eindeutigkeit der Substraktion). 

1.4.2. SATZ. In einer Gruppe mit Entfernungsrelation folgt aus 
a + b # O. daB entweder a # 0 oder b # o. 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach 1.4.1 zunächst 
-a + a + b # -a. also b # -a. Nach 1.3.1. 111 hat man nun entweder 
b # 0 oder -a # 0; aus letzterem folgt durch beiderseitige Addition von 
a nach 1.4.1. daB a # O. 

1.5.1. DEFINITION. Ein Ring mit Entfernungsrelation ist ein Ring. 
dessen additive Gruppe eine Gruppe mit Entfernungsrelation ist. und in 
welchem noch gilt: 

Aus ab # 0 folgt a # 0 und b # O. 
1.5.2. Ein regulärer Ring ist ein Ring mit Entfernungsrelation. in dem 

auch umgekehrt gilt: 
Aus a # 0 und b # 0 folgt ab # O. 
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Ein kommutativer regulärer Ring heiBt auch Integritätsbereich. 
1.5.3. SATZ. In einem regulären Ring folgt aus ab = 0 und a =;é O. 

daB b= O. 
Beweis. (a) Aus ab = 0 und b # 0 folgt a = O. doon wäre a # O. 

so wäre ab # 0: Anwendung von 1.3.1. 11. 
(b) Aus ab = 0 und a =;é 0 folgt b = O. denn wäre b # o. so wäre 

a = 0 nach (a). 
Bemerkung. In einem Ring ohne Nullteiler gilt dieser Satz nicht not

wendig. denn aus ab = 0 und a =1= 0 kann man folgern. daB b =1= 0 unmög
lich ist: hieraus folgt aber noch nicht. daB b = 0 (1.1). 

1.5.4. SATZ. Ein regulärer Ring ist zugleich Ring ohne Nullteiler. 
( 1.2.3) . 

Beweis. Aus a =1= 0 und b =1= 0 folgt ab =1= O. denn wäre ab = O. so 
würde aus a =1= 0 nach 1.5.3 folgen b = O. 

1.5.5. SATZ. In einem regulären Ring folgt aus x # y und a # O. 
daB ax # ay und xa # ya. (Verschärfte Eindeutigkeit der Division). 

Beweis. Aus x # Y folgt nach 1.4.1 x-y # 0: ist nun a # O. so hat 
man nach 1.5.2 a(x-y) # O. also ax # ay. wiederum nach 1.4.1. 

1.5.6. SATZ. Ist {(Xl' ... . XII) ein Polynom mit Koeffizientern aus dem 
Integritätsgebiet 1 und sind ~l' ... . ~II. th . ... . f/II solche Elemente von I. daB 
{(~l ' .. .. ~II) # {(f/l' .. ·. f/II). so ist für wenigstens einen Index i ~I # f/I . 

Beweis. Nach 1.4.2 genügt es. den Satz für eingliedrige Polynome zu 
beweisen. Nun ist zunächst 

a~I~2-af/lf/2 = a~d~2-f/2) + af/2al-f/d. 

woraus nach 1.4.2 und 1.5.1 der Satz für Produkte aus zwei Faktoren folgt. 
Der allgemeine Fall wird durch Induktion nach der Anzahl der Faktoren 
erledigt. 

1.6.1. DEFINITloN. Ein Integritätsgebiet mit einem von 0 entfernten 
Einselemernt I heiBt ein (kommutativer) Körper. wenn es zu jedem von 0 
entfernten Element a ein inverses a-I enthält so daB aa-1 = I. (Da ich 
mich durchweg auf den kommutativen Fall beschränke. lasse ich dieses 
Adjektiv im folgenden weg.) 

1.6.2. Der Obersichtlichkelt halber stelle leh die Definition des Körpers hier zusammen. 
Eine mathematische Spezies K heiDt eln Körper. wenn sle folgenden acht Eigenschaften 
besltzt: 

1. In Kist elnt reflexive. symmetrische. transltive Glelchheitsrelation = definlert (1.1); 
2. In Kist elne .. Eotfemungsrelation" # definiert mit den folgenden drel EIgen-

schaften (1.2.1) : 
I. Die Relationen a # b und a = b slnd mltelnander unverträglich; 
11. Ist a # b ungerelmt. so gilt a = b; 
lIl. Aus a # b folgt Eür belieblges c entweder a # c oder b # c; 
3. In Kist elne Abelsche Gruppe als addltive Gruppe definlert; 
... Aus Je # Y folgt Eür belieblges a. a + Je # a + y (1. ... 1); 
5. In Kist elne elndeutige. assoziatlve und gegenüber der AddItIon dlstributive MultI

plikation deflnlert; 
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b. Die Multiplikation besitzt den Modulus I; I # 0; 
7. Die Division Ist möglich durch jedes von 0 entfemte Element (1.6.1); 
8. Aus x # y und a # 0 folgt ax # ay und xa # ya (1.5.2). 
Bemerlcung. Aus 2 111 folgt. indem man c durch a ersetzt. daB die Entfemungsrelation 

symmetrisch ist. Der Satz (1.5.1). daB aus ab # 0 sowohl a # 0 als b # 0 folgt. 
kann aus den obigen 8 Axlomen hergeleitet werden. Da das Vorhergehende hauptsächlich 
die Festiegung einer Terminologie bezweckt. gehe leh auf die axlomatischen Zusammen
hänge hier nicht ein. 

1.6.3. Die rationalen Zahlen. die reellen Zahlen und die gewöhnlichen 
komplexen Zahlen bilden Körper. 

1.7.1. Alle Polynome in einer Veränderlichen x über ein Integritäts
gebiet I bilden ein neues Integritätsgebiet I[x], wenn die Entfernungs
relation zwischen Polynomen wie folgt definiert wird: 

Zwei Polynome in x heiBen voneinander entfernt, wenn die Koeffizienten 
von wenigstens einer Potenz von x in beiden Polynomen voneinander ent
fernt sind. Insbesondere ist ein Polynom von 0 entfernt, wenn wenigstens 
ein Koeffizient von 0 entfernt ist. 

Für das Polynom all x" + ... + ao ist die Zahl n (und jede gröBere 
natürliche Zahl) ein Maximalgrad; ist an = O. so ist auch n-l ein Maxi
malgrad, usw. Ist ar # 0 (r ~ n), so ist r ein Minimalgrad des Polynoms. 
Ist ar # 0 und ar+1 = ... = a n = 0 so heiBe das Polynom regulär und r 
sein genauer Grad. 

1.7.2. Wir müssen beweisen, daB I[x] die Eigenschaften I, 11, 111 aus 
1.3.1, und ferner die Eige~schaften aus 1:4.1. 1.5.1 und 1.5.2 besitzt. Für 
die ersten vier ist das sehr leicht; umdie Gültigkeit von 1.5.1 nachzuweisen, 
setzen wir 

. (1) 

p + q ;;;;: n; wegen der Bemerkung in 1.2.3 braucht nicht p + q = n zu sein. 

ar+s = bp cr+s-p + ... + b r Cs + ... + br+s-q Cq. • . (2) 

Ist nun ar+s # 0, so ist nach 1 :4.2 wenigstens ein Glied der rechten Seite 
von 0 entfernt. also ist nach 1.5.1 sowohl ein b wie ein C von 0 entfernt. 
Hierdurch ist die Eigenschaft 1.5.1 für Polynome bewiesen. 

Ist umgekehrt b r # 0 und Cs # 0, so folgt aus (2) nach 1.3.1, daB ent
weder arH # O. oder ein zweites Glied rechts von 0 entfernt ist; in diesem 
Fall gibt es entweder ein t> r, so daB bt # 0, oder ein u> s, so daB 
Cu # O. Wir hetrachten nun die (2) entsprechende Gleichung für atH, 

bzw. ar+u; tritt wieder der zweite Fall ein, so wiederholen wir den ProzeB, 
bis der erste Fall eintritt und wir ein Bm # 0 finden. Dies ist nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten der Fall, weil der Index von a nicht über n 
wachsen kann. Hierdurch ist auch die Eigenschaft 1.5.2 bewiesen. 

1.7.3. Es ist nützlich, die Relation (1), speziell für den Fall p + q> n, 
etwas näher zu untersuchen. Die letzte Betrachtung zeigt, daB für r + s> n 
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jedes einzelne Produkt brcs verschwindet; denn wäre brcs # O. 50 könnte 
man in der angegebenen Weise ein am # 0 bestimmen mit m ;;:: r + s > n. 
was natürlich ungereimt ist. Der folgende Satz zeigt nun. daB. sobald ein 
a # O. p + q nach oben 'begrenzt ist: 

1.7.4. SATZ. Ist in (1) an-t # 0 und p + q> n -+ t. 50 ist entweder 
bp = 0 oder cq = O. 

Beweis. Man kann rund s 50 finden. daB r + s = n-t und brcs # 0: 
.oun ist p + q + r + s > n + t + n - t = 2n. also entweder r + q > n 
oder s + p> n. Im ersten Fall ist brcq =0. also. wegen br # O. Cq = 0: 
im zweiten Fall ergibt sich ebenso b p = O. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes kann man jede Relation 
wie (1) 50 schreiben. daB p + q:;;; n + t. wo n-t der Index des ers ten 
von 0 entfernten Koeffizienten rechts ist. 

1.7.5. Für t = 0 erhalten wir: 
SATZ. Ist ein reguläres Polynom in Faktoren zerlegt. 50 sind auch diese 

regulär und der genaue Grad des Produktes ist gleich der Su mme der 
genauen Grade der Faktoren. 

1.7.6. Man kann nacheinander mehrere Veränderliche zu 1 adjungieren. 
wodurch immer wieder ein Integritätsgebiet entsteht. Die Definition der 
Entfernungsrelation zwischen zwei Polynomen aus I(X1 ' X2' .... xn ) ist 
zunächst abhängig von der Reihenfolge. in welcher die Veränderlichen 
adjungiert worden sind; man sieht aber sofort. daB zwei Polynome dann 
und nur dann voneinander entfernt sind. wenn wenigstens ein Potenzpro~ 
dukt der Veränderlichen in den beiden Polynomen voneinander entfernte 
Koeffizienten besitzt. 

1.8. Aus einem Integritätsgebiet 1 können wir in bekannter Weise den 
Quotientenkörper K bilden. dessen Elemente Paare (a. b) von Elementen 
aus 1 mit b # 0 sind. Dabei heiBen die Elemente (a. b) und (c. d) von K 
vonemander entfernt. wenn ad # be in 1 gilt: (a. b) = (e. d). wenn 
ad = be. Nullelement ist (0.1). Einselement (1.1). Es ist zu zeigen. daB 
1.3.1. 1.4.1. 1.5.1. 1.5.2 und 1.6.1 geIten. 

Beweis für 1.3.1. 111. Es sei (a. b) # (e. d) und (e. f) ein beliebiges 
Element von K. ad # be. also. wegen f # O. ad f # be f (1.5.6). Hier~ 
aus folgt. daB entweder ad f # b deoder bef # b d e; aus dem ersten 
folgt d(af-be) # O. also af # be. d.h. (a. b) # (e. f): aus dem 
zweiten ebenso (e. d) # (e. f). 

Beweis für 1.4.1. Es sei (a. b) # (e. d) und (e. f) ein beliebiges Element 
von K. Aus ad # be erhält man leicht d f(a f + be) # b f(e f + de). also 
(af + be. bf) # (cf + de. df). d.h. (a. b) + (e, f) # (e, d) + (e, f). 
Die Eigenschaften 1.5.1. 1.5.2 sind klar. 

Ist (a, b) # 0, also a # 0,50 ist (a, b)-1 = (b, a): also gilt 1.6.1. 

§ 2. Lineare Gleichungen. 

leh behandle diese Theorie zunächst, was ein gewisses prinzipielles 
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Interesse bietet. determinantenErei. sodann (2.3) unter Heranziehung der 
Determinanten. 

2.1. Lineare Abhängigkeit von Vektoren. 

2.1.1. Die EinEührung der EntEernungsrelation bringt ähnliche Ver
schärEungen in der Theorie der linearen Abhängigkeit mit sich. leh gebe 
die DeEinitionen Eür Vektoren über einem Körper K. Ein n-dimensionaler 
Vektoq ist eine Folge von n Körperelementen (Xl' •••• x n). Gleichheit von 
Vektoren. Addition von Vektoren. Multiplikation eines Vektors mit einem 
Körperelement und das innere Produkt von zwei Vektoren werden in 
bekannter Weise erklärt. Zwei Vektoren ~ und 1) heiBen voneinander 
ent[ernt. wenn Eür wenigstens einen Index i gilt Xi # Yi. Der Vektor 1) 

heiBt von den Vektoren ~I"" .~m linear abhängig. wenn es Elemente von 
K. Cl' .... Cm. gibt. 50 daB 

t} = Cl ~I + ... + Cm ~m· . (A) 

1) heiBt unabhängig von ~I' .... ~m. wenn Eür jede Wahl von Cl' .... Cm in 
(A) das Zeichen =1= stehen muB. 1) heist (linear) [rei von ~I'''' .~m. wenn 
Eür jede Wahl von Cl' .... Cm in A das Zeichen # stehen muss. 

2.1.2. Die Vektoren 1;1 .... • ~m sind schwach linear abhängig. wenn es 
Elemente von K. Cl' .... Cm. gibt. die nicht alle 0 sein können. 50 daB 

Cl ~I + ... + Cm ~m = O. . (B) 

Sie sind (stark) linear abhängig. wenn (B) gilt mit wenigstens einem 
CI#O. 

SATZ. Sind~I'''' .~m nicht stark voneinander abhängig. 50 sind sie auch 
nicht schwach voneinander abhängig. 

Beweis. Aus I Cl ~I = 0 Eolgt nach Voraussetzung. daB kein Cl # 0 
sein kann. 50 daB alle Cl = 0; Eolglich ist I Cl ~I = 0 unmöglich. wenn 
nicht alle C i = 0 sind. 

Wir nennen in diesem Fall die m Vektoren voneinander unabhängig. 
Auch hier stellt sich dem negativen ein positiver BegriEE an die Seite: Die 
m Vektoren heiBen (linear) voneinander [rei. wen.n 

Cl ~I + ... + Cm ~m # O. 

sobald wenigstens ein Ci # O. 
2.1.3. SATZ. Sind die Vektoren ~I'" .. ~n voneinander frei und ist t} 

frei von den ~. 50 smd ~I •...• ~n. 1) voneinander Erei. 
Beweis. Ist in 3 = I al ~I + b 1) ein 81 # O. 50 ist I 81 ~I # O. also ent-

weder 3# 0 oder b # O. Ist aber b # o. so ist 3= b ( 1)+I~ ~I) # O. 

2.1.4. Die Vektorspezies ! heiBt von der anderen ç,o abhängig. bzw. 
unabhängig oder Erei. wenn jeder Vektor aus x abhängig von einer end-
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lichen Teilspezies von ~. bzw. unabhängig oder fr ei von jeder endlichen 
1" eilspezies von ~ ist. 

Ist I abhängig von ~. so ist jeder von I abhängiger Vektor von ~ 
abhängig und jeder von ~ freier Vektor von I frei. 

2.1.5. I und ~ heiBen äquivalent. wenn sowohl I von ~ als ~ von I 
abhängig ist. 

2.1.6. AUSTAUSCHSATZ 7). Sind ~I' .... ~p voneinander frei und alle 
linear abhängig von 1)1 •... • 1)m. so kann man in 1)1 •... • 1)m ein Teilsystem 
1)/, ••••• 1)lp bestimmen. welches man gegen ~I"" .~p austauschen kann. 

so daB das durc.h diesen Austausch entstehende System dem ursprünglichen 
System 1)1 •...• 1)m äquivalent ist. 

Beweis. Wir brauchen nur in dem Beweis bei v. D. WAERDEN überall 
"unabhängig" durch "frei" zu ersetzen; hier möge die folgende kurze 
Andeutung genügen. Es seien ~I"" .~p_1 voneinander frei und gegen 

1)1,. , ••• t)1 p_1 austauschbar; dann gilt 

~p = al ~I + ... + ap-I ~p-I + bI 1)k, + ... + bm-P+l 1)km_ P+l' 

wo nur die nicht ausgetauschten 1) auftreten. Da die ~ voneinander frei 
sind. ist wenigstens ein bi # O. usw. 

2.1.7. ZUSATZ. Ist im Austauschsatz p = m. so sind auch die 1) von
einander frei. 

Beweis. In diesem Fall sind die Systeme der ~ und der 1) äquivalent. 
Wir können nun xl' .... ~p_1 tauschen gegen p-l der 1). welche wir mit 
1)1' .... 1)p-1 bezeichnen. so daB 

~I' ...• ~p-I.1)p äq. 1)1.··· .1)p äq. ~I"'" ~p, 

also insbesondere 

1)p = a, ~I + ... + Bp ~p · (I) 

und 

~p = bI ~I + ... + b p _ 1 ~p-I + b p 1)p •• · (2) 

Durch Einsetzen von (1) in (2) erhält man. da ·die ~ voneinander frei sind. 
Bp b p = I. also Bp # O. Ist nun in 

3 = Cl ~I + ... + Cp_I ~p-I + cp 1)p • · (3) 

eine der Zahlen Cl' .... Cp-I von 0 entfernt. so ist entweder 3 # 0 oder 
cp # O. Ist c p # o. so folgt durch Einsetzen von (1) in (3) wegen 
Bp cp # O. daB 3 # O. ~1."" ~p_l. 1)p sind also voneinander frei. 

Nun tauschen wir ~1 ••••• ~p-2.1)p gegen p-I der 1);es muB dann wieder 
ein System aus voneinander freien Vektoren ~I"'" ~p-2. 1)p. 1)q entstehen. 

1) B. L. VAN DER WAERDEN. Moderne Algebra I, 2. Auflage. 106. 
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so daB p # q. So fortfahrend ersetzen wir nacheinander alle ~ durch lJ. 
wobei die Vektoren des Systems voneinander frei bleiben. 

Bemerkung. Für den Fall p # mist noch nicht bewiesen. daB es unter 
den lJ p voneinander freie Vektoren gibt; das wird in 2.2.6 nachgeholt. 

2.1.8. Gibt es in einer Vektorspezies ! r voneinander ·freie Vektoren. 
von denen alle ü·brigen Elemente von ! linear abhängen. zo heiBt r der 
Rang VOD!. Sind mehrere solche Basen aus voneinander freien Vektoren 
bekannt. so folgt aus dem Austauschsatz. daB sie alle aus gleichviel 
Elementen bestehen. 

2.2. Lineare Gleichungen ohne Determinanten. 

2.2.1 . Wir betrachten m lineare Gleichungen in n Veränderlichen: 

(i = 1. .. . . m) . (I) 

oder 

(i = 1. . . .. m). · (2) 

Der Rang des Systems (Ol •• • • • om) sei bekannt und gleich r. Dann sind 
die Gleichungen Jösbar mit Hilfe des Austauschsatzes. wie bei v. D. W AERDEN 

l.c .. 2. Aufl. 109. leh wiederhole diese Betrachtung. weil ich die darin vor
kommen den Formeln weiterhin brauche. Zunächst wählen wir die Bezeich
nung so. daB 0 1 ..... 0, voneinander frei sind und 

r 
Ol = I Clk Ok 

k=1 
(i= r+ 1 •...• m). • (3) 

Bedeuten el •. . .• en die n-dimensionalen Einheitsvektoren. so kön.nen wir 
wieder die Bezeichnung so wählen. daB nach dem Austauschsatz 

da die Einheitsvektoren offenbar voneinander frei sind. besteht auch das 
letzte System nach 2.1.7 aus voneinander freien Vektoren. Es sei 

, n 

ei = I dik Ok + I fik ek 
k=1 k=r+1 

(i= 1. .. . . r). · (4) 

Durch Einsetzen von (3) und ( .. ) in die Formeln I a/~ e~ = Ol entsteht 
eine Identität in Ol" •• • or. er+I •••• • en. in welcher also alle Koeffizienten 
verschwinden. Hieraus folgt. daB durch Einsetzen von 

und 

r 
b l = I Clk bk 

k=1 

r n 

(i= r + 1. . .. . m) 

XI = I dik b k + I fik Xk 
k=\ k=r+1 

(i= 1 •• " • r) . 

· (5) 

· (6) 
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in (2) eine Identität in bI' .. . . b r• Xr+l' ...• Xn entsteht. anders gesagt. wenn 
bI" ••• bm den Relationen (5) genügen. 50 ist (6) für beliebige x r+l.' .•• Xn 
eine Lösung von (1). 

2.2.2. Bedeutet a~ den m-dimensionalen Vektor (al~ •••. • am.). 50 sagen 
die Lösbarkeitsbedingungen (5) aus. daB der Vektor b von dem System 

l 
(1. O •...• O. Cr+ l.I ••••• Cml) 

G ......... . 

(O •...• O.1. Cr+l.r •••.• Cmr) 

abhängig ist. Gist also äquivalent mit (al' .... an). Nennen wir ein System. 
das durch Indizesvertauschung die Gestalt von G erhalten kann. kanoniseh. 
50 haben wir den 

SATZ. Hat das Vektorsystem (al ••..• a m ) den Rang r. 50 ist das 
transponierte System (al' .... an) einem kanonischen System aus r Vek
toren äquivalent. 

2.2.3. Nach 2.1.4 ist jeder von G freier Vektor h auch von (al' .... an) 
frei. d.h. für jedes ~ ist wenigstens ein al ~ # hl' In diesem Sinn sind die 
Lösbarkeitsbedingungen verschärft notwendig. 

2.2.4. Die Lösung (6) ist in dem folgenden verschärften Sinn voll
ständig: Ist ein Vektor 1) voo jedem in (6) enthaltenen Lösungsvektor 
entfernt. 50 ist für wenigstens einen Index i I alk Yk # bi' 8) 

Beweis. Wir halten Yr+I •... • Yn fest und bestimmen nach (6) die zuge
hörige .Lösung Zl' .... Zr. Yr+I ..... Yn. Nach Voraussetzung ist wenigstens 
ein YI#ZI. Nach (4) ist 

r n 

YI = I dik ak 1) + I fik yk; 
k=1 k=r+1 

r n 

ZI = I dik bk + I fik yk (nach De6nition); 
k=1 k=r+1 

also folgt aus YI # ZI. daB für we.nigstens einen Index k gilt ak 1) # bk• 

Homogene Gleichungen. 

2.2.5. Das (1) entsprechende homogene System (b = 0) sei (1-). Das 
System aller Lösungen von (1-) ist nach (6) äquivalent dem kanonischen 
System 

) 

(ft. r + I •.••• fr. r + Jo 1. O ••••• 0) 
{Y • • • . . • • • . • 

({;n. .. .• frn. O ..... O. 1,. 

8) DaB aus dieser verschärften VolIständigkeit die VolIständigkeit im gewöhnlichen 
Sinn folgt. beweisen wir erst (mit elner EiDschränkung) in 2.2.9. 
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Diese Lösungen zeigen uns 8 r +l • .... 8 n als abhängig von 81' •••• 8 r • 

Jeder von 0 entfernte Vektor t) mit y. = 0 für v = r + 1. .... n ist von {j 
frei und macht also nach 2.2.4 wenigstens ein Qk t) # 0; d.h .. 81' •••• 8 r 

sind voneinander hei. Es folgt: 
SATZ. Hat ein endliches Vektorsystem den Rang r. 50 hat auch das 

transponierte System den Rang r. 

Ober den Rang von Vektorsystemen. 

2.2.6. Mit Hilfe von 2.2.2 leiten wir hieraus ab. daB jedes Vektor
system vom Rang r einem kanonischen System aus r Vektoren äquivalent 
ist. Umgekehrt gilt: 

SATZ. Ist das kanonische System ( t)1 ..... t)r) abhängig von (~I"'" ~n). 
50 gibt es in diesem System r voneinander freie Vektoren. 

Beweis. Wir wählen die Bezeichnung 50. daB <las kanonische System 
folgende Gestalt hat: 

t)1 = (I. 0 •...• O. YI.r+lo . ..• Yin) 

t)r=(O •...• O.I.Yr.r+I.···.Yrn). 
n 

t)1 = Z alk ~k. 
k=1 

D.lrch einen Strich bezeichnen wir den Vektor. der aus den ers ten r 
Komponenten eines gegebenen Vektors ,besteht; das transponierte System 
von (~; •...• ~~) sei (x; •...• x~). Die t)i sind r-dimensionale Einheitsvek
toren; YII = 1; Ylk = 0 für i # k. Nun betrachten wir den n-dimen
sionalen Vektor 

r r 
Z = Z Ci xi. also z,. = Z Cl X,.I ; 

1=1 1=1 

r r n 
Dann ist Z Ck Ylk = Z Z Ck al. Xrk; 

k;1 k=1 .=1 

r 
Cl = Z al.z •• 

• =1 

Ist nun wenigstens ein Cl von 0 entfernt. 50 ist wenigstens ein z. von 0 
entfemt; also sind xi ....• x~ voneinander frei. Dann hat auch das trans
ponierte System ~i •...• ~~ den Rang r; sind z.B.~; •...• ~~ voneinander frei. 
50 gilt das Gleiche von ~I"" .~r. 

2.2.7. SATZ. Sind die Vektoren ~I ••••• ~n voneinander frei und kann t) 

nicht von ihnen frei sein. so ist 1) von ihnen abhängig. 
Beweis. Nach 2.2.6 ist das System der ~ einem kanonischen System 

äquivalent. das wir 50 schreiben: 

al =(1. 0 •...• 0 .... ) 

an = (0. 0 •...• 1 .... ). 
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n 
Nun beweisen wir zunächst: Ist ~ # I YI al. 50 ist ~ von den a frei. 

1=\ 

Gilt nämlich diese Relation. 50 hat man für beliebige Cl entweder 
n 

~ # I Cl al. oder für wenigstens einen Index i ist Cl # YI. In diesem Fall 
1=\ 

n n 
ist wegen 1:: i -= n. Cl = I Ck Zkl. also YI # 2.' Ck Zkl. d.h. wieder 

k=\ k=\ 

~#ICkak. 
Da nun 11 nicht von den a frei sein kann. ist 1) # I YI al unmöglich. also 

1)= IYI al. 

2.2.8. SATZ. Sind die Vektorsysteme 21 und 58 äquivalent und hat 21 
den Rang r. so hat 58 den Rang r. 

Beweis. Nach 2.2.6 ist 21 einem kanonischen System aus r Vektoren 
äquivalent; dann enthält 58 T voneinander freie Vektoren. die ein System 
58' bilden. Wäre nun ein Vektor b aus ~ von 58' frei. 50 würde ~' mit b ein 
System von n + 1 voneinander frei~n Vektoren bilden (2.1.3); dann müBte 
auch 21 n + 1 voneinander freie Vektoren enthalten. was nicht geht. Folg
lich kann b nicht frei von 58' sein und ist b von 58' abhängig. 

2.2.9. Diese Resultate über Vektorsysteme gestatten viele Anwen
dun gen auf die Theorie der Gleichungen. 

SATZ 1. Besitzt ein System von m homogenen linearen Gleichungen in 
n Veränderlichen ein scharf-vollständiges Lösungssystem vom Rang s. so 
hat das Gleichungssystem den Rang r = n-s. 

Beweis. Das Lösungssystem ist einem kanonischen System aus s Vek
toren äquivalent; wie unter 2.2.5 folgt hieraus. daB das Vektorsystem 
al' ...• a n den Rang T hat. also auch das System a\ •...• Om. 

SATZ 2. Ein scharf-vollständiges Lösungssystem von (1). dessen Rang 
bekannt ist. ist auch vollständig in dem gewöhnlichen Sinn. nämlich. daB 
es jede vorgelegte Lösung enthält. 

Beweis. Unmittelbar aus 2.2.7. 
SATZ 3. Diejenigen m-dimensionalen Vektoren. die als rechte Seiten 

von (1) die Gleichungen lösbar machen. bilden eine Spezies B. Hat B 
den Rang r. so hat auch das System (al •...• am ) den Rang r. 

Beweis. Bist dem transponierten System (al' ...• an) äquivalent. so daB 
dieses den Rang r hat; dann hat auch das erste System den Rang T. 

2.3. Anwendung der Determinantentheorie. 

2.3.1. Ist in der Matrix M jede (r + 1 )-reihige Unterdeterminante 
gleich O. aber die r-reihige Unterdeterminante D von 0 entfernt. so ist r 
der Rang und D eine Hauptdeterminante von M. 

Hauptzweck der folgenden Betrachtungen ist. zu zeigen. daB dieser 
.. Matrixrang" gleich dem früher definierten Vektorrang ist. 

2.3.2. Ist die KoeHizientendeterminante A der Gleichungen 
n 

I alk Xk = bk 
k=\ 

(i= 1 ..... n) . • • (7) 
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von 0 entfernt. so lassen die Gleichunge.n sich eindeutig lösen nach der 
Cramerschen Regel. 

. (8) 

wo die Alk) die bekannte Bedeutung haben. Fügt man zu (7) weitere 
Gleichungen hinzu. doch SOf daB die durch die Spalte der b ergänzte 
KoefEizientenmatrix de.n Rang n hat. so genügt (8) auch dem erweiterten 
System. 

2.3.3. Die Eindeutigkeit gilt auch in verschärftem Sinn: Ist t) ein von 
dem Vektor (8) freier Vektor. so ist wenigstens ein al t) # bi. 

Alh) 
Beweis. Ist z.B. Yh # A' und sind Alk die Minoren von A, so 

n n 
folgt aus I Alh al 1) = AYh # Alh) = I Alh bi nach 1. ... 2 und 1.5.1 die 

1=1 1=1 

Behauptung. 
2.3.". Hat die Koeffizientenmatrix des Systems (I) den Rang r auch 

nach Ergänzu.ng mit der Spalte der b. und ist z.B. die aus den ersten r 
Zeilen und Spalten gebildete Unterdeterminante eine Hauptdeterminante. 
so bringen wir die Glieder mit xr+l, .... Xn nach rechts hinüber; das Ver
fahren. das auch zu der Cramerschen Regel führt. ergibt hier die Lösung 
in der Form 

r n 

XI = I Dik bk + I Elk Xk (i = I, ... ,r), . . ·(9) 
k=1 k=r+1 

und ähnlich wie unter 2.2." erweist sich diese Lösung als scharfvollständig. 
Nach 2.2.9 folgt hieraus ferner (bei Betrachtung des homogenen Systems 

( I· ): Hat die KoefEizientenmatrix von (I·) den Rang r. so hat auch das 
System selber den Rang r. 

2.3.5. Die Umkehrung muB besonders bewiesen werden. denn hat das 
System (I·) den Rang r. so ist nicht selbstverständlich. daB man in der 
KoefEizientenmatrix eine Hauptdeterminante nachweisen kann. Wir be
trachten zu.nächst einen SonderfaII: 

SATZ. Hat das System (I·) den Rang n, so hat auch die Koeffizienten
matrix M den Rang n. 

Beweis. Nach 2.2." folgt aus der Voraussetzung. daB es für jeden von 0 
entfernten Vektor t) einen Index i gibt. so daB al t) # O. Nu.n wenden wir 
vollständige Induktion nach n an. Der Satz ist nämlich trivial für m 
Gleichungen in einer Unbekannten, denn aus 811 Xl # 0 folgt sofort 
811 # O. Wir nehmen an. daB er für m Gleichungen mit n - I Unbe
kannten bewiesen ist. und zeige.n. daB er dann auch für ( I· ) gilt. Betrachten 
wir speziell diejenigen von 0 entfernten Vektoren ~. in welchen X n = O. so 
sehen wir. daB das Gleichungssystem, welches aus (I·) hervorgeht. indem 
wir X n = 0 setze.n. die Eigenschaft besitzt. daB für jeden von 0 entfemten 
(n-l )-dimensionalen Vektor wenigstens ein linkes Glied von 0 entfernt 
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ist; nach der soeben gemachten Voraussetzung folgt hieraus. daB eine 
(n-l )-reihige Determinante aus den ersten n-l Spalten von M von 0 
entfernt ist. Wir permutieren die Gleichungen 50. daB die Zeilen dieser 
Determinante zu den ersten n - 1 Gleichungen gehören. und bezeichnen 
mit A I die (n - I ) -reihige Determinante. die aus der Koeffizientenmatrix 
dieser n - I Gleichungen durch Streichen der iten Kolonne entsteht; dann 
ist An # o. Für den Vektor 1) mit Yl = (-1)1 Ai ist al 1) = ... = an-I 1)=0. 
also ist ak 1) # 0 für ein k;;;: n; dieses ak 1) isl aber gleich einer n-reihigen 
Determinante aus M. 

2.3.6. Bemerkung. Aus dem Beweis geht hervor. daB der Satz in 
folgender Fassung 'auch gilt. wenn statt eines Körpers ein Integritätsbereich 
zugrunde gelegt wird: 9) 

SATZ. Gibt es zu jedem von 0 entfernten Vektor 1) einen Index i. so daB 
al 1) # o. so ist wenigstens eine n-reihige Determinante aus M von 0 
entfernt. 

2.3.7. Aus 2.3.4 und 2.3.5 folgt: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung. dafür daB r Vektoren voneinander frei sind. lautet, daB ihre 
Komponentenmatrix den Rang r hat. 

2.3.8. Die allgemeine Umkehrung von 2.3.4 ist in den beiden folgenden 
Sätzen enthalten. 

SATZ. Hat das System (1·) n-r voneinander Creie Lösungen. so ist 
jede (r + 1 )-reihige Determinante aus ihrer Koeffizientenmatrix gleich O. 

Beweis. Der Satz ist trivial für r = n. Er sei bewiesen für r > s; hat 
nun (1') n-s voneinander freie Lösungen. so hat es auch n- (s -+- 1) 
solche; folglich ist dann jede (s + 2) -reihige Koeffizientendeterminante 
gleich O. Wäre nun eine (s + 1 )-reihige Determinante von 0 entfernt, so 
wäre der Rang der Matrix gleich s + 1. und (1·) hätte ein scharf-voll
ständiges System von n - s - 1 voneinander freien Lösungen. was nach 
2.2.6 der Annahme von n-s voneinander freien Lösungen widerspricht. 

SATZ. Ist das System von n - r voneinander freien Lösungen von (1·) 
scharf-vollständig. so ist der Rang der Koeffizientenmatrix gleich r. 

Beweis. Die gegebene Lösungsgesamtheit jst nach 2.2.6 äquivalent einem 
kanonischen System aus r Vektoren. so daB z.B. Xl' .... X r homo gen und 
linear durch die übrigen ausgedrückt sind. Jeder von 0 entfernte Vektor. 
für welchen Xr+1 = .. . = X n = O. ist also von den gegebenen Lösungen 
frei. Hierdurch ist der Satz auf 2.3.5 zurückgeführt. 

2.3.9. Aus 2.2.5 und 2.3.8 folgt nun: Ist der Vektorrang von (1·) gleich 
r. so ist auch der Matrixrang gleich r. 

2.4. Bemerkungen und Zusätze. 

2.4.1. Der Wert der Determinantentheorie muB vom intuitionistischen 
Standpunkt höher eingeschätzt werden als sonst. Um nämlich die Ah-

8) Die game Theorie der homogenen lInearen Gleichungen lieBe sich über elnem 
lntegritätsberelch entwlckeln. 
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hängigkeit von m Vektoren nach der Definition 2.1.2 zu prüfen. müBte 
man grundsätzlich alle Systeme Ct ••••• Cm durchlaufen; die Determinanten~ 
theorie führt ,nun diese Entscheidung auf die Berechnung von endlich vielen 
Zahlen. den Unterdeterminanten der Komponentenmatrix. zurück. 

Als Beispiel diene die folgende Betrachtung. 
SATZ. Ist in der Determinante A = I Bik I ein r~reihiger Minor A(r) und 

ein (r + 1 )-reihiger Minor A(r+1) von 0 entfernt. so ist auch wenigstens 
ein (r + 1 )~reihiger Minor. der A enthält. von 0 entfer.nt. (Verschärfung 
eines bekannten Determinantensatzes.) 

Beweis. A(r) sei aus den ersten r Zeilen und den ersten r Spalten von 
A gebildet. In der Matrix der ersten r Spalten von A sind nach 2.3.2 die 
letzten n-r Zeilen homogene lineare Kombinationen der ersten r Reihen: 

r 
aik = I Cim amk 

m=1 
(i = r + I ••..• n; k = 1 •...• r). 

Setzen wir nun für k = r + I. .... n 

und ersetzen wir in A(r+1) die a durch die a'. so ist die entstandene Deter~ 
minante gleich O. Nach 1.5.5 gibt es Dun Indices ft. v. so daB a~. # al'.' 
Die Determinante. welche aus A(r) durch Hinzufügung der ,u--ten Reihe 
und der v~ten Kolonne entsteht. ist von 0 entfernt. 

Hieraus folgt nun sofort: Sind die Vektoren ~(I) ••••• 'trI von einander frei 
und die Vektoren 1)(1) ••••• 1)'r+l) voneinander frei. so ist wenigstens ein I)(i) 

frei von den rk ). 

Die Bedlngung. daB rl) ... , .. rr) vonelnander Ere! slnd. lat wesentllch. !st z.B. 
n :..~ 3. r == 2. ~I) ::.: (0.0.1). ~2) == (a. b. 1). wo a und b reelIe Zahlen bedeuten. von 
denen nicht bekannt ist. ob sie gleich 0 slnd oder nicht. während auch über ihr Verhältnis 
nichts bekannt ist. so muB für jeden Vektor g die Möglichkelt offengelassen werden. daB 
er VOll rl) und r 2) abhänglg Ist 

2.4.2. Neben der oben entwickelten positiven Theorie lieBe sich eine 
negative. auf dem Begriff der Unabhängigkeit gegründete. Theorie der 
linearen Gleichungen entwickeln. Auf die Darstellung dieser Theorie wird 
hier verzichtet. 

2.i.3. Als Sonderfall von 2.3.8. haben wir: Besitzt das System (1") 
eine VOD 0 entfernte Lösung. so ist jede n-reihige Koeffizientendeterminante 
gleich O. Die Umkehrung gilt nicht allgemein. Als Gegenbeispiel genügt 
schon die zweimal gezählte Gleichung a x + b y = O. wo die reellen Zahlen 
a und b wie folgt definiert werden: a ist der Limes der Polge Bi; B, = 2- i • 

wenn unter den ersten i Dezimalen in der Entwicklung von n keine drei 
aufeinanderfolgenden 7 vorkommen. aber ai = 2-k • wenn dies es wohl der 
Fall ist. und k (:::; i) die Rangnummer der letzten 7 aus der ersten Folge 
VOD drei 7 ist; b wird in analoger Weise definiert mit 8 statt 7. Weder von 
a noch von b wissen wir ob es gleich null ist oder nicht. Ist eines von beiden 

2 
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von 0 entEernt. so genügt x = pb. y = -pa (p # 0) der Gleichung und 
diese Lösung bildet ein scharf-vollständiges Lösungssystem; ist aber 
n = b = O. so ist diese Lösung trivial. es genügt nun jeder beliebige von 0 
entfernte Vektor. Da wir nicht wissen. welcher Fall vorliegt. sind wir 
nicht imstande. auch nur eine von 0 entfernte Lösung wirklich zu be
stimmen. 

2.4.4. Wir können das Resultat aus 2.2.5 so formulieren: Das System 
(1.) besitzt eine von 0 entfernte Lösung. wenn der Rang bekannt und 
kleiner als n ist. In besonderen Fällen kann es aber zuweilen gelingen. eine 
von 0 entfernte Lösung zu bestimmen. auch wenn der Rang unbekannt ist. 
So hat die Gleichung ax + ay = O. wo a wie in 2.4.3 definiert ist. immer 
die von 0 entfernte Lösung (I. - 1 ). während der Rang 0 oder 1 sein kann. 
je nachdem a = 0 oder a # O. 

2.4.5. Das folgende Resultat ist etwas schwächer als 2.2.5. aber oEt 
nützlich. 

SATZ. !st jede n-reihige Determinante aus der Koeffizientenmatrix M 
von (I·) gleich O. so ist es ausgeschlossen. daB es keine von 0 entfernte 
Lösung von (I·) gibt. 

Beweis. Angenommen. es sei M = 0 und es könne keine von 0 entfemte 
Lösung von (I·) geben. Dann kann der Rang von M nicht n-I sein. weil 
es sonst nach 2.2.5 eine von 0 entfernte Lösung gäbe; also sind alle 
(n-I )-reihigen Unterdeterminanten von M gleich O. Nun ergibt sich 
ebenso. daB alle (n - 2) -reihigen Unterdeterminanten gleich 0 sind. usw. 
SchlieBlich müBten alle Koeffizienten gleich 0 sein; dann hat das System 
aber gewiB eine von 0 entfemte Lösung. Das ist der erwünschte Wider
spruch. 

§ 3. Polynome. 

3.1.1. Definitionen. Es seien f. g. h Polynome in einer Veränderlichen x 
über ein einem Körper K. Wir sagen. daB f = 9 (h). wenn ein Polynom k 
bestimmt werden kann. so daB f - 9 = k h. 

f ~ 9 (h). wenn für jedes Polynom k gilt f-g # kh. 
3.1.2. Für die Teilbarkeit von f durch h (f _ 0 (h)) ergibt die gewöhn

liche Division ein algebraisches Kriterium. falls h regulär ist (1.7.1): Ist 
f = q h + r. wo r von niedrigerem Grad als h ist. so ist f _ 0 (h) gleich
bedeutend mit r = 0 und f ~ 0 (h) gleichbedeutend mit r # O. Er läBt 
sich auch Eür jedes vorgegebene von 0 entfernte. ab er nicht notwendig 
reguläre h die Entscheidung über die Teilbarkeit von f durch h auf die 
Berecbnung von endlich vielen Körperelementen zurückEühren. Es sei 

f = ao xm + al xm-I ..• + am ; 

h = Co xn + Cl x n -- I ••• + Cn; C,#O. 

Die Gleichung f = kh. wo k ein Polynom (m-n + r)-ten Grades 
(1.7.3) mit unbestimmten Koeffizienten Pi ist. führt zu einem System von 
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linea ren Gleiehungen in den Pi. deren KoeEfizientenmatrix die Form hat: 

o 

Cr 

mit 

Cn 

Cr I 

Nun ist entweder die Unterdeterminante Dr. deren Hauptdiagonale aus 
Cr besteht. von 0 entfernt. oder wenigstens e.in Element in dieser Deter
min ante oberhalb der Hauptdiagonale ist von 0 entfernt. SehlieBlieh geraten 
wir immer zu einer von 0 entfernten Unterdeterminante; ieh nehme an. 
daB D r # O. Notwendig und hinreiehend. damit f = 0 (h). ist nun. daB 
aus der mit der Spalte der a erweiterten Matrix alle (m - n + r + 2)
reihigen Determinanten Es gleieh 0 sind; notwendig und hinreiehend. damit 
f '# 0 (h) ist. daB wenigstens eine dies er Determinanten von 0 entfernt ist. 

3.1.3. Als Anwendung beweisen wir den 
SATZ. Ist h # 0 und f '# 0 (h). so ist für jedes Polynom kentweder 

f '# 0 (k) ader h # k. 
Beweis. Maehen wir über h die obigen Voraussetzungen. so ist entweder 

in k der Koeffizient von X n- r von 0 entfernt oder h # k. Im ersten Fall 
bleibt D r #0. wenn die Koeffizienten von h dureh diejenigen von k ersetzt 
werden. oder h # k. Bleibt Dr # O. so bleibt ein Es # O. oder h # k. 

3.1.i. SATZ. Ist h # O. und f '# 0 (h) ungereimt. so ist f= 0 (h). 
Beweis. Man bilde naeh 3.1.2 die Determinanten Es (f); es ist unge

reimt. daB ein Es (f) # O. also ist jedes Es (f) = O. 
3.1.5. SATZ. Ist h # 0 und f + g '# 0 (h). so ist entweder f '# 0 (h) 

oder g '# 0 (h) .• 
Beweis. Da die Es linear sind in den Koeffizienten des Dividenden. ist 

Es(f + g) = E,(f) + E,(g); hieraus folgt der Satz sofort. 
3.1.6. Den Restklassenring naeh einem beliebigen Polynom h kann man 

in der gebräuehliehen Weise definieren. Ist h # o. so erhalten wir wie 
folgt eine Entfernungsrelation in dem Restklassenring: 

Definition. Die Restklassen von fund g heiBen voneinander entfernt. 
wenn f '# g (h). 

Es ist zu beweisen. daB bei dieser Definition 1.3.1. I.i.l und 1.5.1 geiten. 
1.3.1. list klar. 11 und III folgen unmittelbar aus 3.1 A und 3.1.5. denn ist 
f-g,#O (h) ungereimt. so gilt f-g= 0 (h). und aus f-g,#O (h) 
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folgt wegen f-u = (f-k) + (k-U) entweder f-k #- 0 (h) oder 
k-U #- 0 (h). 

1.i.l ist klar. 1.5.1 sehen wir so ein: Es sei f U#-O (h); k sei ein be
liebiges Polynom. Dann ist f U # k Uh. also nach 1.7.2 f # k h. Ebenso 
ist U#-O (h). 

3.2. Teilbarkeit von Polynomen. 
3.2.1. Im folgenden bedeute f I den Koeffizienten von xl in dem Poly

Dom f aus K[x). f heiBt nichtkonstant. wenn f ~ fo; dann ist nicht jeder 
Koeffjzient fl aus f mit i> 0 gleich Null; f ist von jeder Konstanten ver
schieden. f heiBt von Konstanten entfernt. wenn f # fo; dan ist ft # 0 für 
wenigstens ein i> O. 

3.2.2. Definitionen. f heiBt schwach teilbar. wenn es nichtkonstante 
Polynome U und h gibt. so daB f = Uh. f heiBt (stark) teilbar. wenn es 
von Konstanten entfernte Polynome U und h gibt. so daB f = Uh. 

3.2.3. SATZ. Ist f nicht stark teilbar. so ist f nicht schwach teilbar. 
Beweis: Ist f nicht stark teilbar. so gilt: 

Aus U # Uo und h # ho folgt f =;é Uh. 

Auf beide Seiten dieses Satzes wenden wir die doppelte Negation an; 
wir bedenken. daB die doppelte Negation einer Konjunktion äquivalent 
der Konjunktion der doppelten Negationen der Glieder ist und ersetzen 
rechts die driefache Negation durch eine einfache. So fin den wir: 

Aus U =;é Uo und h =;é ho folgt f =t= Uh. 

das heiBt. f ist nicht schwach teilbar. 
Wir nennen in diesem Fall f unteilbar. 
3.2.4. Definition. f heiBt primo wenn f entfernt ist von 0 und von 

jedem Produkt aus zwei PolYl"omen. die von Konstanten entfernt sind. 
3.2.5. Die DeEinitionen und Sätze aus 3.2.1 bis 3.2.i lassen sich ohne 

weiteres auf Polynome in mehreren Veränderlichen ausdehnen. 

3.3.1. Definition. Die Polynome f und U heiBen relativ primo wenn für 
jedes von 0 entfernte Polynom h. dessen Minimalgrad gröBer als 0 ist. 
wenigstens ei ne der Relationen f #- 0 (h). U#-O (h) gilt. 

3.3.2. SATZ. Sind die Polynome fund U relativ primo ist ei.n Minimal
grad von f gleich n > O. und genügen die Polynome h und k den Be
dingungen. daB entweder h # 0 oder k # 0 und daB der Maximalgrad 
von k kleiner als n ist. so ist hf + k U # o. 

Beweis. Zunächst nehmen wir für k eine von 0 entfernte Konstante; 

daan ist hf + kU # O. denn aus U#-O (f) folgt U # - : f. Nun sei 

der Satz schon bewiesen für jooes reguläre k. dessen Grad nicht gröBer als 
p( < n) ist; dann gilt er auch für jedes k. dessen Maximalgrad gleich pist. 
Denn schretben wir k = k l + k2• wo k2 entweder gleich 0 oder regulär 
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von geringerem Grad als pist. so ist Eür beliebiges h hf + k2 g # O. 
also entweder hf + kg # 0 oder k l # 0; in dem letzten Fan kann man 
die von 0 entfernten Glieder aus k l in k2 hinüberbringen. und durch 
Wiederholung dieses Verfahrens gelangt man schlieBlich immer zu 
hf+kg#O. 

Ist so der Satz bewiesen Eür jedes k. dessen Maximalgrad kleiner als q 
ist. und ist q < n. so zeigt die Eolgende Ableitung. daB er auch Eür jedes 
reguläre k mit dem Grad q gilt. Es sei h beliebig. hf + kg = I. Da k 
regulär ist. können wir f durch k dividieren: f = k s + r; der Maximalgrad 
von rist kleiner als q. Nun Eolgt: . 

fg = ksg + rg = s(l-hf) + rg. 

f(g + hs)-rg = si. 

Da fund g relativ prim sind und s (wegen q < n) von Konstanten 
entEernt. gilt entweder f ~ 0 (s) oder g ~ 0 (s). also entweder r # 0 
oder g + h s # O. Wir können also den Satz auE diesen Fan anwenden. 
go daB si # O. also I # O. 

Die angegebenen Schritte genügen. um durch Wiederholung den Induk
tionsbeweis zu vollenden. 

3.3.3. SATZ. Ist f prim und g ~ 0 (f). so sind fund g relativ primo 
Beweis. g ~ 0 (c f) Eür jedes von 0 entfernte konstante C. Hieraus 

Eolgt. daB Eür ein von 0 entferntes Polynom h entweder gilt g ~ 0 (h) 
oder h # cf Eür jedes konstante C. [Nämlich: 8 sei ein von 0 entfernter 
Koeffizient aus h. b der entsprechende Koeffizient aus f. b # 0 oder 

h # cf Eür jedes C. Ist b # o. so ist g ~ 0 (! f} also g ~ 0 (h) oder 

h # ! f; im letzten Fan gilt Eür konstantes centweder h # cf oder 

..!!.- # c. in diesem Fall ist wieder h # cf.] Ist h # cf Eür jedes konstante 
a 
c. so ist f # dh Eür jedes von 0 entEernte konstante d. Ist nun I ein zweites 
Polynom. so ist f # hl. oder list von Konstanten entfernt; in diesem Fan 
gilt. da f prim ist. wieder f # h I. Wir ha,ben also gezeigt. daB entweder 
g ~ 0 (h) oder f ~ 0 (h). 

3.3.i. SATZ. Ist f primo so ist der Restklassenring nach f ein Inte
gritätsgehiet. 

Beweis. Es sei g ~ 0 (f) Wld h '# 0 (f); es ist zu beweisen. daB 
gh,#O (f). 

Da f nicht regulär zu sein braucht. setzen wir f = fl + f2' wo f2 regulär 
ist. Für beliebiges k sei g h - k f = I. Gewöhnliche Division ergibt 
g = q f 2 + r; nach 3.1.3 ist entweder r # 0 oder f I # O. Im ersten Fall 
schlieBen wir auE 

f(qh-k) + rh = I + qh fl' 
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Nach 3.3.3, 3.3.2 ist das linke Glied von 0 entfernt, also I # 0 oder 
(1 # o. In diesem Fall kann man die von 0 entfernten Glieder aus (1 nach 
(2 hinüberbringen und dieses. wenn notwendig, wiederholen bis (1 erschöpft 
ist. (Die~e Methode, nicht notwendig reguläre Polynome zu behandeln, 
deuten wir im folgenden mit dem Schlagwort "Spaltung" an.) 

3.3.5. SATZ. Ist ( prim und regulär mit einem Grad > 0, so ist der 
Restklassenring nach ( ein Körper. 

Beweis. Es sei n der Grad von (, gein von 0 entferntes Polynom von 
dem Maximalgrad m, so daB g#.O (f). In h( + kg = 0 setzen wir für 
h, k bzw. Polynome von den Graden m ~ 1. n -1 an: es ergeben sich für 
die Koeffizienten von h und k homogene lineare Gleichungen, deren 
Koeffizientendeterminante nach 3.3.2 und 2.2.5, 2.3.5 von 0 entfernt 
ist. Nach 2.3.2 ist dann h ( + kg = 1 lösbar: d.h. g bat in dem Rest
klassenring das inverse Element k. - Nach 1.7.2 ist 1 #. 0 (f). 

3.3.6. Einem Körper kann also eine W urzel eines regulären Prim
polynoms formal adjungiert werden. Leider gelingt es nicht immer, auch 
eine zweite Wurzel zu adjungieren. 

Als Beispiel diene [(x) = x 3 + ax + y: a bedeutet eine reelle Zahl. 
von der nicht bekannt ist, ob sie gleich Null ist oder nicht. Ist K der Körper 
der komplexen Zahlen, so ist [ prim über K (y). Sei w eine W urzel von (, 
also (= (x-w) (x2 + wx + w2 + a). Ist a = 0, so zerfällt (vollständig 
in K(y,w) = K(w): ist a # 0, so ist der zweite Faktor prim über K(w). 

3.3.7. SATZ. (Umkehrung von 3.3.4) Ist der Restklassenring nach ( 
ein Integritätsgebiet. so ist ( primo 

Beweis. Es sei ( = (1 + (2: [2 regulär mit dem Grad n: g und h seien 
regulär und von Konstanten entfernt. Hat g oder h einen höheren Grad 
als n, so ist g h # (2, also g h # [ oder [1 # 0: in diesem Fall bringen 
wir die von 0 entfernten Glieder aus (1 nach [2 hinüber und wiederholen 
den ProzeB, bis sich entweder ergibt daB g h # [ oder daB ein MinimaI
grad von [ gröBer ist als die Grade von g und h. In diesem Fall ist 
g#.O (f) und h#.O (f), also nach der Definition des Integritätsgebiets 
gh #. 0 ([) , also sicher gh # [. Von der Voraussetzung, daB g und h 
regulär sind, befreit man sich in einfacher Weise durch Spaltung. 

3.4. Transzendente Erweiterung des Grundkörpers. 

3.4.1. SATZ. Sind die Polynome ((x) und g(x) aus K[x] relativ prim 
über K und ist t eine Unbestimmte, 50 sind ( und g relativ prim über K (t ) . 

Beweis. Es ist zu beweisen, daB 

h (t) . f(x) # k (x, t) .1 (x, t).. . . . . . . (1) 

oder die entsprechende Relation für g, wenn h # 0 und der Minimalgrad 
von k und VOD I in x gröBer als 0 ist. Wir denken uns k und I nacb 
Potenzen von t entwickelt: der Koeffizient von tP in k sei kp : entsprechend 
für I und h. 

Erster Fall. ko hat einen Minimalgrad > 0 in X . 
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Es ist ('# 0 (ko) oder g,# 0 (ko); wir nehmen das ers te an. Ferner 
sei hp # O. Wir vergleichen 

hpf mit ko lp + ... + k p 10.. • • • . • • (2) 

Steht in (2) das Zeichen #. 50 gilt (1) . Nun ist hp( # kolp. also ent· 
weder (1) oder ein Iq # 0 mit q < p. In diesem Fall betrachten wir (2) 
mit q statt p. nennen es (3) und Einden. daB entweder (1) oder hq # 0 
ader ein Ir # 0 mit r < q. Ist aber hq # 0.50 Einden wir wie bei (2). daB 
ein solches Ir # O. Wir können dieses VerEahren Eortsetzen. bis sich (1) 
herausstellt. 

Zweiter Pall. kp hat einen Minimalgrad > 0 (p> 0). Es sei ('# 0 (kp) . 

Sei h = h' tP + h"; h" habe den Maximalgrad p-l; ebenso k = k'tP+ k". 
Nach dem ersten Fall ist h'( # k' I. also (h'tP + h")( # k'tPI. also (I) 
oder k" # O. Wir nehmen letzteres an. Ist noch k" = k'" (t) + X k lV (t). 
so können wir im Fall k 1v # 0 p durch eine kleinere Zahl ersetzen. 50 daB 
wir annehmen dürEen k'" # O. z.B. k~' # O. 

Hat I den Grad 0 in t. so ist hp f # kp I. also (1 ). Wir wenden Induktion 
nach dem Grad von I in t an. r sei der Maximalgrad von I u·nd der Satz 
sei Eür jedes I von niedrigerem Grad bewiesen. 50 daB insbesondere 

(h-ho)( # k(l-/o). 

also entweder (1) oder ho # 0 oder 10 # 0; aus ho # 0 Eolgt aber ent
weder ho ( # ko 10' also (1). oder 10 # 0; nur dieser Fall braucht noch 
untersucht zu werden. Wir vergleichen 

hq f mit kq 10 + .. . + ko Iq . . . . . (4) 

und Einden. daB vier Fälle möglich sind: a) (1). b) hq # o. c) k~' # 0 
mit s < q. d) klv # O. von denen nur b) weiter betrachtet werden muB. 
Es sei n ein Minimalgrad von (; betrachten wir in (4) die Glieder vom 
Grad n. so sehen wir. daB entweder (1) oder k1v # 0 ader I den Minimal. 
grad n in x hat. Im letzten Fall ist ein Minimalgrad von kt nach x gröBer 
als n. also entweder (1) ader ( hat einen Minimalgrad gröBer als n. 

In allen Fällen. die wir haben unterscheiden müssen. gerät man nach 
einer endlichen Anzahl von Schritten zu (1). womit der Satz bewiesen ist. 

3.4.2. HILFSSATZ. Sind ((x) und g(x) relativ primo ist ein Minimal
grad von ( gleich n > O. ist k(x. y) = ko + kt y + ... +kp yP # 0 50 be
schaffen. daB k # 0 und die Polynome in x ko . .... kp-I den Maximalgrad 

n besitzen. so ist gP k (X. - !-) # O. 

Beweis. Für p = 1 Eolgt alles aus 3.3.2. Wir wenden vollständige 
Induktion nach pan. Ist zunächst ko = O. also k = y lt. so ist 

gP k (X. - ~) = f gP-1 k'( X. - ~) # o. Hieraus Eolgt. daB immer ent-
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weder gP k (x. - ~)# 0 oder ko # o. Nun wenden wir vollständige 

Induktion nach dem Grad von ko an. Es sei also q < n und der Satz sei 
bewiesen Eür jedes k. in welchem ko einen Maximalgrad kleiner als q hat; 
wir set zen nun ko regulär von dem Grad q an. Es ist 

f 0 . 0 ko 
9 f kl 

9Pk(X.- ~)= 
0 9 k2 

f kp-I 
0 9 kp 

Division ergibt [ = ko s + r; muItiplizieren wir in der Determinante die 
letzte Kolonne mit s und subtrahieren wir von ihr die erste Kolonne. 50 

erhalten wir -1'. k 1 s-g. k2 s . .... kps. Es sei k1 s-g = [Sl + 1'1; 

wir vermindern die letzte Kolonne um Sl mal der zweiten. 50 daB wir 
-1'. 1'1' k2 s - slg . ... . kps erhalten. So Eortfahrend erreichen wir. daB 

f 0 -1' 

sgP k ( x. - ~) = 
9 f 1'1 

0 9 1'2 

0 kps-gsp-I 

Entweder ['# 0 (s) oder 9 '# 0 (s); 9 = -sd + k1s - 1'1 

= -sdkos + 1') + k 1s-t'l = (-kOs 1 + kds-t'Sl-t'l' Es Eolgt. daB 
eutweder l' # 0 oder 1'1 # O. Das Polynom in y. dessen Koeffizienten die 
letzte Kolonne bilden. erfüllt die Voraussetzungen des Satzes Eür k. über
dies ist der Grad von l' kleiner als q. so daB nach der Induktionsvoraus-

setzung die Determinante von 0 entfernt ist; dann ist auch 9Pk(X.- 5)#0. 
Der Satz ist nun Eür alle k. in denen ko regulär vom Grad q oder von 

kleinerem Grad ist. bewiesen; durch Spaltung beweisen wir ihn Eür alle k. 
in denen ein Maximalgrad von ko gleich q ist. Der Induktionsschritt kann 
nun wiederholt werden. 

Zusatz. Der Satz 3.4.2 gilt auch dann. wenn n ein Minimalgrad von 9 

statt von [ ist. Man zeigt das einEach durch die Substitution y = ~. 
z 

3.4.3. SATZ. Sind [(x) und g{x) relativ prim über K. so ist [ + gy. 
wo y transzendent ist in Bezug auE K. prim über K(y). 

Beweis. Es ist zu zeigen. daB 

h (y) (f + gy) # k (x. y) 1 (x. y). . (I) 

wenn sowohl in k als in I ein Glied von höherem als dem nulIten Grad in x 
,",on 0 entfernt ist. Es sei n ein Minimalgrad von [ oder von g; wir setzen 
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k = k' + K. I = I' + L. wo k' und I' diejenigen Glieder aus k und I ent
halten. deren Grad in x kleiner als n ist. Ersetzen wir überall y durch 

- L. und schaffen wir die Nenner weg durch Multiplikation mit einer ge-
g 

eigneten Potenz von g. 50 wird nach 3.4.2 k'l' zu einem von 0 entfernten 
Polynom in x. während h. (f + g y) zu 0 wird: hieraus folgt. daB 
h. (f + gy) # k'I'. also entweder (1) oder K # 0 oder L # O. In den 
beiden letzten Fällen ist der Grad von kinach x gröBer als n. also ent
weder (1) oder ein Minimalgrad voo f oder von gist n' > n. Dann wieder
holen wir die Betrachtung für n' statt n. usw. 

3.4.4. Für die Eliminationstheorie wäre es wichtig. 3.4.3 auf mehrere 
Polynome auszudehnen. z.B. wie folgt: Sind f(x). fdx). f2(X) .... rel at iv 
prim über K. 50 ist f + ydl + Y2f2 + ... prim über K(Yl' Y2 • ... ). Der 
Beweis dieser Behauptung ist mir noch nicht gelungen. 

§... Elimination aus binären GleichuDgen. 

4.1. Einleitende Bemerkungen. 

4.1.1. Gegeben smd die von 0 entfernten Polynome über einem Körper K 

flm)(x. y)=so xm + al x m- I Y + ... + am ym; 

gIn) (x. y) = bo xn + bi x n- I y + ... + bn yn. 
(1 ) 

Ein eingeklammerter oberer Index bei dem Namen eines Polynoms gebe 
immer den maximalen Grad dieses Polynoms an. In der Eliminations
theorie sucht man die Bedingung. dafür daB die PolYoOome (I) einen 
gemeinsamen Faktor über K besitzen. dessen Grad;:: 1 ist. Nach der 
EULERschen Methode führt man diese Frage zurück auf die andere. wann 
e~ zwei von 0 entfernte Polynome h(n-I)und klm-I) gibt. 50 daB hf + kg = O. 
Wir können aber aus der Existenz dieser Gleichung nicht allgemein auf 
das Bestehen eines gemeinsamen Faktors der Polynome (I) schlieBen. 
denn dieser SchluB beruht auf der Möglichkeit und Eindeutigkeit der 
Zerlegung von Polynomen in Primfaktoren. Die Frage der Faktorzer
legung fordert eine ausführliche Untersuchung. aus der wir hier vorweg 
nehmen. daB man sicher nicht imstande ist. auBer bei speziellen Voraus
setzungen bezüglich K. jedes Polynom über K in Primfaktoren zu zerlegen. 
Nehmen wir z.B. für K den Körper R(t). wo R der Körper der reellen 
Zahlen uoOd t eine Veränderliche ist. und ist f(x. y) = x2 + aty2. wo a 
ei ne reelIe Zahl bedeutet. von der wir nicht wissen. ob sie gleich 0 ist oder 
nicht. 50 können wir f nicht in Primfaktoren zerlegen. Ist nämlich a = O. 
so ist f zerlegbar: ist a # O. 50 ist f primo 

4.1.2. Man könnte noch versuchen. h(n-I) und k(m-I) durch ihren g.g.T. 
zu dividieren: sind die Quotienten h(n-P1und klm-Pl. 50 muB f durch klm-PI 

und g durch h(n-pl teilbar sein und ist der Quotient ein gemeinsamer Faktor 
vom Grad p. Der g.g.T. kann ohlle Faktorzerlegung mit dem Euklidischen 
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Algorithmus bestimmt werden. Hier stöBt man ab er auf eine neue Schwie
rigkeit. Die Divisiondurch ein Polynom kann nur dann ausgeführt werden. 
wenn der Divisor regulär ist im Sinn von 1. 7.1 (Anfangskoeffjzient von 0 
entfernt). Nichts hindert. die Eliminationstheorie zunächst für reguläre 
Polynome [ und 9 aufzustellen: auch in diesem Fall können aber im 
weiteren Verlauf der Rechnung .nichtreguläre Polynome als Divisoren 
auftreten. Der Euklidische Algorithmus ist nur in diskreten Körpern. in 
denen jedes Polynom regulär ist. allgemein anwendbar. 

Es zeigt sich. daB die Verhältnisse ähnlich sind wie in dem Fall der 
linearen Gleichungen: Wir können den gemeinsamen Faktor der Poly
nome [ und 9 nur dann bestimmen. wenn der genaue Grad des g.g.T. 
mitbestimmt werden kann. Das lieBe sich erreichen durch Heranziehen der 
bekannte.n bei der Erweiterung der EULERschen Eliminationsmethode auf
tretenden Bedingungen für die Existenz eines gemeinsamen Faktors 
gegebenen Grades: dieser Weg wäre aber ziemlich umständlich. Wir 
wählen deshalb den folgenden. der auf einer. in den Hauptzügen ebe.nfalls 
bekannten. Erweiterung der Sylvesterschen (dialytischen) Methode beruht. 

4.2.1. Wir gehen aus von einer beliebigen Anzahl von nichthomogen 
geschriebenen Gleichungen: 

fl = aoxm, + ... +am,=O: 

f2 bo xm. + ... + bm• = 0: 
f3 Co xm, + ... + Cms = 0 : 
usw. 

Vorausgesetzt wird. daB mi ;::;: m2 ;::;: m3 ;::;: ...• daB aus jeder Gleichung 
wenigstens ein Koeffizient von 0 entfernt ist. und daB aus wenigstens einer 
Gleichung der Anfangskoeffizient von 0 entfernt ist. also wenigstens ein 
{. regulär ist. Wir set zen mi + m2 = n. 

4.2.2. Wir bilden in bekannter Weise aus den Gleichunge.n 4.2.1 die 
dia lytische Matrix M für den Grad n-l. (Man multipliziere jedes [ 
nacheinander mit 1. x • ...• Xn-ml-I.M ist die Matrix aus den Koeffjzienten 
aller dieser Polynome. ) Der Rang von M sei t. 

4.2.3. In dem Ideal [ = ([1' [2' [3' ... ) sei gein Polynom dessen Grad 
~ n-l. 9 = Al [1 + A 2 [2 + ... + A~ f~ + .... Da [~ regulär ist. kann 
ma.n jedes A durch f ~ dividieren. und erhält 90: 

AI = ql f~ + t,: A 2 = q2 f~ + t2 • .•.• 
9 = tI fa + t2 f2 + .. . + (A~ + ql fa + q2 f2 + ... ) f~ .... 

Da der Grad eines jeden ti < m~. haben alle Terme rechts auBer dem 
"ten einen Grad ~ n - 1: da das gleiche für 9 gilt. hat nach 1.7.3 und 1.5.3 
der Faktor von [~ höchstens den Grad n-l-m~. Jedes Polynom aus [. 
dessen Grad ~ n - 1. läBt sich in der Form 

Bdl + Bd2 + B3 [3 + ... 
darstellen. wo der Grad von BI höchste.ns n-l-ml ist. 
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4.2.4. Hieraus folgt: bezeichnen wir die Elemente von M (4.2.2) mit 
alk. so besteht die notwendige und genügende Bedingung. dafür daB 

9 = Po x n
-

I + ... + pn-I 

zu 1 gehöre. hierin. daB die Gleichungen 

eine gemeinsame Lösung nach den qk (den KoeHizienten der Bh) besitzen; 
ist r der Rang von M. so gibt es nach 2.2.3 r voneinander freie Vektoren 
(p~) •• •• • P~~I) (v = 1. ... . r) für welche das der Fall ist. und ist der 
Vektor S = (so . ... • sn-d von diesen r Vektoren frei . so gilt für beliebige q 
und wenigstens ein i I aik qk # SI. Anders ausgedrückt: Die Menge der 
Polynome aus 1 vom Maximalgrad n - 1 besitzt eine scharf vollständige 
lineare Basis aus r linear voneinander freien Polynomen. 

· 4.2.5. Ist fI ein VOD 0 entferntes Polynom. dessen Maximalgrad kleiner 
als n-r ist. so sind fI. x g' . .... xr g' r + 1 linear voneinander freie Poly
nome mit dem Maximalgrad n - 1; folglich ist wenigstens eines dieser 
Polynome von 1 entfernt (2.4.1). z.B. sei xtg' # 0 (I) . Dann gilt für ein 
beliebiges Polynom h aus I. xtfl # x t h. also fI # h. Hieraus folgt. daB 
jedes von 0 entfernte Polynom aus 1 den Minimalgrad n - r besitzt. Das 
heiBt. die Vektoren (pi;' • . ..• P~~I) (v = 1. .... r) sind voneinander frei. 
Also ist jeder r-dimensionale Vektor linear aus ihnen kombinierbar. ins
besondere (0 . .... 0.1) . 1 enthält also ein Polynom d von dem genauen 
Grad n - r. und dieses Polynom ist eindeutig bestimmt. 

4.2.6. Dividiert man ft . f2 ' f3' ... durch d. so sind alle Reste gleich O. 
weil man sonst in 1 ein Polynom von kleinerem Maximalgrad als n - r 
erhalten würde. d ist also gemeinsamer Teiler von ft. f2 ' f3 ' ... . Es sei 
ft=el d; istd = Adl + A 2 f2 + A 3 f3 + .... so ist 1 = Alel + A2e2 + 
+ A3 e3 + .... Hieraus folgern wir. daB die e. relativ prim sind. Denn ist 
erstens hein reguläres Polynom. dessen Grad > O. so folgt aus der letzten 
Identität. daB wenigstens einer der Reste. welche bei Division der e. durch 
h entstehen. von 0 entfernt ist; ist zweitens hein beliebiges Polynom. dessen 
Minimalgrad gröBer als 0 ist. so führt Spaltung zum Ziel. 

4.2.7. Zusammen[assung. Wir haben nun folgendes bewiesen: Hat M 
den Rang r. so besitzen fl ' f2 ' f3' . . . einen eindeutig bestimmten gemein
samen Teiler d vom Grad n-r. Die Quotienten der f. durch d sind relativ 
primo 1 ist Hauptideal und fällt mit (d) zusammen. Gilt für ein Polynom g. 
daB d # 0 (g). so gilt für wenigstens ein i fl # 0 (g) . Als wichtigsten 
Sonderfall heben wir hervor: 

SATZ A. Ist M # o. so sind die f. relativ primo 
SATZ B. Besitzen die f. einen VOD Konstanten entfernten gemeinsamen 

Teiler. so ist M = O. 
Beweis. Nach Satz A ist M # 0 ausgeschlossen. 

http://fy.f2.f3
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SATZ C. Ist M = O. so ist es unmöglich. daB die fr keinen gemein
samen Teiler mit einem Grad grösser als 0 besitzen. 

Beweis. Wie Eür 2:4.5. 
i.2.8. Wir schreiten nun zur Umkehrung des vorigen. zunächst Eür 

zwei Polynome. 
SATZ Dl. Sind fl' f2 relativ prim und ist entweder fl oder f2 regulär. 

so ist ihre Resultante (d.h. die nach i.2.2 gebildete dialytische Matrix) 
von 0 entfernt. Der Beweis ergibt sich aus 3.3.2 und 2.3.5. 

4.2.9. Sind fund g Polynome und ist f regulär vom Grad n. so sind 
die Eolgenden vier Eigenschaften äquivalent: 

I. Die Resultante R von fund gist voo 0 entEernt. 
11. Sind h und k Polynome mit h # 0 oder k # O. und ist der MaximaI-

grad von k kleiner als n. so ist hf + kg # O. 
111. Das Id~al (f. g) enthält 1. 
IV. fund g sind relativ primo 
In 4.2.6 ist nämlich bewiesen. daB aus 111 Eolgt IV: in 4.2.8. daB aus 

IV Eolgt I. DaB Eerner aus I Eolgt lIl. und daB I mit 11 äquivalent ist. lehrt 
die Theorie der linearen Gleichungen. 

4.2.10. SATZ. (Umkehrung von 4.2.7.) fl sei regulär vom Grad mi in 
x. f2 habe den Maximalgrad m2: mi + m2 = n. Besitzen fl und f2 den 
gemeinsamen Teiler g. der ein reguläres Polynom vom Grad n-r ist und 

sind die Quotienten 6. = el' b = e2 relativ primo so hat die Resultante 
g g 

von fl' f2 den Rang r. 
Beweis. Nach 4.2.8 ist (el' e2) = (1). also (fl' f2) = (g): (g) enthält 

genau r voneinander Ereie Polynome vom Maximalgrad n-l, nämlich 
g. x g • .... x r- I g. von denen jedes Polynom aus (g) mit dem Maximalgrad 
n-l linear abhängig ist. Oann geht aus 2.2.9. Satz 3. und 2.3.9 hervor. 
daB die Resultante den Rang r hat. 

4.3. Hätten wir die unter 3:4.4 genannte EigenschaEt zur VerEügung. 
so könnten wir 4.2.8 und 4.2.10 unmittelbar auE mehrere Polynome aus
dehnen. Solange der Satz nicht bewiesen ist. müssen wir uns auE den Fall 
beschränken. daB der Grundkörper algebraisch abgeschlossen ist. 

4.3.1. In diesem Fal! erhalten die Sätze A. B. C die Eolgende Form: 
SATZ A2 . Ist M # O. so ist Eür jedes e wenigstens ein tI' (~) # O. 
SATZ B2. Besitzen die fr eine gemeinsame Wurzel. so ist M = O. 
SATZ C2• Ist M = O. so ist esunmöglich. daB die fr keine gemeinsame 

W urzel besitzen. 
Nun läBt sich der zugehörige Satz O2 beweisen. 
4.3.2. Vorher ist die Bemerkung nützlich. daB sich die ganze Elimi

nationstheorie. mit EinschluB des HILBERTschen Nul!stellensatzes. ohne 
Schwierigkeit entwickeln läBt Eür den Körper der rationalen Zahlen als 
Grundkörper: diese Möglichkeit beruht auE der EigenschaEt. daB die 
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Spezies der algebraischen Zahlen diskret ist (BROUWER. Math. Ann. 83. 
201-210. § 4). 

4.3.3. Bezeichnungen wie in 4.2.1. 4.2.2. Die Wurzeln des regulären 
Polynoms {" seien al' .... a m •. 

Die Produkte {k (ad ... [k (am) nennen wir m irgendeiner Reihen-
I mr ti' 

Eolge Pl' P2 • .... Ist ein P~ # o. so ist Eür jedes al ein bi (al) # 0: Eür 
eine beliebige Zahl ~ läBt sich nun entweder ft so bestimmen. daB [I'(~) # 0 
oder ~ # al Eür jedes i (1.5.6): in diesem Fal1 ist aber f. (~) # O. Nun 
seien Dl' .... Dh die Determinanten höchsten Grades aus M. geschrieben 
als Polynome in den a und den Koeffizienten der [ ([" ausgenommen). 
Sind Eür speziel1e Werte der Koeffizienten und Wurzeln Dl = ... = 
= Dh = O. so führt die Annahme. daB ein P~ # O. wegen Satz C2 zu 
einem Widerspruch. also sind al1e P~ = O. Auf die D und P können wir 
den Nul1stel1ensatz anwenden: das ergibt: P/ = 0 (DI ..... Dh)' (1) 

Nun sei für jedes ~ ein f I' (~) # 0: dann läBt sich insbesondere zu jedem 
i ein k l finden. so daB [k/(a/)# 0: 
P~ = II b I (al) # O. Dann ist nach (1) wenigstens ein DI # O. 

f 
SATZ D2• Ist unter den Voraussetzungen von 4.2.1 für jedes ~ aus dem 

algebraisch abgeschlossenen Grundkörper wenigstens ein f(~) # o. so ist 
M#O. 

4.3.4. Es ist notwendig. ons von den seit 4.2.1 durchweg gemachten 
Voraussetzungen a) jedes [,. # o. p) wenigstens ein [" regulär. zu be
freien. Das ist sehr leicht für Satz A. weil P) schon aus der Voraussetzung 
M # 0 folgt: diejenigen [I" deren Koeffizienten in emer von 0 entfernten 
Determinante aus M auftreten. sind sicher von 0 entfemt und auf diese 
fl' kann man die weitere Betrachtong beschränken. - Satz Bist unmittel
bar aus Satz A gefolgert. - Für Satz C schlieBen wir so: Ist M = O. und 
bätten die [ ... keinen von Konstanten entfernten gemeinsamen Teiler. so 
köonte nicht a) und P) geiten . Da es ungereimt ist. anzunehmen. ein 
Polynom. das von 0 entfernt ist. könne nicht regulär sein. könnte a) nicht 
geiten. d.h. das Produkt al1er f.1I. wäre gleich O. Nun nehmen wir an. der 
erweiterte Satz C sei für k Polynome bewiesen (für k = 1 ist er triviai). 
und zeigen. daB er auch für k + 1 Polynome gilt. Wäre eines von diesen 
gleich O. so könnten die übrigen nach Voraussetzung keinen von Konstan
ten entfernten gemeinsamen Teiler haben. DaB keines der [I" wohl aber 
ihr Produkt gleich 0 wäre. wäre ein Widerspruch. 

Satz D2 ist al1ein aus Satz C gefolgert: bei seinem Beweis ist P) wesent
lich gebraucht. so daB wir uns nur von a) befreien können. 

4.3.5. Die Sätze A2 • B2• C2• D 2 lassen sich ohne weiteres auf homogene 
Gleichungen anwenden. wobei zunächst für (~1' ~2) nur solche Werte
paare. in denen ~2 # O. zugelassen sind: wegen der Symmetrie kann man 
in Satz A2 • B2 und C2 diese Bedingung ersetzen durch die. daB entweder 
~1 # 0 oder ~2 # O. Bei Satz D2 erreichen wir in dieser Weise. wie die 
Substitution von (1.0) zeigt. daB auch Bedingung P) überf1üssig wird. 
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§ S. BliminatioD aU8 GleiebUDgen in mebrerat Veränderlicben. 

5.1. Das geht jetzt leicht mittels der Methode der sukzessiven Elimi. 
nation (z.B. B. L. VAN DER WAERDEN. Moderne Algebra 11. § 76). Durch 
Elimination von Xl erhalten wir Dl' .. .. Dh. die jetzt Polynome in x2 • .... . x m 

sind; das nach Elimination aller Veränderlichen erhaltene Resultanten. 
system sei Rl' .. .. Rs. 

SATZ Aa. Ist ein R~ # O. 50 ist für jeden von 0 entfernten Vektor 
~ = (~l' .... ~m) wenigstens ein fJ'(~) # o. 

Der Beweis ergibt sich durch wiederholte Anwendung des Hilfssatzes: 
Ist für jeden Vektor (~2' .. .. em) = ~'# 0 wenigstens ein Da(e) # O. 
50 ist für jedes ~ # 0 wenigstens ein f,. (~) # O. Ist nämlich ~ 50 gewählt. 
daB das zugehörige e' # o. 50 folgt es aus Satz A 2 . Da ferner das Polynom 
D7 # O. ist wenigstens ein f,. regulär in Xl ; für ~l # 0 ist entweder dieses 
fJ' # 0 oder ~' # O. 

SATZ Ba. Besitzen die Gleichungen eine von 0 entfernte Lösung. 50 

sind alle R~ = O. 
Beweis. Nach Satz Aa ist R~ # 0 ausgeschlossen. 
SATZ Ca. Sind alle R~ = O. 50 ist es unmöglich. daB die Gleichungen 

keine von 0 entfernte Lösung besitzen. 
Beweis durch wiederholte Anwendung des Hilfssatzes: Ist es unmöglich. 

daB die Gleichungen D~ = 0 keine von 0 entfernte Lösung besitzen. 50 ist 
es ebenfalls unmöglich. daB die Gleichungen f,. = 0 keine von 0 entfernte 
Lösung besitzen. Dies folgt aus Satz C2 und dem logischen Satz: Folgt eine 
negative Behauptung aus einer gewisse.n Prämisse. 50 folgt sie schon aus 
der doppelten Negation dieser Prämisse. 

SATZ Da. Ist für jedes ~ wenigstens ein f,. (~) # o. 50 ist wenigstens 
ein R~ # O. 

Beweis. Es sei e = (~2' ... . ~m) # 0; dann ist ein f,. (~) # 0 für 
~ = a l' ~2 ' .... ~ m) mit beliebigem ~ l ' also ist nach Satz D2 wenigstens 
eill D!!(~') # O. Wiederholte Anwendung dieses Schlusses ergibt den Satz. 

§ 6. Paktorurlegung. 

6.1 . Wie schon bemerkt. gilt nicht der Satz. daB jedes Polynom über 
einem Körper sich eindeutig in Primfaktoren zerlegen läBt. Wir müssen 
uns auf diesem Gebiet mit negativen Sätzen begnügen. 

6.1.1. Die folgende Bemerkung wird bei Beweisen von negativen 
Sätzen viele Wiederholungen unnötig machen. 

SATZ. Ist die Ungereimtheit der Ungereimtheit eines Satzes A bewiesen 
und folgt B aus A. 50 gilt die Ungereimtheit der Ungereimtheit von B. 

Beweis. Wäre B ungereimt. 50 wäre auch A ungereimt. 
Ist nun B ein negativer Satz. 50 ist die Ungereimtheit der Ungereimtheit 

von B mit B gleichwertig; man kann also in dem Beweis von B annehmen. 
A sei bewiesen. 
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Wir werden diese Bemerkung benutzen um in den Eolgenden Beweisen 
alle von 0 verschiedenen Polynome als regulär vorauszusetzen. Es ist klar. 
dass ein Polynom. das nicht regulär sein kann. gleich 0 ist. denn sein 
ers ter Koeffizient kann nicht von 0 entEernt sein. ist also 'gleich O. dann 
ebenso der zweite Koeffizient usw. Die Anname. daB nicht alle in einem 
bestimmten Beweis auEtretenden von 0 verschiedenen Polynome regulär 
sind. ist ungereimt. Denn unter diesen gibt es ein letztes Polynom lP in 
diesem Sinn. daB die Existenz der übrigen Polynome nicht mehr davon 
abhängt ob lP regulär ist. Wären nun alle übrigen Polynome regulär. so 
könnte lP nicht regulär sein. was nicht kann. usw. bis alle Polynome 
erschöpEt sind. 

Ebenso hat ein von 0 verschiedenes Polynom in mehreren Veränder
lichen immer einen bestimmten Grad. 

In analoger Weise werden wir nachdem 6.2.1 bewiesen ist. voraussetzen. 
daB alle auEtretenden Polynome in einer Veränderlichen in unteilbare 
Faktoren zerlegbar sind usw. 

6.2.1. SATZ. Es ist unmöglich. ein Polynom über einem Körper anzu
geben. das nicht in unteilbare Faktoren 10) zerlegt werden kann. 

Beweis. Wir können das Polynom f vom bestimmten Grad n und in 
jeder Veränderlichen regulär annehmen. Da jedes reguläre Polynom vom 
Grad 1 prim ist. gilt der Satz Eür den Grad 1. Er sei nun bewiesen Eür alle 
Polynome von kleinerem Grad als n. Wäre nun f nicht in unteilbare Fak
toren zerlegbar. so könnte f nicht teilbar sein. dean sonst wäre Eür die 
Faktoren. welche regulär von geringerem Grad wären. eine Zerlegung in 
unteilbare Faktoren unmöglich. entgegen der Voraussetzung; also wäre f 
selber unteilbar. ebenEalls entgegen der Voraussetzung. 

6.2.2. Bemerkung. Der entsprechende Satz Eür Zerlegung in Prim
Eaktoren wird in 6.3 mit HilEe der Eliminationstheorie bewiesen. Die obige 
Methode Eührt hier nicht zum Ziel. weil die Behauptung. f sei unteilbar 
und doch nicht primo noch keinen Widerspruch enthält. Es mag unwahr
scheinlich sein. daB man jemals ein f Einden wird. das nicht prim sein kann. 
während man andererseits niemals imstande sein wird. eine bestimmte 
Zerlegung anzugeben. widerspruchsvoll ist die Annahme eines grundsätz
lich unlösbaren Problems dieser Art an sich nicht. 

6.2.3. SATZ. Es ist unmöglich. daB ein Polynom über einem Körper 
auE zwei verschiedene Weisen in unteilbare Faktoren zerlegt werden kann. 
Genauer: es ist unmöglich. daB 

f= apl ... pr = bql ... qs. wenn f=f o. (I) 

wo a und b Konstante. die P und q unteilbare Polynome sind. PI nicht
konstant ist und PI #= cq, Eür i = 1. .... s und jedes Konstante c. 

6.2.4. Beweis für Polgnome in einer Veränderlichen 11). Der Satz gilt 

10) Auch Produkte aus einem Paktor sind zugelassen. 
11) Der Grundgedanke dieser Methode stammt von ZERMELO; sie wurde zuerst ver-
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für Polynome von dem Grad O. da eine von 0 verschiedene Konstante 
keinen nichtkonstanten Faktor haben kann. Der Beweis sei geführt für alle 
Polynome. deren Maximalgrad kleiner als n ist; f sei regulär mit dem 
Grad n. Dann ist a # O. b # 0; Pl' .... Pro qI ..... qs sind regulär und wir 
dürfen sie von höherem Grad als 0 annehmen. da wir eventuelle konstante 
Faktoren in a und b aufnehmen können. Aus PI = Cqk würde nun folgen 

c # 0 und 9 = aCPI ... PI_I PI+I." pr =bqI .. . qk-I qk+I.' .qs.was nicht 
kann. weil der Grad von 9 kleiner als n ist. Es ist also PI ~ Cqk' Nun 
nehmen wir noch an. daB der Grad von PI nicht kleiner ist als der von qI' 
Es sei PI = qI U + v. wo v kleineren Grad als PI hat. Wäre v = O. so 
könnte u weder nichtkonstant (da PI unteilbar) .noch konstant (wegen 
PI =j:. cqd sein. also v =j:. O. Nun ist 

gJ = avp2' .. pr = q, (bq2' .. qs-aup2'" Pr) = ql W. 

Zerlegen wir v und w in unteilbare Faktoren. so erhalten wir zwei ver~ 
schiedene Zerlegungen von gJ. denn qI hat höheren Grad als jeder Faktor 
von v und ist also von jedem Faktor links verschieden. Da gJ einen Maxi~ 
malgrad kleiner als n hat. ist das unmöglich. 

6.2.5. Wir nehmen nun an. der Satz 6.2.4 sei bewiesen für Poly.nome 
in k Veränderlichen und ziehen zunächst aus ihm einige Folgerungen. 

SATZ. !st gJ unteilbar und nichtkonstant. f 9 = 0 (gJ) und f ~ 0 (gJ) 
(f nicht teilbar durch gJ). so ist 9 ~ 0 (gJ) ungereimt. 

Beweis. Es sei f 9 = h gJ; man zerlege f. 9 und h in unteilbare Faktoren; 
jeder Faktor von f ist von gJ verschieden. so daB nach 6.2.4 nicht jeder 
Faktor von 9 von gJ verschieden sein kann. Wäre aber 9 ~ 0 (gJ). so wäre 
doch jeder Faktor von 9 ungleich gJ. 

Ist gJ von 0 entfernt. so schlieBt man mit Hilfe von 3.1.2 weiter. dass 

g=O(gJ). 
6.2.6. Beweis von 6.2.4 für Polynome in mehreren Veränderlichen. 
Es sei (x steht für Xl' .... Xk) 

f(x. y) = a (x) PI (x. y) ... pr (x. y) = b (x) ql (x. y) ... qs (x. y). 

wo alle Polynome regulär in allen Veränderlichen. die P und q unteilbar 
von höherem Grad als 0 in 9 sind und PI =j:. c q I (i = 1. .... s) für jedes 
konstante c. 

Wir erledigen erst den Fall r = s = 1. also ap = bq. a sei in ooteil
bare Faktoren zerlegt und :Tt sei ein solcher Faktor. Ist q = Iqlll 91• so ist 
jedes bq(/ldurch :Tt teilbar; wäre b nicht durch :Tt teilbar. so wäre nach 6.2.5 
jedes qfll. also q durch :Tt teilbar; da dieses u.nmöglich ist. muB b durch :Tt 

teilbar sein. Man kann links und rechts durch :Tt teilen und ähnlich schlieBen 

öffendicht von H. HA55E (Aufgabensammlung zur höheren Algebra. S. 72); S. auch 
E. ZERMELO. Elementare Betrachtungen zur Theorie der Prlmzahlen. Nachr. Ges. Wlss. 
Göttlngen [Math.-Phys. Klasse. Pachgruppe I. Neue Pol ge. Bd. 1. Nr. 3) . 
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für einen zweiten Primfaktor von a; so ergibt sich b = 0 (a) und ebenso 
a = 0 (b). a und bunterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor. 

Nun sei r> 1. Wir wenden Induktion nach dem Grad von f in y an und 
beweisen ebenso wie in 6.2.4. daB PI =!= Cqk (i = I. .. .. r; k = I . .. .. s) Eür 
jedes konstante c. Wir teilen q1 durch PI und vertreiben etwaige Nenner: 

m(x) PI = qlg + h. 

Wäre h = 0, so kämen wir in Streit mit den Induktionsvoraussetzungen, 
denn g. also jeder unteilbare Faktor von g, hat in y niedrigeren Grad als 
PI und m(x)PI hat in y niedrigeren Grad als f. 

Also h =j:. O. 

ft (x. y) = ahp2 ... pr = q. (bmq2 . .. qs - agp2 .. . Pr). 

Jeder unteilbare Faktor von h ist von cql verschieden; da fl geringeren 
Grad in y hat als f , sind wir zu einem Widerspruch gelangt. 

6.2.7. SATZ. Es ist unmöglich. daB ein Polynom über einem Körper auE 
zwei verschiooene Wei sen in Primfaktoren zerlegt werden kann. Die ge
naue Fassung des Satzes entnimmt man aus 6.2.4, wo nur "unteilbare 
Polynome" durch "Primpolynome" zu ersetzen ist. Der Satz ist bloss ei ne 
Abschwächung von 6.2.4. 

6.3. Um 6.2.1 auE PrimEaktoren auszudehnen. müssen wir uns auE einen 
algebraisch abgeschlossenen Körper beschränken. Zunächst verschärfen 
wir das algebraische Irroouzibilitätskriterium 12). 

6.3.1. Es sei F(x) = F(XI' ... , Xk) das allgemeine Polynom in k Ver
änderlichen von dem Grad n mit unbestimmten Koeffizienten Al; G (x) und 
H(x) ebenso Eür die Grade P und n-p mit Koeffizienten Bl und Cl. Setzt 
man F = G H. so ergeben sich Beziehungen 

Ist f(x) ein Polynom von dem Grad n mit Koeffizienten al aus dem alge
braisch abgeschlossenen Körper K und besitzen die Gleichungen 

al = qJl (B. q . . (1) 

eine Lösung B~ = b~. CT = CT in K, so nennen wir f p-teilbar. 
Aus (I) Eolgt: 

a~ rp,. - a,. rpl = O. (2) 

Ist f(x) p-teilbar, so ist (2) lösbar nach 'den B. C. Besitzt umgekehrt (2) 

12) E. NOETHER, Ein algebraisches Kriterium für absolute IrredU%ibUltät [Math. 
Annalen SS (1922). 26-33). E. PISCHER, Ober absolute IrredU%ibilität [Math. Annalen M 
(1925), 163-165). Pür den Hinweis auf diese Litteratur. sowie für elne die Intuitionis
tische Umgestaltung erleichtemde Darstellung des PISCHERschen Beweises bin leh Herrn 
B. L. VAN DER WAERDEN %u Dank verpfllehtet. 
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eme Lösung. in der sowohl ein b~ als ein c.,. VOD 0 entfernt ist (kurz: einen 
von 0 entfernten lösenden Doppelvektor). so kann man die Zahl fJ so be
stimmen. daB lpA. = fJaA. (l = 1. .. .. nl. also Uh = fJ f. so daB fJ # 0 und 
(fJ-l U) h ist eine p-Zerlegung von f . 

Ist Eür jeden VOD 0 entEernten Doppelvektor b. c Eür wenigstens ein 
Indexpaar l. ft # aA. lpl' - al' lpA. # O. so ist auch Eür jeden Doppelvektor b. c 
wenigstens ein aA. # lpA.. also f # Uh Eür alle Polynome U. h von den ange
gebenen Graden; wir sagen. daB f p-prim ist. Ist umgekehrt f p..-prim. so 
gibt es zu jedem von 0 entfernten Doppelvektor b. c und jeder Zahl fJ 

wenigstens ein aA.# fJlpl . Aus U # 0 und h # 0 Eolgt Uh # O. also em 
lp!, # O. Da an # O. ist entweder a n lpl'-al' lpn # 0 oder lpn # 0; im letzten 

Fall wählen wir fJ = an und Einden dazu ein v. so daB a r - fJ ({-r# O. also 
lpn 

a. qJn-an lp. # o. 

Zusammenfassunu: Notwendig und hinreichend. damit f p-teilbar sei. 
ist die Existenz einer VOD 0 entfernten Lösung von (2) ; notwendig und hin
reichend. damit f p-prim sei. ist. daB Eür jeden Doppelvektor b. c in einer 
Gleichung (2) # stehen muB. 

6.3.2. Wir eliminieren aus (2) die C; das Resultat sei 

DI (a. B)= 0 . . . . . D q (a. B)= O •. . (3) 

Nach § 5. Sätze A3' D3 ist notwendig und hinreichend. damit f p-prim 
sei. daB Eür jeden von 0 entfernten Vektor b in wenigstens einer Gleichung 
(3) # stehen muB; ist f p-teilbar. so ist (3) nach den B lösbar (Satz B3); 
besitzt (3) eine von 0 entfernte Lösung. so ist es unmöglich. daB f nicht 
p-teilbar ist (Satz C3). 

Nun eliminierenwir aus den in den B homogenen Gleichungen (3) die 
B und erhalten das Eliminationsresultat 

RpI (a)=O ..... Rp• rp (a) = O. . (4) 

Ebenso wie Eür (3) ergeben sich die analogen Resultate Eür (4) : 
Notwendig und hinreichend. damit f p-prim sei. ist. daB wenigstens ein 

Rpl (a) # o. Ist f p-teilbar. so ist jedes Rpda) = o. Ist jedes R pl = O. so 
ist es unmöglich. daB f nicht p-teilbar ist. Schreiben wir die Gleichungen 

(4) auE Eür p = 1 .... • [~J. so Einden wir: Notwendig und hinreichend. 

damit f prim sei. ist. daB Eür jedes p wenigstens ein RpA. (a) # o. Ist f teil
bar. so ist Eür ein bestimmtes p jedes RpA. = 0; ist umgekehrt Eür ein be
stimmtes p jedes Rpl = O. so ist es unmöglich. daB f nicht teilbar ist. 

6.3.3. Die Aussage .. Für wenigstens ein list Rpl # 0" (Eür bestimmtes 

p) bezeichnen wir mit Ap ; Eerner sei [~J = s. N un leiten wir aus der 
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Annahme. daB f unteilbar und doch .nicht prim sei. wie folgt einen Wider
sprueh her. Aus dieser Annahme würoe folgen: 

1. Nicht alle A p sind richtig (sonst wäre f prim); 
2. Es ist unmöglich. daB ein Ap falseh ist (sonst könnte f nicht unteil

bar sein). 
DaB dies schon eioD W iderspruch ist. sehen wir ein mittels vollständïger 

Induktion naeh s (der Anzahl der Ap ). Es sei schon gezeigt. daB ein 
Widerspruch vorliegt. falls 1. und 2. geiten für s-1 Aussagen. Wären 
Al ' ...• As_ol riehtig. so wäre nach 1. Ar falsch in Widerspruch mit 2.; also 
können Al ..... AS-I nicht alle richtig seioD. wodurch der Wklerspruch 
erhalten ist. 

6.3.4. Die Beweisfünrung aus 6.2.1 liefert uns jetzt: 
SATZ. Es ist unmöglich. ein Polynom ooer einetn algebraïsch abge

schlossenen Körper anzugeben. das nicht in Primfaktoren zerlegt werden 
kann. 

6.4. Das folgende Beispiel soli zeigen. wie diese negativen Ergebnisse 
zu Beweisen von positiven Sätzen zu verwerten sind. 

6.4.1. HILFSSATZ. Sind fund g Polynome über einem Körper und 
9 # o. so kann man eioDe Konstante e so bestimmen. daB aus f # eg folgt 
[ # dg für jedes konstante d. Dann gilt auch folgendes: Ist es unmöglich. 
daB f # dg für jedes konstante d. so ist f = eg. 

Beweis. Es sei a ein von 0 entfernter KoeHizient aus g. b der ent-

sprechende KoeHizient aus f . e = b . Ist .nun f # eg. so gilt für beliebiges 
a 

konstante dentweder f # dg oder d # e; in diesem Pall ist ad # b. also 
f#dg. 

6.4.2. SATZ. Es seien f. g. !p Polynome über einem algebraisch abge
sehlossenen Körper. ({J prim und von Konstanten entfernt. s eine natürliche 
Zahl und f g = ({Js. Da.nn kann man die Konstante e und die niehtnegative 
ganze Zahl tsobestimmen. daB f = eq,'. 

Beweis. h sei der Maximalgrad von f. Wirbestimmen die Zahlen ai 
(i = 1. .... h) so daB aus f # al ({JI folgt { # e!pl für jedes konstante e. 

h 
Wir setzen D = Il (f -ai !pi) und leiten aus der Annahme D # 0 

i=1 
einen Widersprueh her. Dazu dürfen wir naeh 6.1.1 und 6.3.4 f u.nd g in 
Primfaktoren zerlegt denken: 

{={I{,···b; g=glg2···gl" 

also {I (2 ... b gl g2 .. . g,. = ~. 
Nach 6.2.7 ist es unmöglich. daB f 1# e!p für jedes konstante e; nach 

dem Hilfssatz bestimmen wir die Zahlen bi so. daB fl = b;1j) (j = 1. .... 1). 
so daB f = bI ... bi. ({Jl.. Dann ist aber bI ... bl. = al und ist der Wider
spruch mit D # 0 erhalten. Folglieh ist D = 0; da die Paktoren vo.n D zu 
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je zweien voneinander entfernt sind (f # O. also entweder (-al flJl # 0 
oder a i# 0). ist ein bestimmter Faktor gleich O. 

Bekannt ist die Anwendung dieses Satzes in dem Anfang der Invarianten~ 
theorie 13). 

13) Z . B. R. WEITZENBÖCK, Invariantentheorie, S. 12. Die Frage von Herm G. F. C. 
GRISS. ob dieser SchluB intuitlonistisch rulässig sei, gab den AnstoB zu den obigen 
Untersuchungen. 


