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Mathematics. — ‘“Bestimmung der Klassenzahl der [deale aller
Unterkorper des Kreiskorpers der m-ten Einheitswurzeln, wo
die Zahl m durch mehr als eine Primzahl teilbar ist”. (Zweiter
Teil. ). By Dr. N. G. W. H. Bereer. (Communicated by
Prof. W. KAPTEYN).

(Communicated in the meeting of October 25, 1919).

Beweis: Wir muszen zwei Behauptungen des Gliedes rechter Hand
beweisen: 1°. dasz der Wert des darin auftretenden Symbols eine

[

J—-te Einheitswurzel ist; 2°. dasz, im Producte, jede solche Einheits-
1
€ . . .
wurzel =—— Mal vorkommt. Denn wenn dies bewiesen ist, ergibt
7‘.
sich daraus dasz das Glied rechter Hand gleich
ad dy

4

ist, und dieser Ausdruck ist, wegen Satz 7, dem Gliede linker Hand
der zu beweisenden Gleichheit, gleich. Die Zahlen e,, /, u.s.w. haben
hier dieselbe Bedeutung wie im Satz 7.

Der Beweis der ersten Behauptung folgt aus demjenigen welches
im Satz 9 bewiesen ist.

Um den Beweis der zweiten Behauptung zu erbringen, nehmen

b b 07 1 38 . 03Y Yoks? o

01y V1! ! Yaa
Nach Einfuhrung der Werte der Symbole findet man, da die
Differenzen der ubereinstimmenden Zahlen zweier Systeme der &
wiederum ein System der & bilden, dasz dieses System der b welches
wir andeuten durch b,,b,,0,8,,..... , den Congruenzen :

m m m
G R o R G KRRt

N = 0 mod o (%)
1

1) Fortsetzung von “Proceedings” Vol. 22. S. 831.

(8)
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genuge leistet, wo ¢, «,,.. . die Exponente bedeuten, welche in

§ 4 bestimmt smd Wir muszen nun die Anzahl der Systeme der

b berechnen, welche diesen Congruenzen (8) genuge leisten. Dazu

bestimmen wur zunachst wieviel der gegebenen Systeme der b aus

$§ 1, (1) eine Zahl by, =0 enthalten. Alle Zahlen b, sind teilbar

durch 1hren groszten gemeinsamen Teiler d,. Es gibt also% verschie-
1

dene Zahlen &y, und von diesen ist nur eme == 0. Weil es im
t4 P P,

ganzen — Systeme gibt, kommen darunter —:-- Systeme vor, welche
”

7 d,
bin = 0 haben.
Alle Systeme der Zallen a, welche die Gruppe ¢ bilden, leisten
allen Congruenzen (3) genuge, wenn man darin b;, = 0 setzt. Den

Modulus dieser Congruenzen kann man dabei reduciren zu 2 Nach
P,

der Bemerkung am Ende des Kapitels 1I § 3, ist die Anzahl der
verschiedenen Systeme der @, wenn man a, ausser Acht ldsst, also
gleich ,

2(2&)4

o, \r d /) d

Wetuter bemerken wir, dasz die Systeme der & welche (8) genugen,

7 .
auch den 7 Congruenzen genugen, welche man aus (8) ableiten kann,
- 1

indem man darin a, @, .... durch die, eben berechneten, Systeme
der a ersetzt. Auszerdem genugen die gesuchten Systeme der b noch

/i

den 7 Congruenzen die man aus (8) erhalt indem ‘man die darin
1
auftretenden @ nacheinander durch ihren 2-, 3-,.... g,—‘-fachen Wert
. )
ersetzt. Denn ;wegen Kap. 1I § 4 gehoien diese neuen Systeme der
‘ .

/i

a nicht zu den erstgefundenen, weil die — ersten Potenzen der Zahl

d

-

L, —|-n% nicht zu g gehoren.
1 -
Wenn man nun die Gruppe der zuerstgefundenen Systeme der «
mit der Gruppe der zuletztgefundenen Systeme multipliziert, so

bekommt man eine Gruppe von éjzl‘-,- Systeme der a aus welchen
s 10

sich' ebensoviele Congruenzen (8) ergeben, welche die gesuchten
Systeme der b genuge leisten. Wegen der Bemerkung am Ende des

Kap. II § 3 gibt es also Y . e
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(m) rfy  edd,
ol —}  — =
PNiw) ad, -
gesuchte Systeme der 5.
Hiermit ist nun gezeigt worden dasz jede %-te Einheitswurzel
a
welche in dem Gliede rechter Hand der, im Satze genannten, Gleich-

heit auftritt, darin auch —- tadd, L Mal auftritt.
7

Nun ist aber die Anzahl der Factoren des Gliedes rechter Hand.

. : : e,d,d'
wie schon berechnet ist, gleich 2.%; und da é.#iiz—qe:2
r d, d, r r d,

. . S e, d
ist, s0 wird auch eime jede f te Einheitswurzel ——— Mal im

1 r

Produkte auftreten, was zu beweisen war.

Satz 11. Wenn m gerade ist, so ist

1 2 1
II 1 —_— - H 1 —_— S — R
{ n (I)S n 01n, b2n, . 2"

Das erste Produkt erstreckt sich uber alle Primideale [ welche
in 2 aufgehen im Korper %. Das zweite Produkt erstreckt sich
uber alle diejenigen Systeme der b in welchen A, == b,, = O ist.

Der Beweis ist ganz in Ubereinstimmung mit "den beiden Vorigen.

Zuerst beweist man dasz das Symbol eine f* -te Einheitswurzel ist.

Weiter ist es notwendig drie Falle zu untelschelden.
hy 8 und bon + b s nicht fur alle Werte von 7 gerade.
he 38 und bon 4 byn wohl fur alle Werte von n gerade.
3. ]l* = 2.
IV. Berechnung der Klassenzahl der ldeale des Unterkorpers k.

§ 8. Hulfssaiz und Ableitung der vorlaufigen Formel.
1. Es ist g‘ [L]:O‘-,.

=1

Beweis: Es sei a prim zu m; dann 1st[ ]# 0 und # 1; daher ist.

e AR REA R ~
. n=1 u=1 V_{

Es durchlavft na zugleich mit n ein vollstandiges Reslslyéfen]l

1) Zur Abkiirzung lasse ich die Buchstaben b im Symbole weg. A e g

J
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n

(mod m). Die letzte Summe ist daher gleich ¥ [JLJ Hieraus ergibt

n=1
sich leicht der Beweis.
Fiir die Klassenzahl H gebrauchen wir den bekannten Ausdruck?):
1 1
H = —lim (s—]) I————
% =1 i} 1—n ].‘)“
wo p alle Primideale des Unterkorpers £ durchlauft. Wenn wir
nun die Satze 9, 10 und 11 benutzen und die Factoren, welche sich
beziehen anf dem System by, = b,, = b1, = ... .= 0, von den anderen
Factoren abscheiden, so findet sich:

1 gl 1 s p 1)1
H—-—hm(s——l)ﬂﬂ——- O{l —| —n—— | —) .
% oe=1 =g p 1 ->p—* P { bon, b*m bln oo ] pt
Es ist hierbei angenommen dasz by =b,, = b,, =¥b,, = .- .. =0ist.
Wir wissen nunmehr dasz:
1
lim (s—1) II =1.
s=1 y 1 ~—p—s

Weiter entwickeln wir jeden Faktor des dritten Produktes auf
bekannte Weise in einer DiricHLET’schen Reihe und multiplizieren
all’ diese Reihen. Das Ergebnisz ist:

- ¢olr o n (
T % st iman—1 [ 000y By B1iy .- | B8
Hierin setzt man =

——

L = 1 fr"z z'—lde
ns  T(s)
0

s (:__ﬁ__] at = F (2)
t=1

und wenn man noch Gebrauch macht von der Gleichheit

I: " :(::l: " ] wenn n=n' (mod m):

s0 findet man . .

/r F
% n=2 x (1-——'07")

wenn man auszerdem den ersten Hiilfssatz dieser § benutzt. Nach
Zerlegung in Partialbriichen kann man d1e Integration dmchfuhren
und findet dann: -

und

H JH". Satz 55 und § 27.
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kert -——kn'l‘
1¢ 1 m 2mki W —e ki
H—:-—II—-——EF(e"‘ )’log—————-———-e .e +-.lrﬂ1:—'-—-—”2‘.
Hon=2 M 3 m

Nun ist noch

m / M mom 2k m m 2mnki
EF(C’" =22[n:lem :2[”]20771:0

k=1 =1 n=1 n=1 =1
und also i -
) @ —km
1 ¢ 1 m 2_"’7‘_‘ em _— g m kot
H=—0— -3 F(a ) g — 2~ T L@
% n=—2 mp—1 % m

Um diese Form weiter zu vereinfachen, beweisen wir zuerst vier
Hiilfssdize. .

$ 9. Hiilfssiitze. )
In allen folgenden Hiilfssatzen ist das System by,==b,,=bi,;=...=0
ausgeschlossen.

e wei 2k wi
L F (eT) =(— 1)b°”+b1”+"lF(e_ m ) .

Der Beweis ist ganz analog mit dem des iibereinstimmenden Satzes
meiner Abhandlung in “Proceedings” Vol. XXI, 8. 758.

2. Es sei 2"« die hochste Potenz von 2 die anf by, teilbar ist.
Wenn by =0 ist, so nehme man &'y =/h,— 2. Ist aber auch
bon=0 so nehme man A, = h,. Ist h,=2 so ist h'=0 zu setzen
wenn by =1 und =2 zu setzen wenn bg, = 0 ist.

Es sei weifer /,*1 die hochste Potenz von [, welche auf ;1 teilbar
ist. Wenn b&;, = 0 ist, so nehme man A, = h,. u. s. w.

Es sei nun d =2&'[[M', .. s0 ist: [n T m/d]=l:/\f,]-

Beweis: )
Wir faszen zuerst die Symbole

n -+ m/d (b n |bon
[-_W—] und ,:5] .

ins Auge. Ist byn =0 so sind sie beide =1, und also einander

gleich. Ist o, 20 und n gerade, so ist auch n +?; gerade, weil

dann 7 teilbar ist durch 4. Die Symbole sind dann beide = 0 und

1) Diese Hiilfssilze musz schon Kummer benutzt haben, wiewohl in anderer Form.
Die Beweise findet man aber nirgends.
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wiederum gleich. Ist, zum Sechlusz, by, # 0 und n ungerade, so 1st

¥

auch n +7§ ungerade und -

[" + m/d]bon =(—1) ("+ %‘__1) Yon 2 ( 1),’:l bon ':;i]bo,a

2!!
Fur die ‘ubrigen Symbole kann man die Gleichheit auf analoge
Art beweisen.

3. Wenn die Zahl d dieselbe Bedeutung hat wie oben, so st

onk:
F ( ): 0 wenn der groszte gemeinschaftliche Teiler von 4 und

m 3 d ist, und
k/d ]__1 (2ﬂdl)

wenn dieser groszte gemeinschaftliche Teiler wohl = d ist. .
Beweis :

- anak - 2wl
F=2 l;__i__]e m =3 l:n+m/d]e m —

fn=1 n=1

2km m ':" + / d:, 21r(u+m/d)k1

n=1

== e

Es durchlauft n +7;7l3 zugleich mit n alle Zahlen fur welche das

Symbol F# 0 ist, weil zufolge der Definition der Zahl d, die- Zahl
m/d prim ist zu den Zahlen welche n durchlauft. Also findet man :

L) -
F—¢ d F
Ist & nicht durch d teilbar, so ergibt sich hieraus F=0.
Nehmen wir nunmebr an dasz % durch d teilbar ist, dasz aber
k=dftv, m = dim’ so dasz dt der groszte gemeinsame Teiler ist von

k und m, ¢t >1. Man hat nun-

onki s m 2mnt
F(e ﬂl.)zF(em'):E[ n }e m' ot
n=l

m' 2mome dt
T n M <
m=Ze [ 5 ]und wegen "2 :

n=| s=1

m! 2nvm t—l
=d X¢ ™ |: =+ sm:I

n=1 5=0

-

Wir werden zeigen dasz der Wert der letzien Summe Null ist.
, S

0
-Es se1 «# emne Zahl der Form 1 - 7-‘;—1/ (wo g der groszte gemein-

Py Poe
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same Teiler von n und m’ 1st) welche prim zu m ist. Eine solche
Zahl « besteht. denn die Form enthalt eine unendliche Anzahl
Primzahlen,

Nun ist nz =n (1 -+ %lg/) =n-+ —Z— ym' und wenn eine Zahl

n - sm’ mit 2 multipliziert wird so gibt es wiederum eine Zah!
derselben Form Ware weiter

z (n-tom') =& (n+s'm') (mod%); s, ¢t

s0 wurde
zam=uzdm
sein, und
2(a—s)m'=0 also & —s'=(mod?)
Dies ist unmoglich, da s und s’ <t sind. Es ist damit bewiesen
dasz die Zahlen n +sm’ wo s=10,1,....¢—1, nach Multiplikation

mit m(nw(l :—;) wiederum dieselben Zahlen ergeben. Hieraus ergibt
sich:

l: x _,f;l [n +sm] _,1 [w (n—}-sm')]: El [n-l—sm’]
| s=0 =0 =0

t—1 ’
Also ist: = [”“‘sm ] —0

5==0

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, bemerken wir dasz

-1 2r nkt
n=]

wenn % und m die Zahl d zum groszten gememsamen Teiler haben.

. k -
De Zahl i kann mit m nur diejenigen Primfaktoren gemeinsam

haben, deren zugehorige Zahlen & =0 sind. Denn ware z.b. b;n F 0,
so ist d teilbar durch eine Potenz von [, welche <[/ ist. Es
ergibt™ sich also dasz nZ/d und n zugleich alle Zahlen durchlaufen

fur welche [n kid :,#0 1st. Also ist:

2] 3 [T ()

4. Wenn die Zahl d dieselbe Bedeutung hat w1elol)en, 80 ist:

N andh 2rdi\- -
F' (eT) F (e—"—‘m) = (—-—l)b°"+b1"+' dm
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F’ ist dieselbe Function wie # nachdem in letzterer die Zahlen
b durch 2--bgn, § Py—0yn, p;—0bya,~ .. ebsetzt sind.
Beweis: Wir faszen zuerst den Fall ins Auge wo keine der Zahlen
b den Wert Null hat. . -
A nnkds
F:g' [i.k':‘e m

n=1

wenn £ prim za m ist, denn in diesem Falle durchlauaft nk zugleich
mit n ein vollstandiges Restsystem (modm). Man folgert hieraus:

]C —1 m n 2nnkde
[w] F.' = E [ w] e M
n=—1

2rkedi

Wir multiplizieren nun mite ™ und nehmen die Summe uber alle
Werte von £ welche < m und prim zu m sind. Weil keine der
Zablen b =0 ist, findet man:

m n 2n(nt-1)kds mfd n E—L(E}-M
FF =2 [_w:lfe m —d > [ :'fg n

n=l n=1
Es sei t der groszte gemeinschaftliche Teiler von »n 41 und m.
Man kann alle Zahlen %, welche < m und prim zu m sind, (mod m/d)

verteilen ‘in o) Mal ~die” Gruppe der Zahlen welche <§~: und

o(%) o

. m
prim zu — sind. So findet man:

dt
mld 2n(n+1ki
PR =g % [J_,] AW e

n=1

m k
| ¢(a)
m

in welchem Ausdruck % nun alle Zahlen durchlanft, welche < 7

: m . . :
und prim zu — sind. Die letzte Summe ist daher die Summe der

dt
primitiven :%-te Einheitswurzeln; infolge dessen erhalten wir:
3)
s FF =d ¢ (m) = [J’] dt

f T\;\f n m'
z (Pdt

t

o im . m . .
Nun ist ”(}_l}) nur dann nicht =0, wenn Emchttellbar ist durch

eine Quadratzahl. Wir brauchen in obenstehender Summe also furn nar
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. - mo . .
diejenigen Werte zu nehien, fur welche 7, ein Teiler ist des Pro-
!

duktes 2, 7, .... Diese Zahlen n haben die Form —1 -} st insoweit

. . . : m
diese prim zu m sind, und wo s alle Werte annimmt We]che<d—t

_ m )
und prim zu 7 sind. Setzen wir daher

=2alla1_',_ H a,al,...."_"o oder 1

S0 ist:
L

t — Qhu—hy'—a Zlhl—hl'—‘al

Zunachst nehmen wir an, die Zahl ¢ ser durch alle Primfaktoren
von m teilbar und auch durch 8. Die Exponenten, weleche in
obenstehender Form von ¢ vorkommen, sind dann groszer als Null.

Alle Zahlen —1 - st, wo s die oben genannten Werte annimmnt,
sind nun prim zu m. In obenstehender Summe kommen )

m . : .
also o (Tt) Glieder vor, welche ## O sind Diese Summesetzen wirin der
a
folgenden Form:

m
dt —
FF = (— 1)b0n+”ln+ Tdp(m) E———L [:t]

t m
I'e —_—
’ dt)

Nun ist l:‘l-;st] = 1 weil ¢ durch 8 teilbar ist. -
1— st %v‘*ﬁ L ,
[ o :] = - denn 1 — st = = 5% (mod 2%¢)
also == == 5%’ (mod 2h—lw'—a )

Da die Potenz von 2, welche in den Modul auftritt, >> 2* ist,
so folgt: & ==2hm—We—a—24  Die Zahl v, ist ungerade, denn
anderenfalls wdre s teilbar durch 2 und dies ist unmoglich weil ¢
der groszte gemeinsame Teiler von n 1 und m ist, und m gerade
ist. Weiter hat man: : ) i} ) ,

-

27\'1)’1’111[1
[] —“St‘Jbln Lo -
P =e 1
: Ik
o . 1—st ) ... om.
u.s.w. Aus all’ diesem ersieht man dasz = eine primitive Jt-té
i3 " - \)

Einheitswurzel ist. Infolge' dessen besteht die Gleichheit:

-10 -

I
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1 —st m
=[] = ()

Folglich ist F F' = (—1) o™t gy ) x

1

m
(__
P\ &

wo ¢ alle Teiler von 2[/, .... durchlauft. Es ist leicht ersichtlich
dasz ¢-Mal die letzte Summe den Wert m hat, womit in unsrem
besonderen Falle der Beweis erbracht ist.

Um anzugeben wie der Beweis sich gestaltet wenn nicht alle
fruhergemachten Annahmen erfulit sind, fassen” wir noch den Fail
ins Auge wobei h—A',—a, =0 und a, =1, wahrend alle ubrigen
Annahmen erfullt sind.

1 -
In der Summe I [ 9‘] nimmt die Zahl s nun nicht mehr alle

1

7
Werte an, welche <C (T:und prim zu% sind, denn da ¢ mcht durch /,
teilbar ist, so kann 1—sf, fur einige Werte von s, durch [, teilbar

sein. Die Zahlen z,z41/,.. ..,z—{—(dTn}—i) [, genugen der Con-

gruenz 1—zt=0 (mod /(). Es sind (p(d%l) dieser Zahlen prim zu

?j. In der Summe bleiben also

di
m\ m m
9°(zzz)‘*" az)z(’i‘z’“’(aﬁ:)

Zahlen der Form 1—st ubrig, fur welche das Symbol einen von
Null verschiedenen Wert erhalt. Fur diese Werte von s ist ebenso

wie fruher:
ond! v 2nb'2nv,

l*dt bOn 1—"3t b*n 2‘:1” d l—st lan
=1; = H —=e B’ ...,
21 L l’]‘z

o 1—st by [1—sttl, oo
Weiter 1§t aber|: l,"ljl _[T

Die Zahlen 1—st, welche in der Summe auftreten, konnen wir

(mod l,, verteilen in rp(d—;%-) Mal eine Gruppe von Zahlen, welche

< I, sind. Die letzte Gruppe enthalt /,—2 Glieder, unter welchen
die Null und die Zahl 1 nicht vorkommen; denn keine Zahl 1-—s¢
ist teilbar durch /, und ¢ und s sind nicht teilbar durch I, weil s

-11 -
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prim zu 2 ist und diese letzte Zahl teiloar ist durel {[,. Wir fugen

dt
nun die Glieder, in welchen das Symbol [1 i } denselben Wert

hat, zusummen.
Es wird dieser Wert dann multiplizict mit der Summe der

primitiven ——--ten Emheitswurzeln. Wir sind also zu der folgenden

d l
Gleichheit gelangt:

1—s2 m b n )b
— | = 2| — .
[ == () <2 ]

Die letzte Summe hat den Wert — 1, wie sich aus dem ersten
Hulfssatz dieses Kap. ergibt, denn es ist:

l'hl n bln
=3 [w]_(wl 1) 3 [ h]
u=1 n=—1 l i

da, weil by, durch /1 teilbar ist:

n by 7' )bn —!
[Z h1] — lillhlJ e = (mOd ll)
—t” m m
=—1. =
Schliesslich: = [ n (dt zl) “ (dt)

Der Beweis gestaltet sich weiter wie im vorigen Falle. Wir haben
nun hinreichend angegeben wie der Beweis erbracht wird wenn
man noch andere der fruher gemachten Einschrankungen aufhebt;
nur den Fall 6, = 0 werden wir noch weiier untersuchen.

In der Summe F haben in diesem Falle alle Glieder, tur welche

, m . . .
n prim za 5 ist, einen von Null verschiedenen Wert. Und weiter ist
1
1

" n n' , m
~ =]~ wenn n=n modlh

Auszerdem kann man alle Zahlen, welche <m und prim zu m sind,

(modll) verteilen in [/ Mal die Gruppe der Zahlen welche

<7fo und prim zn ;5 sind. Also:
1

[h
21t(n+—%l— di
2nndi 11‘1

‘E:E[L:I(e moote m +)

Da d teilbar ist darch I, ergibt sich hieraus

-12 -
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2 randi 2w ndi _
=iz [ } e m —{hF (e m )
n

: m
Die Function £ leitet man aus [ ab, mdem man -— anst&tt ™

R
nimmt. Fiir die Function F, haben wir schon bewiesen :
FFP=IhF IhF'=I1?F F = ' v
— (__1)b0n+b1n m = (—1) bont b1nFeee g

Z hl lllrl -
Damit ist der Beweis in unserem Falle wiederum erbracht.

§ 10. Siitze iiber die Realitit des Unterkorpers k und Bestmnnung
der Zahl =.
1. Wenn die Summe bop 4 bin—...., fir alle Werte von n,
gerade ist, so ist der Unterkorper £ reell und andernfalls imaginér,
Beweis: Die den Korper £ bestimmende Zahl ist
AN 40 Al
n=Z+Z+....+Z Y
wo A® jede Zahl der Uniergruppe g bedeuter.
Nun ist
AN = A% A% A1 .. (modm)
wo die Exponenten den Congruenzen (3)geniigen. Aus der Annahme
dasz alle Summen bg, - b1n + ... gerade sind, folgt dasz das Wert-
system ¢, = 1; a,=0; a,= 4 ¢,;... den Congruenzen (3) gentgt.
Dann geniigt aber auch das System
api + 1, a a1 - 3 Por .
Nun ist noch
Die Zahlen A% en — A® sind (mod m) verschieden, denn wire
Al = — AU (mod m)

A°a0i+lA*a*x' Alalz-‘l—'.‘?l = __ AW (mod m)

so wiirde s
2 A = 0 (mod m)

sein, und dies ist unmoglich, weil die A® prim zu m sind. Wir

haben also bewiesen dasz die Zahlen A® von ¢ in Paaren verteilt

Al 4l
werden’ kénnen. Fir jedes Paar hat Z +Z einen 1eellen Wert.

Man folgert hieraus leicht dasz v reell ist. ‘
Nun musz noch der Beweis des zweiten Teils des Salzes erbracht

werden.
Alle reellen- Zahlen des Kreiskorpers K bleiben unverdndert fiir

1) W." S. 85.

-13 -
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die Substitution s = (£: Z—1). Denn es sei & eine reelle ganze Zahl,’

so ist
9=a°+a1Z+'¢-a

. 2n sind x
a, 8in— 4+ a,—— 4 ....=0
m

und.

2x
sQ—=a,+a, ZV+.... =a,+acos—+..,.

m

Also:

- L —352=0.

HKbensoleicht beweist man, umgekehrt, dasz eine jede Zahl, welche
durch die Substitution s nicht gedindert wird, eine reeile Zahl ist,
Man ersieht hieraus dasz jeder reelle Unterkodrper von A ein Unter-
korper ist des zu der Gruppe s,s* gehorenden Unterkorpers und
dasz ein Unterkorper, der zu einer Untergruppe gehort, welche die
Substitution s nicht enthalt, imagindr ist. Wenn nun nicht alle Sum-
men bp+bia4. ... gerade sind, so geniigt das System a,—=1;
ey =0; a,=4%p,.... den Congruenzen (3) nicht; die Untergruppe
¢ kann daher in diesem Falle die Substitution s nicht enthalten.
Der Korper k£ ist imaginér. ‘

2. Wenn die Summe bgn + b1n 4 .... nicht fiir alle Werte von n
einen geraden Wert hat, so ist die Anzabl der Sysieme der 0, fir

-

welche dieser Wert nngerade ist, gleich 22
,

Beweis: Alle Systeme der & fiir welche die Summe gerade ist,
bilden eine Gruppe, da 2, ¢, ¢,,.... gerade sind. Um aus dieser
Gruppe, die Gruppe aller Systeme der b zu bekommen, musz man
die erstgenannte Gruppe multiplizieren mit einer Gruppe in welcher
jedes System der b (ausgenommen die identische Substitution by; = 0,
0y, = 0, ....) eine ungerade Summe besitzt. Wenn, in dieser letzten
Gruppe, sich zwei Systeme der & vorfinden mit ungerader Summe,
so wiirde das System, dasz man durch Aufzihlung der dbereinstim-
menden Zalhlen dieser beiden Systemen erhielt, eine gerade Summe
bon + b1+ .. .. haben. Ein solches System kann aber in dieser
Gruppe nicht auftreten. In der Gruppe konnen also nicht zwei
Systeme vorkommen (ausser by =b,, =....=0). Die Gruppe hat
daher den Grad 2.

Es gibt also {;.:—{)—Systeme der b, welche eine gerade Summe haben .

und natirlich gleichviel mit ungerader Summe.

Bestimmung der Zahl »*).

1) H.", S. 9229,
27

Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXIL
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1°. Wenn der Korper £ reell ist, so isi w =2 denn == 1 sind -
die einzigen reellen Einheitswurzeln.

Es ist weiter», = O und r, = :£ weil der Korperein Gat.o1s’scher ist.
¢

. Nun
2r

2*. Wenn der Korper k imagindr ist, so ist 7,==0 und », =

musz noch die Zahl w bestimmt werden.

Es sei w, =1 wenn alle Zahlen @, = 0 sind; andernfalls w, = 0.

Es sei 2w« die hochste Potenz von 2 welclie auf alle Zahlen a,,.
teilbar ist und w,=~A,—2 wenn alle Zahlen e, =0. u,=0
wenn nicht alle Zahlen @ durch 2 teilbar sind und auch = 0 wenn
nicht alle a, =0 sind; u, =1 wenn alle ¢, =0 und alle @, durch
2 teilbar sind.

Es sei /;» die hochste Potenz von I, welche auf alle Zahlen a,
teilbar ist, und w, = /A, — 1 wenn alle a, = 0 sind. », = 0 wenn
nicht alle Zahlen @, durch 7/, —1 teilbar sind und %, =1 wenn

dies woh! so ist. U. s. w.

Dann ist:
wenn /iy 2 3 st w == QU0 TURTatYy MbntD)
wenn Ay = 2 ist: w = 2w"+1l1 Wit
- wenn ky = 0 ist: w = 2, @D,

Beweis: Der Korper £ kann nur diejenigen Einheitswurzeln
enthalten, welche Potenzen von Z sind, da der Kreiskorper K nur
solche enthélt. Nur wenn m ungerade ist, enthdlt K auch die Poten-
zen von Z mit negativem Vorzeichen. Nehmen wir nun an dasz
Zs in k liegt, dann bleibt diese Zahl ungeindert fiir die Substitu-
tionen von g. Wenn wir also alle Zahlen von ¢ durch A4® darstellen,
so ist ’

Zadli) __ 7°
woraus sich ergibt:
o (A —1)=(@modm) . . . . . . . (10)

Wenn, umgekehrt, die Zahl a dieser Congruenz genigt, fir alle
Zahlen A% von g, so enthilt der Korper £ die Einheitswurzel 2,

Sind alle Zahlen @, = 0 so enthélt der Korper die Einheitswurzeln == 1.

Beweis: Es gilt fir jede Zall A®:

AW == bax (mod 21) also AW =1 (mod 4).

Aus (10) ergibt sich daher azg', d.h. die Einheitswurzel

m

7% = | liegt im Korper 4. Daher auch —i.
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-

Sind alle Zahlen a,=0 und alle Zahlen a,=0 so enthdlt £ die
Ong
Einheitswurzel ¢2"*. Man beweist dies auf dieselbe Weise.

Sind alle Zahlen a, = 0 und alle Zahlen a, hochstens teilbar durch
2me

2w 5o enthilt & die Einheitswurzel 1. U.s.w.
Alle Beweise werden mit Hiilfe der Congruenz (10) erbracht.

Man findet nun leicht die im Satze genannte Formel wenn man
2ni

beachtet dasz, wenn der Korper die Einheitswurzel gt " enthalt,
auch die /1! ersten Potenzen dieser Zahl im Korper liegen.

§ 11. Ableitung des entgiiltigen Ausdrucks fiir die Klassenzahl.

Satz: Wenn, fiir jedes System der b, die Summe bon + b1n + .. ..
gerade ist, wenn also der Korper £ reell ist, so stellt sich die Klas-
senanzahl H dieses Korpers, wie folgt, dar:

m

o/, <% . z
n = og Ag
n=2 s=I1 [bo:u b*m bln . :| J

R

Hierin ist A, =/ (1—Z(1—Z"") und R der Regulator. Aus-
zerdem ist angenommen: b, = b, =0b,, =....=0.

Ist hy=2 so musz by weggelassen werden und ist 2, =0 so
musz auch bo, weggelassen werden.

Wenn die Summe bgx - b1» + ... nicht fiir jedes System der &
gerade ist, wenn also der Korper £ imagindr ist, so stellt sich die
Klassenanzah! dieses Korpers £, wie folgt, dar:

H=

m

Y < "o N
m 2
H n =] bOn- b*m bln,-u N s=1 bmu b*n, b]n, .o

(2M) 1’/21' . ‘ v

Hierin ist w die in § 10 bestimmte Zahl. Das erste Produkt ist
iber alle Werte von n, fur welche die Summe bo, + b1n 4 .
ungerade ist, zu erstrecken; das zweite Produke iiber alle Werte
von n fiir welche diese Summe gerade ist.

Weiter ist d; =1V (1—2%) (1—Z—) und R' die Determinante der
Logarithmen der absoluten Werte eines Systems von Grandeinheiten.
Ist b, =2 so ist by wegzulassen, und ist sy = O so ist auch &on
wegzulassen.

Beweis:

Ziir Ableitung des ersten Ausdrucks benuizen wir (9) und ersetzen,
in der darin aufiretenden Summe, die Grosze £ durch m— 4 Wenn

’ 27%

-16 -



410

wir dann den ersten Hulfssatz von § 9 benuizen, so finden wir
=F."™ —0. Die Gleichheit (9) laszt sich daher umformen zu:
m

1 ?/r 1 = Z'f_g
H::—-—E—-—EF(G 7")logA]¢
X =2 mp—1

weln :
ki kni

kni 2keri
eMm — g m — =
dp=—"""°% " i mll—em |=

1

ki 2km 2kni _ 2%km
:__ie-;)—(]__e m ):l/(l——g m )(1_8 m

Dieses Resultat fur H laszt sich noch verdnderen mittels Hiilfssatz
3 und 4 von § 9. Aus Hulfssatz (3) ergibt sich, dasz in der Summe
nur diejenigen Glieder nbrig bleiben fir welche die Zahl £ mit m
den groszten gemeinsamen Teiler d hat. Diese Zahl d deuten wir
weiter an durch d,. Die Summe wird zu

2nd,2 kid -1
F(e m )El: :l log Az
k

Es sei nun k= k'd,, so ist, wie man leicht findet:
Apr = Ay . A

R |
B+ lc'—}—(d,,—l)a'%
n

Die Summe wird daher zu:

( 21:dni) [ kfdy, 1
Flem J2 loy Ay +log A, +...) . (11
o /EUTT ) Gl d e k) 2y

und durch Hiilfssatz 2 ¢ 9 zu:

27Tdnt' s —1 ’
m ™ et
F(e m)z[ ] lgds . . . . . (11)

=
denn, weil %' prim zu m/d, ist und in (11a) die Zabl £ alle Werte
annimmt die mit m die Zahl d, zum grészten gemeinsamen Teiler
haben, bekommt man eine Summe, in welcher s alle Zahlen < m
durchlauft, welche prim zu m sind oder nur noch teilbar durch
diejenigen in m aufgehenden Primzahlen, deren betreffende ) =0

5 ];é() ist.

sind. s durchlauft also alle Zahlen fir welche l:

In der Formel fiir A kommt nun das Produkt

Z/ITF(:?{) I ¢ B

n=2

zum Vorschein. Um dessen Wert zu berechnen benutzen wir Hiilfs-
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salz (4) von § 9. Da zu jeder Substilution einer Gruppe auch die
reciproke Substitution vorkommt, so wird ins Besondere hier zu
jedem System bos, byn, . . . auch das System 2—0bon, L45—0.n, ¢, — by .-
auftreten. Wenn diese Systeme von einander verschieden sind, so ist,
nach dem ebengenannten Hulfssatz, das Produkt der zugehdrigen
Funetionen F und F' gleich dwm. Sind sie aber einander gleich so
hat das Produkt den Wert =/ d,m.
Das Produkt (12) hat daher den Wert

f ym
m?r E2 l/dﬂ . . . . . . . . (1.3)

wenn man das Vorzeichen ausser Acht laszt.

Bevor wir nun den Wert dieses Produktes enfgultig bestimmen,
formen wir die Summe ans (11) um. Zuerst konnen wir darin den
Exponent —1 weglassen, weil, wie schon bemerkt worden ist, zu

jedem System der Zahlen b, auch das System 2—bg,, . . . . vorkommt,
Weiter ist
m S - <T_;l <’_§ m—s
= l:w Jlog A== 4+ =2 [S,Jlog A
s=l1 s=1 s=1

Denn, fur den Fall dasz m ungerade ist, folgt diese Gleichheit

2
aus der bloszen Bemerkung dasz [?m] = 0 ist. Ist, im Gegensatz,

. 2
m gerade, 50 ist offenbar [%il =0 da m durch 4 teilbar ist.

Zur weiteren Umformung benutzen wir die leicht zu erhaltende

Beziehung:
[ S :|_—_-('—1)b0n+b1n+"“[ § :I

und aunch die Gleichheit A, _;= 4,, und erhalten so fir die Summe:

<m 2
2 X [ :|logAs
s—=1

Nach Einfihrang in die Formel (9) und nach Einselzung des
Wertes von = und der in § 6 berechneten Discriminante d, erhalt
man den im Satze angegebenen Endausdruck fur die Klassenzabl,
nachdem das Produkt aller Zahlen d, welches in (13) auftritt be-
rechnet ist. Weil die Berechnung dieses Produkies dieselbe ist beim
zweiten Teil des Satzes, so werden wir diese Berechnung bis zum
Ende des Beweises aufschieben.

t

Beweis des zweliten Teuls des Satzes.
[
Das Produkt auns (9) zerlegen wir in zwei Produkten: das erste

-18 -



412

ist zu erstrecken uber alle Werte von n fur welche by, -+ b1 + ...
ungerade ist, wahrend das zweite zu eistrecken 1st iiber alle Werte
von n fur welche diese Summe gerade ist. Das letzte Produkt ldszt
sich auf dieselbe Weise umformen wie beim Beweise des ersten
Teils des Satzes. Beim ersten Produkt erhalten wir, durch Benut-
zung des ersten Hulfssalzes § 9, nachdem in (9) m—=#4 statt 1 ein-
gefuhrt ist: -
m ke
EF(& m )logAk = 0.
k=1
Es bleibt von der Summe aus (9) also nur ubrig
. o2n ke
-z g kF (07).
M =1
Wegen Hulfssalz 3 (§ 9) wird dies zu

Zﬂdﬂ;
: kid 11 adi —1
—TF(e " )zz{..ﬁ..} —_——"d”p.zf[ﬁ]
m k m r d

wo % uber alle Zahlen zu erstrecken ist, die mit m die Zahl d, zum

griszten gemeinsamen Teiler haben.
Weiter iSt, wenn k= k’du; d= Cln;

—1 e ! —
dy = g«[ﬂ‘J =3k [,‘f,-:' 4 2+ m/d) l:w] 1+
k’

k k!
k' (d—1) m/d]—l

3 (F + (d-—l)m/d)[

2[_,]5',]—1+2[M]_1+...=2[~L}=0

1st wegen Hulfssatz 1 von § 8. Wir erhalten also das Resultat:
27rdnl

; —1
— i'_z A (g m ) ’E"' I: ¢ :, 3
m s=1 A

in welchem der Exponent —1 darf weggelassen werden da, wenn

da

die Summe boy + 01 + .. ... ungerade ist, auch die Summe der
Werte 2—0bon, 4 ¥y — byn, .. - - .. ungerade ist,
Es ist ersichilich dasz in (9) wiederum das Produkt v II'd, zum
n=2

Vorschein kommt, wenn wir die Faktoren zu zwelen nehmen und
jedes Produkt mittels Hulfssatz 4 (§ 9) umformen. Dabei erscheinen
dann Potenzen von 7, und ebensolche treten auch bei der weiteren
Umformung noch auf. Man kann sie jedoch auszer Acht lassen weil
die Zahl H natiirlich eine positive ganze Zahl ist.
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/r
§ 12.  Berechnung des Wertes des Produktes 1jlirdn.

n=—2%
Wir bestimmen die Potenz von 2 und die von [, welche in dem
Produkte vorkommen.
Es gibt § o, voneinander verschiedene Zahlen by, da die Unter-
gruppe ¢ primar ist. Jeder dieser Werte kommt also in allen Systeme

der b genau . $ ¢, Mal vor. Nun gibt es unter den voneinander
,

verschiedenen Werten der by, genau.
2h—4¢ Zahlen welche genan dorch 2 teilbar sind.

ho—5 3
2he ’”» ") ") ) 2 ) )
° h.—3
2 ”” ” ) ") 2hs T )
1 27!&——2
3 3 LB} ) » b2

Alles zusammen genommen gibt dies die folgende Potenz von 2:

’l*-—2 2?
2 1) I e (g~
2( el

wenn man bedenkt dasz das System 6w = byn. . . =0 nichi{ mit-
gezahlt werden musz. Man musz nun noch Rucksicht nehmen auf
den Fallen worein by, und b, beide zugleich den Wert Null annehmen.
Fur einen jeden solchen Fall musz obenstehende Potenz von 2 noch
mit 2* multipliziert werden. Nun gibt es 5«{: Systeme in  welchen
bon =0 ist. Die Systeme in welchen bon—=10,,=0 ist, stellen eine
Untergruppe der Gruppe aller Systeme 0O dar. Die Systeme, n
welchen * b, — 0 ist, stellen auch eine Untergruppe dar, welche die
erstgenannte Untergruppe enthalt. Diese erstgenannte Untergruppe.
musz, wie leicht ersichtlich, multipliziert werden mit der Gruppe
des Grades 2:

' bow=0; bu=0; b1z=0,....

bon=1; bu=0; by=0,....

um die Gruppe der Systeme, in welchen b, — 0 1st, zu erhalten.
Man erkennt also dasz die Halfte der Anzahl der Systeme in welchen
byn =0 ist, die Anzahl der Systeme ist, in welchen by = by =0
ist. Dies ist also der Fall wenn nicht fur jeden Wert von =
bon == b,n =0 ist. Ist jedoch bon -+ byn fur alle Werte von n gerade,
so ist immer bpy = by = 0.

Es ist nun leicht ersichtlich dasz obenstehende Potenz von 2 noch
multipliziert werden wusz mit -

9°® (w“l)

Pur

wo { dieselbe Bedeutung hat wie in § 6 Satz 8.
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Um die Potenz von [, zu bestimmen fuhren wir das Folgende an: ~
Weil d, ') der groszte gemeinsame Teiler aller Zahlen b6, ist, so

gibt es P voneinander verschiedene Zahlen &, Ein jeder solchen
(] -
( 4
Wert kommt daher £:£Z—1 Mal vor. Weil ¢ primar ist, ist d, nicht
r d,
durch /, teilbar, und, wenn /., = 1 nieht durch /,—1. Die durch I, -

teilbaren Zahlen 6y, sind daher
{,—1
dlll » 2 dx 1ree e T dlllhl—l
dl
Von diesen sind

[,—1) )
(—1-—~)—-l1h1-3 Zahlen genau durch /, teilbar.
1
(ll_l) llhl_‘ 1 1 1 l;’ 1"
d,
I —

~——1 Zahlen genau durch /,h—1 teilbar.

1
Wenn man noch Rucksicht nimmt auf den Fall wo alle 6 =0

sind, so erhalt man fur die Potenz von /, welche im Produkte aller

d» vorkommt:
ll d [9Y !

Wenn nun D die in § 6 Dbestimmte Discriminante des Korpers %
darstellt, so gibt eine leichte Rechnung allgemein die Formel

#/r 21
V' DIl dy =m?2 2,
n=—=2

Im Nenner des Ausdrucks fur A findet sich nun noch der
Regulator R. Nehmen wir ein Systemn Grundeinheiten 4, so gilt:

log |n(®] = § Uk () *)

weil die conjugirten Korper reell sind. Nach Einfuhrung in R kann
man die Faktoren 2 aus dem Determinante herausheben, wonach
die Richtigheit der im Satz § 11 angegebene zweite Formel bewie-
sen ist.

1) Diese Zah! d; hat also dieselbe Bedeutung wie in § 4.2. Eine Verwirrung
mit den m § 92 bestimmten Zahl d, welche un Anfang des Beweises von § 11
dn genannt ist ist wohl nicht zu beltirchten.

2} ,H"” S 215, Im Ausdruck auf 8. 376 (oben) nennt Herr Hiugerr die Zahl
R den Regulator. Dies ist nicht in Ubereinstimmung mit seiner Definition auf
Seite 221.

Rz
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