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Mathematics. - "Bestimnmng der !(lassenzahl del" Ideale aller 
UnterkÖl'per des f(.1'eiskörp8l's del' m-ten Einheits'Wlt1'zeln, 'Wo 
die Zahl rn d'l61'c/t me/u' a Is eine P1'imzahl teilbar ist". (Zweiter 
Teil. 1)). By Dl'. N. G. W. H. BEEGER. (Communicated by 
Prof. W. KAPTEYN). 

(Communicated in the meeting of October 25, 1919). 

Beweis: Wir muszen zwei Behauptungen des Gliedes rechter Hand 
beweisen: 1 0

• dasz der Wert des darin auftl'etenden SJ m bols eine 

~: -te Einheitswurzel ist j 2°. dasz, im Producte, jede solche Einheits-

I eld1d'1 1'" 1 k D . wurze -- ma VOl' ommt. enn wenn dies bewiesen ist, ergibt 
l' 

sicb daraus dasz das Glied rechter Hand gleich 

iat, und diesel' Ausdrnck ist, wegen Satz 7, dem Gliede linker Hand 
der zu beweisenden Gleichheit, gleich. Die Zahlen el' 11 n.s. w. haben 
hier dieselbe Bedeutung wie im Satz 7. 

Der Beweis der ers ten Behauptung folgt aus demjenigen welches 
im Satz 9 bewiesen ist. 

Urn den Beweis der zweiten Bebauptung zu erbringen, nehmen 
wir an, dasz 

[b: 1 , b*l' ~, bil ' , .J = [b02 ' b*2'~' bu . :.J, 
Nach Emfubrung der Werte der Symuole findet man, da die 

Differenzen der libereinstimmenden Zahlen zweier Systeme del' b 
wiederum ein System del' b bilden, dasz dieses System del' b welches 
wir andeuten dm'cb bo, b"", 0, b2 , •• , •• , den Congl'Uenzen: 

1(PC~Ja.bo+2(P(2h~lhJa*b*+(PC/I~lhJ a, b, + .. ,. ~ (8) 

=omOd(r(~) 
I Tl1 

1 

1) Fortsetzung von ClProceedings" Vol. 22. S. 331. 
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genuge leistet, wo ao' (lJr,' •• • die Exponente bedeuten, welche in ~ 

§ 4 bestimmt smd WIl' muszen film die Anzahl der Systeme der 
b berechnen, welche diesen Congruenzen (8) genuge leisten. Dazu 
bestimmen Wil' zllnachst wieviel der gegebenen Systeme del' b aus 
§ 1, (1) eine Zahl bin = 0 enthalten. Alle Zahlen bill sind teilbar 

dm'ch !tu'en gl'oszten g~meinsamell Teller dl' Es gibt also ;1 \'el'schie-
1 

dene Zahlen bin, und von diesen ist nUl' eme = 0, Weil es im 

lP lP (PI 
ganzen - Systeme glbt, kommen dal'untel' -: -l Systeme vor, welche 

l' 1; al 
bill = 0 haben. 

Alle Systeme der Zahlen a, welche dIe Gruppe g bilden, leisten 
allen Congl'uenzen (3) ~enuge, wenn man darin bill = 0 setzt. Den 

Modulus dIeSel' Congruenzen lmnn, man dabei l'eduClren zu!!... Nach 
PI 

der Bemerk~ng am, Ende des KapItele 1I § 3, ist die Anzahl del' 
verschiedenen Systeme der a, wenn man al ausser Acht lásst, also 
gleich 

cp : (p : (PI) =.:. . 
PI r dl dl 

I - -

Weltel' bemerken WH', dasz' die Systeme del' b 'Yelche (8) genugen, 
l' 

auch d_en d Congl'llenZen genugen, welche man aus (8) ableiten kann, 
1 

mdem man darm (lo' a*, .... dm'ch dIe, eben berechneten, Systeme 
del' a ersetzt. Au&zel'dem ~enugen die gesuchten Systeme del' b noch 

den t,: Congl'uenzen dIe man aus (8) erhalt indem "man die darin 

auftretenden a narheinandel' dm'ch ihl'en 2-, 3-, .... {,1-fachen ~ ert 
I 

ersetzt. Denn Iwegen Kap. 1I § 4 gehOlen diese neuen Systeme der 
I -

a nicht zu den elstgefundenen, weIl dIe .fl ersten Poteuzen der Zahl 
d'l 

11 + 11 ;1:
1 

nicht zu g gehoren, 
1 

Wenn man nun die Gruppe del' zuel'stgefundellen Systeme det' a 
mit det' Gruppe der zuletztgefundenen Systeme multipIiziel't, so 

~ekommt man eine Gruppe von 'd?i
d

1
: Systeme del' a aus welchen 

, 1 1 

sich) ebenöovlele Congl'uenien (8) ergeben, welche die gesuchten 
Systeme der b gemige leisten. Wegen del' Bemerkung am Ende des 
Kap, II ~ 3 gibt es also c' ' ,1"' 
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cp (~ ): 711
, = el dl d I 

ll] dld I r 

gesuchte Systeme del' b. 

Hiermit ist nun gezeigt worden dasz jede fzl_te Einheitswl1rzel 
Cl 'I 

welche in dem Gliede l'echtel' Hand der, im Satze genannten, Gleich-

heit auftritt, darin auch e1d1d'1 Mal auftritt. 
l' 

Nun ist abel' die Anzahl del' Factoren des Gliedes rechter Hand. 

wie schon berechnet ist, gleich 1:..: CPd1
; u nd da 11 . e] dl d' I = '!..: cp 

r 1 dl l' l' dl 

d I . . d fl e] d] d' 1 M 1 ist, 60 wil' auc 1 ezne Je è d~-te Einheitswurzel .l: a im 
1 r 

Produkte anftreten, was zu beweïsen war, 

Satz 11, Wenn 1n gerade ist, so ist 

11(1 - _1 ) = 11 \ 1 - [-2---J ~I 
I n (1)8 n 1 b1n, b211! ' , • 28 

\ 

Das el'ste Produkt erstreckt sich nber alle Primideale ( welche 
in 2 aufgehen im Korper k. Das zweite PI'odukt el'stl'eckt sich 
uber' alle diejenigen Systeme der b in welchen hOIl = b';"l1 = 0 jst. 

Der Beweis ist ganz in Ubereinst!~mung rmt -de!1 beiden Vorigen. 

Zuerst beweist man dasz das Symbol eine f,,*_te Einheitswnrzel ist. 
. c * 

Weiter ist es notwendig drie Falie Zl1 unterscheiden. 

1 n, h* ~ 3 und bOIl + b.,r,1l nicht ful' alle Wede von n gerade. 

2°. h*," 3 nnd bon + bf/fll wohl ful' alle Werte von n gerade. 
3°. 1 2 rl* = . 
IV. Bel'ech12ung dm' [(lasse12zaltl de?' Ideale des Uutel'kÓl'pe1'S k. 

; 8. Hulfssatz und Ableitung de1' 1!,o1'laujigen Fm'mel. 

1. Es ist i [~J =0 1
/ 

n=1 

Beweis: Es sei a pl'im zu m ; dann ist [ ..;-] :f. 0 und :f. 1; daher ist. 

Es dUl'chlauft nrt zugleich mit 12 eil1 vollstándiges Reslsystem 
, J 

1) Zur Abkürzung lasse ich die Buchstaben b im Symbole we~. ,,- r 1
' 
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(mod m), Die letzte Su mme ibt dalle.' gleicb i, [~J, Hieraus ergibt 
n=l 

sich leicht del' Beweis, 
Fül' die Klassenzahl H gebrauchen wil' den bekannten Ausdrurk 1): 

1 1 
H = -lim (8-1) lJ.----

" s=l IJ l-n (p)-. 

wo p alle Pl'imideale des U nterkol'pel's k durchlauft. Werm wir 
nlll1 die Satze 9, 10 und 1 L benutzen und die Factoren, welche sich 
beziehen anf dem System bon = b",n = blll = , , , , = 0, von den anderen 
Factoren abscheiden, so findet sich: 

1 'f/
r 

1 I [ P ] 1 t-1 

H=-lim(s-l)llll--ll 1-~ - . 
" .=1 n=2 p l..:.-p-s p I bom b.nt bin. '. p5 

Es ist hieJ'bei angenommen dasz bOl = b*l = bu = b'l = , ", , , = ° ist, 
Wil' wissen nunmehl' dasz: 

1 
lim (,-I) II = 1. 
5:=:1 iJ 1 _p-s 

Weiter entwickeln wil' jeden Faktor des dritten Pr<!duktes auf 
bekannte Weise in einer DIRlCHLET'schen Reihe und multipliziel'en 
all' diese Reihen, Das Ergebnisz ist: 

H=~-lim fI i [~J_L 
" s=l i=2 n=) bOi, b.f I bli I ' , , n' 

Hierin setzt man 

und 

'" 2-=_1_ fe-n:r: m,-l àa: 
nll re,) 

o 

i [~Jmt=F (.v) 
t=1 

und wenn man noch Gebrauch macht von del' Gleichheit 

[-~-J -- [-~'-J ___ ___ wenn n = n' (mod m) : 

80 findet man 
1 

1 rp/r J }? (a:) 
H=-ll ----dm 

"n=2 m (1-.'/11/1) 
o 

wenn man aU$zerdem den ersten Hü1fssatz diesel' § benutzt, Nach 
Zerlegung in Partialbrüchen kann man die Integration durchführen 
und findet dann: ..:: 

1) ~H", Satz 55 und S 27. 
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krrj -km' 

1 flr 1 m ( 2rrki) I e m - e rn k !l i t 
H =- n - - :2 F e In log . + t ~ i - -- . 

nn=2 mk=l ~ m 

Nun ist noch 
-

In (' 2krri) lil 111 [ n ] 2rrknl m [ n ] 111 2;rnki 
~F e lll =~2 e>11 =:2 :2e 1ll =0 

k=1 k=ln=l - n=l -- k=1 

und also 
krri -k;rl 

1 'fll 1 lil ( 2krri) I e -;;-- e----m b:i t H = - n - -- :2 F e 1Il log . - - ., , (9) 
n 11=2 mk=l ~ m 

Urn diese Form weiter zu vereinfachen, beweisen WIl' zuerst vier 
Hülfssatze. 

~ 9. Hiiljssätze. 1) 
In allen folgenden Hülfssatzen jst das System bon=b*n=b1n= ... =0 

ausgesch lossen. 

1. 

Der Beweis ist ganz analog mit dem des übereinstimmenden Satzes 
meiner Abhandlung in "Proceedings" Vol. XXI, S. 758. 

2. Es sei 2h'. die höchste Potenz von 2 die anf b*n teil bar ist. 
Wenn b*n = 0 jst, so nehme man h'* = ft* - 2. lst aber auch 
bon= 0 so nehme man h'* = h*. lst h* = 2 so ist 1z*'=0 zu setzen 
wenn bon = 1 Ilnd = 2 zu setzen wenn bon = 0 ist. 

Es sei weiter tlh'l die höchste Potenz von ti welche auf bin teil bal' 
jst. Wenn bin = 0 ist, so nehme man h't = hl' U. s. w. 

Es sei nun d=2 h,,'llhl ' ••• SO ist: [ ~J =[ ~ J 
Beweis: 
Wil' faszen zuel'st die Symbole 

[n +2:n1dTon [ 
n Jbon 

und .22 . 

ins Auge. lst bon = 0 so Bind sie beide = 1, nnd also einander 

gleich. lst bOIl =j=. 0 und n gerade, so ist auch n + ~1, gerade, weil 

dann mi teilbar ist dUl'ch 4. Die Symbole sind dann beide = 0 und 
c. ' 

1) Diese Hülfssälze musz schon KUMMER benulzt haben, wiewohl in anderer Form. 
Die Beweise findet man aber nirgends. 
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wiederum gleieh. Ist, zum Schlnsz, bon i: 0 nnd n ungerade, 1)0 lst 
171, 

auch n + d ungel'ade und 

[n ~~mldJon = (_ 1) (n+ ~ -1) bOn 2 = (-1) Il-;1 bOlt = [;~To» 

FUt' die' ubrigen Symbole kann man dIe Gleichhelt auf analoge 
Art bewelsen. 

3. Wenn die Zahl d dieselbe Bedeutung hat WIe oben, so Ist 

(
211'kl) 

F e m = 0 wenn del' gl'oszte gemeinschaftliche Teller von la, und 
m ~ d ist, und 

wenn dlesel' groszte gemeinschaftliche 'feiler woh] = cl ist. 
Beweis: 

711 [ n J ~lI'nkl 111 [n + mld] 2"wkl 
F==~ _ ~ 111 =~ _ e 11I = 

»=1 n=1 

- 2km 111 [ + IdJ 27r(n+m/d)kl 
=e d ~ 1L mem ----11=1 

Es durchlauft n + ~L zugleich mit n alle Zahlen ful' welche dal) 

Symbol =j:. 0 ist, weil zufolge del' DefinitlOn del' ZahI d, dIe- Zahl 
mld prlm ist zu den Zahlen welche n durchlauft. Also tindet man: 

2k"r1 

F=edF 

lst k nicht dUl'ch cl teilbar, so el'gibt sich hieraus F = O. 
Nehmen wu' nunmehr an dasz k dm'eh cl teilbar ist, dasz abel' 

k = dtv, m = dtm' so dasz dt der groszte gememsame Teiler ist von 
k nnd m, t> 1. Man hat nun' 

( 
27rki) ( 111l'~1) m [ n ] 27rL:11 

F e 111. =F e m = ~ ____ e m = 
n=1 

m' 21tvnl dt [+ 'J C 

=== ~ e --m' ~ ~ und wegen"2: 
n=1 a=1 

m' 21tvnz t-1 [+ 'J -d~1ii'~ n sm - ... e ... ~, 
n=1 8=0 

Wil' werden zeigen dasz del' Wert der letzten Summe Nllll ist. 
m' 

,Es sel ,'1) eUle Zahl der Fot'm 1 + - y (wo 9 del' gl'oszte gemein­
g' , . 
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same Teilel' von n und m' Ist) welche prim zu mist. Eine solche 
Zahl .'IJ besteht. denn die Form enthalt eine unendliche Anzahl 
Primzahlen. 

Nuu ist nx = n (1 + ~' y) = n + ; ym' und wenn eine Zahl 

n + sm' mit :c multipliziel't wil'd so gibt es wif:'derum eine Zahl 
derselben Form Ware weiter 

:r: (n+3m') = IV (n+3'm') (mOd~} 3,3'<t 

so wurde 
~,m'=il:8'm' 

sein, und 

:r: (I - 3') m' = 0 also ,- s' = (mod t) 

Dies ist unmoglich, da s und s' < t sind. Es ist damit bewiesen 
dasz' die Zahlen n + sm' wo s = 0,1, .... t-1, nach Multiplikation 

mit .v (mOd ~t) wiederum dieselben Zahlen ergeben. Hierans ergibt 

sich: 

[ :e J t-;.l [n + sm'l- t-:,1 [:r: (n + sm')] _ 1-1 [n+3m'J 
-~ ...-.....-_~ ---~--

_ s=O 8=0 8=0 

. 1-1 [n+sm'J Also ISt: 2 _ = ° 
8=0 

Um den zweiten Teil des Satzes zu bewelsen, bemerken WIr dasz 

[
kid J-1 m [n kid] 27tnh F= __ ~ __ e In 

n=l 

wenn lc und m die Zahl d zum gl'o!lzten gememsamell Teilel' haben. 
, lc 

DIe Zahl c{ kann rnit m nul' diejenigen Pl'imfaktoren gemeinsàm 

haben, deren zugehol'Îge Zahlen b = 0 sind. Denn ware z.b. bin =j=- 0, 
so ist d teilbar durch eine Potenz von 11 welche < 11hl ist. Es 
ergibt" sich also dasz n Idd UDd n zugJeich aJle Zahlen durchlaufen 

fur welche [~J =j:. 0 lSt. Also ist: 

[
kid] -1 /11 [ 11 ] 21rnd. [kid J-1 ('!!rdl) F= _ 2 __ 6 lil = ~ F 6 m 

n=l 

4. Wenn die Zahl d diesel be Bedeutung hat wie oben, 80 iat: 

p'(.'::")p(::')= (_1)'°,+'1,+' ~ .. 

I 
11 
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F' iRt dieselbe Functioll wie P, Ilachelem in letztel'er die Zahlen 
b' dm'eh 2..Lbon,! (P,;,,-6*lil (PI-bIn,', ,. eL'setzt sind, 

Beweis: Wir faszen znerst den Fal! ins Auge wo keine der Zahlen 
b den Wert Nuit bat. 

} ...... ~ > )- ~ I 

111 [ nk ] 2rrllkdl F=:2 __ e 111 

n=l 

wenn k prim Zll mist, denn in diesem Falie dUl'chlauft n1c zugleich 
mit n ein vollstandiges Restsystem (moel m). Man folgert hieraus: 

[~ J-lp=n~l [ ~ Je2m~:dl 
2rrkdi 

Wir mllltipliziel'en mm mit e m und nehmen die Summe ubel' alle 
Werte "op k welche < m nnd pl'i m zu m sind. Wei! keine der 
Zahlen b = 0 ist, findet man: , 

m [ n ] 2rr(n+1)kdl m~d l n ] 2 .... (n+l)kdi 
FF'=~ __ :2e 111 =d~ _ ~e 111 

11=1 k 11=1 k 

Es sei t der gl'oszte gemeinschaftlirhe TeiJel' von n + 1 und m. 
:Man kann alle Zahlen k, welche < 1n und prim zu m sind, (mod mld) 

-, • t:p(m) -- -, - m 
verteilen in _ (m) Mal diè Gruppe der Zahlen welche < dt und 

t:p dt 

prim zu ~: sind, So findet man: 

Fr,F' = d.2 ____ :s e mld 
mld [ n ] cp (m) 2rr(n+J)ki 

• 11=1 (p (:) k 

m 
in welchom Ausdruck k nun alle Zahlen durehlallft, welche < dt 

und prim zu ,[n sind. Die letzte Summe ist daher die Summe der 
ct 

primitiven ~~.te Einheitswurzeln; infolge dessen el halten wu': 

, [ ft J~(:) F F = d cp (m):2 ___ . 
1\;,1 - ,,' (m) 

I t:p dt 
, 

" 

Nun ist'~ (~) nul' dann nicht = 0, wenn ;; nicht teilbar ist durch 

eine Quadmtzahl. Wir brau{'hen in obenstehender Summe also furn nul' 
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- In 
diejenigen Wel'te 'LU nelll'nBn, fUl' ~elch~ dt ein Teilel' ist des Pro-

duktes 2 II l, ' , " Diese Zahlen n haben dIe Form -1 + st insoweiL 
, nL 

dieRe prim zu ?n sind, und wo s alle Wede anmmmt welche < dt 
, 

m 
Ilnd prim zu dt smd, Setzen wil' daher 

so ist, 

, 
m 
- = 2<1l1aj, ' , , ; a, al' , ... = 0 oder ~ 
dt 

Zunachst nellmen wil' an, die Zahl t sel dm'ell alle Primfaktoren 
VOII In teilbal' und auch dlll'ch 8. Die Exponenten, welche in 
obenstehender Form von t vorkommen, sind dann gl'ObZel' als Nul!. 

Alle Zablen -1 + st, wo s die oben genaJll1ten Wel'te anl11mmt, 
sind nlln pI'im Zll m, In obenstehenclel' Summe kommen 

al50 r(l (~:) GIieclel' \'01', welche :/c 0 smd Diec;e Snmme1letzen wir in del' 

folgenden E'ol'm: 

11 (m) 
F pi = (_I)bOIl +o ll1 + " drp (m):E -~:E [~tJ 

t (p (;t) S 

Nun ist [1 2sst ] = 1 wed t dm'ch 8 teil bal' ist. ' 

21< b.'lJ*1 

2(1 

=e - denn 

alsa 1 == ± 5s' (mod 2lt.-1i.'-a ) 

Da dle Potenz VOll 2, welclle in den Modul auftl'Ïtt, > 2' ist, 
so folgt: s' = 2h.-lt'.-a-2 v'f' Die Zahl v,* ist ungerade, denn 
anderenfalls w,he steilbal' dUl'ch 2 und dies iElt unmóglich weil t 
del' grószte gemeinsame Teiler von n + 1 und ?n ist, und 112 gerade 
ist. Weiter hat man: 

A 11' d' ' L d [l-st] , '" In, " U.s, w. us a lesem erSlellt man asz ~ = el,ne pl'lllutlve. d(t~) 

Einheitswurzel ist, Infolge; dessen besteht die GIeichheit: 
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• • PI bO +b1 + .. ,' ) .... .., 1 Folghch lst F J.' = (-1) n n dep(m ...;:, -:---:-
- t (p(:) 

wo talie Teiler von 2//2 ' • ,. durchlauft, Es ist leictlt ersichtlich 
dasz ep-Mal die letzte Summe den 'Vert 7n hat, womit in unsrern 
besonderen Falle der Beweis erbracht ist. 

Urn anzugeben wie der Beweis sieh gestaltet wenn nicht alle 
fI'uhergemachten Annahmen erfullt sind, fasseu' wir noch den Fall 
ins Auge wobei hl-h' I-al = 0 und al =1, wahrend alle ilbrig.en 
Annahmen erfilllt sind. 

[
1 -,')tJ' d' Z hl . In der Summe Z; _ Dlmmt Ie a ~ nun Jllcht mehr aHe 

t rn d' m. d d d Werte an, wele Ie < dt nn prlm zu dt sm , enn at Dlcht durch tI 

teilbar ist, so kann 1-5t, fur einige Werte von s, dm'ch 1
1 

teilbar 

sein. Die Zahlen z, z + lIJ' . , . ,Z + Cl;;I-l ) I1 genugen del' Oon-

gl'uenz 1-zt - 0 (mod tI)' Es sind q> CI;1;J diesel' Zahlen prim zn 

'In 
dt" In der Summe bleiben also 

ep (:) ~ ep (d7tJ = (l1-2) q> Cl7zJ 
Zahlen del' Form i-st ubrig, fur welche das SymboJ einen "on 
Null verschiedenen Wert erhalt. Fur diese Werte von sist ebenso 
wie fruher: 

[1-8tJ"ln [l-,t+l Jb1n 
W eiter i~t abel' z:;;;- = II hl 1 

Die Zahlen 1-st, welche in der Summe auftreten, kónnen wir 

(mod lIJ vertellen in q> (d;~) Mal eine Gruppe von Zahlen, welche 

< 11 sind. Die letzte Gruppe enthàlt ll-2 Glieder, u_nter welchen 
die Null und die Zahl 1 nicht vorkommen ; denn keine Zahl 1-8t 
ist teil bar durch II und t und s sind nicht teil bal' durch 11 , weil 8 
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prim zu ~~ ist und diese letzte Zahl teilbar ist dm'ch 11 , Wir fugen 

[
1-stJb1n 

nun die Glieder, in welchen das Symbol -//
11 

denselben Wert 

hat, zU5ammen, 
Es wil'd diesel' Weet dann multipliziet mit der Summe der 

... m Eh' I W' . d 1 d i') d pl'lmltlven dtl1-ten m eltsWUl'ze n. Ir sm aso zu er JO gen en 

Gleichheit gelangt: 

2 [~J = f.' (~) X i [-;-Jb111
• 

dt II /1=2 II 1 

Die letzte Summe hat den Wert -1, wie sich aus dem ersten 
Hulfssatz dleses Kap. erglbt, denn es ist: 

0=1:1 

[~J = (llhl-J -1) i [ : Jb111 

u=l n=l l\ 1 

da, weIl b11! dUl'ch 1/1l-1 teilbar ist: 

[ 
11 Jbtn [n' Jb11l - = - wenn n ==n' (mod l\) 

1 hl l hl 
-I 1 

Schliesslieh: 2 [~J = -1·f.'(d:1lJ =f.'(:). 
Del' Beweis gestaltet sieh weitel' WIe im YOI'igen Falie. ~ Wir haben 

nun hinreichend angegeben wie del' Beweis el'bracht wird wenn 
man noch andere del' fruhel' gemachten Einschrankungen aufhebt; 
nul' den FaU 6111 = 0 werden wir noch wellel' nntersuchen. 

In del' Summe F haben in diesem Falle alle Glieder, fur welche 

n prim zu r~l ist, einen von N uil verschiedenen Wert. U nd weiter jat 
1 

Auszerdem 

( mod m.) 1 Til 
1 

m < 11 hl und 

[~J=[~J wenn n==n' (mOd ;:~l} 
kann man alle Zahlen, welche < m und prim zu 1n sind, 

vel'teilen in l/II Mal die Gruppe der Zahlen welche 

. m. d Al pruIl zu I hl sm. so : 
1 

Da d teilbar ist dnrch 1/11, el'gibt Bieh hieraus 
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'In 
Die Funetion .PI' leitet man aus F ab, }ndem man -Z h anstatt m 

I I 

nimmt. Für die Funetion FI haben wh schon bewiesen: 

F F ' - l hl F l hl F ' - l 2hl F F --1 1'1 I-I 11-

= (_1)bon+blll+"·lI2hl~.~ = (-1) bon+b1n+·"dm. 
l hl l hl 

1 1 

Damit ist der Beweis in llnSel'em FalIe wiedet'um el'bl'acht. 

~ 10. Sätze uber aie Realitéit (les UnteI'TcÖ1'pe?'S Tc und Bestimmung 
de?' Zahl x. 

'l. Wenn die Summe bon + bin + .... , fÜI' alle Werte von n, 
gerade ist, 80 ist der U nterkörper Tc reell nnd andel'nfalls imaginär. 

Beweis: Die den KÖl'pcl' [e. bestimmellde Zahl ist 
.ACI) A (2) ..1(") 

'YJ = Z + Z + ' ... + Z 1) 

WO A(I) jede Zahl der Untergruppe 9 bedeutet. 
NLlII ist 

A(i) == Ao(lOi A*a*i A1aii •• '. (modm) 

wo die Exponenten den Congruenzen (3) genügen. Aus del' Annatune 
dasz alle Summen bon + bIn + ... gel'a.de sind, folgt da9z das Wert­
system a o = 1; (1* = 0; a l :=! '1\; ... den Congrl1enzen (3) genügt. 
Dann genügt abel' aueh das System 

aOi + 1, a.i , aii + i CPl' •••• 
Nnn ist noch 

A uOi+1 A a.i A a i i+l 9'1 = _ A(i) ( d ) 
o * 1 .... - mo m 

Die Zalllen A(i) en -~ A(t) 'sind (moel m) verschieden, denn wäre 

A(i, - - AU (mod m) 
so würde .. 

2 A(i) = 0 (mod m) 

sein, und dies ist unmöglieh, weil die AU) pl'Ïm zu m siud. Wir 
haben also bewiesen dasz die Zahlen ACi) von ,cl in Paaren verteilt 

A(i) _A(i) 

werden- können. Für jedes Paa~' hat Z + Z einen reellen Wert. 
Man folgert hierans loicht dasz 'YJ' ree11 Ïst. . 

Nun musz lloch der Beweis des zweiten Teils des Satzes erbraeht 
werden. 

Alle l'eellen· Zahlen des Kreiskörpers J( blei ben unvel'ändel't für 

1) "W.", S. 85. 
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die Snbstitution s = (Z: Z-i). Denn es sei ~! eine l'eelle gallze Zahl, 
so ist 

P., = ao + al Z + . , . , 
231' sin 4 31' • 

al ain - + az --+ .... = 0 
m m 

nnd. 

AIso: 
.Q - sP., = O. 

Jj;bensoleicht beweist man, umgekehrt, dasz eine jede Zahl, welche 
dm'ch die Substitntion s nicht geändert wird, eine reelte Zahl ist. 
Man el'sieht hieraus dasz jeder reelIe Unterköl'per von J{ ein Untel'­
kÖl'per ist des zu der Gruppe. s, SS gehöl'enden U ntel'köl'pers nnd 
dasz ein Untel'körpel', del' Zll einer Untel'gl'uppe gehöl't, welche die 
Substitution s nicht enthält, imaginär ist. Wenn nun nicht alle Sum­
men bon+bin+.... gerade sind, so genüg't das System ao = 1 ; 
({,* = 0; al = 1 rpI' , .. den Congl'Uenzen (3) nicht; die Untel'gl'nppe 
9 kann dahel' in diesem Falie die SnbstitutioJl s nicht enthalten. 
Del' Körper kist imaginär. 

2. Wenn die Summe bon + bin + .... nicht für alle Werte von n 
einen geraden Wert hat, so ist die A nzahl del' Systeme del' b, fÜl' 

welche diesel' Wert nngerad_e ist, gleich 2CP • 
l' 

Beweis: Alle Systeme der b für welche die Summe gerade ist, 
bilden eine Gruppe, da 2, rf\, CPz' ...• gerade "sind. U m aus diesel' 
Gruppe, die Gruppe aller Systeme del' b zu bekom men, musz man 
die erstgenannte Gruppe mnltipliziel'en mit einer Gruppe in welcher 
jedes System del' b (ausgenommen die identische Substitution bOl = 0, 
b*1 = 0, .... ) eine llngerade Summe besitzt. Wenn, in diesel' letzten 
Gruppe, sich zwei Systeme der b vOl'fänden mit ulIgeradel' Su mme, 
so wÜl'de das System, da8z man dm'ch Aut'zähIung del' übereinstim­
menden Zahlen diesel' beiden Systemen el'hielt, eine gerade Summe 
bon + b1n + ... , haben. EiJl solches System lcann abel' in diesel' 
Gruppe- nicht auftt'eten. In der Gruppe können also nicht zwei 
Systeme vOl'kommen (ausser bOl = b*1 = .... = 0). Die Gruppe h~t 
daher den Grad 2. 

Es gibt also !. cp Systeme der b, welche eine gerade Summe haben 
- l' . 

und natürlich g'Ieich viel mit ungel'ader Summe. 

Bestimmung de)' Zaltl " 1). 

1) J7H.'~, S. 229. 

Proceedings Royal Acad. Amsterdam.' Vol. XXII. 
27 
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1 a. Wenn del" Körper k reel! ist, so ist 10 = 2 delln ± 1 sind ~ 

die einzigen reellen Einheitbwnrze!n. 

Es isL weitel' 1'2 = 0 und 1\ == Cf!.. weil del' KÖl'per ein GAWJs'scher ist. 
l' ~ 

2'. Wenn del' KÖl'pel' 'k imaginäl' ist, so ist 1\=0 llnd 1'~ == (P. Nun 
21' 

musz noch die Zahl w bestimmt wel·den. 
Es E>ei Wo = 1 wenn alle Zahlen aa = 0 sind; andernfalls 'Wo == O. 
Es sei 2w" die höchste Potenz von 2 welche auf alle Zah!en a*. 

teilbar ist und 'W* = h* - 2 wenn alle Zahlen a* = O. u* == 0 
wenn nicht alle Zahlen ((~ dl1l:ch 2 teilbal' sind und auel! = 0 wenn 
nicht alle 00 = 0 sind; u". == 1 wenn alle a o = 0 und alle Ct*' dnl'ch 
2 teil bar sind. 

Es sei ' 1 lOl die höchste Potenz ~Oll II we!che auf alle Zahlen al 

teil bal' ist, und 'WI = !tI - 1 wenn alle al = 0 sind. UI = 0 welln 
nicht alle Zahlen al durch II - 1 teil bar sind und UI = 1 wenn 
dies woh! so ist. U. s. w. 

Dann ist: 

1 .......... .' 3 . t 2 lOo+w* U ... +1Z uI(lOI+I) wenn It* -:::::- IS: tv = '1 •••• 

1 • 2lOo+1Z III(wi+1) wenn It* == 2 ISt : tv = I •••• 

1 0 . 2l III(WI+I) wenn rt* = ISt: tv = I ••• 

Beweis: Del' KÖl'pel' k kann nUl' diejenigen Einheitswurzeln 
enthalten, we!che Poten zen von Z sind, da del' Kreisköl'pel' f( nul' 
solehe enthält. NUt, wenn 1n ungerade iE>!, enthält f( allch die Poten­
zen von Z mit negatÏ\rem Vorzeichen. Nehmen wil' nun an dasz 
Za in k liegt, darm bleibt diese Zahl ungeändert fül' die Substitu­
tionen von ,q. Wenn wit' a!so alle Zahlen von g dUl'ch A(i) darstellen, 
so ist ' 

zaA(i)== Za 

wOl'aus sich ergibt: 
o (All) -1) == (mod m) , . (10) 

Wenn, nmgekehl't, die Zlthl a diesel' Congruenz genügt, fÜl' alle 
Zahlen AU) von g, 80 enthält der Körper k die Einheitswul'zel Za. 

Sind alle Zahlen ao = 0 80 ent.hält del' KÖl'per die Einheitswul'zeln ± i. 
Beweis: Es gilt fül' jede Zahl A('): 

A(I) == 5a ... (mod 2") also A(i) == 1 (mod 4). 
1n 

Aus (10) el'gibt sieh daher (l = 4' d. h. die Einheitswul'zel 

1/1 

Z'4 = i liegt im KÖl'per k. Dahe!' alleh -i. 
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Sind alle Zahlen a* = 0 und alle Zahlen a o = 0 so enthält Ic die 
2rci 

Einheitswurzel e'2
h 
•. Man beweist dies auf dieselbe Weise. 

Sind alle ZalJlen a o = 0 und alle Zahlen a* höchstens teil bar durch 
2".z 

2w• 80 enthäIt k die EinheitswurzeI82100+2. U.s.w. 
Alle Beweise werden mit HüIfe det' Congruenz (10) efbracht. 
Man findet nun leicht die im Satze genannte FOt'mel we,nn man 

21ti 

beachtet dasz, wenn der Körper die Einheitswurzel e1l
101+1 

' enthált, 
auch die '1 101+1 ersten Po ten zen diesel' Zahl iIn Körpel' liegen. 

§ 11. Ableitttn.q des entgilltigen Auscf1'ucks filr die Klassenzahl. 
Satz: Wenn, fLir jedes System der b, die Summe bon + b1n + .... 

gerade i~t, wenn also der K Öl'pel' k reell ist, so steIlt sich die Klas­
senanzahl H dieses Körpers, wie foIgt, dar: 

f~ ~j [~J log As 
H = n=2 .=1 bonI b*nl bhl • , . 

R 

Hierin ist As = V (1_Z 8
) (1_Z-8

) 11l1d R der Regulator. Aus­

zerdem ist angenommen: bOl = b*1 = bil = .... = O. 
lst h* = 2 so musz b*l! weggelassen werden llnd ist lt. = 0 so 

mnsz allch bon weggelassen werden. 
Wenn die Su mme bon + b1n + . ,. nicht für jedes System der b 

gerade ist, wenn aIsD der Körper k imaginár ist, so steJlt sieh die 
Klassenanzahl dieses Körpel's k, wie folgt, dar: 

R' 

Hierin ist 1.0 die in § 10 bestimmte Zahl. Das erste Produkt ist 
über _ alle Werte von n, fiu' welche die Summe bon + b1n + ... 
Ilngel'ade ist, zu erstl'ecken; das zweite Produkt übel' alle Werte 
von n für welche diese Summe gemde ist. 

Weitel' ist As = V(l-Zs) (1-Z-s) und R' die DeteJ'minante der 
Log'al'ithmen del' absoluten Wede eines Systems von Grundeillheiten. 
Ist Il* = 2 so ist bl!fn wegzulassen, llud ist It"", = 0 80 ist allch bon 

wegzulassen. 
Beweis: 
Zür Ableitung das enlten Ausdrucks benutzen wir (9) und ersatzen, 

in der darin auftl'etenden Summe, die Grösze Ic d lll'ch m-Ic. Wenn 
27* 
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WU' dann den el'sten Hülfssatz von § 9 benulzen, so finden WIr 
k:rri 

~ F . - = O. Die Gleichheit (9) lászt sieh daher umformen zu: 
m 

tII/ 2'Tr ki 
1 Tr 1 m (-~) H=- :E --:2 ft' e 111 logAk 
"n=2 1nk=l 

wenn: 
k 'Tri 

Ak =_e_'_'I_z_e __ 
111 = ie k,:i (1_e2:~) = 

kol ( 2k1rl) V( 2k'Tri) ( 2k7rl) 
=-ie ln 1-e In = 1-e m 1-e 111 

Dieses Resultat fUl' H laszt sich noch vet'anderen mittels Hülfssatz 
3 nnd 4 von ~ 9. Aus Hulfssatz (3) el'gibt sieb, dasz in der Snmme 
nul' diejenigen Gliedel' übl'ig bleiben fül' welche die Zahl k mit m 
den gröszten gemeillsamen Teiler cl hat. Diese Zahl d deuten wit' 
weiter an durch dn. Die Summo wird zu 

F C2~:nl):E[ ~ J-1[Og Ak 
k 

Es sei nnn k = k'dn, so ist, wie man leicht findet: 
Ak = Ak' . A 111 •••• A In 

k'+(i k'+(dn-I)il 
n n 

Die Summe wird daher zu: 

( 
2'Trdni) [kldn J-1 

F e-:;;;- :2 ~ (loIJ Ak' + log A 111 + .... ) . (Ila) 
k k'+T dn 

und dUl'ch Hülfssatz 2 § 9 zu: 

( 
2'Trdni) [ 3 ]-1 

F e --;;- .i -- log A. (11) 
8=1 

denn, weil k' pl'Îm zu midI! ist und in (lla) die Zahl kalle Werle 
annimmt die mit 1n die Zahl dn zum gl'öszten gemeinsamen Teiler 
haben, bekommt man eine Summe, in welchel' salie Zahlen < 112 

dlll'chlauft, welche pI'im zu In sind oder nul' noch teiJbal' dm'ch 
dieienigen in 112 aufgehenden Primzahlen, deren betreffende b = 0 

eind. s dUl'chlàuft also alle Zahlen für welche [ ~ ] :;i:. 0 ist. 

In del' FOl'mel für H kommt nun das Produkt 

'f / r (2'Trdni) 
HF e m 

n=2 
. . . . . (12) 

zum VOl'schein. Urn dessen Wert zu berechnen benutzen wil' Hülfs-
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satz (4) von § 9. Da zu jedeL' Snbstilution einel' Gl'nppe auch die 
reciproke Substitntion vorkommt, so wit'd ins Besondel'e hiel' zn 
jedem System bon, b*n, ... auch das System 2-bon , h'*-br11 , Cf\ - b111 • • , 

auftl'eten. VVenn diese Systeme von einandel' verschieden sind, so ist, 
nach dem ebengenannten Hülfssatz, das Produkt del' zugehörigen 
Functionen Fund F' gIeich dnm. Sind sie abel' einander gleich so 
hat das Produkt den Wert ± V dnrn. 

Das Produkt (12) hat daher den Wert 

1-1 m 
m21' I1 Vdn , (l3) 

wenn man das Vorzeirhen ausser Acht laszt. 
Bevor wit' nun den Wert dieses Produktes entguItig bestimmen, 

fOt'men wil' die Summe ans (11) urn, Zuerst können wir dal'in den 
Exponent -1 wQglassen, weil, wie schon bemerkt worden ist, zu 
jedem System del' Zahlen b, aueh das System 2-boll , .•.. vorkommt. 

Weiter ist 

,~J ~JIo9A,=~ + ~[~-=}9A,,_. 
Denn, fur den Fall dasz m ungel'ade ist, folgt diese Gleichheit 

aus der bloszen Bemel'kung dasz [~J = 0 ist. Ist. im Gegensatz, 

, [rn/2] 
111 gerade, so ist offe~bar ----- = 0 da 'In dm'ch 4 teilbltl' ist. 

ZUl' weitel'en UmforHlung benutzeIl wit' die leicht zu erhaltende 
Beziehung: 

[ -=::. ] = (_l)boll+blll+ .... [ ~ ] 
und auch die Gleichheit A11I- s = As. und el'halten so für die Summe: 

2 <1~ 2[~J log As 
s=1 

Nach Eint'tlhrung in die FOt'mel (9) nnd nach Einselzung des 
Wertes von x und del' in § 6 bel'eclllleten Discriminante cl, erhä\t 
man den im Satze angegebenen Endausdl'llck für die Klassenzah I, 
nachdem das Prod uk t aller Zah len dn welches in l13) auftritt be­
rechnet ist. Weil die Bereclmllng dieses Prodllktes dieselbe ist beim 
zweiten Teil des Satzes, so werden wil' diese Bel'echnung' bi~ ZUID 

,Ende des Beweises allfschieben. 

Beweis des zweïten Teil:; des Satzes. 
I ' 

Das Produkt aus (9) zerlegen w'ir in zwei Produlden : das el'ste 
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ist zu ers{l'ecken uber alle Werle VOII n fUI' welclle bon + bin + .... '. 
ungerade ist, wahrend das zweite Zll elstrecken Ist über alle Wel'te 
von n fUl' welche diese Summe gerade ist. Das letzte Produkt lászt 
sich uuf dieselbe W· eise umformen ,vie beim Beweise des el'sten 
Teils des Satzes. Beim ersten Produld erhalten wir, dUl'ch Benut­
zung des el'sten Hulf'ssa{zes § 9, nachdem in (9) rn-Ic statt !t, eill­
geftHll,t ist: 

~ F (e2~nkt) log Ak = 0, 
'=1 

Es bleibt von der Summe aus (9) also nul' ubrig 

:rri 111 ( 2" kl) 
--~leF e 11l , 

mk=l 

Wegen Hulfssa{z 3 (§ 9) wird dies zu • 
bd I 

_ : F (e-+ ) { k [ kid J-1 = _ 3t"~i F . ~ ~ [ kId J-1 
wo k uber alle Zahlen zu el'strecken iat, die mit 111 die Zahl dn zum 
gröszten gemeinsamen Teiler haben, 

Weiter ist, wenn k = k'dn; d = d,l; 

Ie[ kid l-l [k' J-1 [ k' + mld J-1 
dn ~d - J = ~~ k' -~ + f,(k'+ mld) ---- + 

.... :2 (k' + (d--l) mld) [Ic' + (d:-l) m/~J-l 
le' 

da 

[ 
le' J-1 '"' [ Je' + mld J-1 [ 8 J :2 ___ +~ ---- + ... =:2 _ =0 

$ 

ISt wegen Hülfssatz 1 von § 8. Wir erhalten also das H,esultat: 

in welchem der Exponent -1 darf wegge lassen werden da, wenn 
dIe Summe bon + bl,l + ' .. ,. llllgerade ist, auch die Slimme der 
Werte 2-bon, t lP. - b*", .... ,. llngel'ade ist. 

Es ist ersirhtlich dasz in (9) wiedel'llm das Produkt VII dil zum 
11=2 

VOl'scheill kommt, wenn wil' die Faktol'en zu zwelen nehmen ulld 
jedes Prodnkt mittels Hûlfssatz J (§ 9) umfol'men. Dabei ersclIeinen 
dann Poten zen von i, und ebensolehe h'eten auch bei del' weiteren 
UmfOl'mullg noch aut', Man kann sie jedoch auszet' Acht lassen weil 
die Zahl H natUl'lich eine positive ganze Zahl ist. 
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rrlr 
9 12, Bel'ecltnung des Wel'tes des Pl'oduktes IJ dil, 

Wil' bestimmen die Potenz von 2 und die von l1> welche in dem 
Pl'odukte vOl'kommen, 

Es gillt ~ (P,* voneinandel' vel'schiedene Zalllen b""11 da die U n te1'­
gruppe 9 primal' ist. Jeder diesel' We1'te kommt also in allen Systeme 

del' b genau Cf!...: i (P'H :Mal VOl', N un gibt es linter den voneinander 
I' 

verschiedenen Werten del' b*1l genall. 
2h.-4 Zahlen welche genau dm'ch 2 teilbal' sind, 

2h.-5 " " " ,,2' " " 

IJ " " " " " 
2' 
1 

" " " "2h.-2,, " 
Alles zusammen genommen gibt dies die folgende Potenz von 2: 

(2".-2_ 1) ~'f _ (11.-2) 
2 î'.' 

wenn man bedenkt dasz das System bon = b""1I' , ,= 0 nicht, mit­
gezahlt werden musz, :Man musz nun noch Rucksi('ht Ilehmen anf 
den Fal!en wOl'ein bon nnd b.n beide zugleich den Vvert Nul! annehmen, 
Fur einen jeden solchen Fall musz obenstehende Potenz von 2 noch 

mit 2 2 multipliziert werden, Nun gibt es (P Systeme in welclwl1 
2r 

bon = 0 ist. Die Systeme in welchen boll= b.n = 0 ist, stellen eine 
Untel'gruppe der Gl'nppe aller Systeme b dar, Die Systeme, Hl 

welchen' b* = 0 ist, stellen anch eine Untel'gl'uppe dar, welche die 
erstgenannte Untel'gl'uppe enthalt. Diese erstgenallllte Untergruppe. 
musz, wie leicht ersichtlich, multipliziert werden mit del' Grllppe 
des Grades 2: 

bOIl = 0 j b.n = ° j bln = 0, ' , , , 
bOIl = 1 j b.n = ° j bin = 0, . . , . 

UUI die Gl'Uppe der Systeme, in welchen b*1l = 0 Ist, Zll el'lIalten, 
Man erkennt also dasz die Halfte del' Anzahl del' Systeme in welchen 
b*'1 = 0 ist, die Anzahl del' Systellle isr, in welchen bUil = b.1l = 0 
ist, Dies ist also del' FaU wenn nicht fm' jeden Wel't VOIl n 
bOll = b.1l = 0 ist. Ist ,Jedoch bOIl + b*n ful' alle \Vel'le von n gel'ade, 
so ist immer bOIl = b*" = O. 

Es ist nun leicht ersichtIich dasz obellstehende Potenz von 2 noch 
multipliziel·t werden musz mit 

2 ((t+1) l' -1) 
2 I'*r 

wo t diesel be Bedeutung hat wie in ~ 6 Satz 8. 
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Um die Potenz von 11 Zll be5timmen fnlll'en \Vil' das Folgende an: ~ 
Wei! dl I) del' gröszte gemeinsame Tellet' allel' Zahlen b111 ist, so 

gibt es (Pil voneinander verschiedene Zahlen b 171' Ein jeder solchen 
G I -

Wert kommt dahel' (f!: CP1I Mal VOl'. Weil g primar lst, ist dl nicht 
l' G I 

dUl'ch 11 teil bar, und, wenn lt 1 = 1 lUcht dLll'ch ll-1. Die dm'ch tI -

teilhat'en Zahlen bIIi sind daher 

Von diesen sind 
(ll-1)2 

d llh l-3 Zahlen genau dm'eh 11 teiIbar. 
I 

" " " 
l S 

I " 

[-1 
_1 __ 1 Zahlen genau állrch llhl-l teil bal'. 

dl 

Wenn man noch RuC'ksicht nimmt auf den Fall wo alle b = 0 
sind, so el'halt man fUl' die Potenz von II welche im Pl'odukte allel' 
cln vorlwmmt: 

( l'll-l -1) 'fdl I 
--hl I dl '1'1 1 

I 

Wenn nun D die in ~ 6 bestimmte Discriminante des KOI'pers Ic 
dal'stellt, 80 gibt eine leichte Rechnllng aJlg'emein die Fot'mel 

'f/r ï_2. 
V D . II dn = m 21 2 

11=2 

Im Nennel' des Ausdrucks fUl' H findet sicb Hun noch del' 
Regulator R. Nehmen wir ein Sj'stem Gl'undeinheiten 1lz, so gilt: 

log I 17;lc) I = i lk (171) ~) 

weil die conjugirten KOI'pel' rel:'l1 sind. Nach Eillfuhrnng in R kann 
man die Faktoren 2 aus dem Determinante herausheben, wonach 
die Richtigheit del' im Satz ~ 11 angegebene zweite }1'orrnel bewie­
sen ist. 

1) Diese Zahl dl hal also dieselbe Bedeutung wie In § 4.2. Eine Venvirrung 
mit den rn § 9 2 bestlmmten Zahl d, welche nn Anfang des Beweises von § 11 
d,l genannt ist ist wohl nicht zu befürchten. 

2) .H" S 215. lm Ausdruck auf S. 376 (oben) nennt Herr HILBERT die Zahl 
R den Regulalor. Dies ist nicht in Ubereinstimmung mit seiner Definition nuf 
Seite 221. 


