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Physics. — “Sur les dquations différentielles du champ gravifique.”’
By Mr. Ta. oe Donper. (Communicated by Prof. H. A. LorenTz).

(Communicated in the meeting of May 26, 1917),

En étudiant le champ gravifique dans I'univers stellaire, M. EiNsTEIN
a été amené tout récemment?), & adopter Thypothése que javais
faite antérieurement, en la considérant comme nécessaire dans tous
les cas?), & savoir que la courbure totale C' de Iespace-temps doit
étre nulle.

D’autre part, M. EmnstEiN modifie ses équations du champ gravi-
fique: dans chacune d’elles, il introd\uit un terme nouveau ; je démon-
trerai dans cetfe note que les équations ainsi corrigées d’EINsTEIN
sont identiques aux équations que j’ai données le 12 juin 1916 *),
& savoir:

k(~—g)* f? g"l (7: k, lm) = %‘ (gkm Tzk—%gzm Tkk) . (1)
. Lk l,m=1,2,3,4.

Dans ces dix équations différentielles, les symboles g, représentent_
les dix potentiels d’EinstrIN; ¢ est le déterminant symétrique formé
au moyen de ces gun; chacun des gkl représente le mineur algébrique
de g, divisé par g; (¢k, Im) est une parenthese & quatre indices de
CumistorFsl, ou de RIEMANN; 4 est une constante universelle; les
Tz sont 16 fonctions qui dépendent du champ électromagnétique *)
de Maxwerr-Lorentz et du mouvement de la matiére ®) dans le
champ gravifique. La configuration de l'espace-temps est déterminée

-1} Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften, Berlin, 8 février 1917.

2) Zittingsverslag Amsterdam XXV, 1916, p. 156.

Archives dn Musée TryLER, Série 2. T. Iil (voir la fin de ce mémoire).

Dans la suite de ceite note, nous désignerons le mémone précédent sous le
nom de: mémoire (Archives TEYLER).

8) Voir la fin de mon mémoire (Aichives TEYLER).

4) Voir équation (855) de mon mémoire (Archives TEYLER).

8) Voir mémoire de M. EiNstEIN, p. 799 (Sitz.ber. Akad. Wiss., Berlin, 4 novembre
1915). Remarquons que quand M. Einstemn écrit

k 7k g, ]
S=(—gt Iy =(—gt Tgis IE=(—gt 2 g T\,
g G
nous employons le symbole Tif.
- 7
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par la forme différentielle quadratique:
ds® = Tqukd'v,da,k A 9)

Démonstration. M. EixstwIN a proposé, dans son récent travail
cité, d’étendre le principe d’Hamirton de la maniére suivante: il
annule la variation

{11]‘CE+7+2@—@bdw@dzm, N )

ol £ est une fonction qui joue nn rdle analogue & celui de T dans
I’étnde du champ éleciromagnétique dépourvu de matiére); oi
1=%C (——~§)’z, et ol A est ume fonction de z,y,z et t, que nous
déterminerons plus loin®); dans le caleul de la variation d, on prend,
comme on sait, dr = dy = dz = dt = 0. Les tirets horizontaux qui
surmontent les symboles employés servent & rappeler qu’on a fait
usage des variables ¢g* et de leurs dérivées.
Les 10 équations différentielles des extrémales de (3) sont“)

) ,
O[f+i1+10~aﬂ::m B )
ym=1,2,83,4

in_ g d [ d & d -
N=oee - 2 — | —— ).
vV dg“" s Ao, dg“":? or da.die dginse

Remarquons que

ol

e d(—g)t _ ——% dg
(M )’f dgim =—4(-9 i m
' dg
Grace au déterminant réciproque de g, on trouve aisément que:
dq -
3% - (2 Ezm)g Gun
ol & =1, el &, =0, quand 7 est différent de m.
Done:
an _
H—P=—4C )= g - - - . ()
Les équations (4) et (5) donnent:
m o df _
O = — ;ig_”” + = (2 ~ Ein) (_ g)'} Oime + o + . (6)

Par extension *), on aura encore dans le cas d’vn champ gravi-

1} Voir équations (324) 4 (329) de mon mémoire (Archives TEYLER).

) M. EiNsren supposait que A était une comsiante.

%) Pour les détails, voir le chapitre VII de mon mémoire (Archives TEYLER).
%) Voir ’éguation (353Lde mon mémoire (Archives 'TEYLER).
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fique contenant de la matiére :

ac &
m:(ﬂ—-l)Eg,,,kLk e e e (7)

On a d’autre part l'identité remarquable ?):

ul

(U in) ) T=E (= g)f TXgHGE, lm) —F (= Cgim - (8)

Rapprochons les relations (6), (7) et (8); les 10 équations diffé-
rentielles du champ gravifique prennent la forme:
Z('—;j% %‘F gk“'(ik , tm) _Z("_ .;)1} Cgim = f.‘]km Tk 42 (—._9 ’}gim (9)
, .
Multiplions ces équations (9) par ¢g#, et sommons par rapport &
7 et & m; d’olt, en vertu de?):

C= EZZEgklgl'"(zk'lm), T 1))
imk !

on trouve la relation .
EC(—gp=—3 S Tip—22(—gt. . . . . (11)
k

Rappelons que dans le champ électromagnétique de MaxweLL-
LoreNTz, Ona?®) .
ETwm—=0., . . . . . . . . (12)
k

D’autre part, les T3 provenant de la matiére valent, d’aprés
EINSTEIN *):
du,’ da,k
ds ds '
olt ¢ désigne la densité de la matiére: c’est une fonction de w, y, 2,
et £. On en déduit que (2):

fﬂc—(—g)"’oz Gz == (13)

ETa=(—glo: . . - . . . . (14

o

d’ou, en vertu de (11) et (14),

- - 9 k
A= — e e e ... (15
; 4 2 7 (1%)

II résulte de (15) que, pour que 2 soit fonction de =, y, 2, ¢
seulement, c’est-d-dire ponr gue 2 soit indépendant des ¢, et de
leurs dérivées, ¢ faut et il suffit que:

' C=0. . . . « . . . . . (18

1) Voir la fin de mon mémoire (Archives TEYLER).
?) Dans la formule (8) qui se trouve & la fin de monr mémoire (Archives TEYLER),
il y a une erreur typographique: le facteur !/, a elé omis.
3) Voir la relation (y) & la fin de mon mémoire {(Archives TEYLER).
+) Voir p. 799. Sitz.ber. Akad. Wiss. Berlin, 4 novembre 1915.
7%
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Fai donc démontré que mon équation complémentaire est nécessaire
1

et suffisante.
En vertu de (15) et (16), on a done, enfin:

—_ 9.
e AT PEP RN (X)

et les équations du champ gravifique (lem'en/nent [(9), (16) et (17)]:
gt 33 Gk, ) = 3 gin Lo~ (9 g . (19)
ou encore, en vertu de (14)
F— gt ZX ik, lm) == g Tr— dom T3 - (19)

ce sont textuellement les équations que mous avons donndes le 12 juin
1916 ') ; elles entrainent comme conséquence') I'équation complé-
mentaire
« C=0,

Remarquons enfin, que le principe d’HamintoN généralisé pourra
s’énoncer comme suit- \

Les équations différentielles de tout champ grawfique et électro-
magnétique expriment que, dans un espace-temps euclidien, Uintégrale:

ffff[z— %(~§)5]d.fvdydzdt
est extrémée.

Remarque [.  L’hypothése (14), ansi que nos équations *) (353)
(Archives TevLer), sont satisfaites dans le cas ou l'on prendrait
L=10 {—g)h; alors, on aura T3, =10 (— g)he,,.

Remarque I1. St Pon n’introduit pas Uhypothése (14), la relation
(11) montre qu’en vertu de C =0, on aura:

J.=_-_;~(—§)—l=‘§7'kk. I -0}

En substituant cette valeur de 2 dans les équations (9), on obtient
encore mes équations (19). Pour Pappheation du principe d’HamiLroN
(3), on devra dans le second membre de (20) exprimer toutes les
quantités en fonetion de @, ¥,z et ¢; on obtiendra ainsi le 2 attaché
au systéme considéré.

) Voir la derniére page de mon mémoire (Aichives TeYL®wR).
% Nos conclusions précédentes sont wndépendantes de I'hypothése (13).



