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Physics. - "SU1' Zes équations d~ffë1'entielles du champ pravifique." 

By Mr. TH. DE DONDER. (Communicated by Prof. H. A. LORENTZ). 

CCommunicated in the meeting of May 26, 1917). 

En étudiant Je champ gravifique dans J'univers stellaire, M. EINSTRIN 
a été arnené tout l'écemment 1), à adopter 'l'hypothèse qlle j'avais 
faite antér'ieurement, en la considérant comme nécessaire dans tous 
les cas 2), à savoir qlle la coul'bure totale C de l'espace-temps doit 
être mIlle. 

D'autt'e part, M. EINSTEIN modifie ses équations du champ gravi­
fique: dans rhacune d'elles, il introduit unterme nouveau; je démon-.... 
h'erai dans cette note que les équations alnsi cordgées d'EINSTEIN 
sont identiques aux équations que j'ai données Ie 12 jnin 1916 3

), 

à savoil': 

k(-g)! :2:2 glel (i k, l m) =:2 (gkm TIk - t gllll 7'kk) (1) 
k l k 

i, k. l, m = 1, 2, 3,4. 

Dans ces dix équations diffé.'entielles, les symboles gU1I repl'ésentent. 
Jes dix potentieJs d'EINSTEIN; g est Ie détel'minant symétl'lque fOl'mé 
all moy'en de ('es gUII; chacun des gkl l'epl'ésente Ie mineut' aJgébrique 
de glei, divisé pal' g; (ik, Zm) est une parenthèse à quah'e indices de 

CHRISTO.I!'f~L ou de RIEl\fANN; I est une constante universelle; les 
'1~le sont 16 fonctions qui dépendent du charnp éJectromagnétlque 4) 
de MAXWELL-LOlmNTz er du mouvement de la matière 5) dans Ie 
champ gl'adfique. La configul'ation de l'espace-temps est déterminée 

_1) Sitzungsberichte der Akademie del' Wissenschaften, Berlm, 8 février 1917. 
2) Zittingsverslag Amsterdam XXV, 1916, p, 156, 
Archives du Musée TEYMJR, Sérle 2, T, III lvoir la fin de ce mémoire), 
Dans la suite de celte note, no us désignerons Ie mémOll e précédent sous Ie 

nom de: méglOire (Archives TEYLER), 

S) Voir la fin de mon mémoire (Alchives TEYLERl. 

4) Voil' équation (355) de mon mémoil'e (Archives TEYLER). 

b) Voir mémolre de M. EINSTEIN, p.799 (Sltz.ber. Akad. Wiss., Berlin, 4: novembre 
1915). Remarquons que quand M. EINSTEIN écl'Ït 

~~ == ( - g)! 1'lk == (-g)! ~ m~ '1'~le == ( - g)! :2 glea T 1a , 

DOUS employoDs Ie symbole Tlle. 
7 
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par la forme diffél'entielle quadratique: 

ds 2 = I :& ,qik dl/Jz d:Ck ' (2)" 
i k 

Démonstration. M. EINSTmN a proposé, dans son récent travail 
cité, d'étendre Ie principe d'HAMILTON de la manière sllivante: il 
annule la variation 

ffJJJJ(:ë + T + i.(- g)!) diC d'!] dz dt, , (3) 

ou .c est une fonction ql1i joue \ln r61e analogue à eelui de L dans 
l'étnde du champ électl'omagnétique dépOlll'VU de matière 1); ou 

T kC (- g)~, et ou À e~t une fonction de x, y, z et t, qlle nOIlS 
déterminel'ons plus loin~); dans Ie calcJ11 de la variation (T, on Pl'end, 
comme on sait, ó,~, = rly = óz = ót = 0. Les tir!3ts hOl'Îzontaux qui 
surmontent les symboles employés servent à rappelel' qu'on a fait 
usage des variables .qzk et de lem's dérivées. 

Les 10 équations diffél'entielles des extrémales de (3) sont 8) : 
. im o [2 + r + À (-g)!] = 0, (4) 

i, m = 1, 2, 3, 4 
ou 

~n ~._:s~(_d )+ :s~_2 (_d) 
V - dgim a d,va dgim,,: a ... d:Cad.'IJ.. dgÎ>u,c.. ' 

Remarquons que 

W!~ - d( -g)! - -t dg 
f\ (-g)~-----~(-g) -V "-dil/l- 2 d wz ' P . 9 

Gràce au détel'min~nt réciproque de 9, on tl'Oll ve aisément que: 

dg -
-d = - (2- Eim)ggl1/! gzm 

ou Ei! = 1, et Eu/! - 0, quand i est différent de m. 
Done: 

f/(-gYt= - t (2 -liill/)(-i)! [jWl' 

Les équations (4) et (5) donnent: 

im_ d:C Î. _ o l = - dgnl! + 2" (2 - liim) (- g)t gim. 

. . (5) 

• (6) 

Pal' extension 4), on aura enCOl'e dans Ie ('as d'un champ gravi-

1) Voir équations \324) à (329) de mon mémoire (Archives TElYLER). 

2) M. EINSTlnN supposait que ).. étail une constante. 
8) Pour les détails, voir Ie chapitre VII de mon mémoire .CAl'cl)ives TEYLER). 

4) Voir 'pqualion C353L de mon mémoire (~rchives .TEYLER). 
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fique con tenant de Ja matiêre: 

d"c (f: im ) 
d
----:- = -2 - 1 :2 gmk 1;k 

gim k 
. (7) 

On a d'autre part l'identité r~marqllable 1) : 
11I1_ _ _ _ _ 

(1 + l:i1ll) VA l_ k (- ,g)t :: I gkl(ilc, lm) - k (- g)t C gim (8) 
k l 

Rapprochons les relations (6), (7) et (8); les 10 équations diffé­
rentielles du champ gravifique pl'ennenl la forme: 

k(-"i'Jt:2:2 gkl(ik, lm) - k (- g)t C gim = ~,%n Tik +). (-g t gim (9) 
k l k 

I 

MultipIions ces équations (9) pal' gUl!, et sommons par rapport à 
i et à 1n; d'ou, en vertu de S) ~ 

C- ~ :2:2:22 gklgim (ik-, lm), . (10) 
i 111 k l 

on trou ve la reJation .. 
(11) 

Rappelons que dans Ie champ élect:omagnétique de MAXWELL­

LORENTZ, on a 3) 
. (12) 

D'autre pal't, les '1~k pl:ovenant de la matière valent, d'après 
EINSTEIN 4) : 

- diCr;' d/Ck 
Tik = (- g)! Q JE glr; -d -d • . (13) 

<; S S 

ou Q désigne la densité de la matière: c'est une fonction de tIJ, y, Z, 

et t. On en déduit que (2): 

-1 
~ Tkk = ( - ,9)2 Q ; 
k 

1'ou, en vel'tu de (11) et (14), 

- Q k 
1.=-- - - - C 4 2 . 

. (14) 

, (15) 

11 résulte de (15) que, pOllr qüe i. soit fonction de tIJ, y, z, t 
seulelllent, c'est-à-dire pom' que i. soit indépelldant des gnll et de 
leul's dérivées, il faut et il suffit que: 

C = u. . (16) 

1) Voir la fin de mon mémoire (Al'chives TI~YLER). 
2) Dans la formule (13) qui se trouve à la fin de mon mémoil'e (Al'chives TmYLER), 

i! y a une erreUl' typographiqlle: le facteur 1/2 a élé omis. 
S) Ifoir la relalion ('Y) à la fin de lllon mémoil'e (Al'chives TEYLER), 

4) Voil' p. 799, ~itz.bcl'. Akud. Wiss. Berlin, 4 novembl'e 1915. 

7* 
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J'ai done démontl'é que mon équation eomplémentaire est nécessail'e 
et suffisante. 

I 

En veL'tu de (15) et (H;), on a done, enfin: 

Î.=-~; 
4 

. (17) 

/ 
et les équations du champ gravifique deviennent [(9), (16) et (17)J: 

- -1. r> Q -l 
k (- g)2 22 gkl(1k, lm) = 2 91m11 zk- - (- g)~ gZIII. • (18) 

kik 4 
ou encore, en vertu de (14) 

k (- g)~ 22 gkl(ik, lm) = 2 (gkm l'zk- t gZ1Il1'kk); (19) 
k l k 

ce sont textuellement les équfltions que nous avons dOn1îées Ie 12 juin 
1916 1); elles entraÎnent C01nme conséquence 1) l'équahon complé­
mentaire 

# C= O. 

Remarquons enfin, que Ie principe d'HAlIHLTON généraJisé pOlll'l'a 
s'énoncer comme suit· 

Le~ équations di.fjë1'entielles de tout charnp gramfique et élect1'o­
rna,qnétique exprirnent que, dans u,n espace-ternps euclidien, l'int~q)'ale : 

ffffT:t - t (- 9)1] dm dy dz ~t 
est extl'érnée. 

Rernarque r. L' hypothèse (14), alllsi que nos éql1ations 2) (353) 
(Al'chives TEYLER), sont satisfaites dans Ie cas ou l'on prendrait 

7:=tQ (-gY/2; alors, on aura 'l)!'-=tQ(-g)'/IE).!'-. 
Rerna1'que IJ. Sl l'on n'introduit pas l'!typothèse (14), la relation 

(11) montL'e qu'en vertu de C = 0, on aura: 

. (20) 

En substituant rette valeur de I. flans les équation& (9), on obtient 
enC01'e mes équfltions (19). Pour I'apphcatlOn du principe d'HAMILTON 
(3), on devl'a dans le seeond rnembre de (20) exprimer toutes Jes 
quantités en fonC'tion de x, y, z et t; on obllendl'a ains! Ie ). attaché 
au système considéré. 

!) Voir la dermère page de mon mémoire (AI chives TEYLT<;R). 

2) Nes conclusIOns précédenles sonl ~ndépendantes de rhypolhèse (13). 


