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verlangt. Ausser den selbstverstindlichen axiomatischen Festsetzungen
iiber die Regeln, nach denen man mit den Begriffen der Aequivalenz,
der Teilmengen nsw. zu operieren hat, trelen auch noch Annahmen
auf, die man wohl nicht erwarten mag. Bei ihrer Einfiihrung handelt
es sich aber — und darin besteht die genannte Eigenart — weniger
um spezifisch mathematische Notwendigkeiten, als vielmehr um rein
logische; also um Festsetzungen, die deshalb nétig sind, weil man
ohne sie — um welches wissenschaftliche Gebiet es sich handeln
mag - aus den in Frage stehenden Voraussetzungen Schlisse iiber-
haupt nicht ableiten kann. Ein allgemeiner Grundsatz der Logik
lautet: E mere negativis nihil sequitur; d.h. aus lauter negativen
Prémissen kann eine Folgerung nicht gezogen werden. Aus den Sdtzen
kein U ist ein B, kein D ist ein € )
lasst sich in der Tat eine Beziehung zwischen ¥ und € nicht ent-
nehmen; und ebensowenig gestatten die Sétze
kein B ist ein U, kein € ist ein U

eine Beziehung zwischen B und € !). Gerade solche Primissen sind
es aber, die uns bei den mengentheoretischen Problemen mehrfach
begegnen, und deshalb der Einfiihrung einer zwischen U und € oder
zwischen ¥ und € vorhandenen Beziehung den Stempel der axio-
matischen Notwendigkeit aufdriicken.

§ 1. Die Aequivalenz.

Die mathematischen Objecre, von denen im Folgenden die Rede
sein wird, heissen Mengen (Teilmengen, Verbindungsmengen). Alle
sollen denselben Aequivalenzbeziehungen gehorchen, die wir als
Axiome der Aequivalenz (~) einfilhren. Sie lauten: Sind M, N, P
verschiedene Mengen, so gilt

1. Aus M~ N folgt N~ M.
II. Aus M ~ N und N ~ P folgt M ~ P.
1) Aus den Vordersilzen
¥ ist nicht B, ¥ ist nicht €
kann freilich in gewissen Fillen doch eine positive Folgerung gezogen werden und
gwar fir ¥ selbst. Nimlich dann, wenn man eine zwischen B und € hestehende
positive Beziehung kennt. Aus den Sitzen:
Das Dreieck T ist nicht spitzwinklig und
Das Dreieck D ist nicht stumpfwinklig

folgt, dass D rechiwinklig ist. Hier liegen ndmlich nur scheinbar ausschliesslich
pegative Primissen vor; zu ihnen hommt als positive der Salz: Jedes Dreieck ist
entweder spilzwinklig oder stumpfwinklig oder rechtwinklig. Vgl. auch die Anmer-.
kung auf S. 839.
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Der Aequivalenzbegriff hat also sowohl £ommutativen, wie auch
assoziativen Character.

Aus diesen Axiomen folgt:

1. Aus M~ N und N nicht ~ P folgt M nicht ~ P. Denn
wire M ~ P, so wiirde daraus in Verbindung mit N ~ M gemiss
I weiter N ~ P folgen, im Gegensaiz zur Voraussetzung.

Die Axiome I u. Il zeigen, dass sie die Ausdehnung auf den Fall
zulassen, dass M und N dieselbe Menge bedeuten. Wir fiigen also
als weiteres Axiom hinzu

III. Es ist M ~ M.

§ 2. Teilmengen wund Verbindungsmengen.

Ist M’ Teilmenge von M, so soll dies durch
MM

bezeichnet werden. Wir nehmen durchweg an, dass M' von M
verschieden ist, und nennen insofern M’ auch #chte oder eigentliche
Teilmenge von M.

Fir die Teilmengen sollen folgende Axiome gelten (Axiome der
Teilmengen):

I. Aus M’tM und Mt M’ folgt M’ t M.

II. Jede Teilmenge M’ von M bestimmt eindeutig eine zweite Teil-
menge M, von M, die ihre Komplemenicirmenge beziglich M heisst.

IT1I. Die Komplementarmenge von M, ist wiederum M.

Wir diirfen daher folgende Bezeichnungen einfithren- Wir schreiben
M kM resp. M'kM, und setzen dem geméss (III) in die Form

U1, Aus M, k M' folgt M" %k M,.

Fiir die Beziehung von M, und M’ zur Menge M selbst schreiben wir

M=, )= (M M),

und sagen, dass M in die Teilmengen M” und M, zerfillt. Zusam-
menfassend konnen wir also sagen:

Aus M’ t M folgt M, ¢ M, M. kM, Mk M,, M= (M, M).

Seien nun M und N zwei Mengen, so konnen beziiglich ihrer
Teilmengen zwei Fille eintreten. Entweder gibt es fiir M und IV
identische Teilmengen, oder es giebt keine solchen Teilmengen. In
diesem Fall nennen wir die Mengen fremd zu einander, oder kurz
fremd, und schreiben

MFN resp. NfM.

-, Fir fremde Mengen gilt der Sata:

1. Sind M und N fremde Mengen, so ist auch jede Teilmenge
von M zu jeder Teilmenge von N fremd; d. h.

(9
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Aus Mf N, M't M, N't N folgt M’ f N°.
Wiren ndmlich die Teilmengen M’ und N’ nicht fremd, und ist
P eine in beiden enthaltene Teilmenge, so hitte man

PtM', M tM und Pt N, Nt M,
und daher gemdss I auch

PitM und Pt N,
im Widerspruch mit der Voraussetzung.

la. Der Satz gilt auch so, dags M’ zu N selbst, und ebenso NV
zu M fremd ist. Der Beweis ist derselbe. .

Wir stellen weiter folgende Axiome auf:

IV. Die beiden Komplemenidrmengen M' und M, einer Menge M
sind fremde Mengen; d. h.

Aus M kM’ folgt M, f M. -

Diese Beziehung soll aber auch umgekehrt gelten; zu diesem Zweck
filhren wir folgendes weitere Axiom ein (dziom der Verbindungs-
mengen). ’

V. Zwei fremde Mengen N und P bestimmen eine und nur eine
Menge M, deren Komplemenidrmengen ste sind; d. h.

Aus Nf P folgt Nt M, Pt M und Nk P.

Die Axiome IV und V lassen sich also anch so auffassen, dass die
“Beziehungen Nk P.und N /P gleichwertig sind. Wir nennen
die Menge (W, P) die Verbindungsmenge von N und P. Es folgt
noch

2. Die Mengen N und P sind von ihrer Verbindungsmenge M =
(V, P) verschieden.

Denn da sie nach V Komplementirmengen von M sind, so ist
jede eine dchte Teilmenge von M.

Die Menge (XN, P) hat ausser N und P gemiss Axiom I auch
jede Teilmenge N’ und P’ zu Teilmengen. Damit sind aber, wie
wir durch ein weiteres Axiom festsetzen, nicht ihre -sémtlichen
Teilmengen erschopft. Geméss Satz (1) und (1a) ist auch N’ zu P’
fremd, ebengo N’ zu P und N zu P’; nach Axiom V giebt es
daher je eine Menge

(', P'), (¥, P) und (N’, P).
Fiir sie setzen wir nun fest:
VI. Ist M = (N,P) so sind auch die Mengen.
(N', P), (N, P), (N, P)
Teilmengen von M; es st aber‘auch jede von N, N’ P, P’ ver-

schiedene Tetlmenge von dieser Form.
Wir folgern hieraus den Satz:
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8. Ist M = (W, P) und ist die Menge () fremd zu N und fremd

zu P, go ist sie auch fremd zu A; d.h.
~ Aus Qf N und Qf P folgt Qf (N, P).

Wire nidmlich die Menge Q nicht fremd zn M, so gabe es fiir
sie und M eine identische Teilmenge; d.h. es gdbe eine Teilmenge
Q’, die geméss VI eine der Formen

N, N', P, P', (N, P') (NV', P) (NV', P)
haben miisste. Diese Teilmenge ' hiitte also jedenfalls N oder P
oder eine Teilmenge von X oder P als Teilmenge; d.h. es gibe eine
Teilmenge Q" von @', die mit A oder P oder einer Teilmenge von
N oder P identisch wére. Nun ist aber nach I Q" auch Teilmenge
von (), und damit ergiebt sich ein Widerspruch gegen die Voraus-
setzung -

Der Satz (3) ldsst sich auch in die Form setzen:

3a. Ist die Menge @ nicht fremd zur Menge (I, P) aber fremd
zu NV, so ist sie nicht fremd zu P.

Will man den Begriff der Verbindungsmenge auf mehr als zwei
Mengen ausdehnen, so hat man ein neues Axiom notig. Es ist jedoch
fir das Folgende nicht erforderlich dies ndher auszufiihren.

§ 3. Die Verkmiipfung der Mengen.

Die verschiedenen Beziehungen, die zwischen zwei Mengen M
und N Platz greifen konnen, sind aus der folgenden von CANTOR
angegebenen Aufzdhlung aller Moglichkeiten ersichtlich, die unsern
Ausgangspunkt abgeben soll:

a. Bs giebt ein M’ ~ N, und ein N’ ~ M.

b. Es giebt kein M, ~ N, aber ein N’/ ~ M.

c. Es giebt ein M’ ~ N, aber kein N, ~ M.

d. Bs giebt kein M, ~ N, und kein N, ~ M").

Wir wollen diese vier Beziehungen durch

MaN, MON, Mec N, MdN. . . . . . (4)

dargtellen. Mah erkennt zunéchst unmittelbar:

1. Die Beziehungen (a) (8) (¢) () schliessen einander gegenseitig aus.

2. Die Beziehungen M a N und NV a M, ebenso M d N und Nd M
gind identisch. Die Beziehung M b N ist identisch mit N¢ M.

Wir erortern sofort, welche dieser Beziehungen sich auf den Fall
ausdehnen lassen, dass M und N dieselbe Menge bedeuten. Es findet
gich

1) Die Anwendung oberer und unterer Indizes bei den Teilmengenim positiven und
negativen Fall soll im Allgemeinen zur Erleichterung der Auffassung beibehalten werden.



790

2a. Die Beziehungen M b M und M ¢ M sind widerspruchsvoll. Sie

fordern namlich das gleichzeitige Bestehen von
. M= M und kein M, - M.

Dagegen sind die Beziehungen M a M und M d M widerspruchsfrei.
Uebrigens lasst sich dies auch als unmittelbare Folge von (1) und
(2) auffassen.

Sei P eine weitere Menge, so besteht zwischen N und P eben-
falls eine der Beziehungen

NaP, NbP, NcP, NdP,. . . . . . (B
und es entsteht die Frage, welche Folgerung sich fur die Mengen
M und P einstellt, wenn man eine Beziehung der Reihe A mit
einer Beziebung der Reihe B kombiniert. Diese Aufgabe lasst sich
obne Einfubrung neuer Axiome nicht erledigen. Ein erstes, das den
Begriff der Teilmenge mit dem der Aequivalenz verbindet, sei das
folgende :

I. Aus dern Relationen

MM, M- N
lassen sich die Relationen

NtM, N - M
Solgern; d.h. Ist M~ N, so bedingt eine jede Teilmenge M’ von M
die Buistenz einer Teilmenge N’ von N, die zu M’ aequivalent ist.

Vielleicht mag man erwarten, dass die Menge N’ als diejenige
wolbestimmte Menge eingefuhrt wird, die der Menge M" gemdss
der zwischen M und N bestehenden Aequivalens entspricht. Aber dies
ist fur den bier vorgenommenen Aufbau — jedenfalls an dieser
Stelle — weder moglich noch notig. Es genugt, die Zristenz einer
Menge N’ zu fordern; welches diese Merige ist, darf ganz offen
bleiben. Es hangt dies damitzusammen, dass die Aequivalenz M~ N
in ihrer besondern FEigenart hier nicht in Frage kommt; nur die
Relationen, die die Eigenart des Aequivalenzbegriffs kennzeichnen,
und fur zwei Mengen und ihre Teilmengen bestehen, werden in
Betracht gezogen.

Einen Teil der oben gestellien Frage hat bekanntlich schon Caxror
selbst beantwortet; man zeigt leicht
Aus Ma N und N a P folgt Ma P.

Aus Ma N und N b P folgt Mb P.
Aus Ma N und N ¢ P folgt Mc P.
Aus Mb N und N b P folgt MbP.
Aus M ¢ N und N¢ P folgt McP?Y).

1) Diese Tatsachen entsprechen bekannilich dem Umstand, dass wenn man den
Fillen @, b, ¢ die Bezichungen ,gleich”, ,kleiner”, grészer” zuweist, die fiir

N T
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Die Beweise sind naturlich ausschliesslich auf die in a, 3, ¢, d ent-
haltenen Beziehungen zu stutzen. Ein Beispiel moge zeigen, wie sie
sich fuhren lassen. Um aus den Relationen
. MbN und NbP weiter MbP
zu folgern, haben wir von

kein M, = N, ein N'— M
kein N, = P, e¢in P’ - N
auszugehen, und daraus die Beziehungen
kein M, = P, ein PP = M
abzuleiten. Wir beweisen zunachst den zweiten Teil. Wegen P/ ~ N
giebt es nach [ eine Teilmenge P" ~ N, und aus N’ ~ M folgt
nun P"~ M. Die Richtigkeit der ersten Behauptung erweisen wir
indirect. Wire namlich ein M ~ P, so foigte gemdss [ aus N/ ~ M
wiederum die Existenz einer Menge N" von N’, fur die N" ~ M’
sein miisste, und aus
M - P, N" = M weiter N" = P,
wahrend kein N, ~ P sein kann. )
Es bleibt noch tbrig, das gleichzeitige Bestehen der Beziehungen

6N und Nc P

zu uniersuchen, sowie die Kombination von M d N mit einer der
Beziehungen

NaP, NbP, N¢cP, NdP.

Hier gilt zundchst, dass aus M b N und N ¢ P eine bestimmte
Beziehung zwischen M und P nicht folgt; d. h.

8 Mit Mb N und NecP ist jede der vier Beziehungen Ma P,
MbP, McP, Md.P vertraglich.

Der Beweiss darf unterbleiben. Nur sei bemerkt dass dies dem
realen Tatbestand entspricht, dessen axiomatische Grundlegung hier
in Frage steht?).

. Wir gehen nun zu dem Rest unseres Problems iiber und priifen
zundchst die Kombination von

MdN wd NdP . . . . . . . (&

Die Frage lautet auch hier, ob die Beziehungen («) eine bestimmie
Beziehung zwischen M und P bedingen und eventuell welche. Hier
liegt der in der Einleitung genannte Fall vor, dass essich um lauter
negafive Pramissen handelt. Diese Pramissen sind

diese Bezichungen geltenden assoziativen Gesetze erfiillt sind (z. B. aus ¢ = b
und & =¢ folgt &= c usw.)

1) Fir Michtigkeiten wiirden die Relationen m <% und # > p bestehen; sie
bedingen keine Gréssenbeziehung zwischen 7 und p.
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kein M, = N, kein N, = M, \

kein N, = P, kein PP= N.}* = * " ° (@)

Aus ihnen lasst sich auf directem Wege tiber die Bezishung von

M . P nichts schiessen. Teilweise gelingt es allerdings auf indirec-

tem Wege; in einzelnen Fallen kommt namlich dadurch zu den obigen

Pramissen eine neue Tatsache hinzn, die positiver Natur ist. Um die

Untersuchung durchzufihren, hat man ndmlich zu prifen, ob die
Annahme einer der Beziehungen

MaoP, MbP, McP, MdP . . . . . . (3

auf Grund der bisherigen axiomatischen Festsetzungen einen Wider-
spruch mit dem gleichzeitigen Bestehen der Beziehungen « bedingt,
und zwar kommen naturgemass hier nur die Axiome von § 1, das
obige Axiom § 3, / und der obige Satz 2 in Frage. Diese Prufung
haben wir ausfubrlich vorzunehmen ).

Zunachst sieht man leicht, dass die Beziehungen

Mb P und ebenso Mc P

als Folgen von (a) auszuschliessen sind. Wegen Satz (2) kann man
namlich die Beziehungen («) auch in die Form

PdN und NdM
setzen, und musste daher als Folgerung von (@) auch
PbM oder Pc M

erhalten. Aber M6 P und Pb M, und ebenso M c Pund Pc M sind
nach Satz (2) nicht identisch, womit die Behauptung erwiesen ist *).

) In den Math. Ann. Bd. 72, S. 551 (1912) ist diese Untersuchung schon teil-
weise durchgefiihrt worden,

%) Die logische Ligenart des oben behandelten Problems entspricht also micht
ganz dem in der Emleitung genannten Tatbestand. Es lautet nimlich genauer so:
Welche von vier mdoglichen Beziehungen wird durch die dem Problem eigen-
timlichen nur negativen Priémissen ausgeschlossen? Bei der Annahme, Md N
oder McN seien die Folgen dieser negativen Primissen, wird von selbst eine
neue Tatsache eingefuhrt; die Symmetrie der Beziehungen M dN und NdP
bezliglich M und P steht ndmlich im Gegensatz zu der Unsymmetrie der Folgerungen
MbP oder McP fir MundP. Und daher ergab sich oben ein Resultat.
Die Annahme, Ma P oder Md I’ selen die Folgen der negativen Primissen,
liefert dagegen eine solche neue Tatsache nicht; es ergiebt sich daher, wie das
obige weiter zeigt, ein Resultat nicht.

Allgemeiner gesprochen: Wenn die Priamissen: 9 ist nicht Bund B ist nicht €
sich auch in die Form setzen lassen @€ ist nicht B und % ist nicht 9, so kann
damit nur eine solche Beziehung zwischen Y und € vereinbar sein, die zugleich
die namliche Beziehung zwischen € und 9 bedeutel. Eine genauere Analyse des
hiermit mehrfach besprochenen logischen Problems von Seiten der Logiker wire
selr erwiinscht. Das letzte Wort soll mit dem vorstehenden nicht gesprochen sein.

-10 -
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Es ist weiter zu untersuchen, ob sich die Beziehung

MaP. . . . . . . . ... 1n
als Folge von («) einstellen kann. Hier ist ein Resultat, das dies
unmoglich macht, nicht erhaltlich. Die Beziehung M a P bedeutet
namlich

ein M’ =P, ein P-M . . . . . &
Die Verbindung mit (&) lietert gemdss § 1 die weiteren Relationen
kein N, = P, kein N, = M.

Genauer bedeutet dies: Es giebt eine Teilmenge ', der keine
Teilmenge von N aequivalent ist, und es giebt auch eine Teilmenge
M, der keine Teilmenge von N aequivalent ist. Dies stelit aber
einen Widerspruch zu («') oder zu (y') nicht dar.

Es soll noch eine zweite Prufung vorgenommen werden ; wir haben
auch den assoziativen Character der Beziehungsregeln in Betracht
zn ziehen. Ist M a P das Resultat von (@), so heisst dies, dass das
gleichzeitige Bestehen von

' MdN, NdP, MaP

nicht widerspruchsvoll sein darf. Nun sollen aber zwei von diesen
Beziehungen stets eine dritte bedingen, und daraus folgt, dass

aus Ma P und PdN wieder Md N
und aus Nd M und Ma P wieder N d P

folgen muss. Es ist nun die Frage, ob diese Regeln einen wider-
spruchslosen Character haben. Dies ist in der Tat der Fall. Man
sieht es am einfachsten daraus, dass man die assoziativen Gesetze,
die die Beziehungen (z) und (d) mit einander ‘verbinden, wenn man
noch Satz (3) beachtet, in die einfache Form
(ae) =dd)=2a, (@d)=(da)=4d
setzen kann; sie sind das genaue Analogen zu den Vorzeichenregeln
(HH) ==+ HEE)=E=)(H)=—
deren assoziativer Gesamtcharacter feststeht.
Wir haben endlich noch die Beziehung
MAP. . . . . .y . . . (0
als mogliche Folge der Beziehungen («) zu erdrtern. Sie bedeutet
kein M, = P, kein P,-M . . . . . . (69
Hier zeigt sich zunédchst, dass sich aus ihr und den Relationen (o)
weitere directe Folgerungen tiberhaupt nicht entnehmen lassen, da
sie jetzt samt und sonders negativer Natur sind. Wir prifen auch
hier noch den assoziativen Gesamtcharacter. Ist M d P das Resultat
von Md N und Nd P, so bedingt es jetzt, dass

-11 -
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aus Md P und Pd N wieder Md N !
und aus Md M und Md P wieder Md P
folgt ; hier aber ist der widerspruchsfreie Character evident. Also folgt:

9. Mit den Beziehungen MAN und NP kann sowol die Beziehung
MaP, wie MdP zugleich bestehen.

Keine der beiden Annahmen y und J fithrt also auf einen Wider-
spruch mit den in (o) enthaltenen Pramissen; wir konnen daher
auf diesem Wege nicht zu einem Resultat iiber die vorliegende
Frage gelangen. Man muss daher in der Tat die Folgerung, die sich
aus MdN und NdP ergiebt, axiomatisch etnfiihren ; naturgeméss so,
wie es durch den realen Tatbestand der Mengenlehre gefordert wird.
Ihn aufzubauen ist ja einer der Zwecke dieser Darstellung. Wir setzen
daher fest (Awiom der Verkniipfung)

H. Aus MdN wnd Nd P folgt Md P.

Hieraus erhalten wir nun leicht die Antwort auf die noch aus-
stehenden Verkntipfungen fiir die Beziehungen (4)und (B). Zunéchst
beweist man

10. Aus Mbd N und NdP folgt MbP.
10a. Aus M ¢ N und Nd P folgt McP.
Fiir den Beweis von (10) haben wir auszugehen von
kein M, - N, ein N' — M,
kein N, = P, kein P, = N,
und daraus die Beziehung M b P, also
kein M, = P, ein P'= M
abruleiten. Wir folgern zundchst, dass eine Beziehung
M' - P -
unméglich ist. Aus V' ~ M wiirde ndmlich auf Grund dieser Annahme
die Existenz einer Teilmenge /N" folgen, fiir die
J\TI' - M” - P
wiire, im Widerspruch zu kein N, ~ P. Damit ist die Beziehung
kein M, ~ P erwiesen. Es ist jetzt noch zu zeigen, dass es ein
P~ M giebt. Wiare dies nicht der Fall, so bestinde auf Grund
des vorstehenden jelzt die Beziehung
. kein M, = P, kein P, = M,
also die Relation M d P, und zusammen mit der vorausgesetzten
Beziehung P d N folgte geméss Axiom Il die Beziehung M d WV, im
Widersprach ‘zu M6 N. Damit ist der Beweis wieder geliefert.

Ebenso wird der Beweis fiir Mc¢ N und N d P gefihrt, was einer
ausfuhrlichen Darstellung nicht bedarf. .

-12 -
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Wir haben schliesslich noch die Kombination von
MaN nnd NdP

zu erortern. Wir folgern zunéchst, dass diese beiden Relationen an
sich nur die Folge
]l[dP 2

gestatten. Wir haben aunszugehen von

M - N, N - M and
kein N, = P, kein P, - N,
und zeigen zunichst, dass hiermit nur
kein M, = P, kein P, = M,
vertraglich gind. Gabe es namlich eine Menge M" ~ P, so folgerie
man wie oben eine Relation
N” — IM” - P
im Widerspruch mit der Voraussetzung: kein N, ~ P; ebenso folgt
die Unmoglichkeit einer Beziehung P" ~ M. Es kann also an sich
nur die Relation
MdP

bestehen. Wiederum ist noch der assoziative Character des Resultais
zu priiffen. Diese Priifung fithrt hier anf einen Widerspruch. Aus
MdP and NdP wirde namlich gemiss dem Axiom Il M d .V
folgen, im Widerspruch mit der Annahme M a N. Das gleichzeitige
Bestehen von Ma N und N d P fiihrt also auf einen Widergpruch; d.h.

11. Dig Beziehungen Ma N und N d P konnen nicht zugleich bestehen.

Dagegen sei ausdriicklich festgestellt, dass die Sdize (10) und (10q)
einen solchen Widerspruch nicht herbeifiihren. Denn geméss (2) isi
Mb P mit Pe M identisch, und die beiden Beziehungen

PeMund MON

sind, wie wir oben unter (8) erwahnter?, mit jeder der vier an sich
moglichen Beziehungen zwischen N und P veririiglich.

Damit ist unsere Untersuchung abgeschlossen; sie zeigt zugleich
die Widerspruchslosigheit des Awioms IJ. Wir ziehen aus ihm zundchst
noch eine Folgerung; nédmlich die, dass der Saiz (11) anch in der
Weise gilt, dass er das gleichzeitige Bestehen von

MaM and Md N, sowie von Ma N und Nd N
ausschliesst. Aus Ma M folgt M’ ~ M und hieraus gemiss § 3, I

M= M- N,
und daher besteht auclh die Relation s
MalM;

diese kann aber nach Satz (11) nicht mit M d N zugleich bLestehen,

-13 -
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Weiter folgt aus Ma N zunédchst
M - N, N' - M, .

also auch N"~ M'~ N, wéibhrend dagegen N d N besagt, dass
kein N, ~ N ist. Also

1la. Die Beziehungen Ma M und MdN, ebenso Ma N und
N d N schliessen einander aus.

Es ergiebt sich damit das folgende Schlussresultat. Mit den Be-
zichungen

~

MdAN und NdP

erscheint sowol die Folgerung M a P, wie auch die Folgerung M d P
vertraglich. Wird die Relation M d £ axiomatisch als Folgerung
eingefuhrt, so bedingl dies, dass die Beziehungen M a N und Nd P
nicht zugleich bestehen konnen; wiirde man dagegen die Beziehung
Ma P axiomatisch als Folgerung einfithren, so ergiebt sich ein
derartiges Resultat nicht. Trotzdem erfordert der Aufbau der Mengen-
lehre die Einfuhrung der Folgerung Md P. Auf die Deutungs-
moglichkeit der axiomatischen Annahme M a P komme ich in § 7
zuriick.

Fuar die Beziehungen (a), (8), ¢, d gelten noch die folgenden beson-
deren Sitze:

12. Aus den Relationen

MaN, MbN, M¢c N, MdN -

und
M= N-%R
folgt auch
- MaN, MON, MeN, Md N
und

MaR, MORN, McR, MdAN
Fiir den Beweis mag ein ‘Beispiel geniigen. Werde von

MbN und M = M N o,
ausgegangen, s0 heisst dies o
N’ = M, jedes M, nicht = M.
Wir erhalten daher, falls M, ~ M, ist; gemiss § 1 sofort
N’ = M, jedes M, nicht = N,
womit die Behauptung erwiesen ist,
18. Aus M’ t M folgt M" a M oder M’ b M; d.h. Fir jede Teil-
menge M’ gilt entweder M’ a M oder M’ b M.
Bs giebt namlich eine Teilmenge von M, die aequivalent M’ ist,
namlich M’ selbst, und daher ist die Beziehung (¢) und (d) ausge-
schlossen.
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14 Aus Mt M and M b N folgt M’ b N; \
d.h. Besteht die Bezichung M b N, so besteht fiir jede Tellmenge
M’ von M die Beziehung M’ b N.

Man bat ndmlich geméss (13) und nach Voraussetzung.

M aM oder M'bM und Mb N, .

und damit geméss Satz (4) und (6) die Behauptung.

15. Aus M ¢ M, M’ ¢t M', M'' b M folgt M b M;
d.h. Sind M' und M" Teilmengen von M, tur die die Beziehung
M"b M' gilt, so ist auch M"p M)

Man hat namlich wieder zugleich (nach 13)

M'bM und M aM oder M'b M

und folgert darans wie eben M" 0 M. ~

§ 4. Endliche und unendliche Mengen.

Nach § 3, Satz (1) und (2) sind Ma M und M d M die beiden
einzigen der Beziehungen (a), (8), (c), (d), die eine Menge zu sich
selbst haben kann3i wir definiten nun: 1. Eine Menge heisst un-
endlich, wenn die, Beziehung M @ M besteht; sie heisst endlich, wenn
M d M gilt. Man hat also im ersten oder zweiten Fall

ein M’ = M; kein M, — M,
und damit die Dedekindsche Begriffsbestimmung.

Wir folgern zunichst:

2. Aus MaM oder MdM und M =MW folgt MaM und WM.
Dies ist eine unmittelbare Folge von § 3, (12).

Fir endliche und unendliche Mengen bestehen gewisse Sonder-
sitze; diese sollen jetzt abgeleitet werden. Das Haupttheorem lautet:

3. Fir unendliche Mengen konnen nur die Beziehungen (@), (), (¢)
bestehen ; fur endliche Mengen nur (b), (), (d).

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus den in § 3 abgeleileten
Resultaten.

Sind ndmlich M und N unendliche Mengen, und WUlde die Be-
ziehung M d N bestehen, so hatte man

MaM oand Md N,
und dies verstdsst gegen den Satz (11a) von § 3.

Ebenso, wenn M und N endliche Mengen sind, S0 hétle man.

falls sie die Beziehung M a N gestatten,
NaM und Md M,
und avch dies verstdsst gegen Satz (11a) von § 3. _

Damit ist der Satz (3) bewiesen. Er giebl Zugleich den inneren

) Dieser Satz beriihrt sich inhaltlich mit dem Satz 25 in Zermelos Grund-
lagen (Math. Ann. 65, S. 271).

4
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Grund fir die im Satz (11) von § 3 enthallene Unvereinbarkeii von
Ma N und NdP. Denn unserm Satz (3) gemiss besagt M a N, dass
M und N unendliche Mengen sind, und N d P, dass V und P endliche
Mengen sind. Beides schliesst sich aber aus.

4. Fir jede Teilmenge einer endlichen Menge besteht die Bezielung
M b M; d.b. ”

Aus Md M und M’ ¢t M folgt M’ b M.

Gemdss Satz (13) von § 3 gilt ndmlich fiir jede Menge M und
eine Teilmenge 4’ von ibr

M a M oder M’ b M.

Hierzu kommt, da M eine endliche Menge ist, M d M. Diese Be-
ziehung kann aber nach Salz (11) von § 8 mit #” @ M nicht zugleich
bestehen ; also muss es M’ b M sein.

Die weiteren noch abzuleitenden Sétze machen die Einfiibhrung
eines neuen Axioms notig, und zwar eines Axioms iber die Aequi-
valenz von Verbindungsmengen. Es lautet:

. Aus M= (N,P, N=R, P=P, RfP folgt (N,P)= R, P);
d.b. werden in der Verbindungsmenge (N, P) die Mengen N und P
durch die zu ihnen aequivalenten zu einander fremden Mengen N und
P ersetzt, so ist die neue Menge der urspriinglichen aequivalent.

Das Axiom gilt gemdss § 1, 1II anch fir den Fall, dass nur eine
Menge durch eine aequivalente evsetzt wird, d.h.

5. Aus M= (N, P), N =R, R /P folgt (N, P) =R, P)."

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Sétze:

6. Jede Teilmenge einer endlichen Menge 1ist selbst eine endliche
Menge; d.h. D

Aus Md M, Mt M folgt M’ d M.

Ware ndmlich M’ eine unendliche Menge, so miisste eine Beziehung

M’"’" JI/['
bestehen. Setzt man nun
M= (M, M),
so isl gemédss § 2, VI auch
M" = (M, M)
eine Teilmenge von M, und aus Satz (5) folgte
MM - M;
was einen Widerspruch gegen MdM darstellt.

7. Ist M eine endliche, N eine unendliche Menge, so kann nur

die Beziehung MON bestehen *); d.h. Aus MdM und NaN folgt MbN.

' Bs liegt nahe, Satz 5) als Axiom hinzustellen, und das Axiom als Folge.
Der Beweis hiitlle aber die sachlich iiberfliissige Annahme ® f P notig.

%) Anf diesen Salz wurde ich vor lingerer Zeit von Herrn .H. Hauxy aof-
merksam gemacht.
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Der Beweis wird so gefiihrt, dass die Unvereinbarkeit der Voraus-
setzungen mit Ma N, McN, MdN gezeigt wird.

Wiirde zunéchst die Bezishung MaV bestehen, so hifte man M~ N;
und demgeméss erhielte man aus der Annahme MalN nach § 3
Satz 12 weiter aunch :

Ma ' vesp. M’ a I,

was aber, da M endliche Menge ist, gegen Salz (4) versidsst,
Wiire zweitens McN in Kraft, so folgte darans M' ~ N, und nun
hieraus und aus NaN weiter
M a ',
was wiederum einen Widerspruch zum Satz {6) darstellt.
Endlich ist anch die Beziehung MdN unmoglich. Dennans NoN
folgt zunéchst '
. N'= N;
hieraus und ans NaN nnd der angenommenen Relation MdN folgte
dann weiter

NaiN und MdN resp. N dM.

Die Beziehungen NaN’' und-N'dM sind aber gemiiss § 3 Saiz (11)
nicht zugleich moglich. Also gilt in der Tat die Beziehung Mb.N.

8. Ist M eine unendliche Menge, 50 ist auch die Verbindungs-
menge (M, N) eine unendliche Menge.

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge des Axioms [. Denn

aus M’ — M folgt (M, N) — (M, N)

and damit ist der Satz, da (M, V') Teilmenge von (M, V) ist, bewiesen.
9. Eine Menge ist unendlich, wenn sie eine unendliche Teilmenge hat.
Ist nédmlich M’ diese Teilmenge, so ist

M= (M, M)

und daher gemiss Satz (8) anch M eine unendliche Menge.

Man kann diesen Salz auch noch so formulieren:

9’. Kine Menge ist endlich, wenn jede ihrer Teilmengen endlicli ist.'

10. Ist M eine endliche Menge, so iststets Mo (M, N); d. h. Aus
Md M folgt Mb (M, N).

Es ist ndmlich 2 Teilmenge von (M, N). Ist nun (A4, N) endlich,
so folgt der Satz aus (6), ist aber (44, V) unendlich, so folgt er aus (7).

Zur Ableitung weilerer Silze bediirfen wir neuer Axiome. Das
Axiom T besagt, dass die Verbindungsmengen aequivalenter Mengen
selbst aequivalent sind; wir haben jelzt noch zwei Axiome ndtig,
die die Nichtaequivnlens der Verbindungsmengen nicht acquivalenier

Mengen betreffen.
53
Proceedings Royal Acad. Amslerdam. Vol. XXIL
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II. Sind M und N fremde Mengen, ist M, Teilmenge von M und N,
Teilmenge von N, und ist M, nicht~ M, N, nicht~ N, so folgt
daraus die Beziehung (M,, N,) nicht ~ (M, N); d. h.

Aus MfN, Mt M, Nt N, M, nicht = M, N, nicht N
JSolgt (M,, N.) nicht = (}, N).

Dieses Axiom soll fiir alle Mengen gelten. Fiir endliche Mengen
reicht es aber noch nicht aus, und werde durch das folgende
ersetzt und erginzt:

HI. Sind M und N fremde und sugleich endliche Mengen, und ist
M, Teilmenge von M, so soll steis (M,, Nynicht ~ (M, N)sein;d. h.

Aus MfN, MdM, NdN, M.tM folgt (M,,N) nicht = (M,N).

Fir unendliche Mengen braucht dieses Axiom bekanntlich nicht
erfallt zu sein.

Auch die Voraussetzungen dieser Axiome Dbesilzen durchaus den
in der EBinleitung genannten logischen Sondercharacter; sie sind
samtlich negativer Natur, soweit es sich um die hier allein in Frage
stehenden Aequivalenzbeziehungen handelt. Man konnte freilich
annehmen, dass in diesem Fall ein indirectes Beweisverfahren zum
Ziele fithren werde; die Annahme

(M,, N,) = (M, N) resp. (M,, N)= (M, N)
ist ja von positivem Character. Aber diese Vermutung triigt. Die
Aequivalenz von Verbindungsmengen ist namlich keineswegs nur so
moglich, dass M, ~ M und N, ~ N, ist sondern auch auf andere
Weise; und daber kann ans der angenommenen Aequivalenzbeziehung
ein Widerspruch mit den Voraussetzungen
M, nicht — M, N, nicht — N

nicht abgeleitet worden.

Die negative Fassung unserer Axiome stellt uns zunéchst vor die
Aufgabe, die bestimmte Beziehung (a), (0), (¢), (d) anfzufinden, die
zwischen (M, N) und den Mengen (M,, N,) und (M,, N) besteht. Fiir
das Axiom I[ kann es erst im nédchsten Paragraphen geschehen;
fiur das Axiom 1II soll es hier folgen.

Da (M,, N) Teilmenge von (M, N) ist, so kann nach Satz 13 von
§ 3 nur die Beziebung (a) oder (0) realisirt sein. Aber der Fall (a) d. h.

(M,, N) a (M, )
ist unmoglich. Jede Teilmenge von (M., N) hat nidmlich nach § 2,
VI eine der Formen
My, M,, N, N, (M, N), (M, N}, (3, V),
wo M, eine Teilmenge von M, ist. Keine von 1hnen kann aber zu
(M, N) aequivalent sein. Da namlich M und N endliche Mengen
sind, so hat man fiir sie geméss (10) die Relationen
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Mb (M, N) und Nb (M, N).
Geméss Satz (4) bat man weiter
M, bM, MbM, N, b N
und damit folgt die Behauptung nach Satz (6) von § 3 bereits fiir
M, M, N, N, Fir die drei Verbindengsmengen folgt sie aus den
\_Axiomen selbst; es ist ja, da M und N endliche Mengen sind,
M, wicht = M, M, nicht = M, N, nicht = N
und damit ist in der Tat die behauptete Nichtaequivalenz eine Folge

von (II) und (111). Also
11. Fur endliche (und fremde) Mengen M und NV gilt die Beziehung

(M,, N) b (M, N).
12. Die Verbindungsmenge zweier endlichen Mengen ist selbst
endlich; d.h.
Aus Md M und Nd N folgt (M, NYd(M, N).
Wir haben nachzuweisen, dass die Beziehung
(M, N)a (M, N)
ausgeschlossen ist. Nun hat jede Teilmenge von (M, N) wieder eine
der Formen
M, M, N, N, (M, N), (M, N), (M, V)
und wir beweisen, genau wie eben (vgl. auch § 5, 2), dass keine
dieser Mengen zu (M, V) aequivalent ist. Damit ist der Satz bewiesen.

$ 5. Das Aequivalenzproblem.

Die wichtigste Aufgabe, die zu bebandeln ist, betrifft den Nach-
weis, dass die Mengen M und NV aequivalent sind, talls fiir sie die
Beziehung

Ma N oder MdN \
besteht; also der Satz (Aequivalenzsatz)

1. dus Ma N oder MdN folgt M= N.

Ehe der Beweis gefiibrt wird, sollen die Aequivalenz-Relationen
vorangestellt werden, die sich ans den vorstehenden Paragraphen
unmittelbar ergeben:

2. Aus Mb N und Mc N folgt M nicht = N.

Ware namlich M ~ N, so hdtte man auch (§ 3, 12)

' NObON oder Nc N,
was aber gemdss § 3, 3 widerspruchsvoll ist. Hieraus folgt unmittel-
bar weiter

3. Mit M= N ist nur MaN oder MdN vertrdglich.

Die Umkehrung dieses Satzes 3 ist es, die den eigentlichen Aequi-
53*
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valenzsatz (1) bildet. Ist er bewiesen, so folgt endlich noch, als
Umkehrung von (2)

4. Aus M nicht = N folgt Mb N oder McN.

Man kann diese vier Sdtze auch folgendermassen zusammenfassen:
Die Beziehungen (a) und (d) sind hinreichende und notwendige Be-
dingungen fiir die Aequivalens, (b) und (c) ebenso fir die Nicht-
aequivalens.

Als Folge von (4) ergiebt sich, was in § 3 und 4 noch offen
bleiben musste,

5. Aus M, t M und M, nicht~ M folgt M b M. d.h. Besteht
fiir die Teilmenge M, von M die Beziehung M, nicht~ M, so gilt
M, b M.

Denn nach (4) gilt M, b M oder M, c M; nach Satz (13) von § 3
nur M, a M oder M, b M, also gilt M, b M.

Eine Anwendung hiervon giebt auch Antwort auf die beztiglich
des Axioms II in § 4 gestelite Frage. Es folgt jetat

6. Sind M, und N, Teilmengen von M und N, undist M, nicht
~ M, N, nicht ~ N, so folgt daraus stets (M,, N)) b (M, N).

Wir gehen nun zum Satz (1) iiber und beweisen zunichst den
ersten Teil, also den eigentlichen Bernsteinschen Aequivalenzsatz.
Sein Beweis folgt aus dem Axiom II von § 4 iiber die Nichtaequi-
valenz der Verbindungsmengen.

Aus der Voraussetzung M a N folgt zunéchst

ein M’ = N, ein N — M.
Wire nun M nicht ~ N, so héite man nach § 1, 3
M nicht = M’, N’ nicht = N.

Mit M und N sind aber auch M’ und N’ fremde Mengen (§ 2, 1);
sie bestimmen daher eine Menge (M’, N'), und fiir sie miisste geméiss
Axiom II nunmehr

(M, N') nicht = (M, N)
folgen. Andererseits folgt aber aus den beiden ersten Relationen
unmittelbar nach § 4, I
(M', N'y = (M, N)

und damit ergiebt sich ein Widerspruch. Damit ist der Beweis
bereits geliefert

Freilich beruht der Beweis auf einer gewissen Voraussetzung, die
noch zu erdriern ist. Wir operieren mit der Verbindungsmenge von
M und N und haben deshalb die Voraussetzung nolig, dass M und
N fremde Mengen sind. Sind sie es nicht, so wird man am ein-
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fachsten so vorgehen, dass man folgendes neue Axiom zu Grunde
legt: 1)

L Sind M und N keine fremden Mengen, so giebl es stels zwei
ihnen aequivalente, zu einander fremde Mengen M und N ; so dass also
M~ M und R~ N, und W fRN,

Gemdéss § 3, 12 besteht auch fiir sie die Beziehung

SJJ?a?R,
und auf sie lasst sich daher der obige Beweis tibertragen. Aus M ~ N
folgt dann auch M ~ N.

Es bandelt sich nun noch um den gleichen Nachweis fiir die
Beziehung M d N. Ehe ich dazu iibergehe, erinvere ich daran, dass
die Eigenart der Beziehung M d N in der Cantorschen Theorie offen
geblieben war; fir das durch sie bedingte Verhdltnis von M zu N
hatte sich ein Resultat nicht ableilen lassen. Das darf nicht Wunder
nehmen; das hierin enthaltene Problem stellt ndmlich wieder ein
logisch unloshares Problem, und damit eine illusorische Aufgabe dar.
Wir haben ja als Primissen zundchst nur die Aussagen

kein M, ~ N, kein N, ~ M.
Dazu kommen, da M und N endliche Mengen sind,
kein M, ~ M, kein N, ~ N,
also lauter Aussagen von negativem Character. Selbst der Weg des
indirecten Beweises dndert daran in diesem Fall nichts; denn man
miisste noch die Annahme '

M nicht ~ N

hinzuftigen. Nun wére es ja mdoglich, dass die fiir den Beweis einzig
in Frage kommenden Axiome II und III der Nichtaequivalenz von
§ 4 die Pramissen positiv beeinflussen konnten; aber auch das ist
nich{ der Fall. Denn diese Axiome lauten ja in ihrem Schlussteil
iibereinstimmend

(M, N,) nicht ~ (M, N).

Wir miissen also von Priamissen ausgehen, die sami und sonders
negativ sind, und kommen zu dem Schluss, dass sich die Aequivalenz
M ~ N im Fall endlicher Mengen ohne eine nochmalige neue
axiomatische Festsetzung nicht folgern ldsst. Das so gewonnene
Resultat 1dsst sich auch in seiner allgemeinen Bedeutung leicht ver-
stehen. Es lauft dem Tatbestand parallel, der uns aus der allge-
meinen Theorie der endlichen Zalilgrossen geldufig ist. Dort muss die
Festsetzung, wann zwei Grdssen als gleich gelten sollen, erst frei —

1) Es entspricht dem von Zermrro in seinen Grundlagen (Math. Ann., 65)
enthaltenen Theorem 19.
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natirlich zweckgeméss — geformt werden, ehe man die Frage, o0b
zwei gegebene Grossen als gleich zn gelten haben, in Betracht ziehen
kann. Man denke z. B. an die Weierstrassische Theorie der Irratio-
nalzahlen; sie setzt bekanntlich die Gleichheit zweier Zahlen a und
b so fest, dass jeder Bestandteil vou a kleiner ist als 4 und jeder
Bestandteil von & kleiner als a. Eine solche axiomatische Festsetzung
erweist sich also auch im Gebiet der endlichen Mengen, wenn man
sie, wie hier, ausschliesslich auf die Mengenbeziehungen, d. h. auf
die Nichtaequivalenz von Menge und Teilmenge griindet, als eine
Notwendigkseit.

Es fragt sich nur, welche Festsetzung man zweckmaéssig zu Grunde
legt. Beachtet man, dags es sich im Grunde um eine Axiomatik der
Grossenlehre handelt, so liegt offenbar nichts naher, als die eben
genannte Definition zu benutzen, und dies soll in der Tat geschehen.
Wir setzen also fest (dwziom der Aquivalenz endlicher Mengen)

L. Zwei endliche Mengen M wund N sind aequivalent, wenn fiir
Jjede Teilmenge M" und N” die Beziehung M" b N resp. N” b M besteht; d.h.

Aus MdM, NAN, M'bN, N'bM furjedes M', N* folgt M ~ N.

Hieraus lidsst sich der Satz, dass aus M d N auch M ~ N folgt,
unmittelbar folgern. Bhe wir dazu ibergehen, wollen wir noch die
Berechtigung unseres Axioms und seine Stellung im gesamten Aufbau
ndher erortern. Wir wollen zunédchst nachweisen, dass von den vier
Beziehungen

MaN, MbN, M¢cN, MdN
nur die letzte mit dem Axiom vertrdglich ist.

Aus Mo N folgt

ein ' ~ N;
gemdiss unserm Axiom ist aber fir jedes M’
MbN

und man erhielte also N bV, was aber nach § 3,3 widerspruchs-
voll ist.

Aus M b N folgt

ein N' ~ M;

was analog zur Relation M b M fihrt, die ebenfalls widerspruchsvoll ist.

Endlich folgt aus Mc¢ N genau wie eben die widerspruchsvolle
Relation V& N.

Unser Axiom kann also in der Tat nur mit der Beziehung M d N
vertrdglich sein. Dies ist aber auch wirklich der Fall. Die Folge-
rungen, die sich aus

Mb6N und MdN, aus N0 M ond MdN )
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ergeben, lauten gemiss § 3, 9, dass fiir jedes M’ und N’
’ M bMud N' 6N

ist; sie entsprechen der Endlichkeit von M und N und stellen die
in § 4,4 gefundene Eigenschaft der endlichen Mengen dar.

Zusammenfassend folgt also: Das Axiom II ist nur fiir endliche
Mengen realisiert, und uberdies weder im Fall M§ IV, noch M ¢ N
damit ist aber der Beweis seiner Berechtignng geliefert. Es ist fiir
die endlichen Mengen und ihre Aequivalenz characteristisch.

Der Beweis des Aequivalenzsatzes ergiebt sich nun folgendermassen.

Geméss § 4, Satz 4 ist fiir jedes M’ und N’

M bMund N' b N;
ferner gilt nach Voraussetzung

MdAN und Nd M,
und hieraus folgt nach § 3, 9 sofort

M bN und N'O M

und nunmehr nach unserm Axiom
M~ N,

§ 6. Stitze tiber Verbindungsmengen.

Seien M und N einerseits, und M und N andrerseits fremde Mengen.
Zwischen M und W, sowie zwischen N und 9 besteht je eine der
Beziehungen

Mo, MOM, Mc™M, MdM und
Nad, NbRX, NcR, NdR.
Es ist die Frage, welche Beziehung fiir
(M, N) und (M, N)
regultiert, wenn wir irgend eine Beziehung der ersten Zeile mit
einer Beziehung der zweiten Zeile kombinieren.
Wir beweisen zunichst folgende Sitze
1. Aus Ma™M und N aR folgt (M, N)a (W, N).
Aus MboM und N o N folgt (M, N)b (I, N).
Aus McM und N ¢ folgt (M, N)c (M, N).
Aus MdM und N dN folgt (M, N)d (WM, N).
Aus MaM und N dN folgt (M, Ny a (®,N).
Dle Beweise von Satz (1), (4), (5) lassen sich folgendermassen

zusammenfassen. Die Vmaussetzungen lauten gemeinsam
M~M und N ~ R,

woraus geméss Axiom I von ¢4

(M, N) ~ (W, R)

J ot 00w
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folgt. Im Fall (1) und (5) sind nun M und M nach §4, Satz 3
unendliche Mengen, also gilt dies nach §4,8 auch von (M, N) und
(W, MN) und daher ergiebt sich wieder
(M, N)a(m, N).
Im Fall (4) sind dagegen M, NV, M, N endliche Mengen, also auch
(§4,12) (M, Ny und (M, N) und daher ist
(M, N) d (3, R
Wir beweisen nun den Satz (2)'). Dazu gehen wir von den
Relationen

MbOM und NH R
aus, also von den Beziehungen
kein M, ~ M M ~ M,
kein N, ~R RN'~ N,
und erhalten zunéchst
(W, ) ™7 (M, N)
Wir folgern nun aus den gegebenen Relationen M b M und
NbOR mittels M ~ M und N~ RN’ weiter
MW oHM und N o N
oder aber (§5, 2)
W nicht ~ M, N nicht ~ N
und daraus endlich, geméiss Satz (6) von § 5
@, W) 6 @, R) oder
(M, N) & (%, N),
In derselben Weise beweist man den Salz 3. Ein lelzter Satz, der
sich ableilen ldssi, lautet:

6. Ist M eine endliche Menge, so folgt
aus Mo und NdR (M, N)b(M,N).

1) Geht man zu Michtigkeiten uber, so bezieht sich der obige Satz auf den

Fall, dass
m, < m, und v, <,

m, 4 n, < my, 4 n,.

In der allgemeinen Theorie fehlt noch heute ein Nachweis dieser Folgerung.
Sie ist von F. BerxstmiN unler der Annahme bewiesen worden, dass g mit m
pvergleichbar” ist. (Math. Ann. 61 (1905) S. 129). Nun scheidet zwar in dem
vorliegenden Aufbau die Vergleichbarkeit als offene Frage gemiiss Satz 1 von § 4
aus, der Bernsteinsche Beweis stiitzt sich aber ausserdem auf den Aequiva-
lenzsatz. Der obige Beweis stiitzt sich dagegen auf das Axiom II von § 4, das ja
auch den Bernsteinschen Aequivalenzsatz zur Folge hat.

ist; er schliest daraus
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Wegen M b M hat man ndmlich
M~ M,
wo mit M auch M eine endliche Menge ist. Hieraus und aus
N ~ R folgt weiter
(M, N) ~ (W, R),

Wir unterscheiden nun, ob I eine endliche oder unendliche
Menge ist. Im ersten Fall sind (%, M) und (M, N) endliche Mengen,
ferner ist (M, N) Teilmenge von (M, N) und daher ist geméss §4, 1

(W R) b (R N).

Ist aber M eine unendlicke Menge, so ist (M, N) nach § 4, 8
ebenfalls eine unendliche Menge; dagegen ist (W, ) nach § 4, 12
endlich nnd daher gilt ebenfalls (§ 4, T)

(MW, W) 6 (M, N).
Wegen M ~ M, N ~ N folgt daraus weiter
(8, Ny b (M, M).

In den andern [éllen lassen sich eindeutige Folgerungen nicht

entnehmen. Nur soviel sei bemerkt, dass mit den Relationen
Ma® und NON

jede der beiden Beziehungen
(M, N)a (W, N) und (M, N)bs O, N)
vertréglich ist.

§ 7. Schiussbetrachtung.

Die vorstehende Untersuchung liefert jedenfalls ein hinreichendes
Axiomensystem fiir die Sitze, die die Aequivalenzprobleme der
Mengen betreffen. Wird fiir den Augenblick noch die Bezeichnung
Me N fir die Aequivalenz von M und IV eingefiihrt, so handelt es
sich genauer gesprochen, um die Kombination der Beziehungen,
die durch

MaN, MbN, Mo N MdN, Me N, MfN, MtN, (M, N)
dargestellt sind, und um die Art, wie sie assoziativ einander bedingen
und sich mit einander verbinden. Ob die aufgesteliten Axiome simt-
lich notwendig sind oder auch entbehrliche Bestandteile enthalten,
mag offen Dbleiben. Abgeselen von den Axiomen mehr formaler
Bedeutung, wie die ‘iiber Me N, M f N, Mt N sind es wesentlich die
folgenden, die die maferiellen Stiitzen des Aufbaues darstellen: Das
Axiom der Verkniipfung, die Axiome iber die Aequivalenz der
Teilmengen und der Verbindungsmengen, die Axiome iiber die Vichi-
aequivalens der Verbindungsmengen nicht aequivalenter Mengen und
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das Axiom iiber die Aequivalenz endlicher Mengen. Die Characteri-
sirung, die in diesen Bezeichnungen enthalten ist, zeigt schon die
Verschiedenheit der Gebiete, denen sie angehoren, und zeigt auch -
ihre allgemeine Notwendigkeit fiir den Aufbau. .

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, ist die vorsteliende Betrach-
tung zugleich eine Axiomatik der Grossenlehre; in der Tat istja von
den Elementen der Menge nirgends die Rede. Dies ist auch die
Tatsache, die dem in § 3 gefundenen Resultat seine Stellung im
axiomatischen - Aufbau anweist. Wir fanden dort, dass mit den
Beziehungen M d N und N d P auch die Folgerung M a P veririg-
lich ist. Sie konnte deshalb an sich ebenfalls als axiomatische Fest-
setzung an Stelle des Axioms Il eingefilhrt werden. Wie wir sahen,
bewirlt sie als weitere Folgerung, dass aus M a P und Pd N sich
Md N ergiebt, und liefert ebenfalls ein in sich widerspruchsfreies
System von Beziehungen. Es liess sich durch die Formeln

(@aa) =(dd) =a; (ad)=(da)=4d
darstellen.

Dies wollen wir nun deuten. Zunéchst ist zu beachten, dass in die
vorstehenden Schliisse die Beziehungen /6 V und Mc.V nicht eingehen,
dass es sich bei ihnen vielmehr nurum M a N und M d N und deren
Kombinationen handelt. Nur auf sie beziehen sich also die obigen Regeln
und auf sie beschrinke ich mich zundchst. Die Aufgabe ist dann,
Objecte mit Grossencharacter zu finden, die sich diesen Regeln fiigen.
Die in § 3 erwdhnte Analogie mit den Vorzeichenregeln macht dies
leicht. Man erreicht es, indem man enigegengesetzte Grissen in
Betracht zieht, deren Teile zum Ganzen in der durch (a) festgelegten
Beziehung stehen, also der Dedekindschen Definition geniigen; die
Beziehung M a IV gilt dann fir gleichartige, dagegen M d N fiir
entgegengesetzte Objecte. Einseitig begrenzte Geraden von unend-
licher Lénge aber entgegengesetzter Richtung bilden ein einfaches
Beispiel, falls man als Teilmenge jeden ebenfalls unendlichen Bestand-
teil betrachtet und die Aequivalenz z. B. durch eineindeutige Aehn-
lichkeitsabbildung definirt. Fiir je zwei von ihnen besteht dann
entweder die Relation (a) oder (d).

Man kann leicht erreichen, dass auch die Beziehungen () und (c) auf-
ireten. Dies geschieht so, dass man auch Paare entgegengesetst
gevichteter Geraden als Objecte zuldsst. Fiur je zwei solche Paare
besteht dann die Beziehung (a), fir jedes Paar und eine einzelne
Gerade die Beziehung (b) oder (c), und fiir je zwei einzelne Geraden
die_Beziehung (a) oder (d). Die Gesetze

(@a)=(@dd)=a, (@d)=(da)=d
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bleiben offenbar bestehen. Beziehungen (bb), (8d), (de), und (cc) sind
unmoglich. Dagegen giebt es hier ehie Regel fiir (be); es kann sowol
(@) wie (<) resultieren. Endlich ergeben die Beziehungen

(ab) Ba) (D), (ae) (ca) (cd)
(6) vder (c) als Resultat. /

Die Tatsache, dass die Cantorsche Theorie die Unvereinbarkeit
der Annahme, #/ und IV seien unendliche Mengen, mit der Beziehung
MdN des §3 nicht nachtzuweisen vermochte, erfilirt hierdurch
nenes Licht. Denn die Znlassung von Elementen von zweierlei Art,
die einander entgegengesetzt sind, streitet weder gegen den Mengen-
begriff als solchen, noch auch gegen die Dedekindsche Definition
der uanendlichen Mengen und die auf ihr ruhenden Kigenschaften.
Fir den so erweiterten Mengenbegriff kann aber, wie wir sahen, im
Fall unendlicher Mengen auch die Beziehung M d N realisiert sein.
Wie weit sich auf solche Mengen die weiteren Begriffe und Sitze
der Cantorschen Theorie tibertragen lassen, mag an dieser Stelle
auf sich beruhen bleiben.

Nur das sei noch erwdhnt, dass die allgemeine Weiterfibrung
der bisher gefundenen Resultate in erster Linie die Beziehung der
Menge zu ihven Elementen, ferner den Ordnungsbegriff u.s.w. ins
Auge zu fassen hat. Ich will noch kurz zeigen, wie man die Elemente
der Menge auf der hier vorhandenen Grundlage einfiithren kann.
Voranzustellen ist das folgende Axiom:

L. Jede Menge enthiilt Teibnengen, die nicht mehr selbst in Teil-
mengen  zerlegbar sind; sie heissen unzerlegbare Teilmengen oder
Llemente. Sie sollen durch - °

m T M oder kiwzer durch m
bezeichnet werden. Von ihnen gilt der Satz:

Ist M ~ N, so kann eine nicht zerlegbare Teilmenge von M keiner
zerlegbaren Teilmenge von XV aequivalent sein und umgekehrt.

Aus der Aequivalenz M ~ N folgt namlich nach Axiom Ivon§ 3
zu jedem M’ die Existenz einer Teilmenge N’ von N, so dass

M ~ N'
ist. Wirde nun m =M ein zerlegbares N' bedingen und wire
N" eine Teilmenge von V', so folgt aus M’ ~ N’ geméss demselben
Axiom, dass N" die Existenz einer Teilmenge von m bedingt, die
zn N" aequivalent ist; was aber einen Widerspruch darstellt.

Von diesem Tatbestand kann man nun wieder verlangen, dass
er auch umgekelrt gilt; d.h. man kann fordern:

1. Zwer Mengen M und N sind acquivalent, wenn jedem Blement
von M ein Element von N zugehort und umgekehrt.
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Dass diese Forderung an sich widerspruchsfrei ist, wurde eben-
gezeigt; dass sie auch den allgemeinen Axiomen geniigt, die die
Aequivalenzbeziehung regeln (§1, I und II, §3, I, §4, I), ist leicht
zu sehen. Damit moge diese Betrachtung ihren Abschluss finden.
Auf die Frage, wie mit der Einfulhrung der Elemente und der neuen
Aequivalenzbeziehung sich der axiomafische Aufbau &ndern wiirde,
soll hier nicht weiter eingegangen werden.

Jedenfalls entspricht die vorstehende Untersuchung den Forder-
ungen, die im Anfang gestellt wurden. Sie sieht von allen Wort-
definitionen ab und benatzt ausschliesslich Bezichungen zwischen
den Objecten, von denen sie handelt. Die Axiome liefern die Grund-
regeln fir das Operieren mit ihmen. Gerade um dies deutlich her-
vortreten zu lassen, ist jedem Axiom und jedem Satz die ihm
entsprechende formale Ausdrucksweise, also die Bindung, die die
beziglichen Beziehungen durch den Satz oder das Axiom erfabren,
gegeben worden. Auch sind die einzelnen Axiome immer erst dann
eingefilhrt worden, wenn sie fiir den Fortgang der Beweise unotig
waxren.

-28-



