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wenn es eine solche Teilmenge nicht giebt. Sie haben daher oen 
�a�l�l�e�i�n�~�q�e�n� AU8gangspunkt zn bilden. 

Die historische Entwickelung der Mengenlehre ist freilich wesent­
lich anders vor sich gegangen. W àhrend vorstehend die 'lmendliche 
Menge als das logisch positiv bestimmte Object el'scheint, und die 
endliche Menge als ihr logisches Gegenteil, ist die historische Ent­
wickelung umgekelll't von den endlichen Mengen als woh!bekannten 
mathematisehen Objecten ausgegangen, und hat die unendliehen 
Mengen als Gegensatz der endlichen Mengen eingefilhl't. Der so 
benlltzte Hegriff der endlichen Mengen gehört abel' bel'eits einem 
Gebiet an, das sieh nicht mehr allsschliesslich an die Aeqllivalenz­
beziehungen anschliesst. Del' historisch übel'kommene Begl'iff del' 
endlichen Menge )'uht ja überhaupt nicht anfaxiomatischer Grllnd­
lage, Mag man ihn spI'achlich oder empirisch oder anschaulich 
auffassen, er wal' im wesentlichen an der Hand des Zahlbegl'iffs 
entstanden und ruht jedenfalls aut' Voraussetzllngen, in die auch die 
Ol'dnung als �G�r�u�n�~�b�e�g�l�'�Î�f�f� eingeht. Diese gehört abel' bel'eits einer 
Begriffsgt'uppe an, ,"on der hiel' abzllsehell ist. So lau fen in del 
histOl'ischen Entwickelung der lVIengenlehl'e zwei wesentlich verschie­
dene Bestimmungen det' endlichen uno Ilnendlichen Mengen nnver­
mittelt neben einander her und erschweren infolgedes5en die Frage 
nach dem, was den einzelnen 'Sätzen axiomatisrh zu Grunde liegt. 
Anch insofern isl eine Klàrung des Saebverbalts wünsehenswert. 

Das Resultat erweist sich in zwei Punkten als durchaus eigenal'tig. 
Die Vergleichung der Mengen bezüglich ibl'es Gl'össencharactel's ist 
nämlich nichts, was dem Mengenbegdff allein eigentümlich ist; sie 
betl'ifft allgemeinel' alle Objecte, für die man das Game nnd den 
Bestane/teil unterseheiden kann, Die Axiomatik, die hiet' entwickeIt 
wird, ist also I'Ïrhtigèl' eine Axiomatik �d�e�/�'�~�G�1�'�ö�s�z�e�n�l�e�/�l�1�'�e�,� Ilnd zwar 
in dem besonderen Fall, dass es alleh Grössen von 'ltnendlichern 
Chamcter giebt. Dies bedingt, dass diè Elemente del' Mengen im 
Folgenden gm' nicht benutzt werden; 'immer �n�~�"�l�'� bi,lden die all sich 
mögliehell Beziehungen zwischen den Ganzen nnd ibl'en TeIlen den 
Gegenstand der Untel'sl1chung, Det'en aufaxiomatischet' Gl'undlage 
ruhende, umfassende EI'öl'tel'ung bildet den eigentlichen lnhalt del' 
Al'beit. leh ha be abel' doch die gewohnten Mengenbezeiehnnngen 
beibehalten, Für die Elemente de1' JltJengen wil'd' ersl am Schluss 
eine auf den Hegl'iff del' Teilmenge sich stützende Einfühl'ungs­
möglichkeit gezeigt. Sie el'scheinen als Bolche Teiltrlengen, die Relbs( 
nicltl weitel' in TeilmengelI zerlegbal' sind (gleiehsa,rn als die �A�t�o�l�l�l�e�)�~� 

Eine zweite Eigenart del' Untel'sl1chllllg betl'ifrt die logisclten Not­
wendigkeiten, die del' aXIOmatische Aufban dieses besondem Gebietes 

52* 
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vel'langt. A usser de'n selbstverständlichen axiomatischen FE'stsetzungen 
übel' die Regeln, na('h denen man mit den Begriffen del' Aequivalenz, 
del' Teilmeng'en nsw. zu operieren hat, treten aucl! noch Annalnnen 
auf, die man wohl nicht erWRI'ten mag. Bei ihrel' Einführung handelt 
es si eh abel' - und ctarin besteht die genannte Eigenal't - weniger 
urn spezifisch mathematische Notwendigkeiten, als vielmehl' urn 1'ein 
lo.qisclte; also urn Festsetzungen, die deshalb nötig sind, weil man 
ohne sie - urn welches wissenschaftliche Gebiet es Bich handeln 
mag - aus den in Frage stehenden Voraussetzungen Sc!tlüsse über­
haupt nicht ableiten kann. Ein allgemeiner Grundsatz del' Logik 
lalltet: E mere negativis nihil sequitllr; d.h. aus lautel' negativen 
Pl'ämissen kann eine Folgel'lmg nicht gezogen werden. Aus den Sätzen 

kein 21 ist ein m, kein ~ ist ein ([ 

lässt sich in del' Tat ei ne Beziehung' zwischell ~I und (i nicht ent-' 
nehmen; llnd ebensowenig gestatten die Sätze 

kein ~ ist ein ill, kein (i ist ein 21 

eine Beziehung zwischen ~ und (i 1). Gel'ade solche Pl'ämissen Bind 
es abel', die uns bei den mengentheoretischen Problemen mehrfach 
begegnen, und deshalb del' Einfülll'lmg einer zwischen 21 und (i oder 
zwischen Q) llnd <t vOl'handenen Beziehnng den Stempel der ax.io­
matischen Notwendigkeit aufdl'ücken.-

§ 1. Die Aequivalenz. 

Die mathematischen Objecre, von denen im Folgenden die R~de 
sein wÎl'd, heissen jJlen,gen (Teilmengen, Verbindungsmengen). Alle 
sollen denselben Aequivalenzbeziehungen gehol'chen, die wir al~ 

Aa:iome del' Aequivalenz C ... , .. ) einführen. Sie lauten : Sind jJf, N, P 
vel'schiedene Mengen, so' gilt 

1. Aus M -- N folgt N-- M. 
II. Alla M -- N und N -- P folgt M "-' P. 

1) Aus den Vordersälzen 
~l isl nicht lt." ~I ist nicht (5. 

kann freiIich in gewissen Fällen doch eine positive Folgerung gezogen werden und 
zwal' für ~I selbst. Nämlich dann, wenn man eine zwischen \l3 und li bestehende 
positive Beziehung kennt. Aus den Sätzen: 

Das Dreieck 'D ist nIcht spitzwinklig und 
Das Dreieck :0 ist nicht stumpfwinklig 

folgt, dass '.l) rechtwinklig ist. Hier liegen nämlich nul' scheinbar aussrhliesslich 
negative Plämissen var; zu ihnen "ommt als positive der Satz: Jedes Dreieck ist 
entweder spilzwinklig oder stumpfwinklig oder recht",inklig. V gl. auch die Anmel"_ 
kung auf S. 839. 
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Del' Aequi\'alenzbegl'iff bat also sowohl !commutativen, wie anch 
assoziativen Ohal'acter. 

Aus diesen Axiomen folgt: 
1. Aus M ~ N und N nicht ,...... P folgt M nicht ~ P. Denn 

wära M ...... P, so wÜl'de daraus in Vel'bindung mit N'"'-' M gemäss 
I weitel' N ~ P folgen, im Gegensatz ZUl' VOl'aussetZl1ng. 

Dia Axioma I u. Il zeigen, dass sie die Ausdehnung auf den Fall 
zulassen, dass M und N dieselbe MengEl bedeuten. Wil' fügen also 
als weitel'es Axiom binzu 

111. Es ist M'" M. 

§ 2. Teilmengen tmd JTe7'bindungsmengen. 

Ist M' Teilmenge von M, so soll dies dm'ch 

M'tM 

bezeichnet wel'den, Wil' nehmen durelmreg an, dass M' von M 
ve1'schieden ist, und nennen insofern M' anch ächte odel' eigentliche 
Teilmenge von M. . 

Fül' die Teilmengen sollen folgende Axiome geiten (Axiorne der 
Teilmengen ) : 

1.' Aus M' tM Ilnd Mil t M' folgt Mil t M. 
H. Jede Teilmenge M' von M bestimmt eindeutig ei ne zweite'Teil­

menge MI von 111, die ihre J(omplementä1'n~enge bezüglich M beisst. 
lIl. Die Komplementäl'menge von MI ist wiederum M'. 
Wil' dÜl'fen dahel' folgende Bezeichnungen einführen.- Wir schreiben 

MI Ic J.lf' resp. M' Ic MI und setzen dem gemäss (lIl) in die FOl'm 
. UI '. Aus Ji~ Ic M' folgt Jf' Ic J~, 
Fül' die Beziehung von JI" und M' ZUl' Menge M salbs! schreiben wir 

M = (MI' M') == (M', MI)' 
und sagen, dass JIJ in die Teilmengen Jf' nnd JiJI zerfällt. Znsam­
m~nfassand können wir alao sagen: 

Aus lWtM folgt M1tM, Ml 1cM', M'IcMlJ M=(M',.M1). 
Seien nun Jl nnd N zwei Mengen, so können bezüglich ihrer 

Teilmengen zwei Fälle eintreten. Entwedel' gibt es für JIJ und N 
identische Teilmengen, odél' es giebt keine solchen TI'lÎImengen. In 
diesem Fall nennen wil' die Mengen Jl'emd zu einandel', oder kul'z 
fremd, nnd schl'eiben 

Mj.N resp. Nj M. 

" Für fremde Mengen gilt der Satz: 
1. Sind M und N fremde Mengen, 'so ist auch jede Teilmenge 

von M zu jedel' Teilmenge von N fremd; d. h. 
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Aus ~/! N, M' tM, N' t AT foJgt M' I N'. 
Wäl'en nämlich die 'l'eilmengen M' llnd N' nicht fl'emd, llnd ist 

P eine in beiden enthaltena Teilmenge, so hätte man 

Pt M', M' tM nnd P t'N', N' t M, 
und daher gemäss I alleh 

P t frl und P t N, 
im Widersprueh mit der Vorallssetzung. 

la. Der Satz gilt aueh so, dass M' Zll N selbst, und ebenso N' 
zu M fl;emd ist. Del' Beweis ist derselbe. / 

Wir stellen weiter folgende Axiome auf: 
IV. Die beiden K011'/'plementä1'men,qen Af' und A( einel' JvJenge M 

sind 11'emcle Jlfengen; d. h. 
Alla Mik M' folgt Mil M'. 
Diese Beziehung soH abel' allch umgekehl't geHen; zu diesem Zweck 

fühl'en wir folgendes weitel'e Axiom ein (A.viom del' Vm'bindun,qs-
mengen). ' 

V. Zwei !remde Mengen N 'ltnd P bestimmen eine und nul' eine 
1v.lenge JJl, deren Komplemeniärmengen sie sind; d. h. 

Aus N f P folgt Nt M, P t M nnd N Ic P. 
Die Axiome IV und V lassen sich also anch so auffassen, dass die 

lJeziehungen N kP, nnd N f P g'leichwertig sind. Wil' nennen 
die Menge (N, p) die VB1'binclun,qsmenge von N nnd P. Es folgt 
noch 

2. Die Mengen N und P sind von ihrel' Verbindungsmenge M = 
(N, P) verschieden. 

Denn da sie nach V Komplementärmengen von M sind, so ist 
jede eine ächte Teilmenge von jlf. 

Dia Mange (N, P) hat ausser N und P gemäss Axiom I aueh 
jede Tailmenge N' und P' zu Teilmangen. Damit sind Etber, wie 
wit' dllrch ein weital'es Axiom festsetzen, nicht ihre -sämtJiehen 
Teilmengen ersehöpft. G emäss ~atz (1) llnd (1 a) ist auch N' zu pi 
fremd, ebenso N' zu P llnd N Zll PI; nach Axiom V giebt es 
daher je eine Mange 

(N', PI), (N, P') und (N', P), 

Für sie setzen wil' nun fest: 
VI. lst Af = (N,P) 80 sind auch die Mengen, 

(N', Pi), (N', P), (N, Pi) 

Teilmengen von M j es ist abC?' auch jede von N, N'P, P' ver­
scMedene Teilmenge von dieser F01'fl/,. 

Wir folgel'll hiel'aus den Satz: 
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S. lst M = (N, P) und ist die. Menge Q fremd za N und fl'emd 
zu, P, ~o ist sie aueh fremd zu M; d.h. 

o AllS QI N und QJ P folgt QJ(N, P). 
Wäre nämlieh die Menge Q nicht fremd ZIl M, so gábe es fül' 

sie ond M eine identische Teilmenge; d .h. es gäbe eine Teilmenge 
QI, die gemäss VI eine der Formen 

N, NI, P, PI, (N, PI) (N', P) (N', P~ 

haben müsste. Diese Teilmenge QI hätte also jedenfalls N oder P 
oder eine Teilmenge von N oder Pais Teilmenge; d.h. es gäbe eine 
Teilmenge Q" von Q', die mit N oder P oder einer Teilmenge von 
N odel' P iden tisch wäl'e. N I1n ist abel' nart! IQ" auch Teilmerige 
von Q, I1nd damit el'giebt sieb ein Widersprncb gegen die VOI'aua­
setzang 

Der Satz (3) lässt sich auch in die Form setzen : 
3a. Ist die Menge Q nicht fl'emd ~Ill' Menge (N, P) abel' fremd 

Zl1 N, BO ist sie nicht fremd zu P. 
Will man den Begritf der Verbindungsmenge auf mehr als zwei 

Mengen ansdehnen, 90 hat man ein neues Axiom nötig. Es ist jedoch 
für das Folgende Ilicht erfol'del'lich rlies näbel' auszuführen. 

; 3. Die VerknüpJung del' Mengen. 

Die verschiedenen Beziebllngen, die zwischen zwei Mengen M 
und N Platz greifen können, sind aus der folgenden von CANTOR 

angegebenen Aufzählung aller Möglichkeiten ersichtlicb, die unsern 
Ansgangspunkt abgeben soU: 

a. Es giebt ein J..'tl' ~ N, und ein N' -- M. 
b. Es giebt kein .1:( -- N, abel' ein N' "'-' M. 
c. Es giebt ein M''''' N, abel' kein NI ,...., M. 
d. Es giebt kein MI ,..." N, und kein ~ .-...- MI). 
Wir wollen diese vier Beziehungen dureh 

.iJ{ a N, Mb N, iJ{ c N, Md N. . . . . . (A) 

darstellen. Man el'kennt zllnäehst unmittelbar: 
1. Die Beziehungen (a) (b) Cc) (d) sehliessen einl1ndel' gegenseitig aus. 
2. Die Beziehungen MaN nnd NaAf, ebenso Md N und N d Atl 

sind identiseh. Die Beziehllng Mb N ist identiseh mit Ne M. 
Wir erörtern sofort, welebe diesel' Beziehungen si eh auf den FalJ 

allsdehnen lassen, dass Af und N dieselbe Menge bedeuten. Es findet 
sieh 

1) Die Anwendung oberer und unterer Indizes bei den Teilmengenim positiven und 
negativen Fall solI im Allgemeinen zur El'leichterung der A uffassung beibehalten werden. 
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2a. Die Beziehungen kI b 11:[ und kIc]1 sind widel'sprnchsvolI:'Sie 
fOl'dern namlich das gleichzeitige Bestehen von 

, M' --- M und kein M 1 -- M. 
Dagegen sind die Beziehungen Al a lvI und J.lI[ d ~1 widel'spl'nchsfrei. 

Uebrigens lasst sieh dies auch als unmittelbal'e Folge von (1) und 
(2) auffassen. 

Sei P ewe weitel'e Menge, so besleht zwisrhen N und P eben­
falls eine der Beziehungen 

NaP, NbP, Ne P, NdP, , ..... (B) 

und es entsteht die Frage, w_elcbe Folgernng sieh fUl' die Mengen 
111 und P einstellt, wenn man eine Bezlehung del' Reihe A mit 
einel' Beziehung del' Reihe B kombiniel't. Diese Aufgabe lasst sich 
ohne Einfulll'lwg neuel' Axiome llicht el'Iedigen. Ein erstes, das den 
Begl'iff del' Teilmenge mit dem del' Aequivalenz vel'bindet, sei das 
foJgende: 

1. Aus den Relationen 
M'tM, M--N 

lassen sic/t die Relationen 
N' t M, N' -- M' 

JolgeN/' ; d.k. Ist ~l "- N, so bedin.qt eine jede Teilmenge M' von J.11. 
die Existenz ei'l1e1' Teilmenge N' von N, die zu M' aequivalent ist. 

Vielleicht mag man enval·ten, dass die Menge N' als diejenige 
wolbestimmte Menge eingefuhl't wil'd, die der Menge ~{' ge11läss 
der zwischen 111 und N bestellenden Aequivalenz entspricht. A bel' dies 
ist frtr den hiel' vOl'genommenen Anfbau - jedenfalls an diesel' 
Stelle - weder moglich noch notig. Es genugt, die EcI.'Ïstenz einer 
Menge N' zu fOl'del'n; welrhes diese Menge ist, darf ganz offen 
bleiben. Es hangt dies damit zusammen, dass die Aequivalenz M~ N 
in ihrer besondern Eigenart hiel' nicht in Frage kommt; nul' die 
Relationen, die die Eigenart des Aequivalenzbegl'ift's kennzeichnen, 
und fur zwei Mengen und ihl'e Teilmengen bestehen, werden in 
Betracht" gezogen. 

Einen Teil del' oben gestellten Frage hat bekanntlich Rchon CANTOR 

selbst beantwortet; man zeigt leicht 

3. Aus 111 a N nnd NaP folgt MaP. 
4. Aus ~1 a N nnd Nb P folgt Mb P. 
5. Ans MaN nnd NeP foJgt MeP. 
6. Aus Mb.N und NbP folgt ~fbP. 
7. Aus MeN und NeP foJgt ~1 cP 1). 

1) Diese Tatsachen entsprechen bekanntlich dem Umstand, dass wenn man den 
~'ällen a, b, () die Beziehungen "gleieh", "kleiner", gröszer" zuweist, die für 
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Die Beweise sind lIaturhch ausschliesslich auf die in a, b, c, d ent­
halteneri Beziehungen zu stutzen. Ein Beispiel moge zeigen, wie sie 
sich fi.lhren lassen. Um aus den Relationen 

.M b.N und Nb P weitel' Mb P 
zu folgel'n, haben wir von 

keïn MI -- N, ein N' -- M 
kein NI -- P, ein P' -- N 

auszugehen, und daraus die Beziehungen 

kein MI -- P, ein P' -- M 
abzuleiten. Wit· beweisen zunàchst den zweiten Teil. Wegen P' ~ N 
giebt es nach I eine Teilmenge P" r-., N', nnd aus N' r-.J M folgt 
nun pil ~ M. Die Richtigkeit del' ers ten Behauptung erweisen wir 
indirect. Wäre nämlich ein }'1 ......., P, so folgte gemáss I aus N' ~ }'1 
wiedel'um die Existenz einer Menge N" von N', flir die N" ~ MI 
sein müsste, und aus 

114' -- P, N/I - M' weiter N II - P, 
wáhrend kein NI ,-...J P sein kann. 

Es bleibt noch übrig, das gleichzeitige Bestehen der Beziehungen 

M@N und N cP 
zu untersuchen, sowie die Kombination von },tI d N mit einer der 
Beziehungen 

NaP, Nb P, NeP, N d P. 

Hier gilt zunáchst, dass aus }'1 b N nnd NeP eine bestimmte 
Bezjehung' zwischen M nnd P nicht foJgt; d, h, 

8, Mit M b N und NeP ist jede der vier Beziehungen },[ a P, 
Mb P, MeP, },tI d P vertráglich. 

Der Beweiss darf unterbleiben. Nul' sei bemerkt dass dies dem 
realen Tatbestand entspricht, dessen axiomatische Grundlegung hier 
in Frage steht 1). 
, Wir gehen nun zu dem Rest unseres Problems über und prüfen 
zunáchst die Kombination von 

MdN nnd Nd P . (Ct) 

Die Frage lantet allch hier, ob die Beziehungen (Ct) eine bestimmte 
Bezielnmg zwischen },[ und P bedingen und eventuell welehe. Hier 
liegt del' in del' Einleitung genannte Fall VOL', dass es sich urn lauter 
negative PrámisRen handelt. Diese Pramissen sind 

diése Beziehungen geltendÉm assoziativen Gesetze erfüllt sind (z. B. aus a = b 
und b = c folgt a = c usw.) 

1) Für Mächtigkeiten wOrden die Relationen m < n nnd n > p bestehen ; sie 
.bedingen ke!ne Grössenbeziehung zwischen m und p. 
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kein M1 - N, kein Nt -- .111., t . 
kein Nt -- P, kein P t -- N. I (a') 

Aus ihnen lasst sich auf dil'ectem Wege über die Beziehung von 
Af Zll P nicltts schlies8en. Teil wei se gelingt es allel'ding's auf indil'ec­
tem Wege; in einzelnen Fállen kommt narnlich dadurch zu den obigeri 
Pl'arnissen eine neue Tatsache hinzll, die positiver Natul' ist. Um die 
Untersuchung dm'chzuftihren, hat man nämlich zu prüfen, ob die 
Annahme einel' der Beziehungen 

M a P, Mb P, M G P, Md P . (p) 

auf Grund der bisherigen axiomatischen Festsetzungen einen Wider­
sprllch mit dem gleichzeitigen Bestehen del' Bezieh Ilngen a bedingt, 
und zwar kommen naturgemass hier nul' die Axiome von ~ 1, das -
obige Axiom § 3, 1 und der obige Satz 2 in lt't'age. Diese Prilfung 
haben wil' ausftihrlich vOl'zunehmen t). 

Zunachst Bieht man leicht, dass die Beziehungen 

M b P und ebenso 111 c P 
als Folgen von (a) auszuscbliessen sind. Wegen Satz (2) kann man 
námlich die Beziehnngen (a) auch in die Form 

PclN und NdM 
setzen, und musste daher als FQlgel'lIl1g von Ca) auch 

Pb N oder Pc.111. 
erhalten, Abel' Af b P und Pb M, und ebenso Af cP nnd Pc M Bind 
nach Satz (2) nicht identisch, womit die Behauptung erwiesen ist '). 

1) In den Math. Ann. Bd. 72, S. 551 (1912) ist diese Untersuchung schon teil­
weise durchgefühl't worden. 

2) Die logische Eigenart des oben behandelten Problems entspricht also nicht 
ganz dem in der Emleitung genannten Tatbestand. Es Iautet nämlich ~enauer so: 
Welche von vier möglichen Beziehungen wird durch die dem Problem ei gen­
tümhchen nul' negati ven Prämissen ausgeschlossen? Bei der Annahme, Mb N 
oder MeN seien die FoIgen diesel' negativen Prämissen, wird von selbst eine 
neua Tatsache eingeführt; die Symmetrie der Beziehungen Md N und N d P 
bezüglich M und Pstebt nämlich im Gegensatz zu der Unsymmetrie der Folgerungen 
Mb P oder MeP für Mund P. Und daher ergab sich oben ein Resultat. 
Die Annahme, MaP oder Md P seien die l<'olgen der negativen Prämissen, 
Iiefert dagegen ei ne solche neue Tatsache nicht j es ergiebt sich daher, wie das 
obige weiter zeigt, eiD Resultat nicht. 

AJlgemeiner gesprochen: Wenn die Prämissen: 21 ist nicht Q) und ~ ist nicht ~ 
sich auch in die ~'orm setzen lassen ~ ist nicht ~ und Q) ist nicht 21, so kann 
damit nUl' cine solche Beziehung zwischen 21 und ~ vereinbar sein, die zugleich 
die namliche Beziehung zwischen (f und 21 bedeutel. Eine genauere Analyse des 
hiermit mehrfach besprochenen logischen Problems von Seiten der Logiker wäre 
sellr erwünscht. Das letzte Wort soU mit dem vorstehenden nicht gesprochen sein. 
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Es ist weitel' zu untersuchen: ob sieh die Beziehung 

MaP. . . . . . . . • . (rJ 
als Folge von (ft) ejnstellen kann. Hier ist ein ResuItat, das dies 
unmöglich macht, nicht el'hàltlich. Die Beziehung MaP bedeutet 
nämlich 

ein M' -- P, ein P' -- M . (r') 

Die Verbindung mit (a) lief'ert gemass § 1 die weiteren Relationen 

kain Nt -- P', kein .NI - Af'. 
Genauel' bedeutet dies: Es giebt eine Teilmenge P', der keine 

Tailmenge von N aequivalent iat, nnd es giebt auch eine Teilmenge 
M', der kei ne Teilmenge von N aequivalent ist. Dies stellt abel' 
einen Widel'spl'ueh Zll (a') odel' zn (r') nicht dal'. 

Es solI noch eine zweite Pl'ufung vorgenommen werden; wir haben 
anch den assoziati ven Chal'acter del' Beziehungsregeln in Betrach t 
zn ziehen. Ist MaP das Resultat von (a), so heisst dies, dass das 
gleichzeitige Bestehen von 

MdN, NdP, .llaP 

nicht widerspl'llchsvolI sein dart. Nnn sollen abel' zwei von diesen 
Beziehungen stets eine dritte bedingen, und dm'aus folgt, dMs 

aus J,l a P und P d N wieder M d N 
und aus N d M und MaP wieder N dP 

folgen muss. Es ist nun die Fl'age, ob diese Regeln einen wider­
spruchslosen Oharacter haben. Dies ist in del' Tat der FaIl. Man 
sieht es am einfarhsten daraus, dass man die assoziativen GE'setze, 
die die Beziehungen (a) und (d) mit einander 'verbinden, wenn man 
noch Satz (3) beachtet, in die einfll.che Form 

(a a) = (d d) = af (a d) = (d a) = d 

setzen kann; sie sind das genaue AnaIogen zu den VOl'zeichenregeln 

(+) (+) = (-)(-) = +; (+) (-)= (-) (+) =-, 
deren assoziati ver Gesamtcharacter feststeht. 

Wil' haben endlich noch die Beziehnng 

MdP . .. • - • 1 • . • (ó) 

als möglirhe Fo/ge del' Beziehungen (a) zu erÖl'tern. Sie bedeutet 

kein MI -- P, kein PI - M • . (d') 

Hier zeip;t si~h zunächst, dass sich aus ihr und den Relationen (a') 
weitet'e directe Folgerungen überhaupt nicht entnehmen lassen, da 
Bie ,jetzt samt und sondp1's negativer Natur sind. Wir prüfen auch 
hiel' noch den assoziati ven Gesamtcharactel'. Ist Md P das Resllltat 
von M d N und N d P, so bedingt es jetzt, dass 
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aus M cl P und P cl N wieder M cl N 
Ilnd aus M cl 111 und Af cl P wieder M cl P 

folgt; hiel' abel' ist del' widel'spl'uchsfl'eie Ohal'acter evident, Also folgt: 
9, A1it den Bezielntn,qen kIclN 'Imd NclP kann sowol die Bezielmng 

111aP, wie JlidP zugleich bestelten, 
Keine del' beiden Annahmen y und ó führt also aut einen Wider­

spJ'uch mit den in (a') ellthaltenen Prámissen; wir können daher 
auf diesem Wege nicht ZI1 einern Resultat über die vOl'liegenàe 
Frage gelangen, Man muss daher in der Tat die Folgerung, die sieh 
aus JlIclN und lVdP ergiebt, a,viomatisclt einfüh1'en; naturgemäss 50, 

wie es durch den realen Tatbestand der Mengenlehre gefordert wird. 
lhn ltnfzubauen ist ja einer der Zwecke diesel' Dal'stellung, Wir setzen 
dahel' fest (A:viom de?' Verlcnllpf'ltng) 

Il. Aus AId N uncl N cl P fo(qt M cl P. 
Hierans er halten wil' nnn leicht die Antwort auf die noch aus­

stehenden Verknüpfungen für die Beziehungen (A) und (B). Zunächst 
beweist man 

10. Aus.M b N nnd N cl P folgt Mb P. 
10a. Aus Mc.N und N cl P folgt MeP. 
Fül' den Bev\'eis von (10) haben wir auszugehen von 

kein MI -- N, ein N' -- M, 
kein NI -- P, kein PI - N, 

nnd daraus die Beziehullg Mb P, also 

kein MI -- P, ein P' -- M 

abr.nleiten, Wir folgern zunächst, dass eine Beziehung 

Mil -- P 

unmöglich ist. Aus N' "-' Af würde nämlich ant' Grund diesel' AIInahme 
die Existenz einer Teilmenge N" folgen, für die 

Jll" -- M" -- P 

wäre, im Widersprnch zu kein N l -- P. Damit ist die Beziehung 
kein MI '"" Perwiesen. Es ist jetzt noch Zll zeigen, dass es ein 
pi "" Jl!J giebt. Wäre dies nicht der Fall, so bestände auf Grund 
des vOl'stehenden jetzt die Beziehung 

kein MI .- P, kein PI ..-. M, 

also die Relation JJI cl P, und zusammen mit der. vOl'ausgesetzten 
Beziehung P cl N folgte gemäss Axiom II die Beziehung M cl N, im 
Widersprnch 'zu JJl b N. Damit ist der Beweis wieder geliefert. 
Ebenso wird del' Beweis für JJl c N und N d P geführt, was einer 
ausfühl'lichen Dal'stellung ni~ht b~darf. 
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Wil' haben schliesslich noch die Kombination von 

MaN nnd .lvel P 
zu erörtel'n. Wit· folgern ZUllächst, dass diese beiden Relalionen an 
sich nUl' die Folge 

MdP 

gestatten. WÏI' haben auszugehen von 

M' -- N, N' -- M llnd 

kein ]V 1 -- P, kein PI -- N, 

und zei gen zlmächst, dass hiermit nul' 

kein MI -- P, kein Pl -- ~1, 

vertl'äglich sind. Gabe eR nämlich eine Menge MY "-" P, so folgel'le 
man wie oben eine Relation 

N" --1lP' -- P 

im Widerspruch mit del' Vorallssetzung: kein N j ,...., P; ebenso folgt 
die Unmöglichkeit einel' Beziehung' P" "-' M. Es kann uIso aIl sieh 
nul' die Relation 

111 dP 

bestehen. Wiedel'nm ist noch der assoziative Chamcter des Resllitals 
zu prüfen. Diese Priifung fühl't hiet· auf eiuen Widel'spl'Uch. AllS 
))[ d P und N cl P wüt'de namlich gemäss dem Axiorn Il i11 cl .lv 
folgen, im Widerspl'1l0h mit der Annahme ijl a N. Das gleichzeitige 
Bestehen von MaN llnd Nrt P führt aIso auf einen Widel'spl'uch; d.b. 

11. Die Bezieltungen Jl!l a N und N d P /có'nnen nicht zugleiclt bestehen. 
Dagegen sei allsdrücklich feslgestellt, dass die Sa/ze (10) llnd (10a) 

einen solchen W idel'spruch nicht hel'beiführen. DeI/n gemäss (2) ist 
Mb P mit Pc M identisch, llnd die beiden Bez.iehnngen 

PcM und MbN 
'11 

sind, wie wit- oben untel' (8) erwähnten, mil jeder der viel' an sich 
möglichen Beziehungen zwischen N nnd P verträglich. 

Damit ist unsere Untel'sucllllng abgeschloiisen; sie zeigt zugleich 
die Widm'spl'uchslosigkeit des A,vioms 11. Wir ziehen aus ihm zl1nachst 
noch eine Folgerung; nämlich die, dass der Sat.z (11) au eh in der 
Weise gilt, dass er das gleichzeitige Bestehen von 

MaM und jJ{ cl N, sowie von ~{a N ulld N cl N 
ausschliesst. Aus MaM folgt 111' "-' ~1 und hieraus gemäss § 3, I 

M" -- M' --.M, 

und dahel' besteht allch die Relatioll 

NI' a M; 

diese kann abel' nach Satr. (11) Ilicht mit M cl lV zugleich bestehen. 
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Weiter folgt aus MaN zunächst 

M' -- N, N' -- M, 

also auch N"""'" M' ro.J N, während dagegen N cl N besagt, dass 
kein Nt --- N ist. .1\ lso 

lla. Die Beziellun.qen MaM und lJf d N, ebenso MaN und 
N rl N scltliessen einan dm' aus. 

Es ergiebt sich damit das folgende Schlussresultat. Mit den Be­
ziehun.qen 

MdN uncl NdP 
e1'scheint sawal die Folgerung MaP, wie auch die Fa~qerung Md P 
veJ't1·äglich. Wird die Relation Md P axiomatisch als Folgerung 
eingefilhrt, 80 bedingt dies, dass die Beziehungen MaN und N cl P 
nicht zugleich bestehen können; wÜl'de man dagegen die Beziehung 
MaP axiomatisch als Folgel'ung einfühl'en, so e~giebt sich ein 
derartiges Resultat nirht. Trotzdem erfordel't der Aufbau der Mengen­
lehre die Einflihl'ung del' Folgerung Md P. Auf die Deutungs­
möglichkeit del' axiomatischen Annahme MaP komme ich in ~ 7 
zurück. 

Für die Beziehungen (a), (b), c, d geiten noch die folgenden beson­
deren Sätze: 

12. Aus den Relationen 

MaK, MbN, Me N, MdN 
nnd 

M-- ~:r., N - m 
folgt auch 

sm a N, m? b N, ID? c N, ID? d N 
nnd 

Mam, M bm, M cm, Md))? 

Fül' den Beweis mag ein 'Beispiel gen ügen. WerdEl von 

Mb N und M -- ro? 
ausgegangen, 80 heisst dies 

N' -- J1, jedes Mt nicht -- N. 

Wir erhalten daher, falls Mt ~ ill?\ ist; gemäss § 1 sofort 

N' - ~J~, jedes ill~t nicht -- N. 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

ft' 

13. Aus M' t M fa~qt M' a M adel' M' b Mj d.lt. FÜ1' jede Teil­
men.qe M' gilt entweder M' a M ader M' b M. 

Es giebt nàmlirh eine Teilmenge von M, die aequivalent M' ist, 
narnlich M' selbst, und dahe.· ist die BeziellUng (c) und (d) ausge-
schlossen. 
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14. Aus jU' tM unel M b N folgt 11'/' b .N ; 
d.h. Besteht die Beziehnng Mb N, so besteht füi' jede Teilmenge 
M' von M die Beziehung M' b N. 

Man hat nämlich gemäss (13) und nach Vorausset~ung. 

M' aM oder M' b NI und Mb N, 
und damit gemäss Satz (4) und (6) die Behauptung. 

15. Aus M' t M, M" t M', -,-tI" bM' folgt M" b]J1; 
d.h. Sind M' und J.11" TeilmeIlgen von M, fut· die die Beziehung 
M" b M' gilt, so ist auch M" bMI). 

Man hat nämlich wieder zugleich (nach 13) 
M" 6 M' und .iJ{' a Model' M' 6 Al 

und folgert dal'ans wie eben M" 6 M. -

§ 4. Endlic/Le und unendlic/te Mengen. 

Nach § 3, Satz (1) unu (2) sind 111 aM und M cl M die beiden 
einzigen del' Beziehungeu ((l), (b), (c), (cl), die eine Menge zn sich 
selbst haben kann; wir definil'en nun: 1. Eine Menge hei sst 'ttn­

endliclt, wenn die, Beziehnng MaM besteht j sie hei5s t endlich, wenn 
M cl M gilt. Man hat also im ersten odel' zweiten Fttll 

ein M' -- M'; ~ein MI -- lIf, 
nnd damit die Dedekindsc/te Begr~ffsbestinHnzmg. 

Wir folgern zunächst: 
2. Aus MaM oder Md iIf uod M -- '»1 folgt S))1 a '»1 lInd S))1 dS))!. 

Dies ist eine nnmittelbare Folge von § 3, (12). 
Für endliche nnd unendliche Mengen bestehen gewisse Sondel'­

sätze; diese sollen jetzt abgeleitet werden. Das Haupttheorem lantet: 
3. Fü?' unencllic/te Mengen kö1men 1W1' die Bezieltttngen (a), (b), (c) 

bestelten ; jU1' endliche Mengen nUl' (6), (c), (cl). 
Del' Beweis el'giebt sieh unmittelbal' auS' den in § 3 abgeleileten 

Resultaten. 
Sind nàmlich M llnd N nnetldliche Mengen, nnd wÜl'de die Be­

zielmng Md]V bestehen, so hàtte man 
MaM 'and M d N, 

und di6s verstösst gegen den Satz (11 a) von ~ 3. 
Ebenso, wenn M nnd N endliche Mengen sind, so hätte man. 

faUs sÎe die B~ziehung MaN gestatten, 
.N a M lJnd Md J/, 

und a.uch dies verstösst gegen stttz (lia) von ~ 3. 
Da'nit ~~\t dW $t~IZ (3) ,bewiese~1. ~t· .giebl z'ugl~jcll den rillnel'en 

1) Dieser Satz berühl't sich inhaltlich mil dem Satz 25 in Zel'melos Gl'und­
lagen (Math. Ann. 65, S. 271). 
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Grnnd für die im Satz (i1) von § 3 enthaltene Unvel'einbal'keit'von 
MaN und N cl P. Denn nnsel'm Satz (3) gemäss besagt jJ1 a N, dass 
M und N unendliche iVIengen sind, nnd N cl P, dass N nnd P endlièlle 
Mengen sind, Beides sehliesst sieh abel' aus. 

4. Fü/' jede Teilmenge einm' el1clliden Afenge besteltt die Bezie/mng 
MI b JVl; d.h. -

Aus M cl M und MI t Ad folgt Atl' b M. 
Gemäss Satz (13) von § 3 gilt nämlich fül' jede Menge M nnd 

eine Teilmenge .111' von ihr 
MI aM oder MI bM. 

Hierzu komrnt, da M eine endlirhe Menge ist, Md M Diese Be­
ziehllng kann abel' nach Salz (11) von § 3 fiit MI aM nicht zugJeich 
bestehen ; a1so mnss es Af' b Af sein. 

Die weitel'en noch abzuIeitenden Sätze maehen die Einfühl'ung 
eines nenen Axioms nötig, und zwal' eines Axioms iibe1' die Aequi­
valenz von VeJ'bindungsmengen. Es Jautet: 

1. Aus ,kl = (N,P), N.- m, P ~ ip, mfip folgt (N,P) -- (m, lP); 
d.h. werden in der Ve1'binclwz,qsmenge (lV, P) die Afengen N und P 
dm'eh die zu i/men aequivalenten zu einanclel' fremden Mengen m ltl1d 
ip el'setzt, so ist die nelte flfen,qe del' w'sprilnglielten aequivalent. 

Das Axiom gilt gemäss § 1, III auch für den FalI, dass nul' eine 
Menge dm'rh eine aequivalente el'setzt wil'd, d.h. 

5. Aus M = (N, P), lV -- m, mi P folgt (N, P) -- (Û?, P). 1) 
Wil' beweisen nnn der Reihe nach folgende Sätze: 
6. J ede Teibnenge eine!' encl/iclten Menge ist selbst eine endlielte 

Men,qe; d.h. -
Aus Md jJI[, MI tM folgt MI cl MI. 
Wäre närnlirh MI eine nnendliche Melige, so müsste eine BezieImnp; 

M" -- M' 
bestehen. Setzt man nun 

M = (M', MI)' 
so isl gemäss ~ 2, VI Ruch 

111'/' = (M", Ml ) 

eine rreilmenge von MI nnd aus Satz (5) foIgte 
M'I/-Mj 

was einen Widel'spl'ucI! g'egell Afc/Af darstelJt. 
7. Ist A1 eine endlielte, N eine 'ltnendliehe ~~fen,ge, so Icann nw' 

die Beziehun,q JVlbjV bestellen 2); d.I!. Aus AfdM' 'ltnd NaN folgt MbN. 

I) Es liegt nahe, Sat.z 5) als Axiom hinzustellen, und das Axiom als Folge. 
Der Beweis hälle abel' die sachlich überflüssige Annahme 9l f P nötig. 

2) Auf dies(ln Satz wurde ich VOl' längerel' Zeit von Hel·rn. H. HAHN auC­
mel'ksam gemacht. 
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Der Beweis wird so geführt, dass die U n vereinbarkeit der VOl'aus­
setzl1ngen rnit JJII1N, JJlclV, JJfdN gezeigt wit'd. 

WÜl'de zUllächst die Bezieh ung ..I1!aN bes(eben, so hä( te man .2J:[',-...;.1V; 
Ilnd demgemäss el'hielte man aus del' Annahme J11alV nacll ~ 3 
Satz 12 weHer anch 

111 a JJ1' resp. JJ1' a 111, 

was abel', da JJl endliche Menge ist, gegen Satz (4) vers(össt, 
Wäl'e zweitens JJlclV in- Kl'aft, so f'olgte dal'allS J1!!' ~ N, l1nd nun \ 

hieralls Ilnd aus lValV weiter 

M'aM', 

was wiederum einen Widerspruch zum Satz (6) darstellt. 
Endlieh ist allel! die BezieI1l111g' JJlcl1V unmöglich. Dennaus lVaN 

folgt zunächst 
N1..-Nj 

hiel'aus Ilnd ans lValV ll11d del' angenornmenen ReJation .2vJdNroJgte 
dann weiter 

N a N' uno J.11 cl lV' resp. N' cl M. 

Die Beziehl1ngen NaN' und -lV'clJJ! sind aQ~I' gemäss ~ 3 Su(z (11) 
nicht zugleich möglich. Also gilt in del' Tat die Beziehnng Jl:lblY 

8. Jst J11 eine unenclliche lVleuge, BO ist auch die Verbindnngs-
menge (J11, N) eine unendliche :\1 enge. . 

Der Beweis ist eine unmittelbal'e Folge des Axioms I. Denn 

aus M' -- M f'olgt (111, N) - (M', N) 

und damit ist del' Satz, da (kl', .1V) Teilmeng'e von (111, .1V) ist, bewiesen. 
9. Eine Menge ist nnenclliclJ, wenn sie eine nnelldliche Teilmenge hat. 
Ist nämlich M' diese TeilmelJge, so ist. 

Jd = (.11', MI) 

Illld dahel' gemäss Satz (8) anch iVf eine unendliche Menge. 
Man 101,1111 diesen Satz allch noch so formllliel'en: 
9'. Eine :.Ylenge ist endlich, welllljede ihl'el'1'eilmengen endlich ist.' 
10. Ist A! eine eJ/(llic1Le J1{enge, so ist stetl>' J11 Ó (111, .1V); d, h. Aue 

Md' .Ll!I folgt J11 b (j11, N), 
Es ist nämlich J11 Teilmellge VOIl (111, .1Y), Jst nnn (J11, N) endlich, 

so folgt del' Satz ans (6), is! abel' (.111, .1V) unelJdliclt, so folgt el' aus (7). 
ZUl' AIJleitllng weiterel' Sälze beclül'fell wil' nenel' Axiome. Das 

Axiolll I besagt I dass d ie V el'bi lIc1nngsmellgen aeq 1I i valen lel' Mellgen 
selbsL aeql1ivalent sind; wil' Itaben jetzt noch zwei Axiome nötig, 
die die lViclitaequivnJenz del' fTel'bindungsmen,qen nicht aequivalentm' 
111engen bet.reffen, 

53 
Proceedings Royal Acad. Amslerdam. Vol. XXII, 
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II. Sinrl jU und N fremde .Men,qen, ist MI Teilmenge von lil 'lmd NI 
Teilmen,ge von N, 1.lnd ist J( ni c l~ t ~ M, NI ni eh t ,...., N, so jolgt 
damus die Bezielmng (~, NI) ni c lt t '""--' (lil, N)'; d. h. 

Aus M f N, Afl t M, .NI t N. MI nicht --- AI, NI nicht N 
foZqt (MI' NI) nicht· - (M, N). 

Dieses Axiom sol! für alle Mengen geIten. Für endliche Mengen 
reicht es abel' noch nicht aus, nnd werde dUl'ch das folgende 
el'setzt und ergänzt: 

lIl. /3ind M und N fremde 'lmd zugleiclt endliclte Mengen, und ist 
MI 1èibnenge von M, so soli stets (..il!p N) ni c lt t "'-' (ll!, N) sein; d. h. 

Aus J11fN, MdM, NdR, J(tM folgt (MI'N) nicht -(M,N). 
Für unendlicbe Mengen bl'aucht dieses Axiom bekanntlich nicht 

erfüllt zu sein. 
Aueh die Voraussetzungen diesel' Axiome besi/zen dUl'chaus den 

in der Einleitnng genannten logischen Sondercha,l'acter; sie sind 
sämtlich negativel' Natur, soweit es sirh urn die hiel' allein in Fl'age 
stehenden Aequi valenzbeziehungen handelt. Man könnte freiJich 
allnehmen, dass in diesem Fall eill indil'ectes Beweisvel'f'ahl'en zum 
Ziele fühl'en werde; die Annahme 

UW!> NJ -- (M, R) resp. (Mil N) - UJf, LV) 

ist ja von positivem Character. Abel' diese Vel'mutung' t1'ügt. Die 
Aequivalenz von Vel'bindungsmengen i6t nàmlich keineswegs nul' so 
möglich, dass MI ,..., Jl! und NI r-.- N, lSt sondel'lI auch auf andere 
Weisè; llJld daher kaun alls del' angenommenen Aequivalenzbeziehung 
ein Widel'spruch mU den V OI'aussetzungen 

MI nicht -- M, ~VI nicht - N 
nicht abgeleitet worden. 

Die negative Fassung' unserer Axiome stellt uns znnächst VOl' die 
Anfg'abe, die bestimmte Beziehnng (a), (b), (c), (d) anfznfinden, die 
zwischen (N, N) nnd den Mengen (li~, NI) lllld (Jl(, N) bestel!t. Fül' 
das AXlom Ir kann es erat im nächsten Paragmpben geschehen; 
für das Axiom III soli es hiel' folg'en. 
, Da (1l(, N) Teilmenge von (M, N) iet, so kanJI nach Satz 13 von 

§ 3 nul' die Beziehung (a) oder (b) realisÎI,t sein, Abel' der Fall (a) d. h, 

(Mil N) a (.M\ N) 
ist unmöglich. Jede Teilmenge von (li(, LV) hat nämlich nach § 2, 
VI eine der FOt'men 

1I1p MIJ N, Np (M2' N), (MI' NI)' (M" NI)' 
wo ffI, eine Teilmenge von A( ist. Keine VOII lhnen kann abel' zu 
(ffI, N) aequivalellt sein. Dit l1ämlich M und N endliche Mengen 
sind, so hat man fÜl' sie gemäss (10) die Relationen 
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Mb (tV, N) Ilnd Nb CM, N). 
Gem~ss Satz Ci) hat man weitel' 

MI b M, .Ms b M, NI b N 

und damit folgt die Behauptnng' naeh Satz (6) von ~ 3 bel'eits fül' 
~, .Als, N, Nl' Für die dl'ei Vel'bindllngsmengen folgt sie alls den 

~ Axiomen selbst; es ist ja, da .AI nnd N endlit'lle Mengen sind, 

MI nz'cltt -- M, At, nicllt -- .J.}J, .LV t nicht -- N 
Ilnd damit ist in der Tat die beiJanptete Nichtaequivalenz eine Folge 
von (I!) ulld (lIl). A lso . 

11. Fut· elldliche (und fremde) Mengen M und 1V gilt die Bezielmng 
(Mp N) b (M, N). 

12. Die Ve7'bindungsmen.ge zweiel' endlieken Mengen ist selbst 
endlie/t; d. h. 

Aus iJl cl M und N d N folgt (M, N) cl (M, N). 
Wit· haben nachzuweisen, dass die Beziehung 

(M, N) a (M, N) 

ausgesehlossen ist. Nun hat jede Teilmenge von . (.Af, N) wieder eine 
del' Formen 

.M, Mp N, NI' (M, Nt)' (MI' N), (MI' NI) 
L1nd wil' beweisen, genall wie eben Cvg!. auch § 5, 2), dass keine 
diesel' Mengen zu CM, .N) aequivalent ist. Damit ist del' Satz bewiesen. 

§ 5. Das Aequivalenzp?'oblem. 

Die wichtigste Allfgabe, die zu behalldeln ist, b'ltl'ifft den Nach­
weis, dass die .Mengen M nlld N aeqlli valen t sind, taUs fül' sie die 
Beziehung 

Af a N odet' lJ1 d Iv 
besteht; also del' Satz (Aeqnivalenzsatz) 

1. Aus M (( N ode1' J[ d N jo(qt A[ -- .N. 
Ehe del' Beweis geführt wird, sollen die Aeqnivalenz-Relationen 

vorangestellt werden, die Bich aus den vorsteheuden Pal'agraphen 
Ilnmittelbar erge ben : 

2. Au.~ 1.11 b N und MeN jolgt M nicht -- N, 
\V:äl'e namlieh iJ[ -- N, so hätte man alleh (§ 3, 12) 

.IV b N oder Ne N, 
was abel' gemäss ~ 3, 3 widet'spl'uchsyoll ist. Hiel'aus folgt I1nmittel­
bar weitel' 

3. Alit iJ[ - lV ist mM' flf a lV odel' M cl N vel't1'ä,qlielt. 
Die U mkehl'lmg dieses Satzes 3 ist es, die den eigentlichen Aequi-

53* 
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valenzsatz (1) bildet. lst el' bewiesen, so folgt endlich noch, als 
U mkehrung von (2) 

4. Aus 111 n ic lt t -- N fo~qt M b N ode1' M c N. 
Man kann diese vier Sàtze anch folgendermassen znsammenfassen: 

Die Bezielntngen (f!) und (d) sind !ti1l1'eiclt!}nde und notwen{lige Be­
dingungen für die Aequivalenz, (b) und (c) ebenso fÜ1' die Nicht­
aequivalenz. 

Als Folge von (4) ergiebt sich, was in § 3 und 4: noch offen 
bleiben musste, 

5. Aus MI tM und lil,. ni c h t .-.v lI! fo~qt 1I{ b M. d. h. BesteM 
fü/' die Teilmen,qe 111,. von M die Beziehung MI ni c h t r-..J M, so gilt 
M 1 b .111. 

Denn naeh (4) gilt M.. b 111 oder 1I!1 cM; nach Satz (13) von § 3 
nul' lil., all! oder 111,. b .M, also gilt }II~ b M. 

Eille Anwendung hiervon giebt auch Antwort auf die bezüglich 
des Axioms II in § 4 gestellte Fl'age. Es folgt jetzt 

6. Sind }II[1 wul NI Teilm engen vOrt M und N, und ist M.. n ic h t 
"-' 111, NI ni c ft t ,..., N, so fo~qt damus stets (1I~, NI) b (M, N). 

Wil' gehen nun zum Satz (1) übel' und beweisen zunächst den 
ersten Teil, also den eigentlirhen Bernsteinschen Aeqnivalenzsatz. 
Sein Beweis folgt aus dem Axiom II von § 4 über die Nichtaequi­
valenz del' Vel'bindungsmengen. 

A ns del' Vorausfletzung 1I! a N folgt zunäcbst 

ein M' -- N, ein N' -- M. 

Wäre nun 1I! nicht ~ lV, so hätte man nach § 1, 3 

M nicht -- M', N' nicht - iV. 
M.il }liJ IIJld N sind abel' au rl! M' und N' fremde MengelI (~2, 1); 

sie bestimmen dahel' eine Menge (M', N'), Ilnd fül' sie müsste gemäss 
Axiom II nunmehr 

(M', N') nicht -- (l.f, N) 
folgen. Anderersei ts folgt abel' aus den beiden el'sten Relationen 
unmittelbal' nacil § 4, I 

(.M', N') -- (M, N) 

ulld damit ergiebt sieh ein Widerspruch. Damit ist der Beweis 
bereits geliefel't 

Freilich berllht der Beweis auf einer gewissen Voraussetzung, die 
noch Zll el'Öl'lel'n is!. Wir opel'iel'en mit der Vel'bindungsmenge von 
M und N nnd haben deshalb die Vorallssetzung nölig, dass M Ilnd 
N fl'emde Mengen sind. Sind sie es nicht, so wird man am ein-
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fachsten so vorgehen, dass man folgendes nene Axiom zu Grunde 
legt: 1) 

I. Sind M llnd N Iceine f1'emden Mengen, so ,qiebt es stets zwei 
i/men aequivalente, zu einande?' f1'emde ~fengen SJJ? uizd m ; so class also 

m~ ~ M uncl. m ~ N, uncl ~jm. 
Gemäss ~ 3, 12 besteht aLleh für sie die Beziehnng 

ro? a m, 
und auf sie lässt sieh daher der obige Beweis übertragen. Aus ~l? ~ 1)1 

fo1gt dan n anch M ""'-' N. 
Es handelt sicb nnn noch urn den gleièhen Narhweis fül' die 

Bezièhung M cl N. Ehe ieh dazu übel'gehe, el'innel'e ich daran, dass 
die Eigenart del' Beziehnng 111 cl N in der Cantol'sehen Theorie offen 
geblieben war; fLir das dm'eh sie bedingte Verháltnis von ]11 zu N 
hatte sich ein Resnltat nicht ableiten lassen. Das darf nicht Wundel' 
nehmen; das hiel'in enthaltene Problem stellt nämlich wieder ein 
logisclz unló'sbar8s Pl'oblem, und damit eine illusoriscJle Ál1fgabe dal'. 
Wir haben ja als Prämissen zunächst nul' die A ussagen 

kein MI ~ N, kein NI "-' M. 
Dazu kommen, da M und N endliche Mengen sind, 

kein MI ~ M, kein NI "'" N, 
a1so lauter Aussagen von negatlvem Uharacter. Belbst der Weg des 
indirecten Beweises ändel't daran in diesem FaU nichts; denn man 

I 

müsste noch die Annahme 

M nicht ~N 
hinzufügen. Nnn wäre es ja möglieh, daas die für den Beweis einzig 
in Fl'age kommenden Axiome II und UI der Niehtaequivalenz von 
~ 4 die Pl'ämissen positiv beeinflussen könnten; abel' auch das ist 
nicht der Fall. Denn diese Axiome lauten ja in ihrem Schlussteil 
übereinstimmend 

(Ml> NI) nicht ~ (M, N). 
Wir müssen also von Prämissen ausgehen, die samt uncl sonders 

negativ sind, und kommen zu dem Schluss, dass sich die Aeqllivalenz 
~l "" N im Fall endlicher Mengen ohne eine nochmalige neue 
axiomatische Festsetzung nicht folgern lässt. Das so gewonnene 
Resultat lässt sich auch in seiner allgemeinen Bedeutung leicht ver­
stehen. Es läl1ft dem Tatbestand parallel, del' nns aus der all ge­
meinen Theorie del' endlichen Zahlg'rössen gelälltig ist. DOI't muss die 
Festsetzllng, wann zwei Grössen als gleich geiten sollen, erst frei -

1) Es entspricht dem von ZERMELO in seinen Grundlagen (Math. Ann. 65) 
enthaltenen Theorem 19. 
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natürlieh zweekgemäss - gefol'mt werden, ehe man die Frage, ob 
zwei gegebene Gl'össen als gleich ZIl geiten haben, in Betracht ziehen 
kann. Man denke z·. B. an die Weierstrassische Theorie der Irl'atio­
nalzahlen; sie setzt belmnntlich die Gleichheit zweier Zahlen a und 
b so fest, dass jeder Bestfl.ndteil VOII a kleiner ist als b \md jeder 
Bestandteil von b kleiner als a. Eine solche axiomatische Festsetzung 
erweist sieh also auch im Gebiet der endlichen :Jlengen, wenn man 
sie. wie hier, ausschliesslich auf die Mengenbeziehungen, d. h. auf 
die NichtaequivaJenz \'on' Menge und Teilmenge gründet, als eine 
Notwendigkeit. 

Es fmgt sich nul', welche Festsetzung man zweckmässig zu Gl'llJlde 
legt. Beachtet man, dass es sich im GI'llnde urn eine Axiomatik del' 
Grössenlehre handelt, so liegt offenbal' nichts nähcr, als die eben 
genanute Definition zu benutzen, und dies soIl in del' Tat geschehen. 
Wir setzen also fest (A.viom de?' Aquivalenz endlieh81' BIen.qen) 

n. Zwei endZiehe Mengen .11f 'ltnd N sincl aequivalent, wenn lil?' 

jede Teilme!lge jJ{' und N' die Beziehung jJ{' b N 1'esp.1V' b.11!l beste!tt; d.h. 

Aus BIdM, NdN, M'bN, N'bM fttrjedesM',N'folgtjJ1"-'N. 

Hieraus lässt sieh del' Satz, dass aus jJI d N auch jJf,.......,. N folgt, 
uumittelbar folg'ern. Ehe wir dazll übel'gehen, wollen wir noch die 
Berechtigung' l1nsel'es Axio'ms und seine SlelIl1ng im gesamten Anfbau 
näher erörtern. Wil' wollen znnächst nachweisen, dass ,'on den "ier 
Beziehungen 

J.faN, M bN, .MeN, .MdN 

nU?' die letzte mit dem Atviom vert1'äglich ist. 
Aus BI a N folgt 

ein M' -- N; 
gemäss l1nserm Axiom ist abel' fül' jedes jJ{' 

M'bN 

und man erhielte a1so N h N, was abel' nach ~ 3,3 widel'sprl1chs­
voU ist. 

Aus jJ[ b N folgt 
ell1 N' "-J ... :'Il; 

was analog ZUl' Re1ation .M b Af fühl't, die ebenfalls widel'sprnchsvoll lst. 
Endlich folgt aus jJf eN genau wie eben die widerspl'uchsvolle 

Relation Nb N. 
Unser Axiom kann also iu del' Tat nul' mit del' Beziehllng Md N 

vertl'ägIich sein. Dies ist abel' auch wirklich del' Fall. Die Folge­
l'ungen, die Bich aus 

M' b N und Md N, aus N' b M und M d N 
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el'geben, lau ten gemäss § 3, 9, dass fÜl' iedes M' und N' 
M' b M und N' b N 

ist; sie entsprechen del' Endlichkeit von M und N und stellen die 
in § 4,4 gefundene Eigenschaft der endlicllen Mengen dal'. 

Zusammenfassend folgt also: Das Axióm 11 ist nul' für endliche 
Mengen l'ealisiert, llnd uberdies weder im Fall NI b N, noch MeN; 
damit ist abel' del' Beweis seiner Bet'echtignng geliefert. Es ist fllr 
die endlichen ~!engen und ihl'e Aequivalenz chal'acteristisch. 

Del' Beweis des Aequivalenzsatzes el'giebt sich nlln folgendermassen. 
Gemäss § 4, Satz 4 ist fÜI' jedes M' und N' 

J!l' bAl nnd N' b N; 

femel' gilt nach Voraussetzung 

MdN nnd NdM, 
nnd hieraus folgt nach § 3, 9 sofort 

M' b N und N' b jJ!1 
und nunmehr nach nnserm Axiom 

M""N. 

§ 6. Sätze ilbel' Vel'bindungsmengen. 

Reien J.1! nnd N einel'seits, und S.m lInd m andrerseits fremde Mengen. 
Zwischen M nnd ~m, sowie zwischen N nnd m besteht je eine der 
Beziehungen 

.iJ{ a m?, M b ro?, M c ill?, M d ro? und 

Nam, lVbffi., Nem, Ndm. 
Es ist die Frage, welche Beziehung für 

(M, N) und (m?, m) 

resnltiel't, wenn wir irgend eine Beziehung del' ersten Zeile mit 
einer Beziehung der zweiten Zeile kombinieren. 

Wir beweïsen zunärhst folgende Sätze 

1. A ns ~! a ro? nnd Nam folgt (.111, lV) a (~)?, m). 
~. Aus ~!b m? nnd Nb m folgt (.Af, N) b (~)?, m). 
3. Aus~! c m~ nnd Ne m folgt (111, N) c (m?, m). 
4. Aus~! d ro~ nnd N dm folgt (~f, N) d (ro?, m). 
5. Aus il! a ro? nnd N dm foIgt (111, lV) a (ro?, m). 
Die Beweise von Satz (1), (4), (5) lassen sich folgendermassen 

zusalllmenfassen. Die Voraussetzungen lauten gemeinsam 
M -- m? und N ~ m, 

WOl'ans gemäss Axiom I von § 4 

(M, N) ~ (ro?, m) 
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folgt. Im Fall (1) Ilnd (5) sind nun Jl! und ~1? nach ~ 4, Satz 3 
unendliche Mengen, also gilt dies naeh ~ 4,8 auch von (Jlf, N) und 
(:D7, m) lll,1d daher el'giebt sich wieder 

(.M, N) a (ro?, 111). 

Im FaJl (4) sind dagegen Jlf, Jv, »)/, m endliche Mengen, also auch 
(§ 4, 12) (Jll, JV) u nd (ffiC, ffi) und dahel' iRt 

(M, J.V) d (i))?, m) 

'Vil' beweisen lIun den Satz (2) 1). DazlI gehen WIl' von den 
Relationen 

Jvl b '.m nnd Nb m 
aua, also von den Beziehungen 

kein lI( ""' m? m?' ,......, JH. 
kein lV1 '"'-' m m' '"'-' N, 

llnd el'halten zunächst 
(mè', m') ~ (111, N) 

Wil' folgel'l1 n11n aus den gegebenen Relationen lI! b m? nnd 
Nb m mittels lIf'" m?' llnd N;o..J m' weiter 

ro?' b ffiè llnd m' b ffi 

oder abel' (§ 5, 2) 

~)(' nicht ,...., ID~, m' nicht .-.J m 

und dat'aus endlicb, gemäss Satz (6) von ~ 5 

(ID?', m') b (m?, m) oder 
(M, N) b (m, ffi), 

In dersel ben 'Veise beweist mail den SaLz 3, Ein letztel' Sat7., del' 
sieh ableiten lässt, lalltet: 

6. lst lVJ eine endliehe Men ge, so folgt 
aus 111 b:-m und N dm (111, N) b C:m, ))1). 

1) Geht man zu Mächtigkeiten uber, so bezieht sich der obige Satz auf den 
FaIl, dass 

ist; er schliesl daraus 

111 1 + \t 1 < lil ~ + \t 2 • 

In der uIlgemeinen Theorie fehlt noch heute eiu Naclrweis diesel' Folgerung. 
Sie ist von li'. BERNSTElN unler del' Annabme bewiesen worden, dass 1112 mit 111 

"vel'gleichbal''' ist. (Malh. Ann. 61 (lÇl05) S. 129), Nun scheidel zwar in dem 
vorliegenden Aufbau die Vergleichbarkeit als offene Frage gemäss Satz 1 von § 4 
aus, der Bel'llsteinsche Beweis stützt sich abel' llussel'dem allf den Aequiva­
lenzsàtz, Der obige Beweis slützt sich dagegen auf das Axiom 11 von § 4, das ja 
auch den Bernsteinschen Aequivulenzsatz ZUl' Folge hat. 
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Wegen Mb sm hat man näm lich 
j'JtI .-...J WC', 

wo mit M. auch ill~' eine endliche Menge ist. HieralHi nnd aus 
N r-..J m folgt weitel' 

(Af, N) '"'-' pn', m). 
Wil' untel'scheiden nUlI, ob ~ eine endlidle oder nnendliche 

Menge ist. Im el'sten Fan sind (ill?', m) Ilnd (illl, In) endliche Mengen, 
femel' ist (~', m) Teilmenge \'011 (m~, ))() und daher ist gemäss § 4,4: 

(~)(' m) h (ill~ m), 

Ist abel' S))~ eine unendliche Menge, so ist (m~, m) nach § 4, 8 
eben~alls eine nnendliche Menge; dagegen ist (g)(', m) nuch § 4, 12 
endlich Ilnd daher gilt ebenfalls (§ 4, 7) 

(W, m) b cm, m). 

Wegen W?' '""-']1, m ~ N folgt darans weiter 

(.LvI, N) b (~)(, m). 

In den andern Fällen lassen sieh eindeutige Folgerungen nicht 
entnehmen. NUl' soviel sei bemerkt, dass mit den Relationen 

l'JtI ~ m, und Nb m 
jede der beiden Beziehungen 

(M, N) a ('!))?, m) und (M, N) b (i))~, m) 

vel'h'äglich ist. 

§ 7, Sc!tlussbetrac!tt~6ng. 

Die vorstehende Untersnchllng liefert jedenfalls ein him'eichendes 
AxiomensJ'stem für die Sätze, die die Aeql1ivalenzprobleme der 
Mengen betreffen, Wird fitI' den A ugen bliek noch die Bezeichn nng 
MeN füt' die Aeqnivalenz von 111 und lV eingeführt, so handelt es 
sieh genauel' gespl'Ochen, um die Kombination der Beziehungen, 
die durch 

MaN, Mb N, "Af 0 N Md N, MeN, M f N, M t N, (M, N) 

dal'gestelIt sind, und urn die Art, wie sie assoziati\' einander bedingen 
und sich mit einander verbinden, Ob die aufgestellten Axiome sämt~ 
lich notwendig sind oder allch entbehrliche Bestandteile enthalten, 
mag offen bleiben, Abgesehen von den Axiomen mellr formaie!' 
Bedeutl1l1g, wie die 'übel' ]f e 1Y, ]f f N, J.lf t N sind es wesentlich die 
folgenden, die die matel'Ïellen Stützen des Anfbaues dal'stellen: Das 
Axiom del' Vel'7cnllpfwlg, die Axiome übel' die Aequivalenz der 
'Peilmengen nnd der VeJ'bindungsmengen, die Axjome übel' die Nicht­
aequivalenz der VerlJind ungtlmengen nicht aequivalente1' 11fengen und 
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das Axiom über die Aequivalenz enclliclte1' Mengen, Die Ohal'acteri­
sil'ung, die in diesen Bezeichnungen enthIllten ist, zeigt schon die 
Vel'schiedenheit del' Gebiete, denen sie angehöl'en, und zeigt aucl! ~ 
ihre alJgemeine Notwendigkeit füt' den Aufbau, . 

Wie bereits in del' EinleituJlg envähnt, ist die vOl'steliende Betrach­
tllng zLlgleich eine Axiomatik del' Gl'össenlehl'e; in del' Tat ist ja von 
den Elementen del' Menge nil'gends die Rede, Dies ist auch die 
TatsaclJe, die dem in § 3 gefundellen Resultat seine StelJung im 
axiomatischen' Aufbau allweist. Wil' fanden dort, daas mit den 
Beziehungen 111 cl lV und N cl P anch die Folgel'lll1g .Al a P verft'äg­
licb ist, Sie könnte deshalb an sicb ebenfalls als axiomatische Pest­
setzllng an Stelle des Axioms II eingeführt wel'den, Wie wil' sahen, 
bewÏl'kt sie als weitel'e Folgel'llllg, dass aLlS MaP und P cl N sich 
JI cl N el'giebt, nnd Jiefert ebenfalls ein in sich widerspruchst'l'eies 
System von Beziehungen, Es liess sicb durch die Formeln 

(aa)=(dd)=aj (ad)=(da)=d 

darstellen, 
Dies wollen wil' nun deuten, Zunächst ist zu beachten, daas in die 

vorstehenden Schlü5se die Beziehnngen .AlbN nnd 11IcN nicht eingehen, 
dass es sich bei ihnen vielmebr nm urn 111 a lV und .Al cl N und deren 
Kombinationen haQdelt. NUl' aut' sie bezi~hen sieh also die,obigen Regeln 
und auf sie beschl'änke ieh mich zllllächst. Die Anfgabe ist dann, 
Objecte mit Grössenebal'acter zn fin den, die sich diesen Regeln fijgen, 
Die in § 3 el'wähnte ,Analogie mit den VOl'zeichenregeln macht dies 
leieht, Man erl'eieht es, indem man entgegengesetzte G?'össen in , 
Betracht zieht, deren Teile zum Ganzen in der dnrch (a) festgelegten Cl 

Beziehung stehen, also der Dedeldndsehen Definition genügen; die 
Beziehung .Al a N gilt dann für gleicbal'tige, dagegen .Af cl N fül' 
entgegengesetzte Objecte. Eillsei tig begl'enzte Geraden von unend­
lichel' I.Jänge abel' entgegengesetztel' Richtung bilden ein einfaches 
Beispiel, falls man als Teilmenge jeden ebenfalls unendlichen Bestand­
teil betrachtet und die Aequivalenz z. B. durch eineindeutige Aehn­
lichkeitsabbildllng definü,t. FÜI' je zwei von ihnen besteht dann 
entweder die Relation (a) oder (cl). 

Man kann leieht el'reiehen, dass auch die Beziehungen (b) und (c) ~nf­
Ireten, Dies gesehieht so, dass man anch Paa1'e entgegengesetzt 
gel'ichtetel' Geraden aIR OI.~jecte zulässt, Fül' je zwei solche Paal'e 
besteht ,dalll1 die Beziehung (a), f'ül' jedes Paal' und eine einzelne 
Gerade die Beziehung (b) oder Cc), nnd für je zwei einzelne Geraden 
die. Beziehung (a) oder (cl), Die Gesetze 

(a a) = (d d) = a, (a d) = (d a) = d 
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bleiben offenbal' bestehen, Beziehung'en (bb), (bd), (dc), und (cc) sind 
unmöglich, Dagegen giebt es hier eilie Regel für (be); es kann sowol 
Cn;) wie (d) l'esnltiel'en, Endlicll ergeben die Beziehllngen 

, (ab) (ba) (db), (ac) (ca) (cd) 

(b) udel' (c) als Resultat, I 

Die Tatsache, daas die Cantorsche Theorie die Unvereinbal'keit 
del' Annahme, .iJl nnd N seien nnendlicl1e Mengen, mit del' Beziehnng 
jJ;I cl lV des ~ 3 nicht lIa('htzuweisen vermochte, el'fährt hiel'durch 
l1enes Licht. Denn die Znlassnng von Elementen von zweiel'lei Art, 
die einander entgegellgesetzt sind, sh'eitet weder gegen den Mengen­
begriff als solchen, noch auch gegen die Dedekindsche Definition 
der unendlichen Mengen und die anf ih1' l'uhenden BigeMchaften. 
Fül' den so erweÎtel'ten MeJlgenbegl'iff kann abel', wie wir sahen, im 
Fall llnendlirhel' Mengen anch die Beziehung M cl N realisiert sein. 
Wie weit sich anf solclte Mengen die weiteren Begritfe und Sä.tze 
del' CantorscIlen Theorie übel'tl'agen lassen, mag an diesel' Stelle 
anf sicb beruhen bleiben, 

Nul' das sei noch erwähnt, dass die allgemeine Weitel'fühl'uug 
der bisher gefundenen ResuÎtate in el'ster Linie die Beziehung der 
Melige zu ihren Elementen, ferner den Ol'dnungsbegriff u,s.w. ins 
Ange zu fassen har. lch wj)} noc'h kUl'z zeigen, wie man die Elemente 
der Menge auf der hiel' vol'lHtndenen Grundlage eÎnfülll'en kann. 
Voranzustellen ÜJt das folgende Axiom: 

1, Jede .i1fenge enthält Teihnengen, die nicht mell?' selbst in Teil­
men.qen ze?'le.qbrl7' sind,. sie heissen unzerlegbal'e Teilmengen oder 
Elemente, Sie sollen dm'ch . 

, 

'In TM oder kÜl'zer dUl'ch 'In 

bezeichnet wel'den, Von ihnen gilt der Satz: I 

lst M"-..J N, so kann eine nicht zel'legbal'e Teilmenge von lJfkeiner 
zerlegbaren Teilmenge von N aequivalent sein nnd umgekebrt, 

Aus del' Aeqllivalenz lJf'" N fo)gt nämlich nach Axiom I von § 3 
Zll jedem lJf' die Existenz einel' Teilmenge N' von N, so dass 

M''''''''N' 

lst. Würde mm m = lJ[' ein zerlegbares N' bedingen und wäre 
NI eine Teilmenge von N', 80 folgt aus lJf' '" N' gemäss demselben 
Axiom, dass N' die Existenz einer Teilmenge von m bedingt, die 
zu N' aequivalent ist; was abel' einen Widel'spl'uch darstellt. 

Von diesem Tatbestand kalll1 man nUl! wieder vel'langen, dass 
el' auch umgekehl't gilt; d. h. man !rann fOl'dem: 

IT. Zwei Mengen lJf und N sind aeqttivalent, wennjedem Element 
von lJf ein Element von N zugehö1·t und umgekelwt. 
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Dass diese FOl'derung an sich widerspruchsfrei ist, wnrde eb en­
gezeigt; dass sie allch den àllgemeinen Axiornen genügt, die die 
Aequivalenzbeziehung regeln (§ 1, 1 nnd lI, § 3, r, § 4, I), ist leicht 
zu sehen. Damit mög'e diese Betraehtung ihl'en Abschluss finden. 
Anf die Fl'age, wie mit der Einflihrung del' Elemente und der lIeuen 
Aequivalenzbeziehnng sich del' axiomatische Aufball ändel'l1 wÜl'de, 
sol! hiel' nicht weiter eingegangen wel'den. 

Jedenfalls entRpricht (He vorstehende Untersl1cbllng den FOt'der­
uogen, die im Anfang gestellt wureleJl. Sie sieht von allen Wort­
defini tionen ab und ben utzt ausschliesslich Bezieltungen zwisC'hen 
den Objecten, von denen sie handelt. Die Axiome liefern die Grund­
regeln tul' das Operieren mit ilmen. Gerade um dies delltlich her­
vortl'eten zu lassen, ist jedem Axiom und jedem Satz die ihm 
entspl'echende formale Ausdl'Ucksweise, also die Bindung, die e1ie 
bezüglichen Beziehungen dUl'ch den Satz oder das Axiom el'fahl'en, 
gegeben worden. Auch sind die einzelnen Axiome imme" erst dann 
eingefühl't worden, wenn sie für den Fortgang der Beweise Hötig 
waren. 


