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Mathematics. — *“Ueber eineindeutige, sietige Transformationen von
Flichen in sich”. (Sechste Mitteilung *)). By Prof. L. E. J.
Brouwg.

(Communicated at the meeting of March 27, 1920).

Die in der finften Mitteilung iiber diesen Gegenstand fiir die Kugel
ausgefiihrie Adufzihlung aller Transformationsklassen wird hier fir
die projektive Ebene erbracht werden.

Sei ¢ eine eindeutige stetige Transformation der projektiven Ebene
a in sich, £ eine einseitige einfache geschlossene Kurve von =, }
die Verdoppelung von £, G' das in = von h nmschlossene zweiseitige
Gebiet, 4’ das Bild von £ fiir £ Wir werden ¢ erster oder zweiter
Art nennen, je nachdem %’ einseitig oder zweiseitig ist. Eine Trans-
formation erster und eine zweiter Art kdnnen offenbar niemals
devselben Klasse angehdren.

§ 1. Die Transformationsklassen erster Art.

" Sei 7' eine der beiden durch ¢ bestimmten Abbildungen von
G -+ aunf die zweiseitige Verdoppelung 3 von &, G bzw. 1/ das
Bild von & bzw. 4 fir 7, [/ der Inhalt von B fiir eine besiimmte
elliptische Massbestimmung in a. Alsdann ist, wenn wir G und g
mit passenden Indikalrizen versehen, der Inbalt einer willkitlicher
2n4-1

2
negalive ganze Zahl ist, welche wir den Grad von ¢ nennen werden.
Alle Transformationen erster Art, welche derselben Klasse angehoren,
besitzen offenbar denselben Grad.

Um auch die nmgekehrte Eigenschaft zn beweisen, werden wir
zwei Methoden angeben, von denen die erste vomn Resultate der
funflen Mitteilung iiber diesen Gegenstand Gebiauch macht, die
zweite dem Beweisgange dieser Mitteilung parallel linft.

. Erste Methode. Wir konstruieren in (@ eine einfache geschlossene
Kurve r, und eine innerhalb r, gelegene einfache geschlossene Kurve
7, und Dbezeichnen das Innengebiet von r, mel (,, das Zwischen-
gebiet von », und », mit ¢/,, das Zwischengebiet von », und A2 mit

1y Vgl. diese Proceedings Xi, S. 788; XllI, 8. 286; XIII, 8. 767; X1V, S.300;
XV, S. 352 (1909—1912).

simplizialen Approximierung von G’ gleich I, wo n eine nicht-
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G,. Wir werden ¢ eine gegen P reduzierte Transformation n'e® Grades
nennen, wenn 1" die Kurven A und 7, je eineindeutig und beide mit
dem gleichen Umlaufssinn auf den (8 in zwei der Reihe nach mit
den Graden n und n 41 dberdeckte Halften B, und B, zerlegenden)
Grosskreis m, die Kurve », auf den in 3, gelegenen Pol P von m
und die Gebiete G, und @, je eineindeutig auf das von P und m
begrenzte (GGebiet abbildet. Nach dem Resultate der fiinften Mitteilung
iiber diesen Gegenstand konnen wir zwei willkirliche gegen P
reduzierte Transformationen nter Grades wnler Invarianz der durch
dieselben bestinmten Abbildungen von v, und & stetig ineinander
iberfithren.

Hiermit ist aber unser Ziel erreicht: eine beliebige Transformation
erster Art ldsst sich ndmlich durch stetige Modifizierung in eine gegen
P reduzierte Transformation itberfithren, indem wir zunichst der
Kurve A’ die erforderliche Gestalt erteilen und sodann unter Inva-
rianz aller Punkte von 4’ den Prozess zu Ende fiihren.

Zweite Methode. Wir werden ¢ eine normalisierte Transformation
nten Grades nennen, wenn erstens A’ eine einfache geschlossene Kurve
und eineindeutiges Bild von A ist {durch welches also 8 in zwei der
Reibe nach mit den Graden n und n -1 iberdeckte Halften 3, und
B8, zerlegt wird) und zweitens T eine einfach verzweigte Riemannsche
Abbildung ist, deren Verzweigungspunkte alle in B, gelegen sind.
In diesem Falle konnen wir in #, nach der Lirora-Criscrschen
Methode ein solches System von Verzweigungsschnitten mit dazn
gehoriger Blatteranordnung anbringen, dass 4’ eine ganz im ersten
Blatt gelegene Kurve wird. Aus dieser Bemerkung folgt unmittelbar,
dass alle normalisierten Transformationen n'e* Grades zur selben Klasse
gehoren.

Wir werden ¢ eine kanonische Transformation nte® Grrades nennen,
wenn erstens &' ein Grosskreis und eineindeutiges Bild von /4 ist und
zweitens n in (G gelegene einander nicht treffende einfache geschlos-
sene Kurven von 7' in solcher Weise in je einen einzigen Punkt
von J abergefiithrt werden, dass die von diesen Kurven bestimmten
Teilgebiete von G alle mit dem Grade 4 1 eineindeutig und stetig
abgebildet werden, und zwar die nicht an L grenzenden auf die
einfach oder mehrfach punktierte Kugel 3, das an 4 grenzende auf
eine von A’ umschlossene, im allgemeinen ebenfalls punktierte Halb-
kugel. In diesem Falle konnen wir ¢ zundchst mittels einer beliebig
kleinen, alle Punkte von A’ invariant lassenden steligen Modifizie-
rung in solcher Weise umformen, dass I eine einfach verzweigte
Riemannsche Abbildung mit lauter, nicht nur in g, sondern auch in
a, verschiedenen Verzweigungspunkien wird, und sodann mittels



813

einer weiteren stetigen Abédnderung in eine normalisierte Transfor-
mation dberfithren. Mithin gehtren auch alle kanonischen Transfor-
mationen nien Grades zur selben Klasse.

Eine beliebige Transformation erster Art ldsst sich aber durch
stetige Modifizierung in die kanonische Form bringen: um dies zu
bewerkstelligen, formen wir sie zunichbst so um, dass A’ ein Gross-
kreis und eineindeutiges Bild von 4 wird und wenden sodann unter
Invarianz aller Punkle von A’ die in der fiinften Mitteilong iiber
diesen Gegenstand erdrterte Abénderangsmethode an, welche hier
nur dahin zu ergénzen ist, dass a.a.0. S. 355 oben unter den
Gebieten g, auch ein durch /i begrenztes Gebiet 9 auafiritt, das fiir o®)
nicht nirgends dicht abgebildet wird, walirend wir mittels einer beliebig
kleinen stetigen Modifizierung von «() erreichen konnen, dass kein weite-
ver Teil der Grenze von gy, mit 2 zusammenhéngt und dass das Bild von
g», keineanf i’ gelegenen Verzweigungspunkte aufweist; weiter tritt nebst
den a.a4.0. S. 359 und 360 unterschiedenen Gebieten erster, zweiter
und dritter Art noch e eimziges Gebiet vierter Art anf, das eine
der von XA’ nmschlossenen Halbkugeln eineindeutig und stetig, ent-
weder positiv oder negativ, iberdeckt, wdhrend das a.a. 0. im
vierten Absatz von 8. 359 angegebene Verfahren eventuell auch zu
verwenden ist, um ein Gebiel zweiter bzw. dritter Art mwit einem
angrenzenden negativen bzw. positiven Gebiete vierter Artzu einem
positiven bzw. negativen Gebiete vierter Art zu vereinigen. Mithin
gehoren alle Transformationen erster Art wer Grades zur selben Klasse.

" § 2. Die Transformationsklassen zweiter Art.

Sei wieder 7' eine der beiden durch ¢ bestimmten Abbildungen
von (4 / auf die zweiseitige Verdoppelung 3 von ~ und G’ bzw.
I’ das Bild von G bzw. i fiie T, so wird g von einer willkiirlichen
simplizialen Approximierung von (' entweder iberall mit einem
geraden oder {iberall mit einem ungeraden Grade tiberdeckt. Im
ersteren Falle werden wir ¢ eine gerade, im letzteren Falle eine un-
gerade Transformation zweiter Art nennen. Die Transformationen
einer Transformationsklasse zweiter Art sind offenbar entweder alle
gerade, oder alle nngerade.

Sei ¢ die Fliche vom Zusammenhange der Kugel, welche aus a
durch Identifizierung aller Punkte von 4 erbalten wird. Wir werden
¢t eine in L kontrahierte Transformation nennen, wenn &’ sich auf
einen einzigen Punkt reduziert nnd zwar insbesondere eine einfachs
in k kontrahierte Transformation, wenn 8 fur 7' von # entweder
mit dem Grade O oder mit dem Grade 1 uberdeckt wird. Alsdann
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i folgt aus dem Resultate der fiinften Mitteilung {iber diesen Gegen-

stand unmittelbar, dass alle einfachen in k kontrahierten Transfor-
mationen derselben Paritit zur selben Klasse gehiren. -

Eine beliebige Transformation ¢ zweiter Arvt ldsst sich aber durch
stetige Modifizierung in die Form einer einfachen in £ kontrahierten
Transformation bringen: um dies zu bewerkstelligen, formen wir sie
zundchst in eine in % kontrahierte Transformation um, wobei also
b’ sich auf einen einzigen Punkt P reduziert und g fur 7" von &
mit einem gewissen Grade m tberdeckt wird, und modifizieren
sodann ¢ in solcher Weise weiter, dass 4’ der Reihe nach alle Lagen
von zweimal durchlaufenen, durch  und den Gegenpunkt @ von
P als Pole bestimmten Breitekreisen erhélt, und sich schliesslich in
() zusammenzieht. In diesem Augenblicke wird 8 fiir 7" von & ent-
weder mit dem Grade m -+ 2 oder mit dem Grade m—2 iiberdeckt:
durch geeignete Einrichtung des Verfalirens konnen wir dafir sorgen,
dass ein Dbeliebig gewdhlter dieser beiden Werte erreicht wird.
Hieraus folgt, dass wir durch passende Wiederholung desselben
Prozesses ¢ in eine einfache in % kontrahierte Transformation tiber-
fithren konnen. Mithin gehiren alle Transformationen zweiter Art
derselben Paritiit zur selben Klasse.

§ 3. Die Mivimalzahlen der Fizpunkte.

Weil einer eindeutigen stetigen Transformation von = in sich zwei
eindeutige stetige Transformationen von g in sich entsprechen, welche
nicht beide den Grad —1 Dbesitzen, mithin nicht beide fixpunktfrei
sein konnen'), so besitst eine eindeutige stetige Transformation der
projektiven Ebene w in sich wenigstens einen Fivpunk:.

Dass andrerseits fir keine Transformationsklasse von « die Minimal-
zahl der Fiepunkte mehr als 1 betriigt*®), erhellt aus der folgenden
Transformation erster Art nten Grades:

tg g’ = tgp 4 cosep
3 ' = (2n 4 1) ¢,
wo. mit ¢ und ¥ Linge und Breile anf 8 bezeichnet werden, und
aus der folgenden geraden bzw. nngeraden Transformation zweiler Art:
p' =
o’ =0 bhzw. 0 = 2w,
wo mit ¢ und o Linge und Polabstand auf 3 bezeichnet werden.

1) Vgl. Math. Annalen 71, S. L4,

) Wegen der Beantwortuny der analogen Frage flir die Kugel und die beiden
Ringflichen vgl. meine demnichsl im Anschluss an einen Aufsalz von J. NieLsen

in Math. Annalen 81 erscheinende Noliz: , Ueber die Minimalzahl der Firpunitle
bei den Klassen won eindeutigen stetigen Tramsformationen der Ringfldchen”.




