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Mathematics. - "Vebet eineindeutige, stetige 1'1'ansfo1'11lationen von 
Flächen in sich". (Sechste Mitteilung 1)). By Prof. L. E. J, 
BROUWER, 

(Communicated at the meeting of March 27, 1920), 

Die in del' fünften Mitteilnng über diesen Gegensland fül' die Kngel 
ausgeführle AufzäMung alle" Tmnsfo1'7natio11sklassen "l'il'd hiel' für 
die projekti ve Ebene erbl'ach t wel'den, 

Sei t eine eindelltige stetige Tl'ansformation del' pl'ojektiven Ebene 
:re in sich, Ic eine einseitig-e einfache geschlossene KUl've von Jr, h 
die Vel'doppelnl\g von Ic, G das in Jt von ft nmschlossene zweiseitige 
Gebiet, le' das Bild von Ic für t. Wil' werden t e1'sttJI' oder zweitel' 
Aft nennen, je nachdern k' einseitig odel' zweiseitig ist. Eine Tl'ans­
fOl'mation el'ster und eine zweiter Art können offenbar niemals 
del'selben Klasse angehöl'en. 

~ 1. Die Tmnsfo1'1l1ationslclassen e1'ster A1't. 

Sei T eine del' beiden dm'ch t bestimmten Abbildungen von 
G + h anf die zweiseitige Vel'doppelung {f von :rr, 0' bzw, ft' das 
Hild von G bzw, It fÜI' T, [ del' Inhalt von ~ für eine bestimmte 
elliptische lVIl;lssbestirnmllng iJl .1T. Alsdalln ist, Wel111 wh' G und fJ 
rnit passenden Indikatl'Ïzen vel'seilen, del' lnhalt eine!' willkütlicl1en 

2n+1 
simplizialen AppJ'o~il11ierllng von Q' gleicl.l -2- I, wo n eine nicht-

negative gallze Zahl ist, welehe Wil' den Gmd VOl] t nelwen werden. 
Alle 'rn\.JIsformationen el'stel' Art, welche derselbell Klasse angehöI'en, 
besitzen olfenbat, denselben Grad, 

Um allel! die llnJgekehrte Eigenschaft zn beweisen, werdeJl v\Tir 
zwei Methoden angeben, von denen die el'sie vom Reslllrate del' 
fünften lVlitteilung übel' diesen Gegenstand Geblaneh mat',hr, die 
zweite dem Beweisgange diesel' Mitteilullg parallel läuft . 
. Ei'ste J.lletILOde. "'Vil' konstrlliel'en in G eine einfarhe geschlo5sene 
KUl've 1'2 lInd eille illnerhalb J', gelegene einfaehe geschlossene Km've 
?!1' ulld bezeichnell das Innengebiel von 1'1 met Gil das Zwisehen­
gelliet VOII 1\ nnd 1'2 mit (}2' das Zwifichengebiet \'011 1'2 nlld ft llIit 

I) V gl. diese Proceedings XI, S. 788; XII, S. 286 j XUI, S. 767; XIV, S. 300 j 
XV, S. 352 (1909-1912), 
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G •. Wir werden t eine gegen P recluziel'te Tl'ansfO?'rnation nlen Grades 
nennen, wenn T die KUI'vell h und 1\ je eineindeutig nnd beide mit 
dcrn gleichen U mlaufssinn anf den ({1 in zwei der Heihe nach mit 
den Graden n und n + 1 üherdeckte Hälften (11 nnd Ij~ zerlegenden) 
Grosskreis m, die Kurve 1', auf den in I~~ gelegeJlen Pol P von m 
und die Gebiete G2 und G, je eineindeutig auf das von P und In 

begl'enzte Gebiet abbildet. Nach dem Resultate del' fünften Mitteilung 
über diesen Gegenstand können wir zwei willkül'!iche gegell P 
rednzierte 'fransformationen nten Gl'ades untel' lnva?'ianz de)' dUl'cTt 
clieselben bestÏll1mten Abbildungen von 1'2 ltnd ft stetig ineinancler 
überfühl'en. 

Hiermit ist abel' unser' Ziel el"l'eicht; eine beliebige Transfol'matioJl 
erstel' Art Jässt sich nämlich dm'ch stetige J.VIodi{iziel'llIlg in eine gegen 
P reduzierte Transfor'mation übel'führen, indem wil' zunäehst der 
Kurve h' die erforderliche Gestalt erteilen \lnd sodaJlJl uJlter IJlva­
rianz allel' Punkte von h' den Pl'ozess za Ende füh\'en. 

Zweite Methode. Wil' werden t eine normalisie1'te Transf01'mation 
nlen Grades nennen, wenn el'stens h' eine einfarhe geschlossene KUl've 
und eineindelltiges Bild von Tt ist (dlll'r,h welches also fJ in zwei der 
Reihe nach mit den Graden n und n + 1 übel'de('kte Hàlften {jl und 
(12 zerlegt wjrd) und zweitens ']' eine einfach verzweigte Riemannsche 
Abbildung ist, deren Vel'zweigungspunkte alle in fI~ gelegen sind. 
In diesem FalIe können wir in {1, J1ach del' LÜRO'l'H-OLEBscHscheJl 
Methode ein solches System von Vel'zweigungsschnittell mit dazn 
gehöt'Ïger Blättel'anordnung anbringen, dass !t' eine ganz im el'sten 
Blatt gelegene KUl've wir'd. Aus diesel' Bemerkllng folgt IInmittelbar, 
dass alle nOl'lnrtlisiel'len Tl'ansfol'mationen n len Gl'ades zw' selben Klasse 
gehó"l'en. 

Wh' wel'den t eine kan'onisclte lhmsfo1'11Mltion nie,1 Gmcles nennen, 
wenn erstens h' ein GrosskI'eis und eineindeutiges Bild VOJl!t ist nnd 
zweitens n iJl G gelegene eiJlander J1icht treffende einfache geschlos­
seJle KuneJl von 11 in solcheL' Weise iJl je einen einzigen Pnnld 
von [j übel'geführ·t wel'den, dass die von diesen Km'veJl bestimrnten 
TeiJgebiete von () alle mit dem Gl"fl,de + 1 eineindeutig nJld slelig 
abgebildet werden, und zwal' die nicht an ft gl'enzenden auf die 
einfach odel' mehrfaeh punktiel'te Kugel Ij, das an ft grenzende auf 
eine von !t' umsrhJossene, im aJlgemeinen ebenfalls punktiel'te Halb· 
kugel. In diesem FalIe können wir t zunächst mittels einel' beJiebig 
kleinen, alle Punkte von ft' inval'iant lassenden stetigen Modifizie­
rUJlg in solcher Weise nmfol'men, dass l' eine einfarh vel'zweig,te 
Riemannsche Abbildung mit lanter, J1icht nUl' iJl ij, sondel'n auch iJl 
:f, verschiedenen Vel'zweignngspunkten wir'd, nJld sodalIJl mittels 
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einel' weiteren stetigen Abändel'ung in eine nOl'malisiel'te Tl'ansfol'­
mat ion übel'fühl'en. Mithin gehöl'en auc/t alle kanonischen Tmnsfo1'­
mationen n lml Gmdes zw' selben Klasse. 

Eine beliebige Trunsforrnation el'ster Art lässt sich abel' dm'ch 
stetige :.v.Iodifizierllng in die lmnonische Form bringen: urn dies zu 
bewerkstelligen, fOl'men wil' sie zunäehst so urn, dass h' ein Gross­
IU'eis und eineindeutiges Bild von ft wird und wenden sodann lUItel' 
Inval'ianz allel' PunkIe von h' die in del' fünften Mitteihlllg über 
diesen Gegenstand erörtel'te Abändel'nngsmethode an, wele-he hier 
I1ur dahin Zl1 el'gänzen ist, dass a. a. O. S. 355 oben unter den 
Gebieten g, auch ein durch h begl'ellztes Gebiet gJh auftrilt, das für a(P) 

nicht nirgends dicht abgebildet wil'd, wál1l'end wil' mittels eiller heliebig 
kleinen stetigen Modifiziernng von a(/J) el'l'eichen können, dass kein weite­
rel' Teil der Grenze von gVh mit h zusam menhängt nnd dass das Bild von 

g'!t J{eine anfll' gelegenen Vel'zweig 11 ng'splmkte aufweisl; weitel' tri tt nebst 

den a.a.O. S. 359 llnd 360 Ilntel'schiedenen Gebieten erster, zweiter 
und drittel' Art noch ein einz~qes Gebiet viel'ier A1't anf, das eine 
del' von h' nmschlossenen 'Halbkngeln eineindeutig llnd stetig', ent­
weder positiv oder negativ, überdeckt, wMu'end das a. a. O. im 
vier~en Absatz von S. 359 angegebene Verfalu'en eventllell allch zu 
verwenden ist, um ein Gebiet zweiter bzw. dritter Art mit einem 
angrenzenden negativen bzw. positiven Gebiete viertel' Al,t zu einem 
positiven bzw. negati\'en Gebiete viertel' Art Zl1 vereinigen. ~Mithin 

ge!teken alle TransjoJ'mationen el'ster AI'l nten Gmdes zw' selben Klasse. 

. § 2. Die Transf01'mationslclassen zweite1' A1't. 

Sei wieder T eine del' beiden durch t bestimmten Abbildnngen 
von G + It au f die zweiseitige V erdoppeln ng [j von ."1: und G' bzw. 
!t' das Bild vOll G bzw. h füt' T, 80 wird [j von einel' willkürlichen 
simplizialen Approximiernng von U' entwedel' übemll mit einem 
gerarlen odor übel'all rnit einem nngeraden Grade überdeckt. Im 
erstel'en Falie werden wil' t eine gemde, im ]etztel'en Fa]]e eine ltn­

g~1'ade 7'l'ansfol'mation zweite1' A1't nennen. Die Transformationen 
einer Transfol"matio/lsklasse zweiter Art sind offenbar elltweder alle 
gerade, oder alle llngerade. 
, Sei () die Fläche "om Zusammenhange der Kugel, welche aus 3r 

dm'ch Identifizierllng aller Punkte von Ic erbalten wiI'd. Wir werden 
t eine in Ic kontmldel'te Tmnsfol'1lwtion liennen, wenll k' bich auf 
eillen einzigen Pnnkt rednziert nnd z\Yar insbesondere eine einfache 
in k Icontmhiel'te Tl'f7nsjvl'tnatioll, wenn [j für T von () entweder 
mit dem GI'ade 0 oder mit dem Grade 1 übel'deckt wird. Alsdalll1 



- 5 -

I 

I 

814 

1 folgt aus dem Resultate der fünften Mitteilnng über diesen Gegen­
stand unmittelbar, dass alle einfrwhen in Je Jeonl1Ythie1'ten Transfo1'­
rnationen dm'selben Pa1,ität ZUl' selben Klasse pehöl'en, . 

Eine beliebige Transfol'mation t zweitel' Art lässt sich abel' dm'ch 
stetig'e ;\1odifiziel'ung in die Form einer einfachen in Tc kontrahiel'ten 
1'ransformation bl'Ïllg'en: um dies zu beweî'kstelligen, formen wil' sie 
zunächst in eine in Je kontrahiel'te Transfol'mation um, wobei also 
h' sich auf einen einzigen Pankt P I'eduziert nnd fJ fÜt, T von fJ 
mit einem gewissen Grade 1n übet'deckt wird, uud modifizieren 
sodann t in solchel' Weise weitel', dass h' del' Reihe nach alle Lagen 
von zweimal dUl'chlaufenen, dUl'ch P und den Gegenpllnkt Q \'on 
PaIs Pole best.immten Bl'eitelueisen et·häl t, nnd siclt schliesslich in 
Q zllsammenzieht. In diesem Augenblicke wil'd (3 für T von fJ ent­

weder mit dem Grade nl, + 2 odel' mit dem Grade 112-2 übel'deckt: 
dUl'ch geeignete Eimichtung des Vel'fahrens können wil' dafül' sorgen, 
dass ein beliebig gewält1ter diesel' beiden Werte erreicht wil'd. 
Hiel'allS folgt, dass wil' dm'ch passenue Wiederholung desselben 
Prozesses t in eine einfache iIJ Je lwntl'ahiel'te Transfol'wation über­
führen können, ~lithin gehören alle Tmnsf01'JIllltionen zweitel' A1't 
del'selben Pa1'ität ZU1' selben J{{asse. 

~ 3, Die ~linimlllzahlen del' FixZJUn/cte. 

Weil einer eindeutigen stetigen Tl'ansformalion von ,., in sich zwei 
eindentige stetige Transformationen von fJ iJl sieh entRpl'echen, welche 
nicht beide den Gmd -1 besitzen, mithin Jlicht beide fixpullktfrei 
sein können 1), so besitzt eine eindeut~qe stetige l~l'('tnsfol'7liation del' 
fJrojeJetiven Ebene :T in sic/i wenigstens einen Ji'i:vpunlct, 

Dass andl'et'seits fil1' Iceine Tl'ansf01'17wtionslc1asse von :rr die ~linim(d­
zldd de1' 1i'i.vflunlcte rneh1' aLs 1 beträ,qt ~), el'ltellt aus der folgenden 
Tl'ansfOl'mation el'stel' Art nten Grades: 

l tg III = (qllJ + cosrp 

rp' = (2n + 1) (P, 

wo. mit 'rf! und tI' Länge und Bl'eite anf (3 bezeichnet wel'den, llIJd 
aus del' folgeuden geraden bzw. nllgeraden Tt'ansfol'matiOIl zweitel' Art: 

\ rp' = rp 

I w' = 0 bzw. w' = 2w, 
wo mit rp und w lJänge and Polabstalld auf I~ bezeichneL wel'den. 

1) V gl. Malh. Annalen 7], S. 1 J 4. 
') Wegen der Beantworllln~ der analogen Frag~ für die Kugel und die beiden 

Ringflächen vgl. meine demnächsl im Anschluss au einen Aufsalz von J. NIELSEN 
in Malh, Annalen 81 erscheinende Noliz: • Ueber die Minimalzahl de1' Ftxpunkte 
bei den Klassen von eindeutigen stetigen Transformationen der Ringflächen". 


