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Mathematics. - "Sur les ensembles elai?'sernés." BJ' Prof. ARNAUD 
DENJOY. (Communicated by Prof. L. E.- J. BROUWER). 

(Communicated at the meeting of March 27, 1920). 

Selon une définition que j'ai proposée, (Jo 11 J'llal de Math. pl1l'es et 
appliquées, 1916), je dis qu'un ensemble est clairsemé quand il est 
non den se sU?' tout ensemble pl11fait. 

Soit E un ensemble quelconque, El I'ensemble des points de E 
qui sont limItes à E. Soit a nn nombre Ol'dinal qllelconql1e. Si u 

e&t de première espèce, soit E" l'ensemble des points de E"-l qui 
sont limites à E"-l' Si Ct est de seconde espèce, soit E" l'ensembie 
des points communs à tous les E", de rang inférieul' à ct. Chaclln 
des EI? contient tous les ensembles suivants. Je dis que tons Jes EI? 
sont nnls ou coj'ncident à partir d'un certain rang de a. 

- En effet EO'+t est l'ensemble eommull à E" et à son dél'lvé E'O'.. 
Donc l'ensemble E'(/. con tenant E,+l, contient tous les ensembles 
E). d'mdiees Î. supériellrs à a. Comme E'" est fermé, E'(/. contiel!t 
tons les ensembles E'). si À> a. DOlle, d'apl'ès un théorème connu, 
il eXlste nn rang ~ tel queo E' pi> E'p, f'li ~' < {j, et tel que 
E' p = E' }3+1 = . , . El étant sitllé dans E'" pour } > H, E') est situé . 
dans Ie dérivé Eli" de E' 0'.' DOlle, si E'f n'est pas nul, E'p est 
pal-falt, puisqU'11 <.'o'ineide avec un ensemble E' p+l contenu dans 
Bon dél'ivé EI/p. Dans ee cas, E'+l' situé SUl' E'p et ayant pom 
dérivé E' ~ lui-même, Ep+l est pal tout dense SUl' E'p. Ep+l' que 
nOlls désignons pal' ll, est dense en lui-1II8me et a pour dél'ivé 
J'ensemble pal'fait E' Ij ou p, 

Si E'p est nul, Ep a un nombre limité de points, ou est nul. En 
rons cas, ~3+1 ebt nul. 

Soil Po un ensemble pal'fait snr lequel Eest pal'tout dense, et H 
l'ellsemble commun à Pg et à E. H est dans El et, de proche en 
pt'oehe, dans E" qnelque soit u, done dans E~+l, done, Ie dérivé 
de H, soit Po, est dans P, dérivé de E~+l' Si done Ep+1 est nàl, 
E est non dense SUl' tont ensemble parfait. Si Ef3+1 n'est pas nul, 
soit G I'ensemble des points de E qui ne font pas pal'lie de Jl. 
J/ensemble GO'. est eonterlU dans EO'. quelque soit {.(. Done, GP+1 est 
flans Ep+l' done dans ll, mais G~+l est aussi dalls G. Comme G 
esl distinet de J?, Gp+1 esl nnI. DOlle. (] est elai1'selllé. 

7'out ensemble est clone lil réunion d' un ensemble dense en lui-même 
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et d'un ensemble clairsemé, pl'oposition dont on trouvera lino autre 
démonstration dans Ie mémoire rappelé plus haut. 

Il no us sera commode, avant d'aller pour loin, de considéret' la 
familie d'ensembles fet'més J{." ainsi définie. Si a est de pl'emière 
espèce, K~ est identiqne à E' C(-1. Si a est de seconde espèce, ](~ 

est l'ensemble commnn à tous les ensembles KC(, d'indice a' infé­
riem à a. 

Nous désignons la totalité de l'espace par Ka, et Efacultativement 
par Eo. Je dis q ue EC( est l' ensemble commun à E et à [(C(' 

- Ponr a = 1, I( est Ie dél'ivé de Eo, ensemble identiqne à E, et 
EI est bien l'ensemble {'ommun à E et à [(I' Supposons la propo­
sition vraie pour a' < a, et montl'ons-In ponr a. Si a est de première 
espèce, alors pal' détinition, d'une part !(C( est Ie dél"ivé de EC(-l, 
d'autre part, E~ est l'ensemble commlln à EC(-l et à son dérivé, 
done à EC(-l et à ](C(-1' Or, par hypothèse, E«.-l est l'ensombIe 
eommun à E et ~ [(C(-1. Done, EC( est l'ensemble eommun à E, 
à [(C(-1 et à [(C(' [{C( étant Ie dérivé de EC(-1. contenu par hypothèse 
dans I'ensemble fel'mé [(C(-1, [(C( est eontenu dans [(~-1. Done, EC( est 
l'ensemble commun à E et à J(~. 

Si a est de seconde espèC'e, E~ est par définition l'ensemble commnn 
à tous les E~, d'indices infél'ieurs à Ct, done d'après notre hypothèse, 
EC( est I'ensemble commun à E et à tous les K~,; done, à E et à 
f{C(, si KC( est I' ensemble eommull aux /(C(" La propriété est done 
démontrée dans tous les cas. 

Dans Ie eas ou E'f" existe, pour ~' < {I, a\'ee E'f' = 0, alors Kf"+l 
existe et J{f'+l est nul. Si ~ est de premièl'e espèce, faisons 
11' = ~-1. Kt existe. Si ~ est de seconde espèce, comme tons les 
Kf5' existent, il en est de même de I~e, Done si Eest clairsemé, 
il existe un nombre ~ tel que [((3 existe, E possédant SUl' K(3 un 
nombre fini ou nul de points. 

Nous allons donnel' une propriété cal'actéristique des ensembles 
elairsemés, propriété qui montrera Ie parti qu'ils offt'ent dans les 
applications à la théorie des fonetions, 

Théol'ème. - La condition nécessaire et st~f.fisante pow' qu'il soit 
possible d' affectm' à cltaque point M d'un ensemble E, tln ensernble 
p7'Op1'e 1(M:) auquel kJ soit inté7'ieu7', de manière qu'aucun point de 
l' espace ne soit intérieul' à une inftnité d' ensembles 1 (jJl) , est que 
l' ensemble E soit clairsemé. 

1 Q La condition est nécessaire. En effet, si E n'est pas clairsemé, 
iL contient un ensemble dense en lui-même F, Soit P Ie dérivé de 
F, P est parfait. Tout point MD de F est intél'ieur à un ensemble 
I(Mo) , On sait alors qu'il existe tlll ensemble R partout dense snl' 
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P et dont ehaque- point est intérieur à nne infinité de l(Mo) (voir Ie 
mémoire cité plus hant). Le eomplémentaire de R relativement à P 
est formé par la réunion d'une infinité dénombl'able d'ensembles non 
denses SUl' P. R est ce que j'ai proposé d'appeler nn résiduel de P. 
La condition énoncée est donr nécessail'e. 

2°. La condition est s uftisan te. Snpposons -que E soit rlairsemé. 
Eest donc dénombrable. Oar, l'ensemble Q des points au voisinage 
desquels un ensemble D est non dénombrable, est pal'fait, et D est 
pal'tout dense sllr Q. Oela posé, nOllS envisageons pom' un point 
quelconqne ]{ de E, denx sOl'tes de rangs. D'abord, E étant dénom­
brabIe, nous pouvons attribuer à M nn rang en tie!' propre n. D'antre 
part, dans la suite des ensembles Ef/.' formée comme il a été expliqué, 
considérons ceux de ces ensembles qui lIe contielHlent pas M. L'un 
d'eux a nn rang inférieur à tous les antres, soit 1 ce rang. 1 ne peut 
pas ètre nn nombre de seconde espèce. Oal' M, étant situé dans Ei, 
quelque soit l' < y, serait dans EI' si 'l était de seconde espèce. On 
peut donc poser y = Ó + 1. M est dans Eif, mais non pas dans E8+1. 
Done, M est dans E8 mais n'en est pas point limite. Mest un 
point isolé de E8. Oela étant, <pen) étant une fonction quelconque 
de ?l tendant vers 0 quand n rroît, nous pl'enons po UI' lCM) un 
intervalle ou cercle ou sphère,... ayant pour centre .111 et ~lll 
rayon 1'(M) inférieur d'une part à (p(n) , d'autre part à la distance 
de M à E'8 = f{8+1' 

Je dis qu'nn point quelconque ]V de l'espace n'est intérienr qll'à 
nn nombre limité d'ensembles f(M). En effet, si N était intérieur 
à une infinité de tels ensembles l(M), soient ]{(1), ./.11(2), ••• , M(!'), ... 

. les centres de ces ensembles, Ó1 'Ó2 ' •••• op, ... les ordres analogues 
à 0 correspondant à ces di vers points, n l , n~, ... n,,, ... lelll's rangs 
dans Ie premier classement des M en série unilinéaire, et enfin 
1'}l Ie rayon de I[ M(p)]. Puisque les ?lp sont .distinets, np croît 
indéfiniment avee p, done 1'p < cp(np) • tend vers 0, done N est point 
limite des M(P). • 

Pal'mi les nombres tl'ansfinis dp , il y en a au moins un, soit Ó, 

auquel nul autl'e n'est infél'ieur. On a óp ~ (Y pour toute valeur de 

p, l'égalité étant réalisée pour au moins une valeur de p. Don~" 
au moins un point M8 de Eif est dans la suite Mlp). D'ailleUl's Eif 
contient E8p, done .111(p), quelque soit p. Done, Nest un point Iimite 
de E8, Mais ceci est impossible, puisqlle I(M8) contiendrait N et 
que, pal' hypothèse l(]{~) ne contient aueun point de E'8. La eon­
dition est done suffisante. 

Soit H nn ensemble fel·mé. Sl1ppOSOI1S d'abord que H n'ait pas 
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de point commun avec /(1 = E'. A.lors, il n'y a évidemment qu'un 
nombre fini d'ensembles IeM) contenant à leur intérieur all moins 
un point de H. On voit en effet comme ci-dessus, qne si ces points 
étaient en infinité, chacun de leurs points limites serait SUl' H, 
puisqu'il n'y a qu'un nombre limité d'ensembles lCM) dont Ie rayon 
sUl'passe un nombre positif donné. Si donc H est distinct de E' 
dérivé de E, nous aboutissOl1S à une contradiction. 

Plus généralement, si l'ensemble /ermé H est situé SU1' 1(" et s'il 
n' a lJas de point commun avec [("+1. il n' e.'Ciste qu,'un nombre limité 
d' ensembles I (M) contenant à lem' inté1'iezt1' mt moins un point de H. 
En effet, si fJ < a, à tout point M de Ef3 correspond un ensemble 
I (M) sans points communs avec H, puisque 1 (JI) n'a pas de point 
commun avec E' f3 = f{f3+1' ' qui contient K" et par suite H. Donc, 
les seuls poinrs M dont les' ensembles I (M) peuvent contenir au 
moins llll point de H sont les points JlI de E". Comme H est sans 
point commnn avec 1(+1 dérivé de Erx, nous sommes ramenés au 
premier cas. L'ext~nsion du théorème est démontrée. 

Voici une application de la proposition ci-dessus à la théorie 
des fonctions. Désignons par I (M) une fonction des coordonnées 
x, y, ... u d'un point M de l'espace, et par I (M-Mo) la fonction 
/ (x-wo, y-y 0> •• ,u-u.). Soi t /n (M) une jonction bomée à l' exté­
'l'ieu1' de toute sphè1'e ayant pour centl'e l' ol'(qine 0 des coo1'Clonnées, 
et teUe que 1111 (M) I C1'O~t indéjiniment' quand M tend indi.ff érernment 
vel'S 0 (sans coïncider avec 0). Alors: 

La condition nécessai1'e et sulfisante POU1' qu'il existe des coejficients 
all indépendants de M et tels que la sé1'ie a" /n (M-M,z) soit pa1'tout 
convergente, est que l' ensemble MI! soit clai1'semé. 

La condition est nécessaire. En effet, si l'ensemble E des points 
JIn n'est pas clairsemé, supposons donnée une suite quelconque de 
coefficients an' D'après lirn If,z (M) I = CIJ qlland JI tend indifférem­
ment vers 0, n restant invariabIe, il existe une sphère ayant son 

1 
centre à i'origine et en tout point de laquelle I f,z (M) I > -I' Soit 

1 all 

1"n Ie rayon de cette sphère. ElltoUl'ons Mil d'une sphèl'e 1"1 de l'ayon 
r'n. L'ensemble MI! n'étant pas clait'semé, ij y a des points de 
l'espace intérieul's à une infinité de sphères 1'11' POllr chacun de ces 
points N, la sél'ie allf,1 (N-Jf,I) est divergente comme ayant une 
infinité de termes Supél'ieurs à 1 en valeur absolne., 

La condition est suffisante. En effet, si Eest clail'semé, nous 
pouvons autoul' de M,z décl'il'e une sphère 1" de centre M,I et de 
rayon 1'11 telle que tout point de l'espace ne soit intél'ieur qu'à un 
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nomlwe fini de sphères In. Soit, hOl's de la sphèl'e de cenh'e 0 et 
de rayon l'l!, {-tn Ie maximum de 1/11 (M) I. {-til existe, pUlsqne par 
hypothèse 1111 (jJf) I est borné à l'extél'ieul' de toute sphère ayant 
son centl'e à l'ol'lglIle. Soit an un nombl'e quelconque mférleur en 

d] , 1 I ' . .j! M jJ{, mo u e a --. Ja se ne allJn ( - /'n) converge en tout point 
n 2 

{-tn 

.1.11, comme n'ayant qu'un nombl'e limité de termes supél'ieurs en 
, 1 

module aux termes de même rangs de la sel'le -. 
n2 

On monke aisément qua la sé?,ie an / n (jJ{-.1.l1;I) converge Un7fOl'­
mément SU?' tout ensemble fel'mé H sans points cO?nllmns Ilvec E' ou 
plus gél1é1'(Ûernent Slll' tout ensemble fermé contenu dans [(Cl. et 
n'ayant aucun puint commun avec /(CI.+1. En effet, 11 n'y a qu'un 
nornbl'e limité d'ensembles 111 contenant des points d'un tel ensemble 
H. Done, à pal,tir d'un cel'tain rang N, le ne terme de la sél'ie 

1 
est infél'ieur à - en tous les points de H, quelque SOIt n > N. 

n' 

Supposons que .t~(M) soit la somme d'une sé?,ie 

Un 1 (M) + Un 2 (M) + .... + Un p (M) + .... 
uni/01'mément conve?Y]ente et (.l tel'mes bOl'nés (chacun sépal'ément) ,à 
l'e,cté?'iew' de toute spltè1'8 ayant son centl'e à l'origine. AIoI'S, à l'exté­
rienr d'une telIe sphèl'e ayant Ie rayon 1'n défini plus haut, les 
sommes 

Un]l (M) + Un p+1 (M) + .... + un •q PI) 

sont, indépendamment de p, de q et de M, bornées en module par 
un même nombre ;'n. (en pal'ticuJier, avec q=p, I UI/.p (jJf) I < )'/1)' 

1 
Soit al! un nombl'e de module infél'ieUl' à -2-' Je dis qu' en ajoutant 

n 1.11 

par colonnes les sé1,ies an / n (M-Mn), 1Wlts obtenons une sé1,ie 

W 1 (M) + 102 (M) + . + Wp (M) + .... I 

conve1Y]ente en tout point Af. En effef, on a: 

wp (M) = ft) U1.p (M-M1) + as U2.p (M-M2 ) + .. + an un.p (M-M71) + 
La sél'ie wp (jJf) est convergente pmsque, jJf n'étant intérieul' qu'à 

UH nombre limité de sphères 1,1, la série 'Wil (jJf) n'a qu'un nombre 
limité de term es supérieul's en valeur absolue à, l'inverse du carré 
de leur rang. 

Soit IJ un nombre positif. Nous vouJons prouvel' que, M étant 
choisi, il est possible de déterminer ... '?Va de façon que I 'Wp+l (M) + 
+ ... + wp+q (lvI) I < IJ quelque soit p> No, et quelque soit q. 
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o Cëtte relation s'éerlt: 
lII:;:=,,+q 7II=,,+q m=p+q 
lal 11 ulm(M- MI) + a2 !J tt2 m(M-M2 ) + .. --j-an !: Uil 'II(M-Mn)+ ... I<E. 
m=p+l lII=p+l 11I=p+1 

Nous allons même montl'er que I'on peut l'ésoudre par p> NI 
inégahté 

m=l+q 
I (tI !: U1.m (M-MJ I + .... + m=,,+q 

la" 11 ltllm(M-MIl) I + ... <E. (1) 
m=p+1 lII=p+l 

Nous divlsons les termes de la série dl! premIer membre de (1) 
en tl'ois catégol'ies. 

1° jJf élant intérieur à un nombl'e hmité (ou nul) oe sphèt'es 
I (jJ1;/) , SOlent NI1l\, jJ1;/2' ..• , jJ1;lft les een tI'es de ces sphèl'es. PLllSq ue 
les sé1'Ïes 

pa:> 
11 Un

1 
p (M-Mul ) , 

p=l 
sont eonvel'gentes all 

a:> '" 

11 uus.p (M-Mn2 ) , •••• , 11 UnIt p(M -Mnh ) 
p=l p=l 

point jJ{, nous pouvons détel'minel' NI de 

fayon que, si p > "J.~, 

l=p+q 
pOllr i = 1, 2, ... , h, quelque soit q. Les term es 1(1\ 1,; untlll (M-jJ;f",) I 

11=1'+1 
E 

ont a101's une somme inférienl'e à 3' 

. , . 3 00 1 
2° Soit N' un enher supel'leur a -. La sél'ie lJ - a une somme 

E N'+l n 2 

, à 1 
infel'leure -I' done 

N 
supérieurs à N' et , 

à _E. eure 
3 

, E , 
a 3' Tous les tel'mes de la serie (1) de rangs 

différents des nl, ont done une somma inféri-

In", 

3° La série 11 Uil m (Af) étant uniformément convergente pOUl' n 
111=1 

.fixe et },!l val'iable avee dist. O},!l> 1"1> nous pouvons détel'minel' 
,un nombl'e N 211 tel que, si 

m=p+g E 

P>.N2'I, ona llJ un.m(M) I <-9 IÀn/. 
m=p+l 

Donnolls à 11. les valeurs 1, 2, ... , N' distinetes des ni, les N g n 

ont une valeur maximum N". D'apres n ~ nl, 111 est extérieur à la 
sphère In de eentl'e Afn et de rayon 1'1!' Si 

1/!--'p+q E p> N, ,onal atl li Ull .tll (M-Mn) 1< -9 " 
lII=p+l n 
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Done, la somme des termes correspondants à n .;6. nl , n <: N' est 

. f' . > N. . E tIJ 1 E:Jr' E N m erieure, SI P ~, a -lJ- =-9' -, < -. Done, si 0 est Ie plus 
9 1 n' 6 3 

grand des deux nombres NI et ~, la condition p > No entraÎne: 

I Wp+l (M) + .... + wp+ q (M)I < E, 

quelque soit q. La série wpOll) est donc partout convergente. 

Application. rp (n) étant une jonction positive de I' entie'l' n, jamais 
c'l'oissante, la série 

rp (1) s~n 8 + cp (2) sin 2 8 + ... + rp (n) 8in n 8 + ... , 
est con vergente quelque soit 8. Soit! (8) sa som me. 8 f (8) tend 
vers 0 avec 8. SI la série n rp (n) est divergente, f(8) n'est pas som-

1 
mable et //(8)/ eroit indéfiniment avec ï8j' Soient 8/1 une suite de 

valem's de 8 situées SUl' Ie segment (-:Jr, +.1r) et y fOl'mant un 
ensernble clai1'serné queJeonql1e. 

II existe alol's une suite de nombl'es positi/s Wil tels que, si I all I < W'1t 

la série 
tIJ <IJ 

rp (l) ~ a1/l sin (8-81/1) + .' .. + rp (n) lJ «111 sin n(8-81/1) + .... 
m=l 111=1 

est convergente quelque soit 8. Soit r(8) sa somme. 
J'ai détini sous Ie nom de totalisation un procédé d'intégration 

de certaines fonetions non sommaules. La première condition remphe 
par les fonetions totalisables, - savoit' que I'ensemble H des points 
d'un ensemble parfait P au voisinage desquels la fonetion est 
non sommabIe SUl' P, H est non dense SUl' P, - eette condition 
est l'emplie pal' toutes les fonetions limites de fonetions continues, 
puisql1e, eelles-ci Mant ponetl1elJement di~eontinues, I'ensemble J( des 
points de P au voisinage desquels 1'une d'elies est non bornée SUl' 

P, J( est non dense SUl' P. J( contient évidemment H. 
A toute fonction limite de fonetions continues, on peut dOlle faire cor­

respondre une suite d'ensembles parfaits Pl' P~, .. , Po:, .. , e01'l'espon­
dants aux divers nombres ordinaux des classes 1 et Il. Par définition, 
si a est de première espèce, Po: est Ie noyau parfait de J'ensemble 
fermé constitué par les points de Pa-1 au voisinage desquels / est 
non sommabie SUl' Pa-i' Si a est de seconde espèee, Po: est Ie plus 
grand ensemble parfait eommlln à tous les Po:' quand a' < a. Si 
Qot est J'ensemble des points de Pot au voisinage desquels Po: est de 
mesnre positive (ou épais), PO:+i est 1'ensemble des points de Qo: au 
voisinage desquels f est non sommabIe SUl' Qo:. Donc, PO:+l est non 
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dense SUl' Q" et a f01'tiol'i SUl' p", Done, tons les P/X sont nuls à 
partir d'un eertain rang, 

Etant donnée inversement une suite queLeonque d'ensembles par­
faits Pa, telle que 1°. p" soit eontenu dans I'ensemble Q" des points 
ou p" est épais, et soit non dense SUl' Q", et que, 2°. si a est de 
seconde espèee, p" soit Ie plus grand ensemble palofait eommun à 
tous les p", si a' < a, il est eurieux de con stater qu'il est possible 
de former une sér'ie trigonométnque convergente r (8) telle que 
l'ensemble des points de non sommabilité de r(f)) SUl' Ie continu 
ait pour déri vé d'ordre !~, préeisément PI et que la suite d'ensembles 
parfaits relative à r(O) et déterminée par La première opération 
du ealeul totalisant, soit précisémellt la sUIte Pa, 

En effet, considérons J'ensemble E formé de la réunion des ensem­
bles F" suivants, FI est eonstitué par Jes milieux des intervalles 
eontigus à PI' Pour Fa, IlOUS eonsidérons Jes intervaLles contJgus à 
P"+l' Parmi ces intervalles contigus, désignons par i" eeux qui eon-

.tiennent des points de Q", PUlsque p"+l, situé SUl' Q" , est non dense 
SUl' Q", tout point de P"+l est hmite d'intervalltls i", Or, SUl' ehaque 
intervalIe i", Q" a une mesure positive, puisque Q" possède eette 
propnété au voisinage de chaeun de ses points, et qu'iL en existe 
dans i", Soit, dans ehaque ia, nn point Na ou l'épaisseur de Q" est 
égale à 1. La réunion de tous les Nv. , pour une valeur donnée de a 
est nn ensemble Frx situé SUl' Q", et possédant un point et un seul 
dans ehaeun des eontigns i" de P"+l' F" a pour dérivé P"+l' E sera 
par définition J'ensemble de tous les F", 

11 est aisé de "oir qne l'ensemble E" est formé par tous les F1 
de rangs supériellrs ou égal à a. \ 

Eest done elairsemé pllisque, Pa étant nul à partir d'une 
certaine valeur de a, il en est de même des .P et pal' suite aussi 
de E", 

Formons avee Jes points Mn ou 8 n d~ Ela série trigonométrique r (8) 
définie plus haut. Pou!' un segment (JI sans points eommuns avee 
FI + PI> done situé à une distance positive de E, il n'existe qU'lln 
nombre limité d'intervalles LI empiétant SUl' (Jl' Lasérie anf(Ii-811) 

est done uniformément convergente SUl' (fl' DOlle elle est continue 
et pal' suite bommable SUl' al' 

SI (}l contient un point NI et nul point de Pu ~oit p Ie rang du 
point NI dans la suite 8,1' r(8) -- allft8-0p), est continue SUl' (JI' 

Comme ! (8-8p) est non sommabIe antonr de 8p, r est non som­
mable SUl' (Jl' Done, les ~ sont les seuls points de non-sommabilité 
étt'angers à Pl' Uomme l'ensemble des points de non-sommabilité est 
fel'me, et que Ie dérivé des NI est P., cet ensemble est lJ N 1+PI • 
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Donc, Ie premier ensemble parfait dont la considération s'introduit 
pal' la première opél'ation du calcuI totahsant est Pl' 
. De même SUl' tout portion 'W,,- de P,,- intérielll'e à un contigu de 
P,,-+b la série anJ(8-8,,) est unifol'mément convergente. 'Wo: est un 
ensemble parfait qui possède au plus nn point de E. Toutes les 
fonrtions C(IlJ(8-Bn) sauf une an plllS sont sómmables SUl' 'Wo: et 
leur sél'ie est unifOl'mément convel'gente SUl' 'W", Done, J est sommabie 
SUl' 'Wo: si 'Wo: ne contient aucun pomt N,,-. Si 'Wo: contient Hn point 
No: de E, J est ou non sommable SUl' 'Wo: en même temps que 
J(&-8p ) si p est Ie rang de N<c dans la suite Bn' L'épaissenl' de 
Q,,- en NI' est 1. Il en résultera généralement et en pal,tieulier si 

1 
(f(n) = Lu' que f(B-Bp) n'est pas sommabIe en BI" Done, j'ensembIe 

des points de non-sommabilité de f SUl' P,,- est formé, en dehol's 
de P"-+l' pal' Fo:. Comme Ie dérivé de F,,- est Prx+l' Ia suite d'en­
sembles pal'faits Pa est done cel1e que détermine la première opération 
de Ia totalisation pour la somme de la série trigonométrique r(B). 

" 


