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Mathematics. - c, N ouvel/e démonst1Yttion du tMol'ème de JOltDAN 

SW' les cO'lt1'bes plctnes". By Prof. ARNAUD DNN.TOY. (Oommu
nicated by Prof. L. E. J. BROUWER). 

(Communicatecl in the meeting of June 29, 1918). 

TJe théorème fondamental de JOHDAN SUl' les courbes fermées peut 
s'énonrer ainsi: 

Si les points d'un e7Hemble r et ceZH' d'un cercle se c07'1'8sponde11t 
1'écipl'oquement et con tinwnen t, cltacun à c1tacun, l' ensemble r divise 
Ze plan en deu.x 1'égions. 

L'hypolhèse faite SUl' r caractérise nne cow'be de JOHDAN. Je me 
pl'opo5e dans cette Note de donner une démonstration dn théol'ème 
ci-desslls énoncé. Je l'appellerai d'abol'd certaines définitions et l'ésul
tats counus. 

Nous cal'actérisons cornme il suit les cótés lJositlf - et négatif 
en un point I d'wze l(qne BiK fOl'mée de denx segments de 
dl'oite Hl, IK, dont I est Ie Eleul point commnu. Décrivons, dans 
Ie sens dil'ect des rotatlOns, un arc circulaire inférieul' à 2.11', de 
cenlre J, ayant son ol'igme SUl' IK et 80n extl'émité SUl' B 1. Cet 
arc borne, avec Hl et IK, nn sec tem' de cercle w. Soit L un 
ensemble continu, tel que, à l'intérieur d'un cel'tain cel'ele c de 
cen tre [ et de rayon in fél'ieur à cel ui de w, L et H 1 f( aien t 
seulernent J en commun. NOll8 dirons qU,e, au voisinage de 1, L 
eRt sltué dil caté positif de la ligne Hl R (ou du caté négatif de la 
ligne RI H) si les points de L intérienrs à c et distincts de J sont 
tons dans w. 

11 est aisé de voir que, si I f{ I est du cóté positif de H i R, 1 j{ 
est du cóté négatif de H I IC. . 

Si I est un point non extt'ême d'nne ligne bl'isée 1 simple (c'est
à-dire telle qu' un point quelconque de la ligne n'appal'tient à deux 
catée différents qne si ce point est origine de l'un et extrémité de 
l'antl'e), pOUl' définir les catés positif et négatif de )., en 1, nous 
considérons un sectelll' de cercle analogue à w, limité au calé (ou aux 
deux catés) de 1 contenant 1, et ne l'encontl'ant ancun autre caté de l. 

Soit P nn polygone simpie, défini avec son sens de pal'coms. On 
monh'e (voir Comptes Rendus de l' Académie des Sciences de' Pm'is, 
191L) que P divise Ie plan en deux régions (\lons les appelons 
l'eElpeetivement positive et négative, et les désignons pal' P+ et P-), 
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telIes que tont rontinn joignant un de Jelll's points JU au polygone 
P, atteint celui-ci du coté positJf po UI' F+, dil cóté négatif pour P-. 

_ A et B étant deux points de P, la ligne brisée décrite en parcouranf 
P selon son sens, de A à Best l' aH; di1'ect A B de P. L' arc 1'étl'ograde 
A Best géométl'Ïqllement identique à l'arc dil'ect BA, mais les sens 
de parcoUl's des deux al'cs sont opposés. -

Ponr démontl'er Ie théorème de M. JOHDAN, nons utiliserons Ie 
lemme snivant: 

Si, en pa1'courant une fois un polygon,e P dans un sens inva1'iable, 
on 1'encont1'e successivemenl les qual1'e points A, B, C, D de ce 
lJOlygone, et si (A C), (BD) sont deux continu!~ Joignant J'espectivenwnt 
A à C, B à D, et dont tous les points, sauf A, B, C, D, sont dans 
une même 1'~qion limitée P((l' Ze pol.1lgone, ces de u,'/] contirms ont au 
moills un point C01nllwn, 

Snpposons d'abord que (AC) soit une ligne bl'isée simpIe, On 
peut toujonrs choisil' Ie sens positif de parcours de P, de façon que 
la l'égion de P contenant (AC) et (73D), sauf lelll'S extrémités, 
soit P+. 

Considél'ons alors Ie polygone n formé de l'arc direct CA de P, 
et de la ligne (AC) parcOUl'ue de A vers C, (A C) atteignant P en 
A et C du cöré positie, 1'I1rc dIrect AC de P s'écal'le de :rr dn colé 
négatif ell A et C" Donc, D qni est sm' cet al'c est dans 71-. Mais, 
P et 7( ayant en commull l'al'c CA qni contient B, le'3 cotés positifs 
de P et de :JI: au voisinage ue B cOincident. Dom~ Ie çonlinu (B D) 
est, au voisinage de B, dans i' +, On en déduit que (B D) l'enconh'e 
7( en un point diffél'ent de B, Oomme (73D) ne rencontre pas l'are 
CA, (BD) l'el1rOntre (AC) . 

Supposons que ni (AC) ni (BD) ne soient des lignes bl'isées simples. 
Si ces continus n'ont pas de points communs, lem' distance minimum 
est nn nombl'e positif ,(.(, On l'emplace Je continu (AC) par llne lig'ne 
brisée simple ). d'extrémités A et C, sitnée, sanf pOli!' ces deux 
points, dans P+ comme l'e'3t (AC), et ayant tOllS ses points à una 
distarlCe de (A C) inférieul'e à (I, D'après la pl'el11ièl'~ pat,tie de la 
démonstralion, ). rencontre (BD), NOlls aboutissons donc à une 
contradiction. Donc (AC) et (BD) se l'enrontrent dans tous les cas, 

Nous déduil'ons de ce lemme nne pl'oposition essentielle, 
Soit rune courbe de JORDAN et 0 la cü'confél'ence de cercle 

correspondant ponctuellement à r. Si lln point décrit 0 dans Ie 
sens direct, nOllS dil'ons qne Ie point homologue de r dérrit rdans 
Ie sens positif. On échange Ie sens positif de paJ'colll's de r en 
transformant Ie cel'cle 0 en llli-même pal' lIne symélrie pal' l'appol't 
à un de ses diamèh'es, Cela posé, 
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Si A, B, C, D sont quatl'e points cl'un poly,qone simple P, et 
A', B', C', D' quat1'e points d'une coul'be de JOHDAN rne 1'encontránt 
pas P, si (AA '), (BB'), (CC'), (D D') sont quat?'e eontimts deu.1J à 
deH:/J distinets contenant re.~pectivement les points mis en évidence 
drms leurs désiguations et n'en ayant rmeun rwtre de eO'J7l1Jwn avee 
P ni avec r, l'01'dl'e des quatl'e points .d', B', C', D' sU?' lil courbe 
1~ et celui de i!, B, C, D sur P, l'une et l'autre l)(l?'eow'us dans 
Ze sens ZJOsitij: sont identiques ou inverses. ~ 

On voit sans peine qll'en échangeant entre elles, s'Il en est besoin, 
les dénominations des couples fissociés A et A', etc., et aussi 
en modifiant Ie sens positif de r, la prOpO!litioll semil en défallt 
dans Ie cas unique 01't, A, B, D, D étant rencontrés Sllr P dans 
leut' orclt'e d'énonciation, on rencontl'el'alt SUl' r successivement A', 
C', B', D'. lVIais alors le continu (AC) f()l'mé de (AA'), de, (CC') 
et de I'arc direct A' C' de r, ne l'encontl'el'ait pas Ie continu (BD) 
fOl'mé de (BB'), de (DD') et de l'arc direct B' D' de r. Ol' ces 
deux contilllls sant, à l'exception de leul's extl'émités A, E, C, D 
l'un et l'autl'e dans Ja l'égion de Peontenant r. O.q. f. d. 

Rappelons maintenant qne si 1'0n forme une subdivision du plan 
en carrés égaux (r) pal' deux fam ill es de dl'oites l'espectivement 
parallèles à denx dil'ections l'eclangnlaÏl'es, et, si l'on considère les 
ensembles fOl'més par If'S carrés ne contenant, ni intél'ieurement Tli 
SUl' leur contoUI', nni point d'un continu E, ces ensembles forment 
des domaines (réunion d'uo cOlltinunm et de sa fl'ontièl'e; un continuum 
est Uil ellsemble connexe dont tOIlS les points lui sont intél'ieul's) 
dont chacnn est limité par un polygone simple appelé 7Jo~'ljgone 

d'rt]JPI'o.vimlltlon de E, 7'elatif au qu~(b'illa,qe (y) Le sens positlf cI'nIl 
tel poln~one JT sem détini par la condition qne E soit dans n-. 

Tout point H de JT est sitné SIU' l'un (on SUl' denx) des cöLés 
d'un (ou de deux ou de tI'ois) carré y dont l'intél'ieur appartient 
à :rc- et qui conLienL, intél'ieurement ou Slll' son contour, au moius 
uu point de E. L'un de ces points-ei R', est tel que Ja di5Lanee 
liH' est minimum. Les points non extrêmes dn segment HH' sont 
sitnés daJls :rr- et étrangel's à E. D'ailleurs liH' est au plns égal à 
la diagonale de y. 

Oela étant, soient At et lV deux points, distincts on non, appal'
tenant à une même régiol1 limitJe par r, et P, Q deux points de 
1"' tels que les segments lU P, lV" Q aient en commUll 10 avee r, 
uniquement les points respertifs P et Q, 20 entre eux, éventuellement 
et setllement cel'tains de lelll's points extrêmes (donc si J11 coïncide 
avec N, Pest distinct de Q et inversement). N et .LV penvent être 
joints par une lig·ne simple À dont tous les points sont distincts de 
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r. Soit 4 a un nombre inférieur à la distance de À á l~ et à Ja 
distance rectihgne P Q. 8 étant moindre que a, considél'ol1s dans 
un quadrillage de cóté I: Je polygone :Jr d'appl'oximation de r, dont 
Ja l'égion positlve contient M et N. A partil' de P et de Q, les 
segments P 11tJ, Q N l'enconü'ent n aux premiers points respectit·s 
.MI et Nl' Soit {} la prils gl'ande des deux Jongueurs Mt P et 
NI Q. .t). tend vers zél'o avec 8. Si -8 + 8 < a, SUl' ehacun des ares 
directs MI Nt> Nt MI de:Jr, iJ existe des sommets, respectivement 
H, J(, tels que les segments H H', J( [(' les joignant à lems cor
respondants définis plus haut, ne coupent ni NII P nj NI Q. AIOlS, 
d'après Je lemme, H' et JC sont 8épal'és SUl' r par P et par Q. 

Cela posé, à un sommet H de I'arc direct MI NI de :Jr,- faisons 
cOl'l'espondre P ou Q ou 11', selon que H BI I'encontl'e NJI P ou 
lUl Q, ou ni I'un ni I'autre de ces segments. A lors, á la suite des 
sommets de l'arc 1111 Nt cOl'l'espond une suite de points de r, tels 
qlle la distance de chacun d'eux au suivant est inférieure à 2,') + 58. 
Tous ces points sont SUl' nn rnême a1C P Q de r, puisqu' au('un 
d'eux n'est SUl' l'arc P Q contenant IC. 

De même, SUl' ce dernier arc, nOlls pouvons former entre P et 
Q une chaîne de points, telle que la distance de charull 'tl'eux au 
suivant soit infél'Ieure à 21'f + 58, chacun de ces pOIl1ts étant d'ail
]elll's distant de moins de 28 d'un sommet de :Jr. NOlls dédui&ons de 
là les deux corollall'es suivants: 

l' Toute 1'égion 1imitée pa?' radmet pow' fl'ontiè1'e la totalité de r. 
Oar la région contenant Jl1 et N admet ponr fronhèl'e chacun 

des deux ares P Q de r. 
20 M et N étant dans une même 1'égion de r, Pet Q étant sU?' r et lf's 

segments 111 P et N Q étant sans ZJoints non etl.'t7'émes COllmwns, ni avec r, 
ni enl1'e e'llx,. quel qzte soit 1e nomb1'e lJOsitif 11, il est lJOssible de t1'ouve1' 
deu.v lignes bl'isées I,;t' dont tous les points sont étmn,qel's à r et 
situds à une distance inférieu1'e èt 'tj, 1'espectivement de l' a1'C direct 
P Q et de l' arc di1'ect Q P de r, les e,'Ctrémités de c/lacune des deu.'IJ 
l(qne8 À, I.' étant, l'une sU?' MP, l'a'lltre SU7' N Q. 

En pal'ticulier, si M, N et l'un des al'CS P Q sont intél'ieurs à un 
cercle c, on peut joindre M à N pal' une ligne bt'isée ne rencon
trant pas r et intél'Îeure à c. 

De ces corollaires nous tirons les pl'opositiol1'3 sllivantes: 
10 Toute cOU1'be de JORDAN admettant un ((rc 1'ectiligne divise le 

plan en deu.'C l'dgions. 
En effet, soit 1 Ie milieu de l'al'c rectiligne direct B /( appal'le

nant à r et w un cel'cIe de ('entI'e I ne cOlltenant allClln point de 
l'arc J( H de r. Le diamèh'e H J( divise w en denx demi-cer('les 
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et w 1 • L'intél'ieul' de W l fait partie d'une rnfme l'égion 1\ limitée 
par r. De même I'intél'iem de (1)2 appartient à nne même région 1'. 

limHée par 1". D'ailleUl's, toute l'égion limitée pal' 1" admet I pour 
point frontIèl'e, donc possède des points dans w, done dans W 1 ou 
dans W 2 • EBe coincide done avee 1'1 ou avee 1' •. 

Je dis que r1 et 1'2 sont distinets. Sinon, soient a1 et a, deux 
points symétriques par rapl-'ol't à 1, et respectivement iritél'ieurs à 
W 1 et à W 2 • S'll était possible de joindre a 1 à a, pal' une ligne 
bI'Îsée simple ). ne rencontmnt pas r, on pou1'rait ehoisir À sans 
points rommuns avec ]e segment ((2 al en dehors de ses points exlrêmes, 
et en ajoutant à À Ie segment ((tal' on obhendrait un polygone fermé 
w. Le segment H K et Ie coté a1a2 de w se coupent en leur milieu 
1. D'aiJleurs H /( ne rencontre plu5 w. Done, H et J( sont dans 
deux régions dlffél'entes de w. Done. rarc direct J( H de rrenC'ontre 
w, et comme eet arc ne rencontre pas Ie segment (tlat' il rencontre 
), ce qui est contraire à l'hypothèse. La pl'oposihon est done démontrée, 

2° Toute coul'be de JORDAN clivise le plan en deux I·~qions. 
Soit J un point quelconque de r. Soit c un cercle de centre J 

et laissant à son extérieur un pomt Ko de r. 11 existe un cercle c' 
conrentrique et intél'ieur à c, tel que, si Pest un point de Tintél'ieul' 
à c', l'un des deux al'cs P J de rest llltéI'Îeur à c. La m€>me 
p"opriété est dès 101's vérifiée pour l'un des deux ares P Q. si Pet Q 
sont à la fois SUl' r et dans c'. 
. 1I est possible d'entoUl'er /(0 d'un cercle c" extél'Îeul' à c et tel 
que, si (( 'et fJ sont deux points de 1" intél'ieurs à c", ]'un des deux 
arcs ft [l de rest extél'Îeur à c. Le segment a {J rencontre en général 
1" en d'autl'es points que a et {J, peut-être même en une infinité de 
points. Ceux-cl forment SUl' Je segment (t {J un ensemble fel'mé, Soit 
HK un intel'valle contIgu à cet ensemble. Le segment Hl( est une 
cOl'de de r. Ses extl'émités seules font partie de r. L'nn des deux 
ares HK de rest extél'ieul' à c. L'autl'e eontient J. On peut, quitte 
à échanger les dénominations de H et de K, supposel' que re dernier 
arc est l'arc direct KH de r. 

Soit 1"1 Ja cOllrbe de JOUDAN obteuue en ajoutant à }'al'c direct 
KB de 1", Ie segment rectiligne RK. Dans c, T' et T 1 coïncident, 
puisql1e ces deux eourbes ditfèrent uniquement pal' le111's arcs direrts 
HI(, l'un et I'autre extél'Îeurs à c. 

1"1 divise Ie plan en deux l'égions admettant l'nne et l'autre J 
pom point fl'ontièl'e. Soicnt M et N deux points appal'tenant 1'espee
tivement à ces deux l'égions et contenus dans c'. Joignons M et N 
à J. Soient, à pal'tir de .M et de N respectivement, P et Q les 
deux pl'emiel's points de rencontre obtenus avec r. Les segments 

9 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXI. 
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MP, N Q étant intél'ieurs à Cl, ou r et r l coïncident, P et Q sont 
SUl' r l et les segments AlP, NQ n'ont avec f'1 d'autres points 
eomrnuns que P et Q. 11!lP et N Q n'ont pas de points commun's 
entre eux, sauf éventuellement P et Q, si ces points coïncident 
avec J. 

Je dis que tout point S étrangel' à r _pent être joint à M ou à N 
par nIle ligne brisée ne rencontl'ant pas r. En effet, d'après Ie 
premier cOl'Ollaire, S peut être joint à un point T intérieur à c' 
et étranger à r. Test, relativement à l~, da,ns la rnême région que 
111 ou que N. Soit R Ie premier point de rencontre à partir de '1', 
du segment TJ avec r (et avec ['" puisque TJ est dans Cl). En 
vertu dn second corollaire, on pent joindre '1' à M (ou '1' à N) 
par nne ligne brisée TTI MI jJ;/ (ou TTI NIN) él!:angère à f'l' et 
intérieure à c, pnisque c contient Jes segments J1IP, N Q, TR, l'l1n des 
deux ftl·cs PR et l'un des deux arcs QU. Comme l'arc direct H J( 

de r ne pénètre pas dans c, la même ligne brisée eRt sans points 
communs avee r. Donc, r divise Ie plan en deux régions an plus. 

D'ailleurs, Af et :LV sont dans denx régions différentes de r, 
sinon on pourrait joinclre M à ~ pal' une ligne brisée étl'angère à 
r et 'située dans c. DOlle, cette mêrne ligne ne l'enconlrerait pas rl' 
et pal' suite kJ et N seraient dans la même région de ru ce CJl1i 
est fanx par hypothèse. 

Donc, f' divise Ie plan en deux régions et deux seulement. Le 
théorème de JORDAN est donc démontl'é. Nous avons au surplus, 
obtenu un procédé pour définir Ie caté positif de [' en un point J. 
On se donne c. On en déd uit Cl, puis une corde Fl]( de r, telle 
que ni cette corde, ni l'al'C direr.t H J( ne rencontl'ent c. La courbe 
formée pal' l'arc direct J( R de r suivi de la corde H J(, limite 
nne région con tenant le caté positif de la cOl'de H f{, Les points 
de cette région situés dalls Cl définissent Ie coté positif de r en J. 

On montre sans dif1irulté que ce caté est indépendant de la cOJ'de 
auxiliaü'e choisie H IC et que les eotés positifs de r en tOllS ses 
points appartiennent à une même l'égion Iirnitée pal' r et CIue l'on 
peut appeler région positi ve de r. 


