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( 
2TCi) 

Mathematics. - "Ueber die Teilkö/'per des [(reiskörpe1's K e [h ". 

(Erster Teil). By Dr. N. G. ,V". H. BEEGER. (Communicated 
by Prof. W. KAPTEYN). 

(Communicated in the meeting of September 28, 1918). 

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist die Untersuchung aller 

( 
2TCi) 

Teilkorpel' des Kl'eiskol'pel's 1( efh (l eille ungel'ade Primzahl), llnd 
namentlieh die Besttmmung lhJ'er Klassenanzahlen. leh benutze dabei 
die Definitionen und Notationen des Hn.BERT'schen "Bericht über die 
Theorie del' algebl'aischen Zahlkól'pel''' 1). 

KUMMER giebt, oh ne Ableitnng, die Formel für die Klassenanzahl 

allel' Teilköl'pel' des Kreiskörpel's 1((e27
) ') (l prim). 

Die Klassenanzablen aller Teilkörper des KI'eiskórpers K (e :~~) 
sind bis jetzt noch nicht berechnet worden; und weil im aIlgemeinen 
die ganze Ableitung der endgultigen Ausdrücke del' Klassenanzahl 

( 
2TCi) 

nul' pnblicirt ist fur den Kl'eiskörpel' [( el seJbst, so gebe ich hier 
die ganze Herleitung mei nel' FOl'meln-. 

( 
2TCi) 

~ 1. Einige Bemerkungen ûber den Körpel' K e7 . 
Diesel' Kórper, den ich weitel' andeute durch [((Z), ist ein cycli­

schel' KÓl'per 8). Es sei l' eine primitive W urzel von lil und es sei 
s die Substitution (Z: ZI), SO wit'd die Substltlltionsgl'llppe des Kör­
pers vOl'gestelt dm'ch 

t [h-1([ 1) (I) 8,8, ., ,.8 - , • • 

Die Primzahl list im Kól'per die lh-t(l--1-)-te Potenz eines Prim­
ideals ~: 

1) Jahresb, d, D, M, V, Band LV. Im folgenden angedeutet durch die Buchstabe H. 
~) Crelle Journ. Band 40, 
3) H, Satz 128. 



- 3 -

455 

gist ein Hauptideal ers ten Grades. I) 
Satz 1. 
Die ZerIegungsgruppe des Primideals gist die ganze GrulJpe (1 J. 

Ebenso die Trágheitsgruppe. Die Verzweigungsgruppe lst 

[ h-1 81-1, s2( -1), •••• si (i-l) 

Die einmal-ubel'strichene V el'zweigungsgl'l1 ppe ist 

11-2[[ sl(l-l), 821(1-1), .•••• si ( -1) 

Die h-mal überstl'ichene Verzweigungsgruppe lst 

slh-1CI-1) 

und besteht a150 nul' aus del' identischen Substitlltion 2). 
8eweis: Die ZerIegungsgl'Uppe eines Primideals besteht aus allen 

Substitutionen die das Primideal ungeandert lassen. Nun gilt für 
jede Substitution del' Gruppe (1): 

sa g = sft (1--Z) = (l-Z,·a) = ~ 
Hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 
Die Trágheitsgrllppe eines Primideals besteht aus allen Subshtuti­

onen der Zerlegungsgruppe fur welche, für alle ganzen Zahlen ~ 
des ,Körpers: 

sa~ = ~ (mod ~).. . 

Jede ganze Zahl S~ des KÖl'pel's hat die Form 

,!~ = ao + al Z + a, zs + .... + an-l Zn-1 

WO n = lh-l (i-i). 

Es wird also notwendig 

,aZ = Z (mod ~) 
Es ist abel' 

saZ-Z = Z (Z,a_1 - 1) = 0 (mod~) 

Hiel'luit ist del' zwelte Teil des Salzes bewiesen. 

. . . (2) 

Der Grad der Vel'zweignngsgrllppe ist eine Potenz "Oll Z, es sei 
Zb nnd 

rt '" =- = l1l-b-l(l-1) 
rv 

'musz ein reiler sein von I-i weil der Grad .f von g gleich eins 
ist I). Also ist b = h-1, und 

1) H. Satz 120. 
J) Diesel' Satz ist Satz 129 von HILBERT ; enthält abel' bei HILBERT einen FEHLER. 

8) H. Satz 71." , 
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r,l = lh-l 

Nun musz noch gezeigt werden, dasz fül' jede ganze Zahl ,Q des 
Körpel's 

8b(I-1) ,Q = ,Q (mod ~I). 

Hiel'aus geht hel'vor: 

sb(l-I)Z= Z(mod gS) . 

Es i8t 1,b(l-1) = 1 (mod I). Wil' können daher setzen 1,b(l-1) = 1 + uZ 
und est is also 

Sb(I-1)Z_Z=Z,·a(l-1)_Z=Z(Zvl_ 1) = 

=Z(zv __ l)(zv+/
h
- 1_1) ..... (zv+(1-1)lh-1_1). . . . (~) 

Hieraus geht hervol' 

,b(I-1) Z-Z= 0 (mod ~l~ 

weil jeder Factor rechter Hand von (3) teil bar ist dm'eh (1 - Z)=~. 
Hiel'ruit ist der Satz der Vel'zweigungsgl'Uppe bewiesen. 

Wenn wir die einmal überstrichene Verzweigungsgruppe bestimmen 
wollen, müssell wir den grösztèn Exponenten L von g bestimmen 
für welchen für jede Substitntion der Verzweigungsgl'uppe gilt: 

86(1-1),Q .!~ (mod gL) 1) 

Hieraus ergibt sieh 
"b(l-1) Z-Z- 0 (moel gL).· 

und es sei rb(l-l) = j. + vZ 
Weil für die Zahlen b = 1, 2, .... I ft-l nicht alle Zahlen v dur'ch 

I teilbal' sind, kann nicht fÜI' jede Zahl b das Product aus (3) noch 
weiter zedegt werden. Hierat18 folgt 

L=l. 

Nul' wenn v = 0 wwd I) ist, 80 kann jeder Facto!' ans (3) wiederum 
in l-Factoren zerlegt werden. Für diese Werte von bist also 

L = 12
• Die einmal überstl'Îchene Vel'zweigungsgruppe ist also: 

IInd 

,l(l-1) , ,21(l-1), ..•. ,/,-2l(l-1) 

,,- = lh-2 
v 

Die ~wei mal übel'stl'ichene Verzweigungsgl'uppe ist 

,12(/-1), ,2l2(1-1), ...• i-3l2(1-1) 

und 

1) H. § 44. 
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\Venn man anf diese Weise das Product ,'echter Hand von (3) 
weitel' zerlegt, so findet man den weiteren Beweis des Satzes, 

Satz 2, 
lst ~ ein von g verschiedenes Primideal von K(Z), dann ist die 

Zerlegungsgl'Up pe 
se, s2e" ... sfe 

wenn f der Grad des Primideals ist, und el = l ft-I (1-1). 
Die Trägheitsgruppe besteht nul' aus der identischen Snbstitution 1). 
Beweis: Es sei IJ die rationale Pl'imzahl, die durel, \:P teil bar ist. 

In K (Z) gilt: 

p = \~.\ ~; .. , . ~e ~) 
wo t\, e verschiedene P,'imideale sind,. Es ist also ,t' eins diesel'. 
Hieraus geht hervor, dass es e 'und nicht mehl' als e Snbstitutionen 
giebt die das Jdeal 1):.\ in ein anderes übel'fühl'en. DIe ZerIegungsgl'uppe 
besteht aIso aus f Snbstitationen. Daher ist es die im Theol'em ange­
gebene Gruppe. 

Es sei nun sac eine Substitution der Trägheitsgruppe, 80 musz 
für alle ganzen Zahlen.2 von K{Z): 

aIso 

Es ist abel' 

aae .2 = .2 (mod I:})~. 

alle Z , Z (mod ~). 

ac Z"ae_ l 
saeZ-Z= Z,' -Z= Z(Z-l) __:_-­

Z-l 
Diese Zahl ist nieh t teil bal' dm'eh ~, es sei denn dasz a = 0 ist; 

denn (1-Z, = g und del' Bl'Uch iRt eine Einheit l
). Die Tl'ägheits­

gl'l1ppe besteht aIso nl1l: ans der identischen Sllbstitlltion. 

§ 2. Die Teilkö1'pel' von J( (..2), 

Es ist J( ein cyclischel' Körper. Daher ist jede Untergruppe alH'h 
cyclisch l1nd jeder Untel'köl'pel' ein cyclischer KÖl'pel'. Ohne Ein­
schränkung der Allgemeinheit können wil' uns besrhränken anf die 
U ntersuehung Primä,'er Teillcöl'pel' 4) das sind solche, die nieht zngleich 
Teilkörpe,' sind eines Kreislcörpel's niedl'igeren G,'ades, 

Es sei 

l} H. Satz 129, 
S) H. Satz 12~. 

sa, s211, • , •• sha ab = lh-l(l-l) 

S) H. Beweis des Satzes. 120. 
4) WEBER, Algebra 11 pag. 77 etc. (2te Auflage). 
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eine Untergl'uppe von (1). Diese ist primär, nnd nul' dann, wenn 
keine der Zahlen 

der Einheit congruent ist (mod lh-1). Und dies ist dann und nur 
dann der Fall, wenn a teilbar ist dm'ch lh-1. Jede pl'imäl'e Unter­
gruppe hat also die FOl'm 

lh-l 
sa . lh-l 

s2a , • •• S ablh- 1 
ab = l-l 

Den Teilköl'IJel', der zu diesel' Gruppe gehöl't, stelle ich weiter 
VOl' dm'ch k. 

Der Gmd der f(örpers ist alh- 1. 

Z e 2c he 
1/ = '0 + Z,· +,.,. + Z, c = alh- 1 

ist eine den J(ö'1'pe1' bestim,rnende Zaht 1
). 

Die Substitutionen des Teilköl'pe1's k sz'nd 

Satz 3. Zerlegungssatz. 
Ist p eine VOII l verschiedene rationale Pl'imzahl und f der kleinste 

positive Exponent, fLir welchen pi = 1 (mod lh) ausfàllt, und wil'd 
el = 7"-1(l-1) gesetzt, so findet in k die Zerlegung 

v 
V I 

statt, wo ~'z von einanrlel' vel'schiedene Primideale --ten Gl'ades in 
e 

k sind. v ist das kleinste gemeinsame Vielfache von e nnd c. 
Beweis: Es sei lP ein in IJ aufgehendes Pl'imideal des Körpel's 

J( (Z), Die Substitutionen, welche die Zerlegnngsgl'uppe von "+' ge­
meinsam haben mit der Untergruppe (4), sind 

, (5) 

Diese Substitutionen musz man IIlllltipliciren mit den Substitlltionen 
der Gruppe 

um die ganze Untel'gl'llppe (4) Zll bekommen. 
Die letzte Substitutionen gehören also nicht zu der Zel'legungs­

gruppe. 
Die Zahlen, welche des ldeal ~ nnd del' Körpel' k gemeinsam 

haben, bilden ein Ideal p. Nehmen wir an, es sei pin k kein Primi­
deal, UIJd in k also p = -1. t', Es wäre a1so in lc p teil bal' dm'ch q, 
nnd in f( würde a1so p® = 'l~; ,r@) wenn @\ das Ideal allel' ganzen 

1) WEBER, pag, 85, 
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Zahlen von Kist. Während abel' p0 dm'eh ~ teil bar ist, so musz 
q0 teiIbal' sein dm'ch \P. Also würde in lc 1 teil bar sein durch p. 
Hiel'aus würde sich ergeben p = q, aIso r = 0 und dies ist nicht 
angenommen. Also ist p in Ic ein Pl'imideal. 

Nnn ist p@i, anszer dUl'eh 'P, aueh teilbal' t!llrch die Primideale 

sc ~\, a2c p, .... aVp. • • (6) 

Diese sind alle von einander vel'schieden, weil keine der Sllbsti­
tntionen ZIl del' Zel'legungsgl'Uppe gehort. p0 ist also teil bal' dUl'ch 
ihl' Product. Wil' werden .nun zeigen, dasz l' durèh kein anderes 
Primideal 1.))' teil bar ist. Nehmen wit' an, dasz dies wohl der Fall 
sei. Es besteht eine Zahl A von K, die teilbar ist dlll'ch das Product 
n der rdeale (6) abel' nicht durch 1.))': 

Es wal'e dan n 
A=llû· 

srA = sCII. SC Û oder 

scA -= TJ. sCû 

Es sei nr die I'elativ-Norm in Beziehung zu Ic: 
n, (A) = Ilb. nr(Q) 

Das erste Glied ist eine Zahl von le, die teilbar ist dm'ch 1.)), lInd 
also auch dm'ch p, Das zweite G1ied ist abel' nicht teilbar dm'ch \13' 
nnd kann also auch nicht dm'eh p teilbar sein. Dies ist unmöglich, 
Hierans geilt hel'vol', dasz p dm'ch kein allderes Primideal ~\' teilbar ist. 

Das Pl'imideal p kann wei tel' nicht teilbal' sein dm'ch das Quadrat 
eines der Primideale (6), denn in diesem Falie würde p in [( auch 
durch ein Quadrat teil bal' sein nnd das ist nicht der Fall. Hiel'mit 
ist del' enlte Zeil des Satzes bewiesen, 

Urn allch den Gmd del' Primideale zu bestimmen, bemel'ke man, 
dasz aus 

~~ = SC t' , s2c'P ' ••• aD ~\ folgt: 
_ v ln 

N(J.' 0) =N('13fë" = p7 1) 

Es ist abel' N(p®) = n(p)b" wenn n die Norm in lc vorstellt. 
Hiel'aus el'gibt sieh 

fv 

n(p)b = pe 
f!.. tI 

uh') = poe = p e ._ 

Satz 4. Zej'leytmgssatz. 
Die Primzahl I gestattet. in k die Zel'legung 

~) H. Satz, 122. 
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l= rc 
wo [= Jl-Z)bg em Primideal ersten Grades in kist. 

Beweis: 
Wir wissen, dasz in K 

l = ~lTl-l(l_l) 
wo gein Pl'lmideal ers ten Gl'ades iat: 

g = (l-Z) @,. 
Die Zablen welche g und /.; gemeinsam haben bilden ein Puimtdeal r. 

Man kann dies auf gleicher Weise bew~isen wie im Satz 3. Welter 
sind alle Zahlen von g die in k liegen, teilbar dm'ch 

,!c(l-Z) . s2~(l-Z). .., sbC(l-Z) 

also durch (1-Z)b. Hiel'aus el'gibt sich 

[= (l-Z)b@) = ~b 

und weil 

l= [c wo I = (l-Z)Ó. 

Bestimmung del' Discrimmante des Korpers k. 
Satz 5. 
Die Discriminante des KÓl'pers ist 

lh-l(lh-h-l)-b+i 

± l ó 

Bewei&: 
Wir benützen die Beziebungen : 

D = dbn(br) 1) 

l', = Nr('D,) S) 

1), = (f' , tr" ..... ([eb-i) I) 

wo D die Discriminante von J( ist, cl die von k und br die 
relati v-Discriminante. 

Das Element 

(fez) = ~(Z_ZI'!C), (Z'_Z2/ IC
), ••••• (Zlh-iCI-l)_Zlh-lCI_l)/IC)}. 

Weil D eine Potenz von 1 ist, 4) kann die Relativ·Discriminante b, 

nul' teilbar sein durch ( nnd die Relativ-Differente 1)r nul' durch g; 
also auch (f(i) nul' durch g, Aus der Form des Elementes (f(t) folgt, 

1) H. Satz 39. 

i) H Satz 38. 

I) H. pag. 205. 

4) H. Satz 121. 
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dasz alle ihl'e Zahlen teilbar Bind dm'ch g llnd dasz sie nicht alle 
teil bar sind d urch g2, also 

[(I)=g 

1),. = gb-l und b, = (6-1 

h-ll 1 n(b, ) = lb-1 ± II ( 11- /-1) = dblb-1 

Hiel'aus folgt der Satz, 

§ 3, Die Iilassenanzaltl des Teillcörpel's Ic, 

Satz 6, 
Wenn die Zahl b gerade ist, und del' Teilkorper also reel! ist, SQ 

hat man fur die Klassenanzahl des Teilkol'pet's den Ausdl'l1ck: 

wo 

A = ( _!yMa-2)(a-3) 

A 
7t=­

R 

log SI log S2 • , • ' • log Ec-l 

log S2 log fJ ••••• log fc 

I log Ec-l log Ec , • ' •• log E2c-3 

C = alh- l 

V (l_Zrg)(l_Zr'l+c) .. , ' (I_ZrIJ+tb- 1)c) 

!g = (1_Z,.q-l)(1_Z'9-1+:) .... (l_Z,Q-l+(b-l)C) 

Rist. del' Regulator, 
Wenn der l'elati ve Gmd b ungel'ade ist, wenn also del' Tellköl'pel' 

imaginar ist, ISt 

c 2.,,«/1 

1I L e-c-(rt + "t+c + ' , .. + "t+(b-l)c) 
1 1It=1 A 
ft = 21

/2C- 1 ll/2hc R' 

wo das Pl'Oduct uber alle unget'ade Wel'te tt < c lauft, 

log El log E, ' • , • log El/2C-1 

tag Et log EI ••• , log ,,1/2' 

log 1!1/2c-1 10,9 fl/~c ,." [0.9 Ec-3 

Proceedings Royal Acad, Amsterdam. Vol XXI, 
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Zog 'Is 

log 1)(1) 
2 

log tjlf 2c- 1 

log '1(1) 
1/~(.-1 

log 'I(l/~c - 2) log 1)(l/~C- 2) _ log 'I (1/2C- 2) 
1 2 . l/~c-l 

'h, lh ... , ist ein SJ stem fundamentaler Einheiten und 1)t~) sind 

ïhre Conjugierten 
Beweis: Urn diesen Satz zu beweïsen, benützen wir den fur alle 

Korper giltigen A llsdruck 

h =~ lim (8 -1) 11(1 __ 1_)-\). . (I) 
" s=1 11! n(~)s 

und wir beweisen zuerst den Hulfssatz: ~ 

n(l- _1 ) = nll-[!!..Jb!~-8l,p=l=l 
p n(p)S ti lh ( _ 

. (2) 

Das Product linker Hand ist zu erstrecken uber alle vel'schiedenen 
Prirnideale, welche in der Primzahl p e~thalten smd; das Product 
rechter Hand uber alle Zahlen der Reihe 

O,l, .... ,(c-l). 

Beweis: Da;s Symbol [E..] 2) wh'd definirt durch dIe Gleichllng 
Zh 

21tp'l 

[~ ] = /171
-

1
(1_1) 

wo pi der kleinste Exponent ist, ful' welchen 1'/" = p(mocl!h) ausfallt; 
l' ist eine Pl'imitivzahl naeh llt. Es möge cl der groszte gemeinsame 
Teiler von pi und lh--1(1-1) sein, dann folgt aus del' letzten Con­
gl'uenz, dasz 

oder 

HierauE. ergibt sich, 

,lh-l(l_I) lh-I(I_I) 
p ---

" d =p d 

lh--1(1_1) 

l=p--d-

lh-1(l- I) 
dasz ----- der 

d 
kleinste Exponen t ist, ful' 

welchen die Potenz von ZJ del' Einheit congruent ist. Daher ist 

1"-1(1-1) 
-d-=.f 

1) H. Satz 56 en § 27. 
~) H. § 116. 
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nnd 
a =e. 

Das SymbolIst also eine i-te nnd nicht elne niedel'e Elllheits- J 

wllrzel. Folglich ist [:,! T ain f-te und nicht eme niedere Einheits­

wurzel, wenn g der groszte gemeinsame Teiler lst von .f und b; g 

ist also del' groszte gemeinsame Teilel' von 
lh-ll-l lh-J(l-l) 

e und alh- 1 

Es sei q eine Primzahl, die bis ZU1" m-ten Potenz in lh-l([_1) 

aufgeht, in e bis ZUl' n-ten Potenz Hnd 111 alh- 1 bis ZUl' ?~/-ten 
Potenz. Sie geht dann in fund b bis ZUl' (m-n)-ten, resp, ZUl' (m-n')-ten 
Potenz auf. Hiel'aus folgt, dasz q m g aufgeht in einer Potenz deren 
Exponent ~el' kleinsten del' beiden Zahlen 1n-n und m-n' gleich 
ist. WeIl dies rUl' alle Primzahlen q gilt, ist 

l"-l(l-l) 
g= 

kleznste gemeinsame Vielfache von e uvd alh- 1 

[h-I(l-l) [l~Jb also g = , Wil' haben daher gefunden dabz " eine 
v 

Iv v ---= --te Einhaitswurzel lst und keine niedere. 
lh-l(l_l) e 

Fassen wir nun das Product rechtel' Hand aus (2). ins A nge, Weil 

[~J b (u+-;) = [-rJbU . 
. lh lh 

v v ealh- I 

so folgt hieraus, dasz ,jede --te Einheitswul'zel al h--l : - = --~ 
e e v 

Mal in dam Pl'oducte auftritt, und da 
!I 

:~~\ 1 - [~TUp-st = l_p--;s , 

wit'd das Product rechter Hand von (2) dem Ansdl"Ucke 
ce 

(l_p-~S )-; 
gleich sein. Hieraus ergibt sich der Hulfssatz, wenn man sl('h des 
Satzes 3 ~ 2 bedient. 

Aus (1) folgt nun: 

lL = ~ lirn (s-l) __ 1 _ n n ~ 1 _ [~Jbup-sl 
"s=l 1 pul l \ . 1--

n(l)s 
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Ij 

11 

11 

1

1 

4,64 

wo die Pl'oducte sich erstl'ecken über alle frUher genaunten Werte von 
1t und liber alle Primzahlen p, mit Ausnahme von Z. 

Anf Grund des Satzes 4 ist n(l):- l nnd es ist also 

1 . 1, 1 
h=-hm(8-1)11--llII' []6 

" s=1 P l-p-s p ti 1 P '1_ - Th P S 

Das erste Product erstreckt Bich ü.ber alle Pl'imzahlen p, wie auch_ 
das zweite ; denn wiewohl der Wert p = l zuerst ausgeschlossen 
war, darf man den Factor 

1 - [~T'f-rll' ~t =1= 0 

hinzufügen, weil el' den Wert 1 besitzt. 
Das dl'itte Pl'odnct erstreckt sieh übel' die angegebenen Werte 

van 'lt, wobei abel' det' Accent angibt, dasz ~t = 0 jetzt ausgeschlossen 
ist. Wir wissen, dasz 

. 1 
ltm (8-1) II-- = 1 
s=1 P l-p-s 

nnd wir finden schlieszIich 

1 , 1 
h=-limIIll ----

" s=1}J ti 1 [pJbtl­- ïh p S 

Es werden nun die z~ei Pl'oductzeichen verwechselt: 

1 
n' II ----:::---
ti p 1 _ [rJbllp- s 

lIL 

und wir entwickelen jeden Factol' in eine DIRlCHLET'Sche Reihe 

II' l' [~JbU 2-.. 
ti 71=1 l" ns ' 

In diesel' Reihe setzen wil' das Integral ein: 

l' [~JbU.2-.. = _1_ j;-l dm i: [~Jb!Ie-lIx. 
1l=1 ll! nS r (8) n=1 lh 

o 

Nun ist [~J = [~J wellll ti = n' (mod lh) 

also 
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:s - e- IIJ: t
L

1 ["JbU 
Il=1 lh 

··------::h--
l-e- l :r 

Wil, 

Weil 

lh_1 lnJbll 
IJ - =0 

11=1 lh_ 

findet man fûr diesen Limes, wenn man zugleich setzt e-X = t: 

/t-1["Jhll 1:S _ til 

J Il=1 Lh dt. 

o t(l-i) -

Es aei F(t) = i-1[~JbUtll, Das zu betrachtende 
n=1 lh 

Integral wird jetz 

1 , 

J F(t) d 

o t(1_t1h) t. 

Die Integration lässt sieh durchführen nach VerteiIing in rationale 
Brüche: 

2""i 1 

1 zl
L1 (-h) J dt -- :s Fel ----

lh k=1 2Trki 

o t-e Zh 

nnd nach der Integl'ation el'gibt sich: 

[ ( 
2""1) k'lri _ kl'd 

1 Ih_l -h e lh -e Ih 

-- :SFel log , + 
lh k=1 t 

h ( 2kTri) h ( 2k1ri)] 'I 1 -- 'l 1 --
+~ i F e /t _ m i kJ!' e lh 

2 1=1 Ih bi 

. . (4) 


