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Mathematics. — “Ueber die Teilkorper des Kreiskirpers K (e 4 )”.
(Erster Teil). By Dr. N. G. W. H. Brresr. (Communicated

by Prof. W. KaPpTEYN).

(Communicated in the meeting of September 28, 1918).

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist die Untersuchung aller
2ni
Teilkorper des Kreiskorpers K\ e lh) (I eine ungerade Primzahl), and
namentlich die Bestimmung 1hyer Klassenanzahlen. Ich benitze dabei
die Definitionen und Notationen des HiBrrT’schen “Bericht iiber die
Theorie der algebraischen Zahlkorper” *).
Kummer giebt, ohne Ableitnng, die Formel fir die Klassenanzahl

2m

aller Teilkorper des Kreiskorpers K (e_l—) ) (/ prim).

2m
Die Klassenanzahlen aller Teilkdrper des Kreiskorpers K (e lh>
sind bis jetzt noch nicht berechnet worden; und weil im aligemeinen
die ganze Ableitung der endgultigen Ausdriicke der Klassenanzahl

2ni
nur publicirt ist fur den Kreiskorper K(eT) selbst, so gebe ich hier
die ganze Herleitung meiner Formelr.
2mi
§ 1. Hinige Bemerkungen wber den Korper K(e & )
Dieser Korper, den ich weiter andeute durch K(Z2), ist ein eyecli-
scher Korper?®). Es sei r eine primitive Wurzel von /* und es sei

s die Substitation (Z:Z), so wird die Substitutionsgruppe des Kor-
pers vorgestelt durch

5, s’,....slh_l(l—l) R £}
Die Primzahl [ ist im Korper die /A—1(/--1)-te Potenz eines Prim-
ideals &:

g1"—1(1—1)

| = t=(1—2)

1) Jahresb. d. D. M. V. Band IV. Im folgenden angedeutet durch die Buchstabe H.
) Crelle Journ. Band 40.
8) H, Satz 128.
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¢ ist ein Hauptideal ersten Grades.?)

Satz 1.

Die Zerlegungsgruppe des Primideals £ ist die ganze Gruppe (1).
Ebenso die Tragheitsgruppe. Die Verzweigungsgruppe ist

h-1
L8l

g1 g2y (i—1)

Die einmal-uberstrichene Verzweigungsgrappe ist

h—2
P I s R A (S

Die A-mal uberstrichene Verzweigungsgruppe ist
s
und besteht also nur aus der identischen Substitution *).
Beweis: Die Zerlegungsgruppe eines Primideals besteht aus allen

Substitutionen die das Primideal ungeandert lassen. Nun gilt fir
jede Substitution der Gruppe (1):

0 =50 (1--2) =(1—2")=2¢

Hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Die Trdgheitsgruppe eines Primideals besteht aus allen Substitati-
onen der Zerlegungsgruppe fur welche, fiir alle ganzen Zahlen £
des Korpers:

Q=8 mod®. . . . . . . . . (9

Jede ganze Zahl £ des Korpers hat die Form

—qa,+a,Z+a,2+....+ a,_1 21
wo n = [t—1([—1).
Es wird also notwendig
802 = Z (mod §)
Es ist aber

$0Z—Z = Z(Z"~1 - 1) =0 (mod &)
Hiermit ist der zweite Teil des Salzes bewiesen.
Der Grad der Verzweigungsgruppe ist eine Potenz von [, es sei
/5 und
- W= = h—b—3(1—1)

Ty N
musz ein Teiler sein von {—1 weil der Grad f von ¢ gleich eins
ist *). Also ist 6 = A—1, und
1) H. Satz 120. -

%) Dieser Satz ist Satz 129 von HILBERT ; enthilt aber bei HILBERT einen FEHLER.
% H. Satz 71."
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pop == Lh~1
Nun musz noch gezeigt werden, dasz fiir jede ganze Zahl £ des
Korpers
sbi—1) @ = O (mod £*).
b= Z = Z (mod %)
Es ist 75— =1 (mod ). Wir konnen daher setzen 9:b(1“1)=1+vl
und est is also

Hieraus geht hervor:

SNz g g g2 1) =

=Z(Z—1)(Z+" "y L L @ty L )
Hieraus geht hervor
si—1) Z—Z =0 (mod £)
weil jeder Factor rechter Hand von (3) teilbar ist durch (1 — Z)=*.
Hiermit ist der Satz der Verzweigungsgruppe bewiesen.

Wenn wir die einmal iiberstrichene Verzweigungsgruppe bestimmen
wollen, miissen wir den groszten Exponenten L von ¢ bestimmen
fir welchen fiir jede Substitution der Verzweigungsgruppe gilt:

sbli—=1) L = & (mod £L) )
Hieraus ergibt sich’

sb(l=1) Z—Z = 0 (mod #L).
und es sei 7t~ =1 - ¢/

Weil fiir die Zahlen 5 =1,2,..../%1 nicht alle Zahlen v durch
[ teilbar sind, kann nicht fiir jede Zahl 5 das Product aus (3) noch
weiter zerlegt werden. Hieraus folgt )

L=l

Nor wenn »==0 (mod ) ist, so kann jeqder Factor aus (3) wiederum
in [-Factoren zerlegt werden. Fir diesse Werte von b ist also
L =1 Die einmal iiberstrichene Verzweigungsgruppe ist also:

=1 g 3[""21(1—1) ‘

llnd
o Jh—2
" =1

Die zweimal uberstrichene Verzweigungsgruppe ist
R N T U YR L (B

und
= k-3

eff

yH § 44

-
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Wenn man auof diese Weise das Product rechter Hand von (3)
weiter zerlegt, so findet man den weiteren Beweis des Satzes.

Satz 2.
Ist P ein von ¢ verschiedenes Primideal von K(Z), dann ist die

Zerlegungsgruppe )
se, s, ...3fe )
wenn f der Grad des Primideals ist, und ef' = /"~ (/—1).
Die Trigheitsgruppe besteht nur aus der identischen Substitution ?).
Beweis: Es sei p die rationale Primzahl, die durch 9 teilbar ist.
In K(Z) gilt:
i P=P PP
wo %;, ¢ verschiedene Primideale sind.. Es ist also ' eins dieser.
Hieraus geht hervor, dass es ¢ und nicht mehr als ¢ Substitutionen
giebt die das Ideal 9 in ein anderes tiberfilhiren. Die Zerlegungsgruppe
besteht also aus f Snbstitutionen. Daher ist es die im Theorem ange-
gebene Gruppe.
Es sei nun s% eine Substitution der Trégheitsgruppe, so musz
fur alle ganzen Zahlen £ von K(Z):
sae 2 — £ (mod P).
also
ste 7= Z (mod ).
Es ist aber ‘ -
21
Z—1
Diese Zahl ist nicht teilbar durch P, es sei denn dasz a = O ist;
denn (1—Z'—=2~& und der Bruch ist eine Einheit'). Die Tréagheits-
gruppe besteht also nur ans der identischen Substitution.

s0e 7 Z— 7" _ 7 — Z(Z-1)

§ 2. Die Teilkorper von K (Z).

Es ist K ein cyclischer Korper. Daher ist jede Untergruppe auch
cyclisch und jeder Unterkorper ein cyclischer Korper. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit konnen wir uns beschrédnken auf die
Untersuchung Primérer Teilkorper *) das sind solche, die nicht zugleich
Teilkorper sind eines Kreiskorpers niedrigeren Grades.

Es sei

o, s%a,,  .sbe b —=[h-1(l—1)

1y H. Satz 129.
%) H. Satz 122.

%) H. Beweis des Satzes. 120.
4 WEBER, Algebra II pag. 77 ete. (2te Auflage).
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eine Untergruppe von (1). Diese ist primér, und nur dann, wenn
keine der Zahlen

re, r2a, ., rba
der Einheit congruent ist (mod /#—1). Und dies ist dann und nur
dann der Fall, wenn a teilbar ist durch /—1. Jede primére Unter-
gruppe hat also die Form ‘

salh—l' sZalh'_l’ e s e S (lblh—l

ab —=1—1

Den Teilkorper, der zu dieser Gruppe gehort, stelle ich weiter
vor durch £.
Der Grad der Korpers ist all™2,

n= Z° 4 zre e & Vs ;¢ = alh—1

ist eine den Korper bestimmende Zahl').

Die Substitutionen des Teilkirpers k sind

' s, %, ... 8,

Satz 3. Zerlegungssatz.

Ist p eine von [ verschiedene rationale Primzahl und # der kleinste
positive Exponent, fur welchen p/=1 (mod [*) ausfallt, und wird
ef = I"—1(l—1) gesetzt, so findet in % die Zerlegung

P=MPye. P

v
t

. 0 . . v ‘.
statt, wo v, von einander verschiedene Primideale —-ten Gradesin
€

k sind. v ist das kleinste gemeinsame Vielfache von ¢ und ec.
Beweis: Hs sei 9 ein in p aufgehendes Primideal des Korpers
K (Z). Die Substitutionen, welche die Zerlegungsgruppe von P ge-
meinsam haben mit der Untergruppe (4), sind
s, s, ... L . L L L. . ()
Diese Substitutionen musz man multipliciren mit den Substitutionen
der Gruppe

s, s sV

um die ganze Untergruppe (4) zu bekommen.

Die letzte Substitutionen gehGren also nicht zu der Zellegungs-
gruppe.

Die Zahlen, welche des Ideal P und der Korper £ gemeinsam
haben, bilden ein Ideal p. Nehmen wir an, es sei pin % kein Primi-
deal, und in % also p=13.v. Es wire also in kp teilbar durch q,
und in K wiirde also pP® = & .r® wenn & das Ideal aller ganzen

') W=BER, pag. 85.
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Zahlen von K ist. Wéihrend aber p® durch 9 teilbar ist, so musz
9® teilbar sein durch P. Also wiirde in £y teilbar sein durch p.
Hieraus wiirde sich ergeben p=q, also r = & und dies ist nicht
angenommen. Also ist p in £ ein Primideal.

Nun ist p®, auszer dureh ¥, auch teilbar durch die Primideale
... (6)

Diese sind alle von einander verschieden, weil keine der Substi-
tutionen zu der Zerlegungsgruppe gehort. p® ist also teilbar durch
ihr Product. Wir werden nun zeigen, dasz p durch kein anderes
Primideal P teilbar ist. Nehmen wir an, dasz dies wohl der Fall
sei. Es besteht eine Zahl 4 von K, die teilbar ist durch das Product
I der Ideale (6) aber nicht durch 9':

sc ), 8% B, ... .8 .

Es wadre dann
stA —sell . sc ) oder
scAd = I.s¢ D
Es sei n, die relativ-Norm in Beziehung zu £:
n,(A) = I . n (D)

Das erste Glied ist eine Zahl von £, die teilbar ist durch P, und
also anch durch p. Das zweite Glied ist aber nicht teilbar durch
und kann also auch nicht durch p teilbar sein. Dies ist unméglich.
Hieraus geht hervor, dasz p durch kein anderes Primideal 1’ teilbar ist.

Das Primideal p kann weiter nicht teilbar sein durch das Quadrat
eines der Primideale (6), denn in diesem Falle wiirde p in XK auch
durch ein Quadrat teilbar sein und das ist nicht der Fall. Hiermit
ist der erste Zeil des Satzes bewiesen.

Um auch den Grad der Primideale zu bestimmen, bemerke man,
dasz aus 5

p=scP.s2P, ...e] folgt:
; I}
Ne®)=N@e:=pc "
Es ist aber N(®)=n()’, wenn n die Norm in % vorstellt.
Hieraus ergibt sich
r
n(p)> = pe
Pz
np) = p% =p* ..
Satz 4. Zerlegungssata.
Die Primzahl [ gestattet in £ die Zerlegung

1) H. Satz. 122.



l=1e
wo [ = (1—Z)’3 ein Primideal ersten Grades in £ ist.
Beweis : -
Wir wissen, dasz in K
] — 81/1-—1(1_1)

wo ¢ ein Prumideal ersten Grades ist:
E=(1—2) ®.

Die Zahlen welche £ und % gemeinsam haben bilden ein Primideal |.
Man kann dies auf gleicher Weise beweisen wie im Satz 3. Weiter
sind alle Zahlen von £ die in & liegen, teilbar durch

- (1—2) , 2(1—Z). ...she(l—Z)
also durch (1—2). Hieraus ergibt sich
I=(1-2Z2)G =18

und weil
] — gt”‘1(1—1)
l=Ie wo [ = (1—-2).
Bestimmung der Discrimmante des Korpers £.
Satz 5.

Die Discriminante des Korpers ist

Y —h—1y—541

+ | 6
Beweis :
Wir beniitzen die Beziehungen:
D == dbn(d,)*)
b = ,.(3,) %)
D, =€¢.¢" ... C—13)

wo D die Discriminante von K ist, d die von % und b, die
relativ-Discriminante.
Das Element

6O — %(Z—-Z’Jc), (Z’——Z2’w )’ e ,(Zlh—l(l—l)__Zlh—l(l—l)zw)%_

Weil D eine Potenz von [ ist, *) kann die Relativ-Discriminante b,
nur teilbar sein durch [ und die Relativ-Differente ©r nur durch £;
also auch €@ nur durch & Aus der Form des Elementes €& folgt,

1) H. Satz 39.
%) H Satz 38.
) H. pag. 205.
4 H. Satz 121.
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dasz alle ihre Zahlen teilbar sind durch € und dasz sie nicht alle
teilbar sind durch £, also
E=¢
D= ynd p, = 01
ad,)=0-1 =+ lz""‘(lh-h—1) — dblb -1

Hieraus folgt der Satz.

§ 3. Die Klassenanzahl des Teilkirpers k.

Satz 6.
Wenn die Zahl b gerade ist, und der Teilkorper also reell ist, se
hat man fur die Klassenanzahl des Teilkorpers den Ausdruck:

JAY
he=—
‘=R
wo
log e, loggy ... .. log &,—1
A= (—lyatin| P9 9. g
‘ log Eon1 log 7 log E2.—3
¢ == ali—1

[/ (1 Z"’)(l z') =2
8 =
) (1— )1 9 1+(' (l .z 1+(b—1)c)

R ist der Regulaton.
Wenn der relative Grad b ungerade ist, wenn also der Teilkorper
imaginar ist, 1st

2Tult

HZ e ¢ (’l'( + Ptte + cv,s + 1‘i+(b—1)‘-‘)

} u t=1
h == —_

2'he—1 Jlfshe R
wo das Product uber alle ungerade Werie u < ¢ lauft.

log &, loge, ....loge&y,c—1
log &, loge, ....log e
A = (—1)la =2~ L

log &y,c—1 logey,e ....loge.3

— 7 1/)(1 Z,(H- [,c) ) (1 __Z’\(/-sz—l)l/,c)
&g ==
7 l/(l VA q—l)(]___qu—1+ /.‘) o (1___Z,!/—‘1‘H2b—-1)‘/1‘)

30
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol XXI.
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log %, log m, logmj,e—1
1
log M log m(h log /)L .

RI

I

log 01(1‘/ac -2 log n(g’/,c— 2) - log 1(/12/::2)

My, My ... ist ein System fundamentaler Einheiten und #\®) sind
ihre Conjugierten

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, benttzen wir den fur alle
Korper giltigen Ausdruck

1 1\
h—=—— lim (s—1 HI[1— L T
~ lim (=) ( (»ms) ) )

und wir beweisen zuerst den Hulfssatz: -

1 bu
n(i= D)= np [l . w

Das Product linker Hand ist zu erstrecken uber alle verschiedenen
Primideale, welche in der Primzahl p enthalten sind; das Product
rechter Hand uber alle Zahlen der Reihe

0, 1,....,(—1).

Beweis: Das Symbol [%] ) wird definirt durch die Gleichung

2mps

[lh:, ~‘ih—l (-1)

wo p’ der kleinste Exponent ist, fur welchen 1" = p(modl*) ausfallt;
r ist eine Primitivzahl nach /. Es moge d der groszte gemeinsame
Teiler von p’ und /i—-1(/—1) sein, dann folgt aus der letzten Con-
gruenz, dasz

v

r d =p d
oder
Aty :
l=p ¢
. I =1(l—1)
Hieraus ergibt sich, dasz T der kleinste Exponent ist, fur
welchen die Potenz von p der Einheit congruent ist. Daher ist
h=0—-1)
d_—— - ~
1) H. Satz 56 en § 27 ..

5 H. § 1186.

-10 -
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und
d —=e,
Das Symbol 1st also eine f-te und nicht eine niedere Einheits-
~p 10
wurzel. Folglich ist L%] ein Z-te und nicht eme niedere Einheits-
g

wurzel, wenn g der groszte gemeinsame Teiler 1st von f und 6; g
ist also der groszte gemeinsame Teiler von

1] Ih=1(1—1)

B : und g
Es sei ¢ eine Primzahl, die bis zur m-ten Potenz in [i—1(l—1)
aufgeht, in e bis zur n-ten Potenz und 1 ali~' bis zur n'-ten
Potenz. Sie geht dann in f und b bis zur (m—n)-ten, resp. zur (m—n’)-ten
Potenz auf. Hieraus folgt, dasz ¢ in ¢ aufgeht in einer Potenz deren
Exponent der kleinsten der beiden Zahlen m—»n und m—n’ gleich

ist. Well dies fur alle Primzahlen ¢ gils, ist

_ =11 1)
§= klemnste gemeinsame Vielfache von e und ali—1

=111 - h
also _q=——L—-2. Wir haben daher gefunden dasz E:—J eine

v
fv v . ) . .
- =— —..te Einheitswurzel 1st und keine niedere.
h—1(—1)" e

Fassen wir nun das Product rechter Hand aus (2). ins Auge. Weil

p b u+_e-) p I)ll )
5 =[]
. . v L v ealt—1
so folgt hieraus, dasz jede e—-te Einheitswurzel a/*-1: - = —
~ [ v

Mal in dem Producte auftritt, und da

v

w= & bu
P
] — 1] —s
u{_-:Il [lh] P

wird das Product rechter Hand von (2) dem Ausdrucke

v

:_-1~p—¢ ’

ce

- v v
—_——
l—p ¢ ) .
gleich sein. Hieraus ergibt sich der Hulfssatz, wenn man sich des

Satzes 3 § 2 bedient.
Aus (1) folgt nun:

P by .

(5] 7

1 1
h=—Ulm(s—1) ——0nIn
. % =1 1 | S

Tl

-11 -
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wo die Producte sich erstrecken iiber alle friiher genannten Werte von
» und iiber alle Primzahlen p, mit Ausnahme von [
Auf Grund des Satzes 4 ist n([) =/ und es ist also

1
h=— lzm -1 I o

1
% s=1 P _p—s pou p bu _
=[]

Das erste Product erstreckt sich iiber alle Primzahlen p, wie auch.
das zweite; denn wiewohl der Wert p — [ zuerst ansgeschlossen
war, darf man den Factor

l bu_“
1 — lil—h} fir w == 0

hinzufiigen, weil er den Wert 1 besitat.

Das dritte Product erstreckt sich iiber die angegebenen Werte
van u, wobei aber der Accent angibt, dasz « =0 jetzt ausgeschlossen
ist. Wir wissen, dasz

1
lim(s—1) I ——=1
s=1 p 1—p~*
und wir finden schlieszlich

1 1
h=—lm O ——————

% s=1 P bu
pou 1 — l_hJ p—s

Es werden nun die zwei Productzeiehe'n verwechselt ;

b
G

und wir entwickelen jeden Factor in eine DiricHLET'sche Reihe

' 3‘ n s 1
y =1 I ns’

In dieser Reihe setzen wir das Integral ein:

1
—_—— ps—leg—nx dm

ns () )

w [n]nl 1 3 o [njou
>\ - —— e s—idy X — —nz
n=1 [l"] ns I'(s) o n=1 [lh] ’

0

!
Nun ist [ZJ = Bi”] wenn n=n(mod k)

also

-12 -
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lh -1 n bu
> | - e—nr
they  ohg ney | A

@ n bu
$[1en S5 4 mm ]
1—e—lx

n=1 e n=1_ n=lh+1
Wir haben daher zu betrachten

lh‘l n by
P E l_ e—nx
n=1 | _th
. s 1 —= = dz.
lwtf 1ot

s=1 0
lh-——l n ‘l bu 0
2 | = =
n==1 Llh_

findet man fur diesen Limes, wenn man zugleich setzt e—* —¢:
h
"—1 bu
S
n==1 dt.

R
[%:I . Das zu betrachtende Integral wird jetz

Weil

Es sei F(t)= =

n=1
1 .
t
[0,
—
) y(1—tty
Die Integration lasst sich durchfithren nach Verteiling in rationale
Briiche :
A 2km 1
1 1 i )
T 751 F f 2k
O tett
und nach der Integration ergibt sich:
2 kni ki
h : ko k
1| = [ = —
-] = F(e i log-————?———+
I =1 ‘
) .. @)
hy (2 th_y ==
+’"Ep(z" _“’_’hfzkﬁ )
!

-13 -



