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Mathematica. - 'c Uebe1' eineindeutige, stet(qe Tmnsformationen 
von Flächen in sich" (sechste Mittei.lung 1)). By Prof. L. E. J. 
BROUWER. 

(Communic~ted in the meeting of November 30, 1918). 

~ 1. In einern in 1912 in den Göttinger Nachriehten (S. 603-606 ')) 
in Anszug abgedl'uckten Briefe an R. FRICKE habe icli (S. 605, 
Fnssnote 3) k1ll'Z skizziert, wie das \'on HURWITZ herrilhremle analy­
tische Theorem, dass bi1'lltionale Tl'ansfo1'Jnrttionen eine1' Riemannschen 
Fliiclte vom Geselt/echte }J> 1 in sich unmö,ljlich ein vollsttlndiges 
Ianoniscltes Sclmittsystem der Pldclte in ein äquivalentes kanonisclles 
Schnittsystem, ilbeljûh1'en können, mittels del' Analysis Situs bewiesen 
werden kann, wobei sich seine Gultigkeit hel'ausstelJt für alle pel'io­
clischen, eineindeut(qen und stetigen Tml1sfonnationen. Die damalige 
Andeutung wird im folgenden náher prázisiert und gerechtfertigt 
werden. 

Sei 0 die gegebene zweiseitige Flàche, 1 die Menge der bei der 
n-pel'iodischen, eineindeutigen und stetigen, die Ránder invariant 
lassenden Transformation t von 0 Ïlwarianten Punkte. Wir nehmen 
an, dass jedes von I in 0 bestimmte Gebiet von t in sieh trans­
formiert wird (was, wenn t die lndikatrix von 0 invariant lässt, 
stets del' Fall ist), und nnterziehen die Wirknng von t auf eines 
diesel' Gebiete, welches wil' mit (I) bezeiehnen werden, einer näheren 
Betl'achtnng. Dabei ziehen wit· im Falie, dass t die lndikatrix von 
o umkehrt, jeden eventuellen für t nicht invarianten Rand von w 

1) V gl. diese Pl'oceedings, Xl, S. 788; XII, S. 286 j XIII, S. 767; XIV, S. 300 j 
XV, S. 352. 

,) Das daselbst S. 604: auf künftige Publikationen von P. KOEBE (der Neujaht, 
1912 im Hesitze einel' Abschrift meines Briefes an R, ~'RICKE wal') hinweisende 
Zitat ist nach der Erledigung der Korrekturen von einer mil' unbekannten Hand, 
ohne meine Mitwirkung oder Vorkenntnis eingefügt worden j die bezüglicllen Noten 
sind mir erst nach ihrem Erscheinen bekannt geworden. 

In engem Zl1sammenhang mit dem Inhalte meines (Anfang März 1912 gedruckten) 
Briefes an R. FRICKE stehen die Karlsruher Verhandlungen ûbel' automorphe 
~'unktionen vom Jahre 1911 j der ûber dieselben erstattete Bericht (Jahresber. d. 
D. M. V. XX!), ist, ebenso wie die in Gött. ~achr. 1912 erschienene KOEBE'sche 
Mitteilung über den Kontinuitätsbeweis, im Sommer 1912 gedruckt worden. Das 
in diesem Berichte enthaltene Referat übel' den V Ol trag von P. KOBBE (insbesondere 
die au! S. 162 befindliche Anmerkung 1)) ist insofern il'reführend, dass im wirklichen 
KÓEBE'schen Vortrage, nach der ihm vorangegangenen, S. 156-157 wieder­
gegebenen km'zen Diskussion mit mir, vom Kontinuitätsbeweise überhaupt nicht 
wieder die Rede gewesen ist. 
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in einen Punkt zusammen nnd fügen diesen Punkt zu w hinzu. 
Sei R die Menge del' übrig hleibanden (für tinvarianten) Rändel' 
}'<I. von W Llnd seien (a). bJ, (a~, b,), (as, bs)' .... die Rückkehr'schnitt­
paal'e einer '/Jollständigen kanonisehen Zerschneidung von w, Wh' 
nehmen an, dass innerhalb jedes diesel' Rückkehrschnittpaal'e ein 
a) so gewählt werden kann, dass nicht nUl' a. selbst, sondern au eh 
seine beiden Seiten vèm t ungeachtet der Winder äqui\'alent abgebildet 
werden (was, wenn tieden Rüekkehl'sehnitt del; kanonischen Zer­
schneidnng nngeachtet der Rändel" Hquivalent abbildet nnd die 
lndikatl'ix von 0 umkehl't, stets del' Fall is!). Weitel' srhliessen wir 
den .Fall aus, dass entwedel' kein Riirkkelll'schnittpaal' (a., b.) und 
höchstens zwei Rändel' 1'f/, oder keïn Rand 1'<1. und nur ein einziges 
Rückkebl'schnittpaar (a" b,) eXlstiert, 

~ 2, Tm Falle, dass in w wenigstens zwei Rückkeht'schnittpaal'e 
(a., b.) existiel'en, verstehen wir untel' !J diejenige (kein Rüekkebl'­
schnittpaar mehr aufweisende) Schottkysehe L eberlagerungsfläche 
von w, welehe die a. als blättertrennende Ufer besitzt, nnter L die 
Mange derjenigen Ränder lf/ von ~~, welehe dUl'ch eil1e unendliche 
Zahl von Uebel'schl'eitungen der a. auf w erzeugt werden, unter 
)a., ,a., ... , die UeberlagerungsbiÎder von a. apf ~, untel' a'. das 
dllreh t auf w bestimmte Bild von av, nnter la'., ~a'v,.,' die Ueber­
lagerungsbildel' von a'. auf.9. Wenn wir jedem "rt. dasjenige )a'. 
zuol'dnen, dessen U mlaufkoeffizienten zwischen den 7<1. die gleiehen 
absoluten Werte besitzen, wie die entspl'echenden U mlaufkoeffizienten 
von p.a., so ist in Anschluss daran eine dUl'ch die Ueberlagerung 
von .!~ über w in t übergehende, eineindeutige und stetige Trans­
fOl'mation t' von Q in sieh bestimmt, welche, ebenso wie t, n-periodisch 
sein muss und jeden Rand l~ invariant lásst. Ob alle Ränder ,Ton 
Q filr, t' invariant sind, lassen wir dahingestellt, ziehen abel' jeden 
eventuellen für t' nicht invarianten Rand in einen Punkt zusammen 
nnd f-ügen diesen Punkt ZL1 .!~ hinzu, 

lm FalIe, daas in w nul' ein einziges Rückkehrs<,hnittpaal' (a, b) ~ 

existiel't, verstellen wir unter .!~ diejenige (kein Rückkehrschnittpaar 
mehr aufweisende) Schottkysehe Ueberlagel'llngsfläche von ro, welche 
a als blättertrennendes Ufer besitzt, unter l) nnd l2 diejenigen Ränder 
von !.!, welche durch eine unendliche Zahl von Uebel'srhl'eHungen 
von a auf w cl'zengt werden, unter )1', 21', ' •.• die Ueberlagerllngs­
bilder auf ~ eines (für t der Annahme gemäss invat'ianten) Randes 
)' von w. Alsdann existiert eine dlll'ch die Ueberlagerung von .!~ 

über w in t übel'gehende, eineindelltige llnd stetige Tt'ansfol'mation 
t' von Q in sich, welche )1' (mithin allch ,1', .1', . , , .) invariant lässt, 
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so dass sie, ebenso wie t, n-periodisch 'sein muss. Ob alle Ränder 
von 02 fül' t' inval'Ïant sind, lassen wir wieder dahingestellt und 
ziehen jeden eventuellen fÜI' t' nicht invarianten Rand in einen Punkt 
zusammen, den wil' zu 02 hinzllfügen. 

Im FalIe, dass in w kein Rückkehrschnittpn.ar (av, bv) existiert, 
verstehen wit' uuter .2 die Fläche w selbst llnd unter t' die Trans­
formation t selbst. 

In jedem del' dl'ei Fälle besitzt die Fläche.2 wenigstens d1'ei Rändel' 
und ist sie eineindentiges stetiges Bild eines Teilgebietes del' Kugel, 
während t' eine n-pel'iodische, eineindeutige und stetige Transfor­
mation von .!~ in sich darstellt, welche jeden Rand, abel' keinen 
Punkt invariant lässt. 

Wil' dürfen annehinell, dass von den Rändern von 02 wenigstens 
einel' isoliert ist. Im entgegengesetzten FalIe können wil' nämlich 
in 02 ein Gebiet ,q bestimmen, zu dessen Gl'enze keïn Grenzpunkt 
\,on Rändel'n von 02 gehört, und we,lches, ebem;Q wie seine KompIe­
mentärmenge, Ränder von S~ enthält. Die Vereinigung von 9 und 
seinen Bildern für ti, t", ' , .. t'n-1 bildet eine Fläche, welehe, ebenso 
wie 02, wenigstens drei Ránder besitzt und von t' mit iD\yarianten 
Rändel'll nnd ohne invariante Punk te in sich transformiert wil'd, 
überdies abel' einen isoliel'ten Rand besitzt. 

~ 3. Seien PlI P 2 , ., •• Pn-1 die Punkte, in welehe ein in S~ will­
küL'lich gewählter Punkt P von ti, t'2

" ••• t'n - 1 del' Reihe nach 
übergeführt wit'd. Ein P und PI verbindender stetiger KUl'venbogen 
ip bildet lllit seinen von ti, t'2 , .... t',,-1 bestimmten I Bildel'n eine 
geschlossene stetige KUl've lep. Die Menge B' del' Ränder }"« von.Q 
lässt sich in solchel' Weise in eine endliche Zahl ~ 3 von' voneinandel' 
isolierten Teilmengen Bil (lep), B', (kp), .. , . B' llI (lep) zerlegen, dass 
del' U mlaufkoeffizient von lep zwischen einem zu B' v (kp) und einem 
zu B') (lep) gehörigen Rand modulo n gleir.h einem dm'ch v und l 

bestimmten, für v =.l fortfallenden Wel't Cv). (kp) ~ 0 und < n ist. 
Diese B' v (lep) behalten ihl'e Bl'auchbarkeit und die zugehörigen 
cv) (kp) ihre Gültigkeit bei, wenn fUr festes P del' Bogen j p diskon­
tilluiel'lich g'eändel't wird. Mittels gleichzeitiger stetigel' Variiernng 
von P nnd j1" sieht man weitel' ein, dass auch dm'ch Aendel'ung 
des Pnnktes P die RoBe det' ft' y (lep) und Cv) (kp) \licht gestört wit'd, 
Indem wir abel' P in hil1l'eichendel' Nähe von B' h und jp in pas­
sendt'r Weise wählen, können wil' dafür sOl'gel~, dass del' Umlauf-

. koeffizient "on kp zwischen einem zu B' v (lep) nnd einem zu Bi~kp) 
gehöl'ig'en Rand, für v nnd ). beide von ft vel'schieden, fOl'tfällt und 
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hieraus folgem wir unmittelbal', daas C;j (lep) = 0 für jedes v, jedes À, 

jedes P und jedes jp. 

,4. Wir bezeiehnen einen willkül'lich gewählten isolierfen Rand 
VOD .2 mit Q, die Menge der übrigen Ränder von .2 mit R' 0 llnd 
betrachten die sich um R' aperiodisch he~lmwindende Ueberlage­
rungsfläche S von .9. Diese Fläclle Sist .eineindeutiges und stetiges 
Bild del' Oal'tesischen Ehene; illr Rand R" enthält einen aus Q 

hervorgegangenen Teil R/' Ilnd einen aus R'. her\'ol'gegangenen 
Teil R,"; 'diese beiden Teile sind voneinander jsoliert. 

Sei P ein Punkt von S~ in der U mgebung von Q, PI sein "on ti 

bestimmres Bild, Wir verbinden P und PI in der Umgebung von 
(> dlU'ch einen so1chen sletigen KUl'\'enbogen jp, welche mit seinen 
von ti ,t':, ' .. ,t'n- 1 bestim mten Bildem eine geschlos8ene stetige Kllrve 
kp erzeugt, deren U mlaufkoeffizient zwischen zwei wiII kÜl'lichen 
Rändem von .Q fOl'tfállt. Die Möglichkeit, einen dfll'al'tigen Kun'en­
bogen jp herzustellen, folgt aus § 3. Sei Pm deL' Anfal\g~punkt, P1m 

der Endpllnkt eines Ueberlagerungsbildes von Jp anf S, 80 existiert 
eine dm'ch die Ueberlagerung von S übel' 9. in t' übergehende, ein­
eindeutige und stetige Transformation t" von S in sich, welche l~n 

in Plm überführt, Alsdann Iässt die Tl'ansformation t"l1 den Pnnkt 
PIIl inval'Îant, so dass til, ebenRo wie tr

, n-pel'iodisch sein muss. 
Hiel'mit sind wil" abel' Zll einem Widerspruch. gelangt, weil eine 
periodische, eineindelltige nlld stetige Tl'allsformalion der Oal'tesischen 
Ebene in sieh ohne invariante Punkte nicht existieren kann. 

§ 5. Jm Falle, dass t die Indikaü'ix von V Înval'Îant lässt und 
von einer vollständigen lmnonischen Zel'schneidung von ° jeden 
Rückkehrschnitt samt seinen beiden Seiten nngeachtet der RälJdel' 
äquivalent abbildet, besitzt t diesel be Eigenschaft in bezug auf w (was 
unmittelbar wie folgt eingesehen werden kann: Sei sein Rückkehr­
schnitt von w, del' w nicht zerlegt, so entspricht einer stetigen 
Variierung von 8 in 0, wenn die Rändel' von w je in einen Zll w 

hinzllznfii.genden Punkt znsammengezogen werden, eine -stetige Vari­
ierung von s in w), Wäl'e nun w samt seiner Gl'enze nicht identisch 
mit 0, so besässe w einen dtt1'ch eine zusrtmmenMingende ]J81fekte 
Menge von JUr' tinvarianten Pttnkten ab,gescldossenen Rand nnd 
würde. auf Grllnd davon die in den ~~ 3 nnd 4 hinsichtlich del' 
Transfol'mation t' von .Q angestellte, ant' einen Widel'sprnch fühl'ende 
Ueberlegung auc/t irn' Palle, dass in w kein Rilclekell1'sclm,ittpaar 
(a., b.) und nwt' zwei Rèlndel' existieren, in Kraft bleiben. Mithin ist 
in diesem FalIe w samt seinm' Gr'enze mit 0 identisch wui Ventwed81' 
eine Kugel, oder' ein Zylind81', oder' ei ne Car'tesische Ebene, oder' 
ein Torus, 


