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Mathematics. — ‘“Ueber ecineindeutige, stetige Transformationen
von Ilichen wm sich” (sechste Mitteilung')). By Prof. L. E.J.
Brovuwzg.

(Communicated in the meeting of November 30, 1918).

§ 1. In einem in 1912 in den Gottinger Nachrichten (S. 603—606 *))
in Auszug abgedruckten Briefe an R. Fricke habe ich (S. 605,
Fussnote®)) kurz skizziert, wie das von HuawiTz herriibrende analy-
tische Theorem, dass birationale Transformationen einer Riemannschen
Fliiche wvom Geschlechte p™> 1 in sich unmdoylich ein vollstindiges
hanonisches Schnitisystem der Fldache in ein dquivalentes kanonisches
Schnittsystem iiberfihren kinnen, mittels der Analysis Situs bewiesen
werden kann, wobei sich seine Gultigkeit herausstellt fir alle perio-
dischen, eineindeutigen und stetigen Transformationen. Die damalige
Andeutung wird im folgenden naher prazisiert und gerechtfertigt
werden.

Sei O die gegebene zweiseitige Flache, [ die Menge der bei der
n-periodischen, eineindeutigen und stetigen, die Rénder invariant
lassenden Transformation ¢ von O invarianten Punkte. Wir nehmen
an, dass jedes von [ in O bestimmte Gebiet von ¢ in sich trans-
formiert wird (was, wenn ¢ die Indikatrix von O invariant ldsst,
stets der Fall ist), und unterziehen die Wirkung von ¢ auf eines
dieser Gebiete, welches wir mit » bezeichnen werden, einer niheren
Betrachtung. Dabei ziehen wir im Falle, dass ¢ die Indikatrix von
O umkehrt, jeden eventuellen fiir ¢ nicht invarianten Rand von o

1) Vgl. diese Proceedings, XI, S. 788; XII, S. 286; XIII, §. 767; XIV,S. 300;
XV, S. 352. ‘

%) Das daselbst S. 604 auf kiinflige Publikationen von P. Koese (der Neujahr
1912 im Besitze einer Abschrift meines Briefes an R. FRICKE war) hinweisende
Zitat ist nach der Erledigung der Korrekturen von einer mir unbekannten Hand,
ohne meine Mitwirkung oder Vorkenntnis eingefiigt worden; die beziiglichien Noten
sind mir erst nach ihrem lrscheinen bekannt geworden.

In engem Zusammenhang mit dem Inhalte meines (Anfang Mérz 1912 gedruckten)
Briefes an R. Fricke stehen die Karlsruher Verhandlungen uber automorphe
Funktionen vom Jahre 1911; der uber dieselben erstattete Bericht (Jahresber. d.
D. M. V.XXI), ist, ebenso wie die in Gott. Nachr. 1912 erschienene KoEBE'sche
Mitteilung tiber den Kontinuitditsbeweis, im Sommer 1912 gedruckt worden. Das
in diesem Berichte enthaltene Referat tber den Voitrag von P. KoEgBE (insbesondere
die auf S. 162 befindliche Anmerkung 1)) ist insofern irrefiihrend, dass im wirklichen
KoEBe'schen Vortrage, nach der ihm vorangegangenen, S. 156—157 wieder-
gegebenen kurzen Diskussion mit mir, vom Kontinuititsheweise liberhaupt richt
wieder die Rede gewesen ist.
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in einen Punkt zusammen und fiigen diesen Punkt zu « hinzu.
Sei R die Menge der tibrig bleibenden (fiir # invarianten) Rinder
7, von o und seien (a, b)), (@, 0,), (a, &,), ....die Riclkkehrschnitt-
paare einer wollstindigen kanonischen Zerschneidung von w. Wir
nehmen an, dass innerhalb jedes dieser Riickkehrschnittpaare ein
a, so gewdhlt werden kann, dass nicht nur a, selbst, sondern auch
seine beiden Seiten von {ungeachtet der Rinder équivalent abgebildet
werden (was, wenn ¢ jeden Riickkehrschnitt der kanonischen Zer-
schneidung ungeachtet der Réander dquivalent abbildet und die
Indikatrix von O umkelrt, stets der Fall ist). Weiter schliessen wir
den Fall aus, dass entweder kein Riickkehrschnittpaar (a,, 8,) und
hochstens zwei Rénder r,, oder kein Rand », und nur ein einziges
Riickkehrschnittpaar (a,, b)) existiert.

§ 2. Tm Falle, dass in w wenigstens zwei Riickkehrschnittpaare
(2., b) existieren, verstehen wir unter @ diejenige (kein Riickkehr-
schnittpaar mehr aufweisende) Schottkysche Ueberlagerungsfliche
von o, welche die a, als blittertrennende Utfer besitzt, unter L die
Menge derjenigen Rénder I von £, welche durch eine unendliche
Zahl von Ueberschreitungen der a, auf o erzeugt werden, unter
J&sy 4ty . ... die Ueberlagerungsbilder von g, auf £, unter ', das
durch ¢ auf @ bestimmte Bild von a,, unter ,a',, ,a', ... die Ueber-
lagerungsbilder von o, auf 2. Wenn wir jedem ,n, dasjenige ,a'
zuordnen, dessen Umlaufkoeffizienten zwischen den /, die gleichen
absoluten Werte besitzen, wie die entsprechenden Umlaufkoeffizienten
von .a,, S0 ist in Anschluss daran eine durch die Ueberlagerung
von £ iiber w in ¢ ibergebende, eineindeutige und stetige Trans-
formation ¢ von £ in sich bestimmt, welche, ebenso wie ¢, n-periodisch
sein muss und jeden Rand I, invariant ldsst. Ob alle Rénder von
L fir ¢’ invariant sind, lassen wir dehingestellt, ziehen aber jeden
eventuellen fiir ¢ nichi invarianten Rand in einen Punkt zusammen
und fiigen diesen Punkt zu £ binzu.

Im Falle, dass in @ nur ein einziges Riickkehrschnittpaar (a, b)
existiert, verstehen wir unter & diejenige (kein Riickkehrschniitpaar
mehr aufweisende) Schottkysche Ueberlagerungsfliche von w, welche
a als blittertrennendes Ufer besitzt, unter /, und [, diejenigen Rénder
von L, welche durch eine unendliche Zahl von Ueberschreitungen
von a auf o erzeugt werden, unter ,»,,»,.... die Ueberlagerungs-
bilder auf & eines (fiir ¢ der Annahme gemiss invarianten) Randes
r von o. Alsdann existiert eine durch die Ueberlagerung von £
iiber w in ¢ iibergehende, eineindeutige und stetige Transformation
¢ von £ in sich, welche ,» (mithin auch ,», ,»,....)invariant lisst,
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so dass sie, ebenso wie ¢, n-periodisch sein muss. Ob alle Réander
von &£ fiir # invariant §ind, lassen wir wieder dahingestellt und
ziehen jeden eventuellen fiir ¢’ nicht invarianten Rand in einen Punkt
zusammen, den wir zu £ hinzufiigen.

Im Falle, dass in « kein Riickkehrschnittpaar (a,, b,) existiert,
verstehen wir unter 2 die Flache o selbst und unter ¢ die Trans-
formation ¢ selbst.

In jedem der drei Falle besitzt die Fliches2 wenigstens drei Rédnder
und ist sie eineindentiges stetiges Bild eines Teilgebietes der Kugel,
walrend ¢' eine n-periodische, eineindeutige und stetige Transfor-
mation von £ in sich darstellt, welche jeden Rand, aber keinen
Punkt invariant Idsst.

Wir diirfen annehmen, dass von den Réndern von $2 wenigstens
einer isoltert ist. Im entgegengesetzten Falle konnen wir ndmlich
in £ ein (ebiet ¢ bestimmen, zu dessen Grenze kein Grenzpunkt
von Réndern von £ gehort, und we'lches, ebenso wie seine Komple-
mentédrmenge, Rénder von £ enthilt. Die Vereinigung von ¢ und
seinen Bildern fir ¢, #%,.... t/»=1 bildet eine Fléache, welche, ebenso
wie £, wenigstens drei Rander besitzt und von ¢’ mit invarianten
Réndern und ohne invariante Punkte in sich trausformiert wird,
tiberdies aber einen isolierten Rand besitzt.

§ 3. Seien P, P,,.... P,_; die Punkte, in welche ein in £ will-
kiirlich gewdhlter Punkt P von ¢/,¢%,....¢"t der Reihe nach
itbergefithrt wird. Ein P und P, verbindender stetiger Kurvenbogen
7p bildet mit seinen von ¢, %, ....¢"! bestimmten Bildern eine
geschlossene stetige Kurve 4p. Die Menge R’ der Rénder r’, vong
lisst sich in solcher Weise in eine endliche Zahl > 3 von voneinander
isolierten Teilmengen R’, (kp), R’,(kp),.... R’. (kp) zerlegen, dass
der Umlaufkoeffizient von kp zwischen einem zu R’, (£p) und einem
zu R’y (kp) gehorigen Rand modulo n gleich einem durch » und 2
bestimmten, fiix »==2 fortfallenden Wert ¢,y (kp) 20 und < n ist.
Diese R’,(kp) behalten ihre Brauchbarkeit und die zugehérigen
e (kp) ibre Giltigkeit bei, wenn fiir festes P der Bogen jp diskon-
tinuierlich gedindert wird. Mittels gleichzeitiger stetiger Variierung
von P und jp sieht man weiter ein, dass auch durch Aenderung
des Punktes P die Rolle der R’, (kp) und c, (£p) nicht gestort wird.
Indem wir aber P in hinveichender Niahe von R’ und jp in pas-
sender Weise wéhlen, konnen wir dafiir sorgen, dass der Umlauf-
koeffizient von £p zwischen einem zu R’,(kP) und einem uzu R'i(kp)
gehorigen Rand, fiir » und A beide von 4 verschieden, fortfallt und
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hieraus folgern wir unmittelbar, dass ¢, (kp) = 0 fur jedes v, jedes 2,
jedes P und jedes jp.

§ 4. Wir bezeichnen einen willkiirlich gewdhiten isolierten Rand
von £ mit g, die Menge der iibrigen Rénder von £ mit R’, und
betrachten die sich um R’ aperiodisch herumwindende Ueberlage-
rungsfléche S von 2. Diese Fliche S ist .eineindeutiges und stetiges
Bild der Cartesischen Ebene; ihr Rand R" enthidlt einen aus ¢
hervorgegangenen Teil R.," und einen aus R’, hervorgegangenen
Teil R,"; ‘diese beiden Teile sind voneinander isoliert.

Sei P ein Punkt von £ in der Umgebung von ¢, P, sein von ¢’
bestimmtes Bild. Wir verbinden 27 und P, in der Umgebung von
o durch einen solchen stetigen Kurvenbogen jp, welche mit seinen
von t’,t’%,....1'»1 bestimmten Bildern eine geschlossene stetige Kurve
kp erzeugt, deren Umlaufkoeffizient zwischen zwei willkiirlichen
Réndern von £ fortfallt. Die Moglichkeit, einen derartigen Kurven-
bogen jp herzustellen, folgt aus § 3. Sei P, der Anfangspunkt, Py,
der Endpunkt eines Ueberlagerungsbildes von jp auf S, so existiert
eine durch die Ueberlagerung von S tiber £ in ¢ ibergehende, ein-
eindeutige und stetige Transformation ¢’ von § in sich, welche P,
in Py, iberfihrt. Alsdann lédsst die Transformation ¢ den Punkt
P, invariant, so dass ¢, ebenso wie ¢, m-periodisch sein muss.
Hiermit sind wir aber zu einem Widerspruch- gelangi, weil eine
periodische, eineindeutige und stetige Transformation der Cartesischen
Ebene in sich ohne invariante PPunkte nicht existieren kann.

¢ 5. Im Falle, dass ¢ die Indikatrix von () invariant ldsst und
von einer vollstindigen kanonischen Zerschneidung von O jeden
Riickkehrschnitt samt seinen beiden Seiten ungeachtet der Réander
dquivalent abbildet, besitzt ¢ dieselbe Eigenschaft in bezug auf w (was
unmittelbar wie folgt eingesehen werden kann: Sei s ein Riickkehr-
schnitt von w, der o nicht zerlegt, so entspricht einer stetigen
Variierung von s in O, wenn die Rénder von @ je in einen zu o
hinzuzufiigenden Punkt zusammengezogen werden, eine stetige Vari-
ierung von s in w). Wire nun o samt seiner Grenze nicht identisch
wit 0, so besisse w einen durch emne zuswmmenhingende perfekte
Menge von fir t invarianten Punkten abgeschlossenen Rand und
wiirde, auf Grand davon die in den §§ 3 und 4 hinsichtlich der
Transformation ¢* von & angestellte, anf einen Widerspruch fithrende
Ueberlegung auch im Falle, dass in o kein Riickkehrschnittpaar
(ay, b)) und nur zwer Rinder emistieren, in Kraft bleiben. Mithin ist
in diesem Falle w samt seiner Grenze mit O identisch und O entweder
etne Kugel, oder e Zylinder, oder eine Cartesische Ebene. oder
an Torus.




