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Mathematical Analyse. - "Sur une prolJ1'iéte des fonctions de 
variable completve". Note de M. ARNAUD DENJOY. (Présenté par 
Mrs. W. KAPTEYN et L. E. J. BROUWER). 

(présénte dans la séance de Décembre 29. 1 U17) . 

• Je me pro pose de démontrel' Ie théorème slllvant: 
Si une fonction analytique F(,v) et sa dérlvée F'(x) sont T~q1.tliè1'es 

et non nulles en tont pomt d'un contour simple C, à l'intérieul' du
quel F(x) peut se metke sous la forme: 

F(a;) = (x-al)"1 .... (x-a/tn G (iV), (1) 

les aJ étant intérieul's à C, G étant régulièl'e et non mûle äans C, et 
les aJ , aJ étant indépendants de v, si I' argument de F(,v) vIl1'ie dan.~ 
~tn sens constant q~~ancl x déc1,it te contow' C, 1°. F'(x) possède 
à l'intél'ieur de C, (n-l) z é ros distir~cts ou confondlls diifél'ents 
des aJ 2°. toute courbe d' équl1tion Al'g F (x) = cte pénétmnt dans C, 
aboutit en l'un des points aJ Olt passe en l'un des Zé1'OS pi'opl'es à F'. 

En effet, soit r(.v) une déterminatlOn de log G (x). rex) est par' 
hypothèse holomorphe dans C et SUl' C. 

On a: 

Fr (x) a a V (a;) 
--=-~- + ... , + -"- + r' (a:) = . . 
F (x) x-al x-all (.'I1-a1) ••• (x-an) 

D'après son expression, Vest holomol'phe dans et SUl' C, et Jl 
ne s'annule en aucun point aj. En outre, pal' hypothèse, V ne 
s'annule pas non plns SUl' C. A l'intérieul' de C, les zél'oS de F'(x) 
distincts des aj coïncident donc avec les zél'oS de V, Nous voulons 
mon trer q ue V possède à l'in tél'ieur de C, (n-1) zél'oS distincts Oll 

eonfondus. Or, 

Fr (a:) d 
--=- . log F (.'11) • 
F (.'11) da: 

F et Fr étant réguliers et diffél'ents de zéro SUl' C, Ie second 
memb.'e est, en tout point de C, une fonction continue de x, de 
méme que les logarithrnes et a f01'tiori les arguments de F et de F'. 

Supposons que C ait, en chacun de ses points, une tangente bilatél'ale 
unique, val'Ïant. continûment. Soit a l'angle avec Ox de cette tángente 
dirigée dans Ie sens positif de parcours de C. Soit s l'arc de C 
compris entre ulle origine choisie SUl' C, et Ie point val'iable x. On a 
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F'(tv) dloglFI .dArgF 
e!«--= +z . 

F (ai) ds ds 

iaF' 
Done, la partie imaginaire de e F garde un signe constant dans 

ia F 
\ Ie mouvement de.v gUl' C. Done la variation totale d~ Arg. e F 

est nulle. Or, C étant un contour simpIe, parcouru dans Ie sens 
V 

direct, a augmente de 231'. Done, Arg. diminue de 
(.c-a l ) • •• (tr.-an) 

2.1l'. Les aJ étant intérieurs à C, Arg. Vaugmente done de 2(n-1)3I'. 
Done, Va (n-1) zéros distincts ou confondus à l'intérieur de C. 

Supposons maintenant que C ne possède pas en chaque point une 
tangente déterminée. Soit 2ól la plus eo~rte distance à C des points 
; gui sont, soit deb zeros, soit des singularités de F on de F'. ó I 

est p01iitif pmsque aueun de ces points n'est sur C. Soit 2ó, la 
distance minimum de deux points de C entre lesquels la variation 
de Arg. Fvc) est égale en valeur absolue à un multiple entier de 
2.11:. Soit Ó Ie plns petit des deux nombres ó I et ó,. En un point 
queleonglle Xl de C, menons l'are de cOUl'be g(xJ d'équation: 

A1'g. F (ai) = A1'g. F (.v l ), 

limité de part et d'autre de 'V l à la longueur ó. Puisque F est 
réguher et non nul sur C, ponr chaque point de C, l'are g(xJ est 
déterminé. Oomme F' ne s'annule pas SUl' ce même aL'C, cel ui-ei ne 
possède que des points .sirnples. 

Deux ares g('Yt), g(x,) sant entièrement distincts. En effet, les deux 
arcs ,.q(xl ), g(.v,) correspondent à des arguments de F différents, 
puisque Arg. F varie dans un sens constant SUl' C. Oela étant, ou 

1 - FC.v) 
bien - Arg. --'- = (J,-Ol n'est pas un nombre en ti el', et alors, 

2.11:' F(.v l ) 

les deux ares ne pourraient se reneontrer qu'en un point ou F est 
irrégulier ou nul, circonstance impossible, puisque, leur,demi-Iongueur 
étant d~dl" aucun ne, coMient de points' de cette 80rte. Ou bi en 
(J,-(Jl est un entiel' non nul, et les deux ares .q(XI ) et gtx,) n'ont 
pas de points communs, d'après d$.d" Si el' e, sont les extrémités 
de g(x l ) re~pectivement intérieure et extérieure à C, el et es déerivent 
chaeun une eourbe sans point multiple, rune r l intérieure à C, 
l'autre 1', con tenant C à ~son intérieur. Entre 1'1 et l's, on peut 
déformer indifféremment C sans rencontrer de point ;, 

Or la condition que Arg. F(:u) varie dans un sens constant équivaut 
à: celle-ci, qne C coupe une fois et une 'seule ehaeun des arcs g(.v l ): 

DOlle, si Ie contour C présente des il'régnlarités, jJ est possible de 
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substituer à chaque' point lVI de C un point x'; de l'are, correspon
dant g(x1) de façon que la coul'be C' des points .1,'1' 'qui coupe une 
fois et une seule ehaque arc g(x1), soit continue' ét admette en tout 
point une 'tangente umque variant continûment. C' contiënt ~à son 
intérienl' les mèmes points ; que C., Or, la première 'pa\I'tie, du 
théorème est vrale pom C'. Donc elle I'est l\.l1ssi pour C. Elie est 
donc générale. . 

Conservarit tontes les autres hypothèses de l'énonC'é, supposons 
simplement que Arg F(x) ne possède 7Ja,~ S1f1' C les deu,v: sens de 
va1'i(ltion. SUl' eertains ares w de C, Al'g F(çc) pourra être constant. 
SUl' un tel arc w, log IFI est continu et varie dans un sens con
stant, puisque ni F ni F ' ne s'annulent SUl' w. Quançl .c décrit w, Ie 

ia 1/' . 
point figuratif de 1.t = e F pareoul't SUl' l'axe Jréel un segment 

dont les denx extrémités sont d'un même cöté de l'origine., Si la 
tangen te à C \'ane continûment, comme 'Ie point lt\ n'a pas de 
positions de part et d'autre de l'axe réel, la variatio'n de Arg u SUl' 
Ie 'contour décrit par IV est encore nulle. La pl'emièr~. partie du 
théol'ème subsiste. 

SL, en dehors ou aux extrémItés des ares w, C était, en certains 
pomts, dépourvu de tangente, on introdllirait les arcs g(.vJ relatifs 
à t.omi les' poin~s de C, sauf anx poin(s intérieurs aux al'CS w, 
L'ensemble des ,q(x1) formerait des I'égions au~ql1eJ1es tontes les 
parties de C étrangèl'es aux al'CS w semient intél'Ïep,~es, et ou I'on 
poul'l'ait déformer C sans lui faire traverser de zél'OS ni de singü-, 
larités de F ni de F', de façon ~ lui donner une tangen te contil1l~e 
~n eonservant les conditiolIs d)l théOl'ème, ,Gelui-ei, v~'~iJ pour Ie 
nOllveau contour, l'est aussi pon!' C, _'. 1 

La pI'emière pal,tie dn théorème et, eette dernièl'e extension étant 
établies en toute génél'alité, démontrons la seconde pal'tie. 

Si une rourbe g' d'~quation Arg F(a.') = cte avait dt~n~ C un 
e~rtain point "I, et si, prolongée da!lS les deux sens à partie de y, 

elle n'e reneontl'ait pas de point ;, elle aboutirait des deux parts à 
C, en des points' respectit's a et {1. Les deux arcS de C séparps"par 
a et ~i, augmenté~ de l'are de g intél'ÏeUl' à C, formerajent peux: 
con tours simples ne contenant pas d,e point ; et SUl' a~leun desquels 
Al'g ]i' ne posséderait les del1x sens de val'Îation, Alors F 'possédant 
q points f1J à l'intél'ieu!, de I'u}l de ces eontours j et (n-q) à l'intérieul' 
de,l'antl'e, F' a~!'ait à l'intél'iem de ces mêmes contoprs l'espeçtive
ment (q-l) et (n~-q-l) zéros (eomptés charun ,ave~ son ol'dre de 
multiplicité), done en tout (n-2) zéros et non 'pas'(?~-l); Le th~o. 
rème est done entièl'emellt démontl'é, 

... I.. ~ ~ J 
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- La première partie appelIe diverses oLservations. 
D'abord, la démonstration reposant simplement SUl' ceei

.F" 
que Ie point ei" - ne tOUl'ne pas autour de J'ol'igine, il suifb'ait pour 

F, 

l'exactiJude de Ja p?'emzè?'e partie du théorème, que Ze sens de varia
tion de A1'g F SU?' C fût Ze même, simpZement chaque fois que Ie 
module de F passe pm' un maximzt7n ou pa?' un minimum. 

Oonsidél'ons Ie cas ou Ccontient un Zél'O l'éguJiel' et simple de F'. On 
suppose toujours F(~) =1= 0, de t'açon que l'argument de F ne soit 
indétel'miné en aucun point de C. Pour préciser Je sens de Ja première 
partie dn théorème, il convient de savoir si g doit ou non être 
considél'é comme intérieur à C. Nous examineronfl pour cela comment 
il convient de modifier un arc de C contenant ~ et indifférement 
petit, de façon que Ie sens de variation de Arg F SUl' Ie nouvel 
arc ne soit ni 90uble, ni différent de celui de C, La ligne 
Arg F = Arg F(~) possède en ; Uf! point double à tangentes rectan
gnlaires. Les deux branches Y1 et Y2 de cette cOlu'be délimitent qnatt'e 
angles cUl'vilignes de som met ~. Dne Jigne Al'g F= Arg F(g) + ~ 
se compose, si Eest assez petit, de deux ares distincts, intérieurs 
respectivement à deux angles, opposés par Je sommet, formés par 
11 et 12 et disposés relativement à Y1 et à 12 comme Ie sont par 
rapport à leurs asymptotes les deux branches d'une hypel'bole équilatère. 
Suivant Ie signe de E, les arcs sont dans l'un ou dans l'autre des 
deux couples d'angles ainE.i pla{'és. Numérotons par exemple 1 et 3 
ceux qui correspondent à E > 0, 2 et 4 les deux autres. Supposons 
que 11 désigne la branche séparant les angles 1 et 2 d'une part, 
3 et 4 d'autre part. 12 sépare d'une part 1 et 4, d'autl'e part 2 et 3. 
Arg F _cl'oît, quand on traverse soit 11 en passant de 2 à 1 ou de 
4 à 3, soit 12 en passant de 4 à 1 Oll de 2 à 3. 

C ne peut pas pénêtrer dans deux angles opposés. C traverse une 
des deux branches 11 et Y2' et une seule. Si done C ne contient 
pas un al'C de l'autre branche, iJ est entièl'ement situé (saut' en s) 
d'un même c6té de cette del'nière. On peut, aux abords de g, déplacer 
C de ce même coté sans changer Ie sens de variation de Arg F. 
g doit donc être considéré comme situé du même caté de C que la 
branche 11 ou 1, non travel'sée. 

Si C n'est pas tarigent à la branche non traversée, il ne peut pas 
présenter une tangente unique en ~. -Done, si 0 possècle un point 
an,quleux en S, S doit être 1'egm'clé comme situé clu cóté de C opposé 
(1, l'inté1'ieU1' de l' angle (ouvel't de moins de 3l') foi'mé pa?' les deux 
m'es de C sépal'és par ;. 

Si C, traversant Y1> contient un arc y', compl'is dans 1" C quitte 

.' 
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1" suffisamment prolongé, du même cÓté allX deux extl'émités de y'" 
Je dis que ~ doit être considéré eomme situé du cóté de C, ou se 
trouvent les pat,ties de "I~ étrangères à "I'~, 

En effet, si par exemple Arg F (x) est non décroissant SUl' C, C 
doit atteindre "I~ pal' l'angle 2 et Ie quitter par l'angle 1, ou 
atteindre "I~ par l'angle 4 et Ie qnitter pal' l'angle 3, Plaçons-nous 
dans la première hypothèse-, 

Traçons un tl'aÏt a/ flt' anssi court et voisin de g qu'on Ie voudra, 
et normal à "11' al' étant dans l'angle 2 et ftl ' dans l'angle 1, SUl' 

Ie trait a/ fl i ', Arg F croît. L'are de cOUl'be: Al'g F = Arg F (at') 
situé dans l'angle '2, et suivi à partiL' de at' en s'éloignant de 11 

vers la partie ql1asi-asymptote à "I" coupe C en ,un point al tl'ès 
\'oisin de l'exü'émité initiale de 1/" De même l'are de la cOlu'be 
AL'g, F = Arg, F ({lI')' situé dans l'angle 1 et suivi à partir de {l1' 
dans Ie sens quasi-asymptote à "I" coupe C en {lp très voisin de 
l'extrémité terminale de :J./, Soit C' Ie contol1l' obtenu en modifiant 
C enh'e al et fJI pal' la substitution du premier parcours au second. 
SUl' Ie parcoUl's al al' {31' al> Al'g F ne rlérroît jamais. ,tout comme 
SUl' C entl'e (.(1 et fJJI en passant par l'arc 1'2" Si at' etfJt' sant assez 
voisins de g, les deux contOlll'S C et C' ne comprennent entre eux 
allcun point ç. A leur intél'ieUl" Ie nombre des ai est Ie même, et i1 
doit donc en être .ainsi dil nombre des zéros de F', si Ie premier 
de ces deux nombl'es détel'mine Ie second. 11 fant donc considél'er g 
comme situé relati "ement à C ainsi qu'il l'est pal' rapport à C', 
c'est-à-dire du coté de l'arc 'I,' opposé à ~elui ou C quitte 1,'. 

Si l'arc y,' ou Arg. F est constant, contient plusieurs Zél'OS simples 
de F', dont aucun n'e$t un point anguleux pOlll' rt', tous ces zéros 
doivent être regal'dés comme placés, relativement à eet arc, du caté 
opposé à cel ui ou, initialement et finalement, C' se sépare de 1,. 
Des considél'ations analoglles aux pl'écédentesjustifient cette conclusion 
et pel'mettent d' en érlairel' Ie se~s dans tous les cas. 

Si Ie point g de eest un zéÎ'o de F' multiple d'ordre p, la coui'be 
Arg. F = Arg. F @ possède (p + 1) branches simples se croisant 
en ~ et sépal'ant 2 (p + 1) angles cUl'vilignes () de mêmt> ouverture. 
Dans ces divel's angles, ~u voisinage de g, Arg. F est alternativement 
supérieur et inférieul' à Al'g. F (6). Pout.: que Arg, F val'ie SUl' C 
dans nn sens constant, il faut que les· deux arcs de C séparés par g 
soient dans deux angles () adjacents ou séparés pal' nn nombre pair 
d'angles (j. Si ces denx angles sont adjacents, () possèèle (ou pOlll'l'a 
être défoI'mé de façon à posséder) nn point anguJeux en ~. On 
considère ~ comme situé, par rappórt à C, du caté opposé à l'intél'ieul' 
de l'angle formé pat' les dellx branches de C. 
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Si ces deux' angles ne sont pas adjacents, 'q conpies d'angles f) 

Sont du cOlé ,intérieur I 'de C, lJ-q' 'du coté opposé. FI doit ét1'e -
consiclére dan'l l' applicatipn d n théOl·ènle comme possédant q zéros 
intr!j'ieltrs à C et con.fondus rwéc;. On Ie montre en adjoignant à C les 
arcs Arg: F = Arg. F (;) issns de ~ et intél'ieurs à C. 

Applimtion. Si uni fonction F (.IJ) (J son module constant Sltr un 
contow' simple 0 oll elle est 1'~quliè1'e et ou Sil dérivée F' ne ,~'annule 
pa.>;, si de pZus F est,' à l'i1~tél'ieU1' de C, de Zalm'me (1), F' s'annule 
(n -1) 10is à, l'intéJ'ieul' de 0 en (les points distincts des dros ou 
inJinis de FI. ,,-' 

Cal' Ie sens de ·variation \ de Al~g. F SUl' 0 est constant, sinon, en 

. t '''''1 ' d·ft . F" I' . d log IFI un pom ou 1 se mo 1 10l'alt, s allnu e\'alt, pUlsque --- est 
dx 

tPUjOUl'S nul qlland x décrit C. 
, ,Si C passe en un zél'o simple ~ de F', les considérations antél'Ïeures 
pel'mettent de définir les conventions so\ls lesqnelles Ie théol'éme 
snusiste. La ligne I F (,v) I = I F (;) I possède deux branches ~l et ~2 
se croisant en ;. Arg. F possède en g un maximum SUl' l'nne des 
branches, un minimum SUl' I'autl'e. Done, ponr que, SUl' Ie contour C, 
Arg. F (x) "arie en sens constant, il fant qu' à la demi-branche ~l 

O~l ,12 par ou 0 arrive en ~, sl1ccèdent l'nne on j'autl'e des deux 
demi-branches '?~2 Óll ~l ol'thogonales à la première. 6 devra êtl'e 
l'egal'dé comme extél'ieur à l'angle droit dont il est Ie som met et 
d'out les deux demi-branches considérées fOl'ment les cotés. 

On. peut aU,ssi al'rondit, C au voisinage de spar une modification 
jinfiniment petite, de façon que la tangente tourne dans un sens 

constant )d'en;ir~n ± ~. g reste en::dehors d'e la convexité de cet 
2 

~rc. Lá, variation de Arg. F SUl' le contour C ainsi tracé, possède 
~n sen8 constant. 0 est nn contour simpie, auquel Ie théorème 
fondamental s'applique. 
'f',Si g est un zél'o multiple d'ordre p de F'; les deux arcs de 0 

I ( I tr 

aboutissant en ~ font un angie géométrique [( --, [( étant enLier 
, " p+ 1 
et au plus égal à p + 1. ~our que Arg, F val'ie en sens constant 

SUl' :0, il t'a~t ~ue [( soit impair, Si [(' 2 [('+ 1, (IC ~~). 
Ie th~Ol:ème es\ vrai, à Ja:condition de considérer F' comme possédant. 
en. g, IC zél'oS intél'ieUl'S à l'angie cUl'viligne formé pal' les deux) 
alles de C se l'éunissant en ~, On s'en assurel'a enCOl'e en ajoutant 
à."U·tOl1t~s· les bl'anches' de la courbe IFI ='IF(~)I issues de g et, 
inté1'Ïellres à ce ~ême: Ijtngle, '. 


