Chemistry. — “Sur une classe de fonctions admettant une déri wée
seconde généralisée”. By Prof. ArNaup Drnjoy.

(Communicated at the meeting at May 29, 1920).

Jonsidérons une série trigonomérrique partout convergente

JO)=a,+ A, + 4, + ... 4 4, } . (D
ot A, = a, cos nd -+ b, sin nb; gy Ay, b etant mdcpendanrs
de 8. Soit By, = — b, cos nf + a, sin nﬂ Intégrons terme & terme
la série (1), et posons: ,

' : B, i
PO =00+ CHB .+

en fout point 6 o la série du second membre converge Aux points
ol cetie série diverge, nous dirons que ¢ (0) n'existe pas. ( est
quelconque, indépendant de 6. Intégrant une f01s de plus, nous trouvons:

FO="64C04 C—n . (3)
K 2 f nS .
C' étant, comme C, indépendant de 8.
Rizmany a montré que la fonetion continue # (6) admet /' (6) pour
dérivée seconde généralisée, ¢’est-a-dire que, si
(H,u):F( ,»u)+]f(?—-u)—2]*(£?)—’

1

on a f (0) = lim R (Ou), quel que smt 6 indépendant de w.

U=

Nous nous proposons dans cette note d’étudier les propriéiés dif-

fuenhelleq du premier 01d1e de la fonction F (). 11 ‘est bien connu

que si A7 (6) possede au point 6, une dérivée A" (6?,) la série (2)
converge au meéme point et I'on a ¢ (8,) = F (4,), La réciproque
est exacte. Done, ¢ (6) et la dérivée de /' existent ou non simulta-
nément, et coincident chaque fois qu’elles existent.
Posons
F (O +u— F(0)

u

Q (0, u) :

On montre que:
~ B,
Q Ia’ ZtJ - ((l” Z + c '+' B] vee “‘")

n

tend vers O avec w, si n|u| reste compris entre deux nombres

4
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positifs indépendants de w. Les propriétés différentielles du premier
ordre de [(6) et le mode de convergence ou de divergence de la
série (2) sont ainsi étroitement liés.

n étant choisi comme il vient d’étre dit, la différence

| e
Q[0+uu,zu]~(a.6~4-0+3,+...+~—)

n
tend aussi vers 0 avec w, uniformément dans le champ: 0 quelconque,
1 .
u, 2, 7 bornés. Enfin, si p, 4 p, 4. ... pr =0, Pexpression
P QLOu] +p. QLO + w2 ul + o+ QIO + e, 2o u]

tend uniformément vers 0 avec w dans le champ: @ quelcongue,

’ \ L 4 Ll pi |
2w+ 20 |pi], Deflp] s DA ], 3 o
0 : [ 0 [ (O

tous bornés (u,=0,2,=1n.

La demonstlahon se fait en remarquant que, si Va,® + b, =o,,
0. tend vers 0, d’apres la convergence de la série (1). Done, si
2em o'

n--1 m? ) n
les coefficients. o (n), ©' (n), »”" () tendent vers O quand n croit.

On a:

%Q(m)::nw(n) Zm()(m ) ==n' o' (n) ,

An (O + w) == A, (0) cos mu + B, (6) sin mu.
Dol ‘ ‘

AnlO@ 4+ (2 + @ o] — A0 + pu] = A,,, (0) | cos m u { L cos m poul| F
+ Bu(0) [sinm (u + ) 1 — sinm p .

Siom < n, nous tr ansformons  les coefﬁ(-lents de 4, (6) et B, (6)

par les formules:

. r/.}l — 12) .
008 3 ~— cos ot == d (" )

sin B —sina = (3 — a) [1 -6 ﬁff“ﬁg@*ﬁJ OO ).

St m >>n, nous remplacons les mémes coefficients par 20, 257
avec 0%, 0" < 1, : '

Les résultats énoncds paralqsem alors en évidence. Sous leur forme
la plus simple (o =-—p =1,p, =0,p,=...=0), la propriété
que Q[6,u}-— Q[6, ] tend unzfmnwment vers 0 avec u, dans le

o N : 1 . K . i
champ: 6 quelconque, 2 elj-; bornés, donne lien & la remarque

suivante.

4%
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Soit d wn nombre dérivé (extréme ou médian) ') -de /7 au point 4.
Il existe alors une suite de nombres de méme signe A, 2,y ..., fiyy ..
tendant vers 0 et tels que: lm Q[8, hn])=d. Soit « un nombre

1w .
superieur & 1, aussi grand que nous le voudrons, indépendant
de =n. Considérons Iensemble F formé des intervalles 7, et 7, ainsi

définis: ¢, est U'intervalle 6 4 L ’ — & O - a|ly|; ¥, est Uintervalle
’/lnl 7o ' . o
G — ‘/Ln! 6 — ——. 6 est évidemment un point limite de /7.
(23

Or, quelle que soit la facon dont un point ¢t =6 - & tende vers ¢
sans quitter £, Q[4, 1] tend vers d.

Nous disons alors que /7(8) admet au point 6 une dérivde spéciale
a Fk, égale a d.

La propriété étant exacte quel que soit e invariable, il est possible
de choisir « croissant indéfiniment avec 7, assez lentement pour que
la propriété subsiste sur I'ensemble /iu ainsi obtenu. Done,

Si d est un nombre dérivéd extréme ou médian de I'(6), d est la
dérivée de I'(6) spéciale & un ensemble Ea dont Iépaisseur supérieure
aw pomnt 6 est' 1 bilatéralement *).

h . ' . b,
Supposons qne le rapport —— soit borné mde'pendamnwnt' de n

)" On appelle nombre dérivé de F I'une quelconque des valeurs limites d de
0+ uwy—1I'(0)
u
demeurant fixe. d est un nombre dérivé droit si u > 0, gauche si < 0. d est
un dérivé exlréme, soit supérieur, soit infdrieur,si d estune des limites extrémes,
soit la plus grande, soit la plus petite, de @ (4, ) quand u tend vers 0, avec un

signe déterminé.

Tout nombre compris entre les dérivés extrémes de F pour un coté donné, est
appelé nombre dérivé médian pour le méme coté, ~

%) Soit m (x) la mesure de la partie d’'un ensemble donné X comprise entre un
point fixe o et un point quelconque x. m (x) a le signe de x ~a, 4 moins d’étre

MQ (¢, %) quand w tend vers O avec un signe invariable, 6

nul. On appelle épaisseur supédricure droite, dpaissewr inférieure droite, epaisseur

suptrieure gauche, épaisseur inférieure gauche de E en un point x,, les nombres
dérivés de méme qualification respective de la fonction m () en x, Ces nombres
dérivés appartiennent au segment (0,1), (c’est & dire & 'ensemble des nombres wu
tels que 0<w<1). On dit que E possdde en %, une épaisseur (sous-entendu
bilatérale) ou une épaisseur droite, ou une épaisseur gauche égales & A en x,, si
m (x) -admet en %, le nombre 2 respectivement pour dérivée (ordinaire, bilatérale)
ou pour derivée droite ou pour dérivée gauche. On sail que les points de £ ot K
n'a pas I'épaisseur 1 forment un ensemble de mesure nulle ‘LEBESGUE). '
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construisons comme il a été dit plus haut les intervalles 7, o',
Quelque soit n, ¢, et 2,41 ont une partie commune, et il en est de
méme de 7', et de 2, 41. I’ensemble F formé des 7, et desi’, contient
tout lintervalle 0 — a|h,| & 6 4« | A |, sauf le point 4. Donc
F(8) admet d powr dérivée (ordinaire, ou générale) au point 0.

En nous placant & un auire point de vue, il nous sera possible
d’étendre et de préciser les propriéiés connues de 'ensemble Z oil
existe ¢ (0).

Considérons la courbe I' représentant géométriquement F (6). 8 est
porté en abscisse, [7(0) en ordonnée. Soit M le point (4,1). Pour
une valeur déterminée de 4, la fonction R (6,u) est continue en w,
quel que soit u, pourvu que l'on pose R (6,0)::f((/‘). Soit w (6) le
maximum de | K (6,u)| pour toutes les valeurs de u. D’aprés
QO u] — Q[6, —«]

¥

u

RO, u)=

nous avons, quel que soit w:

F Q) — Q(0;, — u) | < P (6)

A
§ A
o |

M. ! :‘:' 3 é
I : J !
oo ) ! | : |
P e L | z
| i : ot i E | -2y e
PSR At P 6 8+K,  G+A-%H, G+H-2K 0O
0-u 6 O+ @ 7 G 2

FIG./

Done les points M’ et M" d’abscisses respectives 6 - u et 8 — u sont
sensiblement alignés avec le point M. Les deux droites MM', MM’
ont des pentes d’autant plus voisines une de I'autre que |u| est
plus petit (Fig. 1). 8

Done de la position de M d abscisse 8 - u, nous dedmronq avee
une certaine approximation connue, la position de M’ d’abscisse 8 — u.
Sur l'axe des #, nous pouvons considérer € — u comme 'image- de
O ~w par rapport. au point 4, regardé comme réfléchissant. M"
est sensiblement le symétrique de M’ par rapport & M.

Considérons maintenant deux points M et M, de la courbe r,
ayant pour abscisses 6,6 + k. Soit A un nombre supérieur &
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Y () et & w (0 + k). Désignons par M, un autre point de la courbe,
et soit & - & son abscisse. -
Formons sur I'axe des 6, les images du point 8 -+ £, par une
succession de réflexions alterndes sur les points-miroirs (4, 0+ k).
Nous obtenons, selon que la premiére réflexion a lieu sur 4 ou sur
0 + k,, deux suites de points-images : v
0 — i, O 4 k+2k, O—k— 2%k, O+ k-t 4dk,...
el
O—k+2k, O fk—2k, 0 —k-+4dk, O +hb—4k,..
Les points représentatifs de F pour ces deux suites d’abscisses,

seront, avec une certaine approximation que notreobjet est d’étudier,

1% dans le premier cas, le symétrique M’ de M, par rapport & M,
puis le symétrique M" de M’ par rapport & M,, puis le symétrique
de M" par rapport & M,, et ainsi de suite, 2° dans le second cas,
le symétrique ‘M, de M, par rapporta M,, puis le syméirique M "
de M’, par rapport & M, ete.

Dans ce qui suit, nous ne restreindrons pas la portée de nos
conclusions en considérant uniquement les points-images déduits de
O+ k par un nombre pair de réflexions sur le couple (6,8 ~+ k).
Jes points-irnages ont pour abscisses des nombres en progression
arithmétique de raison 2k,, formant la suite 8 -4 k -+ 2m k., m étant
un entier de signe quelconque. Un tel point-image est obtenu par
\m| réflexions doubles de 6 -k surle couple (8,8 - %), la premiére
réflexion se faisant sur & ou sur @ + k,, selon que m est positif ou
négatif. Exprimons les ordonnées des points de la courbe I' corres-
pondant aux points-images: 6 - k - Imk,.

Nous avons par hypothése, quel que soit u:

F(O 4 u) + F (0 —u)— 2 F (0) + ddu? : a <1
FIO—ul+F O+ 2k +0)=2F0+k)+ oA+ kt)y "1

Dot : ' ‘ :

18 ] = F [0+ 2 + ul = — 2 [ PO+ k) — FO)] | 0A[a* |- (ut-b)"]

Supposons d’abord m positif. Donnons & wu successivement les
valeurs k, k4 2%, .. ., k-4 2 (m — 1) k. 1 vient: ‘

F[O 18] — F(G+2mbk, 4-8) = — 2m [F (6 +-k,) — F ()] + ddo,
avec ) ,

O =k A4 (b -+ k) 4 .. [k @m— 1) &,12.

Supposons m négatif et égal & —m’. Dans la relation précédente,
nous remplacons m par m’ et £ par k — 2m’k,. 11 vient:

F(O+k) — F (OF2mh,+k) == — 2 [F (O +-k,) — F(O)] + dAw,.
avec

©, = (k— &) 4 ... 4 (k4 2mk,).
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Les deux formules coincident indépendamment de n, sauf par
les coefficients w et w,. Si m=0, on a w— w, == 0.
Nous écrivons ainsi la relation générale:
F (@ -+ k)— r7(0) (O 4 2mb k) — I @) 2mbk, 4+ &

& , 2m7/c1”:{—u k k
F (@4 k) — F(@)  -2mk !
(+kl) @, /:”14»4,4%

1
o’ étant @ ou w, selon que m est positif ou négatif. Posons
k4 2mbk =¥

a — 2m k,
e
II vient:
. !
QO k1= Q[OKTu + Q[6, k] v 4.4 ];
Soit |5 = supposé au moins égal & 1, et ¢ défini par
1

& =1, g§>o,‘

Nous choisirons I'image 4’ d’abord de maniére que g soit positif
el » non négatif. D’aprés u - » == 1, cette condition sera
— 2m k

0 M
<

Done m a le signe de —e¢, si m £ 0, et en outre 2|m|< r. Done,

sig==+41, — r< @m0, ©'=w, =} [(l — 1)24_',,4 (1 + gz’f)z]<2{m‘/¢’
» r

§i 6= b1, 7->2m>0, w'::wz/c”l:l Jp(]- ~1—>+.. - (lm »Z—an?)’]<2m/c’.
7 r

Done, dans tous les cas,

!

O’.AE;;— peut étre remplacé par 2dmiAd.

La substitution est exacte méme pour m = 0.

La condition u >0, montre que 4’ et % sont de méme signe. Parmi
toutes les images @ - £ 4 2mk, de 8 | k, situées du méme coté de
6 que 6 -k, choisissons celle qui, sans étre intérieure & 'intervalle
O —k,, & 4 k,, est la plus voisine de 8.

Nous appellerons ce point 0 - 4/ limage-réduite propre & 0
du point 8 4 £ par rapport au couple (8, 8 + k). La distance de
deux images conséculives obtenue par une suite de réflexions doubles
sur le couple (8, 6 - k,) étant 2%,, &’ vérifie les conditions
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[ oy [ ST <3 Ay |
qui, jointes aux formules £ = £ -+ 2mk, et a la condition 7;>0,

déterminent complétement %’. Fn effet, soit p 'entier non négatit
déterminé par les conditions

2p -1 <r<2p 4 3B,

A /c .
D’apres L sravecs =1, me < Oelr
i

'
i
,ona: e ==r-2m|.
, 8 ,
Dot 1 <»r-—12|m| <3 et enfin m= — ps.
6 4 k' étant limage-réduite caractérisée comme il est dit, nous

K

trouvons finalement, en utilisant 2 |m| <» = A
1

QON=QO M+ QU k) v+ d 4. . . . (&)

la formule:

-~ avee 0' <1, si 0<—/%~<1, d=0 si ¥’ = k.

It

‘ k
Il est essentiel de noter que 0 < p = o 0<», pdv=1. Ces
b

propriétés et la formule (4) seraient conservées si £’ était remplacé par 'un

quelconque des termes de la série £ -}~ 2 gk, compris entre £ et £/, Maisil
, .

s0il compris entre deux

est essentiel pour la suite, que le rapport

) 1
nombres positifs fixes. Il nous sera commode d’avoir choisi pour

jouer ce rdle les nombres 1 et 3.
- Considérons maintenant une suite 4y, 4y, ..., b, , ... de nombres de
signes quelconques, décroissant en modules et fendant vers 0, tols
enfin que ¥[8 4 4,] < 4, 4 étant mdependant de n, avec en outre

3 (6) < A.

Cette hypothese sur les %, ne serait d’ailleurs pas rigoureusement
indispensable pour valider le raisonnement et la conclusion ci-aprés.

En effet, désignons par o [6, 4] le maximum de |R (4, u)| pour
jul <, & demeurant fixe. Le raisonnement subsiste alors moyennant
la simple hypothese :
W6 + hug1, 3 |hn |1 < A

Soit 4 un nombre dont la valeur absolue est au moins égale a k.
Soit 4 Pimage-réduite, propre & ¢, du p01m 6 -+ /i par rapport
au couple 6,86 + hy). On a: : :

QLo A =Q[O, M1 4 Q[8,h] 2, -{~d~—A

avec
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0L , 0<Ah , A4a=1, <1
Transformons de ménie Q[6,4"] et Q[6,h,] grace & & + h,.
Soient respectivement & - A" et O - /', les images-réduites
propres & 6, des points & - A’, 6 -+ /; par rapport au couple
(6,6 + h,). On a: »
Q6,4 = [() A - QLA A" L (IV/— 4

ly

waszwwmA+waJﬂ+“%A

2

avec o '
0wy 5 0=y 5 W=l v =1
Done
, o o TR AR A
QWM:QWAM+QMMH¢QWAHﬁ¢4MN s
avec
pU—Y “” , 2/[ — 11 Mrl , 7», o 2 " + }‘1 vrl-
Done

0< A, 0<2, 0< 2, VN ), =1,
Entin d’aprés 2 < 94,2, 2/ 4 A, =1, le coefficient de 0 A peut

h? h,?
se remplacer a fortiort par 90 4 ( : -+ 11—)

bl ]
La méthode de transformation de @ [#, /4] est évidente. Nous
définissons la suite /4, 27, A/, .., A, ... par cetle condition que

6 - k) est Pimage-réduite propre & 6 de 8 - An—1 par rapport
au couple (8,8 + h;). De méme, A, n’existant pas pour < pet
k@) étant égal & h, par convention, la suite A%, constituée de
nombres de mémes signes, sera définie, pour n > p, par la condi-
tion que & -4 4, est Pimage-réduite propre a ¢, de 6 -} /,0n—1
par rapport au couple (&, 8 - A,). On aura des relations telles que
les suivantes : :
| <20 [ <8,
quel que soit p < n;

h (:1~1;)3

QU ] = QO 1 1) 1 @10, 1] v 4 g )

t
avec :
0 <, 0< v},(”) , up(") +or =1
. . ' . , 9 A%,
Le coefficient de 0,0 A peut a fortior: étre remplacé par ol
. in

Cette relation permet de justifier par récurrence la formule

Q(O,h)=Q6, kW]t + .. + Q[8, lp ] 2 A oA QLA D] -

R k,* hy_y
+96A|:~—-—»{»—~‘~-—|~...+~ »»»»» :l

e
] Th] ~
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avec la condition quaucun des 2,0 n’est négatif et que leur
somme pour p==0,1 ... n est 1.
[2,00 == 200, 2,00 == 2,].
Utilisons maintenant la propriété de la convergence uniforme

) ' v 1 ,
vers 0 de la différence @ [6,2u] — Q [0, u] quand 2 et E«-sont bornés,.

u tendant vers 0,

Soit & (x) le maximum de la valeur absolue de cette différence,
quand 1= 2] <3, [u| < «, 6 quelconque. Alors,

Q '0? ]Li(")] =Q Iav ]L’ﬂ] + dine [ ' I ’ 1.
Les A,V étant non négatifs, on a:
’ | 2 d; [ < 2 =1,
- Done
h? M1

QO, k]|=Q |6, h,]+ d'e [[Anl] 4 9 g4 L_/lT Feii b —1 0 L (6)

; , . /’/n,g .
Supposons que la série " soit absolument convergente.
tn-1
Nous allons déduire immédiatement de la formule (6) que Q[6, 1]

tend vers une limite quand 4 tend vers 0.
Soit en effet m I'entier défini par
o | <A < ] Ao |-
Nous appliquons la formule (6) & la suite h, A, Tty ooy Peogeg
Dans le coefficient de 9 0 A4, nous remplacons A* par %, _;, et nous

. - . hy?
ajoutons tous les termes marquants de la série ﬁil_] Nous obte-
h W1 2

nons a fortiori:

QUE, A1 = Q[6, huty] + e[| hpyq|] +904 ¥ M . (D

m-1 []Ln+1 ‘

Soit A’ un nombre quelconque inférieur en valeur absolue & Ty et ¢
assez grand pour que ]/z,,,+(,| < |4’]. Nous trouvons, en faisant croitre q:
QLo —Q @6, 1) <184 3 M

m—1 ‘]l11+1 I
Sous la seule condition: [4| et |A’| < Ay _s|.
Done €[4, 4] tend vers une limite quand /% tend vers 0. F(#)
possede une dérivée au point 6. Soit @ (6) sa valeur. On a, en faisant
croitre ¢ indéfiniment dans la formule (7) pour [l < 2alh,|.

Q(ﬂ,]L):(p((?)-{—dA[L—{—'Q% ------ ] )
Mm| m |}"n+1‘

hy?

/ln+1

En résumé, s |hy| tend wvers O en déeroissant, si la série

T
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I+ ) 4= Fﬁh—u) — QF(_t)

est absolument convergente, si les nombres—-" p
. u

ol t==6 & hy, restent bornds pour toute valewr réelle de u et powr
toule valeur entiere de n (posittf), sous ces conditions suffisantes,
F(8) posside une dérivée aw point 6. '

. /Ln ,
Un cas particulier remarquable est celui ot la suite - est bornde.

b1
h , . . . .
Soit | .— < @, o étant indépendant de n. Si-—. < 2, et si nous
/Ln+1 ) n-4-q
supprimons dans la suite les termes fntts « .+ oy g, 1a nouvelle suite
]l«/n

obtenue A, satisfait & la condition |-~ | < 2a. |h| étant compris

‘ . /l’,,+1
entre |/, | et |/,|, nous considérons la suite 4, fony Ppuctets « ., et
conservant son premier terme, nous la réduisons de proche en proche,
en y supprimant, au fur et & mesure que nous en rencontrons un
dans la suite parcourue dans son ordre naturel, tout terme supérieur
en valeur absolue & la moitié du dernier terme conservé.

Dans la suite restante, 4, A',, /', .. ., Wy, ... le rapport de chaque
terme au suivant est inférieur en valeur absolue & 2 «. La série

h' 2

" est convergente, d’apres:
/&n+1
Kl < k), ot T ey
7" e 3 S “l [y
S T e ’
On a:
At w  pl 2 9 9
e _9};*._,w___ 2a bl |1 4 4 ...+ ;qu...]::ZO(z!/L‘,
‘/le—" 1 ihn-}-l'< J [ 2 J{ on

h ) . '
Done, dans le cas o le rapport 7—"«» est inférieur en valewr ab-
bn 41
solue & wn nombre « indépendant de n, et ol le rapport | R (t,u)] est
borné par A quels que soient w réel et t=0 +hy oou t=86,
F(6) possede une dérivée ¢ (8) au point 0, et on a la formule

Q[6, k] = p (8) + 200 adh, pour | h| < 2a|h | (6*<1) . . . (9)






