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Chemistry, - "Sur une classe de fonctions acl1nettant une dé1'ivée 
seconde ,qénémlisée", By Prof, ARNAUD D~jNJOY. 

(Communicated at the meeting at May 29, 1920), 

Considérons une sél'ie tl'igonométrique partout convergente 

f(8) = ao + AI + A~ + ' " + An + ',. " (1) 

oi! A" = au cos n8 + bil sin n8; a n, an , b" étant indépendants 
de (j, Soit Bn = '- bil CQS n(j + all sin nO, I ntégTons terme à tenne 
la série (1), et posons : 

f/J (&) = ao & + C + BI+ ' .. + ~ + ... 
n 

(2) 

en tout point 0 ou la série du second rnembre converge, Aux points 
ou cette sé,'ie divel'ge, nons dil'ons que f/J (0) n'existe pas~ C est 
quelconque, indépendant de {j. lntégTltnt nne fois de plus, nOllS tl'OllVons: 

]i' (&) = ~"fP + C& + C' ~ A -- _ An (3) 2 I ' • • n" . , 

C, étant, comrne C, indépendant de O. 

RIEMANN a montré que la fonction continue 11' (0) admet f (0) pom 
déri vée seconde généralisée, c' est-à-dil'e q ua, si 

R (&, u) = !"_(~±~-t:-_ F(~~u)=~'J!!), 
u' 

on af (0) = lim R (O,u), quel que soit 0 indépendant de u. 
'11=0 

Nous nous pl'oposons dans cette flote d'étudiel' les pl'opriétés dif
fél'entielles du Pl'emier ordl'e de la fonction 11' (&), Il est bien COflIUI 

quc, si F (&) possède au point &u une dérivée P' (&0)' la série (2) 
convel'ge all même point et I'on a (P (&.) = P' (Bo), La réciproque 
est exacte, Donc, rp (B) el la dérivée de 1? existent 011 non simnlta
nément, et coi'nciden t chaque fois q 11' elles existen t. 

Posons 

On montl'e q ne : 

F (0 + u) - F(O) 
Q (0; u) = --------..... --.. -- .. -

'U 

Q LO, u] - (a o 0 + C + BI ". + ~~) 
tend vers ° twee u, si n lu.I reste compris entre deux nombres 
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positif's indépendants de u, Lös propriétés différentielles du premier 
ordl'e de F (&) et Ie mode de convergence ou de divel'gence de la 
série (2) sont ainsi étroitement liés. 

n étant choisi comme il vient d'être dit, la diffél'enee 

Q [0 + (lU, ).u] - (a. & -1- C + BI + ' ' , + ~) 
tend aussi vers ° avec u, uniforu-dment dans Ie champ: 0 quelconque, 

1 , 
(.i, )., - bornes. Enfin, si Po + PI + ' . , , + p,> = 0, l'expression 

). 

Po Q [0, u] PI Q rO + [11 U, )'1 u'l +,', + p,. Q [0 + (1" H, À,. u] 

tend un~fo1'n-dment vers 0 avec u dans Ie champ: 0 qllelconqne, 

2 I f.1i + 2Î.j 11 Pi I , .2 (.ii· ! Pi I • i ,l.i' I Pi I , i I ~i_11 
o 0 0 0 Ai, 

tous bornés (f.1. = 0, ).0 = 1). 
-"~-----"--

La démonstl'ation se fait en I'emarquant que, -si Van' + bil' = {l", 

IIIJ tend vers 0, d'après la eonvergence de Ja série (1). Done, si 

IJ n, I 00 Q (m) w" (n) 
:2 11 (m) = n w (n) , .2: m () (m) = n' w (n) , :2 ---.- = ----_, 
1 1 n+1 m n 

les coefficients w (n), (1)' (n), w" (n) tendent vers ° quand n crolt. 
On a: 

Am (0 + u) = All! (0) cos mu + Bil! (0) sin mlt, 

I)'o[\ 

A", [0 + p. + (.i) 1~] ~ Am [8 + IJ- u] -:-: Am (0) I cos m (.i + Je n -- cos m [t ul ,+ 
+ Bm (0) [sin m Cu -+ J.) n - sin m (t u]. 

Si 111 ~ n, nons lmnsformons les eoeffieients de A", (~) et Bill (0) 

par les fOI'll)ules: 
. ({ji __ (I') 

cos {3 -- cos a =....--= r1~------ (ó' < 1) 
2 

,-, [{3' +. ei {1 + a.] ,nn 11- stn a == (1'1--- a) 1-8--'--6"-

Si lil> n, nous J'ernplayons les mêrnes coeffieienls pal' 2(~, 2,)' 
avee (~', ä '2 <1. 

. Les I'ésultats énoncés pamissent alol's en évidellce. Sous lem' fonne 

la plus simpte (P. = -- PI =1, PI = 0, P. = , , , = 0), la propriété 
que Q [e, uJ -- Q[B, ÀuJ tend lln~f01'mérnent vers ° avec u, dans Ie 

1 
ehamp: & quelconqne, ). et .- bornés, donne liell à la remal'que 

). 

suivante, 

4* 



Soit cl nn nomb?'e dérivé (extrême ou médian) I) ·de Faá point o. 
11 existe alors une suite de nombres de même signe hl> hz' ., .. , /zn,' ... 
tendant vers 0 et tels que: lim Q [8, hll}- cl. Soit ~ un nombre 
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superieur à 1, aussi grand que f10llS Ie voudl'ons, indépendant 
de n. Considél'ons l'ensemble Efonné des intel'valles i" et i'" ainsi 

d ".. [,. II LJ 1 h" I 'LJ I' 1 'I 1" 11 ehms: 'l" est lIlterva e u + ----'- a u -{- a /in ; z" est ll1terva e 
a 

1
1 1 ' 1 hn I, 1 E 8 - u //'n a 8 - '--. 8 est evidemment un point limite (Ie. I. 

a 

Or, quelle que soit la fayon dont un point t = 8 + h tende vers 0 
sans quitter E, Q [0, liJ tend vers cl. 

Nous disons alOl's qlleF (8) admet au point 8 une dll'ivée spéciale 
à E, égale à d. 

La propl'iété étant exacte qllel que soit a inval'iable, il est possible 
de choisir a croissant indétiniment avec n, assez lentement pour que 
la pl'opl'iété subsistè SUl' l'ensemble E',z ainsi obtenu. Donc, 

SI: cl est nn nombre ·dé?·ivé extrême ou médian de F (()), cl est la 
dérivée de 11' (fJ) spéciale à un ensemble E,z clont l' épaisse'lll' Supé1'iew'e 
au point f) est 1 bilatéralement '). 

Supposons que 
h. , . 

Ie mpport ---- soit bomeinclépendanwwnt de n 
h"+l 

(mais non de 0). 1 . Iltn+ll I" -Z A ors, SI 1 < -- < ' ChOlslssons cc> 1/ , et 
hn 

1) On appelle nombre dérivé de F' I'une quelconque des valeurs limil.es d de 

P (0 + u) - P(O) 
----'------- = Q (0, u) quand u tend vers ° avec un signe invariable, () 

u 
demeurant fixe. d est un nombre dérivé droit si u> 0, gauche si u < O. d est 
un dérivé e,xlrême, soit supérieur, soit in(6r-ieur, si d est l'une des limites extrêmes, 
soit la plus grande, soit la plus petite, de Q (0, u) quand u tend vers 0, avec un 
signe déterminé. 

Tout nombre compris entre les dérivés extrêmes de F' pour un cöté donné, est 
appelé nombre dériTé médian pout' Ie même cöté. 

2) Soit m (x) la mesure de la partie d'un ensemble donné E comprise entre un 
point fixe a et un point quelconque x. m (x) a Ie signe de x - a, à moins d'êtl'e 
nul. On appelIe épaissew' supér'ieure droite, épaisseur inférie1,tre droite, epaisseur 
supérieure gattche, épaisseur inférieure gauche de E en un point xo, les nombreS 
dérivés de même qualification respective de la fonction m (x) en Xll' Ces nombres 
dél'ivés appartiennent all segment (0,1), (c'est à dire à l'ensemble des nombres fI
tels que 0 <::: ,u <: 1). On dit qneE possède en X o une épaisseur (sous-eutendu 
bilatérale) ou unc épaisseUl' droite, ou uue épaisseur gauche égales à Á en xo, si 
m (x) admet en XIJ Ic nombre Á rcspectivement pour dérivée (ordinaire, bilatérale) 
ou pour del'ivée dl'Oite ou pour dérivée gauche. On sait que les points de .E 00.E 
n'a pas I'épaisseur 1 forment un ensemble de mesure nulle 'LEBESGUE). 

o 

construisons comme il a été dit pI 11'; luwt les illtel'valles iJl, i '". 
Quelq ue soit n, 'i" et i ll + 1 on t Ilfle padie eo 111 lil \In e, et i 1 en est de 
même de i'u et de i '" + 1· L'ensernble ]i) fOl'mé desi" et des i'" eontient 
tout l'intervalle 0 -- a I hl 1 à 8 + a 1 hl I, sant' Ie poillt (J. Done 
11' (8) ael!lIet cl pour clél'ivée (ordillaire, Oll génél'aIe) au. 7JOint U. 

En flOUS plaçant à nn aulre point de vue, il nous sera possibln 
d'étendre et de pl'éeisel' les pl'opriélés eOJlllllCS de l'ensembleE' oh 
existe <p (8). 

Uonsidérons la eourbe C représentant géométriquementF' (8).8 est 
porté en abscisse, F (0) en ordonnée. Soit 111 Ie point (O,}I). Pont' 
une valeur déterminée de 0, la fonetion R (8,n) est continue en u, 

quel que soit u, pourvu que l'on pose R (8,0) = I (f)). Soit tI! (8) Ie 
maximum de I R (8,u) I pOUl' toutes les valem's de u. D'après 

B (0, u) = ~[q~_tt] -_~[~=_tt]. 
u 

nous avons, qual que soit u: 

I Q (0, u) - Q (8, -- u) 1 < lP (0) 1 IA I. 

"'-
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Done les points M et M' d'abscisses respectives 8 + u et 8 -- u sont 
sensiblement alignés avec Ie pointM. Les dellx dl'oitesM M', ~fM' 
ont des pentes d'autant plus voisines ]'une de l'autre que lul est 
plus petit (Fig. 1). 

Done de la position de ,M', d'abscisse 8 + u, nons dédllirons avee 
une certaine approximation connne, la position de Jl;f' d'abs('isse 8 ---, u. 
SUl' ]'axe des 0, nous pouvoni'lcolIsidérer 8 -- u eomme I'image de 
() + 1l pat' rapport au point 8, l'egardé comme réfléehissant. M" 
est sensiblement Ie symétriqne de M' par rapport à .Af. 

COllsidét'ons maintenant deux points ~I et MI de la coul'be r, 
ayant pou)' abscisses O~ 8+ kl , Soit .. A Ull nombre supél'ieuI' à 
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I~' (8) et à IJl (0 + k,), Désignons pal' MD nn autl'e point de la cOllrbe, 
et soit e + k son abscisse. 

Formons SUl' I'axe des e, les images du point e + k, par llne 
sllccession de réflexions altel'Ilées Sllt· les points-mil'oirs (0, (J + k,), 

Nous obtenons, selon que la première réflexion a heu SUl' f) on SUl' 

e + kil deuK suites de points-images: 

o - k, 0 + k + 2 Ic
" 

0 - k - 2 Ic" 0 + Ic + 4 kil ' , , 
et 

o - Ic 2 Ic" 0 t Ic - 2 Ie" e - k-f- 4 Ic" 0 + Ic -- 4 kIl ' , . 

Les Jloints représentatifs de P pou!' ces deux suites d'abscisses, 
sel'ont, avec une cel'taine approximation que notre objet est d'étudier, 
10 dans Ie pl'emiel' cas, Ie symétriqne JJ;f1 de Mo par rapport à JJ;f, 

pnis Ie symétrique 111" deMI pal' rapport à JJl" puis Ie symétriqlle 
de M" pal' rapport à J11]> et ainsi de suite, 20 dans Ie second cas, 
Ie symétriqueM'/ , de JJ1. pal' rapport à Mil puis Ie symétrique JJ;f", 
de MIl par rapport à jJ1, etc. 

Dans ce qui suit, nOllS ne restreindl'ons pas la portée de nos 
cone]usioIlS en considérant uniquement les points-images déduits de 
0+ k pal' un nombl'e pair de réflexions SUl' Ie couple (e,O + k ,), 
Ces points-images ont ponr abscisses des nombres en progression 
arithmélique de raison 2ku formant la suite a + k + 2rn k

ll 
'In étant 

nn entier de signe quelconque. Un tel point-image est obtEmu par 
[/II[ réflexions doubles de 0 + Ic SUl' Ie couple (e, e + kj), la première 
réflexion se faisant SUI' a ou SUl' a + kl> selon q ue m, est positif ou 
négatif. Exprimolls les ordonnées des points d'e la cour'be r eo1'res
pondant aux points-images: a + k + 2mk

l
, 

Nous avons par hypothèse, quel ql1e soit u: 

F (0 +u) + P (0 - ~t) = 2 P (0) -+- dAu' d' < 1 

P [0 - u] + F (0 + 2lc l + u) = 2 J? (0 + kJ +- IJ'A (u + let)' d" < 1 
D'ou: 

P [a + u] -- J? [0 + 21e , + u] = 2 [P(O + lel) - P(O)) + (JA [u' + (u +1e
1
)'] 

Sllpposons d'abord m positif. DOflJlons à u sueeessivement les 
valeurs le, k + 2le J , ' , " k + 2 Cm --1) lel' IJ vient: 

J?[Ot le] ~F(O+2mkl+k)=- 2m[P(Otkl)-P(O)] + dAw, 
avec 

w = Ic' + (Ie + kJ! + . , , [k + (2m-- 1) Ie,J", 
Supposons m négatif et égal à ·-m l

• Dans la relation précédente, 
nous l'emplaçons In par mI et k par Ic - 2rn l k" 11 vient: 

p(e+lc) - P (0+2mle l + Ie) = - ~~m [P (0+1e , ) - P(O)] + dAw
t

, 

avec 

Les deux formules coïncident independ[lIn mellt de 111, sauf pal' 
les coefficients w et w , . Si m = 0, on a W = W , = 0. 

Nous écrivons ainsi la l'elation générale: 

P (0 ~~) -=_!~~~~ = F (0_j~~n~~~t2_=~!t' (0) . ~rf~k_,_±~ -I-
Ic 2rnlc! + Ic k 

P (0 + k,) - [/(8) -2mk, w' + ------------- X ---- + If A -
k , k k 

w ' étant w ou w , selon que 'In est positif ou negatif. POSOIJS 

Ic + 2m k, = k' 
k' 
k = Ij, - 2m le, 

--------=v. 
l~ 

II vient: 

W' a [0, Ic] = Q [O,k'] {J, + Q ro, Ie,J v +.óA
k

, 

Soit I~I =·1' sllpposé au moins égal à 1, et f défini par 

f' = 1, 

NOlls choisirons l'image k l d'abol'd de manif~l'e que [1 soit positif 
ei v non négatif, D'après (J, + )) = 1, eette eondition sera 

- 2mk ° < ------. .!:.< I. - k 

Donc lil a Ie signe de --1:, si 'In cF 0, et en olltl'e 2[ rn [< 1'. Done, 

si f=--=+ 1, - r<2rn<ü, w'=wl=le' [( 1-.~ Y + .. ,-t (1 +~?)]<2Imf!c' 

. [ ( 1) (2m-,J)'] si f= p, r'>2rn>O, w'=w=lc' 1 + 1--; + .. + 1---;-- <2mk', 

Dope, dans tous les cas, 
w' A , 

d A -f peut etre remplace par 2dmleA. 

La substitution est exacte même p.our rn = O. 
La condition !j > 0, montre que k l et k sont de même signa. Parmi 

tontes les images 0 + k + 2mk, de 8t k, situées dn même eóté de 
8 que 0 + le, choisissons celle qui, sans être intérieul'e à I'intel'valle 
o -kl! ti + kp est Ja plus voisine de a, 

NOllS appellel'ons ce point 0 + k l l'image-réduite [J1'opre a () 
du point 8 + k pal' rapport au couple (e, ti + k,), La distanee de 
deux images consécutives obtenue pal' une suite de réflexiolls doubles 
SUl' Ie coupie (e, 0 + k,) étant 2kll kl vérifie les conditions 
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I k l I < I k' I < iJ I k, I 
k' 

qui, jointes al1X formules Ic' = k + 2mk l et à la condition -r > 0, 

déterminent eomplèternent k'. En etfet, soit p l'entier non négatif 
déterminé par les conditions 

2p + 1 ~ r < 2p + 3. 

Ic Ic' I 
D'après-' ET avee E

2 = 1, mf < ° elr > 2111/,1, on a: Ek =1,-2 mi· 
k l 1 

D'0"1 l~. 'I' - 2 Iml < ~~ et enfin Iml = p, m = - pf, 
a + k' étant I'image-l'édllite raractérisée camme il est dit, nous 

Ik I t1'o11vons finalement, en utilisant 2 Iml < l' = Ik~ la formule: 

p 
Q(a, k) = Q (e, k') ~ Q ta, k,) v + ó A. (4) 

k, 
Ic' 

avec (~'<1, si O<7C<1, 0=0 si k'=k, 

k' 
11 est essentiel de noter que 0 < ~ = 7' ° 1), ~ + V = 1. Ces 

IC 

pl'opJ'iétés et la formule (4) seraient consel'vées si k' était l'emplacé par l'un 
queleonque des tennes de la sél'ie k + 2 qk, eompl'is entre k et k', Mais il 

I
k'l' . d est essentiel pou!' la suite, que Ie rapport I: solt compns entre eux 

nombl'es positifs fixes. Il nOlls sel'a commode d'avoir choisi pour 
.ioner ce róle les nombl'es 1 et 3, 

Considérons maintenant nne suite ftl' ft., "') hn , ... de nombres de 
signes quelconques, déeroissant en modules et tendant vel's 0, tels 
enfin que t1' [a + h,,] < A, A étant indépendant de n, avec en ontre 
tp (a) < A. 

Cette hypathèse SUl' les hu ne serait d'ailleurs pas rigoureusement 
indispensable pom' valider Ie raisonnement et la eonelusion ei-après. 

En effet, désignons pal' t'J [a, l)J Ie maximum de IR (1), u)1 pour 
lul < 1), a demeurant fixe. Le raisonnement subsiste alOl'S moyennant 
la simpte hypothèse 

1" [8 + hn+1> 3 I'~n IJ < A. 
Soit h IIn nam bre dont la valeur absolue est au moins égale à hl' 

Solt h' l'image-réduite, prapre à 8, du point a + ft par rapport 
au c,ouple (a, a + hl)' On a: 

avec 
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o < ).' 0 < À, ).' + )'1 = 1 (f' < 1. 

Transformons de mênJe Q [a, h'] ct Q la, h!l 
Saien I. respecti vemen t a + h" ct a + 11' I' 

propres à a, des points e + h', a + 11, par 
(a, a + h~). On a: 

gl'àce à (j + h,. 
les irnages-I'édllites 
rapport au couple 

avee 

avee 

Done 

h" 
Q [0, h] = Q [0, It"ll.t" + Q [0, ft,l ])" + d- A 

h, 

I! • 
Q[a,h,I=Q[O,l!',lrt'l + Q[aJ!,lv'J +(Jt A 

, 

À. = ).' v" .+ À) V'I' 

0<).", 0.<::::.1.'" 00::;.1." )."+À'l+).=J. 

I-J;ntin d'après h" < 9 !tI" À' + Àl = 1, Ie coeffieient de {~A pent 

se remplaeel' a fortiO?'i par 9 ä A C::j + ~;tl.~} 
La méthode de tmnsfol'mation de Q [e, hJ est évidente. NOllS 

définissons la suite h, ft', !lil, .. " /ti"l, ... par cette eondition que 
a + 11(11) est I'image-rédllite propre à fJ de a + h(n-l1 par rapport 
aucouple (a, a .+ hn), De mQme, ft/i) n'existant pas pour i < IJ et 
Tt/p) étant égal à hij par eonvention, Ia suite hp(n), constituée d.e 
nombres de mêmes signes, sera définie, pour n > p, pal' la eondI
tion que e + h/u) est l'image-réduite propl'e à e, de e + ft/' - I) 

par rapport au eouple (a, a + h,J On aura des relations lelles que 
les slLivantes: 

avee 
o < ~I'Cn) , O.~ l)p(n) ) ~l'(,,) + vpCn) = 1 . , • . 

9 h'n--l 
Le eoefficient de (~//n) A peut a fortiori: être remplaeé par ------, 

. ~ 

Cette relation pennet de justifier par réellrl'enee Ia formule 

Q (a, h) = Q La, Mn)] J,Cn) + ... + Q [0, ItpC?I)] ).jln) + , .. -1- Q[ti+ hnJÀn+ I 

[ 
11' hl' h'n - 1] \ (5) 

+ 9 óA p~ -+-lh,1 + ... + Ik';[ . 
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avec la eondition qu'allcllfl des J'pH n'est négatif et que leur 
somrne pou!' 1) = 0,1 ... , nest 1. 

P/Ji) = ;,(11), À,,(") = )."J. 
Utilisons maint.enant la pl'opriété de la cOnVel'gfmce uniforme 

vers 0 de la diffét'enee Q [-B,), uJ - Q [B, uJ quand). et ~sont bornés,. 
). 

u tendant vers O. 

Soit l' (a) Ie maximum de la valeut' absolue de cette diffél'enee, 
quand 1 ~.I).I < 3, lul < a, B quelconque. Alors, 

Q [8, !tien)] = Q [8, !t,,] + dj. rI E [I!tn I Jo 
Les /"j(") étant non nég-atifs, on a: 

I li ).i(n) Ói." I .:; li I.j(n) = 1. 
Donc 

Q [8, kJ=Q l8, h"j-t-d'E [lh"l] -+- 9 óA [ !~ +., 0 + A' II -
1-j (6) 

-' hl I hll 
,. h,,~ 0 

Supposons que la ser'ze --- sozt absolurnent conver'f}enteo 
ltn+1 

Nous allons déduire immédiatement de la formule (6) que Q [e, hJ 
tend vet·s une limite quand lt fend vers O. 

Soit en effet m l'en tier déflni par 

I hm I < I hl':; I hrn -1 I· 
Nous appliquons la formule (6) à la suite 't I, It 11 ", h m , {'111+1,. 0 • ,Io."'+q' 
Dans Ie coefiicient de 9 (j A, nOIlS remplac;ons h' par lt\,-l, et nOIlS 

. t tI' , hn' B:Jou ons ous es tel'mes marquants de la sE'rie ---'-. Nous obte-
Ihll+ll 

nons a fm'tio7'i: 

Q [8, hJ = Q [0, !tm+q] + d' l' LI hm+q IJ + 9 d4 i hll
' 0 (7) 

'Jl -1 hll+l I 
Soit ft' un nombl'e quelconqlle inférieur en valeur absoIlle à Izm-1 et q 

assez grand POUt· que jhm+ql < Ih'l. Nous trouvons, eri faisant eroîtl'e q: 

00 ". I Q[8, 71,) - Q (0, ft') I~ HlA 2J -~---. 
711-1171,,,+11 

Sous la seule condition: 1111 et ih'1<lkm - 1 1. 
Done Q [8, kJ tend vers nne limite quand ft tend vers O. F (0) 

possède une dérivée au point B. Soit (p (B) sa valeur. On a, en faisant 

croître q indéfiniment dans la formule (7) pOllr Ihl < 2a Ihll. 
Q (0, h) = (p (0) + dA - + '9 2J -_-'!_- . [ 

h' 00 h' J 
Ihtnl m Iltll+1 I 

(8) 

En résnmé, , I hit d 0 d ,. . Z ,.!t" • st n en vers en eCI'OlSsant, St a sene--
hn+1 
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F(t +u) + P(t 4 -u) - 2 FCt) est absolument convupente, St les nomlJres---.. -.---.-__ ._. _______ ... _ 
It' 

O1t t = 0 + /z" restent bornés 7JOW' toute valeur Tédle de u et poar 
toute valeur entière de n (J!ositif) , sous ces conditions suffisante.)', 
F (0) possède une dé'i'ivée au fJOint O. 

U t · l' bi tI" I . hll b ' n cas par JCU lel' remul'qua e es ce UI ou a sUlte---····- est ol'flee. 
1t"+1 

S 'lft,,/< ' ., ,ltn 
Olt ~-- . a, a elant lIldependant de n. SI --- <2, et si nous 

tn+l hn+ q 

sllpprimons dans la suite les termes hn+!, ' . "II,,+q, la nouvelle suite 

obtenue It,,' satisfait à la condition I~~~ I < 2a. l!tl étant eompris 
. ft "+1 

entre Ihm--II et I 1t1ll I , nons considérons la suite h, h"" h"'+l"'" et, 
consel'vant son premier tet'me, nous la rédnisoIlS de proehe en proche, 
en y supprimant, au fur et à meSllre que flOUS en I'encontl'ons un 

dans la suite pal'courue dans eon ol'dre natuml, tout terme supél'ieul' 
en valeur absolue à la moitié du del'Ilier terme conservé, 

Dans la suite restante, lt. !Z'J> !z' • ... , !t'q, ... [e rapport de chaque 
tel'me all snivant est inférieur en valeur absolue à 2 a, La sél'ie 

ft' • 
._"-~ est convergente, d'après: 
It'n + t 

,lh'" 2 

I h .. I < - , I ft I, et < 2a Ift'n I. 
2" I h',,+l 

On a: 

h" co h',,' [9 9 J 
-1"1" + 9 1; -I 1'---1 < 2a I hl 1 + - + .. , + -- + . .. = 20a I hl, 

n 1 1 n n+1 ' 2 2" 

Done, dans Ze cas ou Ze rappor't _'~ est iJ~férieu1' en valeur ab-
hn + 1 

solue à un nombl'e a indépendant de n, et oh Ze rapport IR (t,u) I est 
bond par' A quels qlte soient u 7'éel et t = 0 + h

rl 
ou t = 0, 

F (8) possède une dél'ivée (P (8) au point 8, et on a la formule 

Q [0, Al = (p (e) + 20cf aAA, pour' I A 1< 2a I Al I. (ó 2 < 1) , (9) 




