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Botany. - On the Relation between Flower~Formation and Temperature. 
II. (Bulbous Irises) . By A. H. BLAAUW. (Contribution No. 68 of 
the Laboratory for Plantphysiological Research, Wageningen) . 

(Comrnunicated at the meeting of May 31. 1941.) 

Basing ourselves on the series of experiments described in the first part 
and with reference to the communications Nos. 41 and 50 on the influence 
of the temperature in summer on flowering or non~flowering (Proceed. 
Vol. XXXVII and XXXIX) , we can now outline the relation bet ween 
flower~formation and temperature with these Irises as follows. 

I. Bulbous plants in general. and among these the Bulbous Iris, must 
have reached a certain size 'before they can proceed to the formation of 
flowers . Under a certain limit the small bulbs can in no way, at least by no 
temperature~treatment, be induced to form flowers. It should be added th at 
it is 1Il0t known as yet whether e.g. by transplantation or by injection of 
some substance such young bulbs can be made to flower. Such bulbs 
however would not be in their natural state, which we are considering here. 

A certain size and a certain weight must have been reached before, under 
definite conditions, generative organs can be produced. It is not age of 
which we are speaking here, but size or weight, for with the Hyacinth e.g. 
this flowering limit is not determined by the fact ~hether the bulb is 
already 3 years old and not 2; no, a two~year~old bulb, measuring 8 cm in 
circumference, will (with I' I nno c e n ce) under good condition usually be 
able to form a spike, but a three~year~old bulb of only 6 cm circumference 
will hardly ever do so. A tulip has a so~called one year bulb; if the bulbs 
(with P r i deo f H a a rl e m) weigh less than 8 g, they will pretty 
certainly originate no flowers, but a bulb of 12 9 from the same mother~bu1b , 

will in most cases start producing a flower: weight or circumference are 
decisive. Both these bulbs have not as yet themselves assimilated with 
green leaves of their own; both have been fed and grown by the mother~ 
bulb. Only the bigger of the two has the power to originate a flower. The 
measure at which a bulb is or is not able to flower diverges widely for the 
different races and varieties of the same species. Por the above~mentioned 
Darwin~tulip the limit lies at 8 to 10 g, but for certain early tulips it lies 
much lower, so that even small bulbs of 3 9 can still form flowers. Now, 
with the Hyacinth and Tulip little attention has been paid to th is flowering 
limit, it is an important factor however in the culture of the Bulbous Iris 
(see Comm. No. 41. Proceed. XXXVII. 1934), and therefore every grower 
of Irises knows the limits Eor the different varieties weIl. Por Imp era tor it 
lies at about 5-6 cm (2,4-4,Og). with Wedgwood at 7-8 cm (7,4-
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11 g),butwith Yellow Queen alreadyat3Yz-4Yzcm (1,2-2,7g). For 
c10sely related races this limit diverges very much and is a fixed charac~ 
teristic of each race. 

It should be remembered that the size of these bulbs, determining the 
flowering limit, can have been brought about in various ways: 1. from seed, 
about three years being required to reach the flowering stage; so here, 
barring the small reserve in the seed, it is onl,. the assimilatory function of 
the own leaves (1 to 4) in three successive seasons, which in collaboration 
with the roots builds up the bulb; 2. the flowering or non~flowering mother~ 
bulb produces a few smaller or bigger buIbIets, which sometimes require 
2 years, sometimes 1, to become able to flower; here the bulb has therefore 
grown to the flowering size partlyby food~supply from the mother~bulb, 
partly by its own assimilation; 3. lastly, the full~grown bulb may have beem 
entirely built up by the mother~bulb; th is is the case e.g. with a flowering 
Iris plant, wh ere the biggest of the new bulbs, though flattened and of little 
value for the trade, reaches the weight at which it has become able to 
flower by food~supply from the mother~bulb only. 

Thus the flowering power can be brought about by assimilation of the 
bulb itself, but also by food~supply and growth from the mother~bulb only. 
In the latter case the newbulb must just as weil reach a certain si ze in order 
to be able to flower: the smaller bulbs, though also in direct connection 
with the assimilating mother~bulb, cannot produce flowers. So by reaching 
the said limit something in the bulb has changed qualitatively, one might 
say potentially. This however may very weil be the result of quantitative 
differences and a change in the relations caused by these. 

11. The question may now be put: has the flowering power come into 
being gradually, or in a short time at (which, of course, does not mean 
"by") a de fini te si ze of the bulb? It seems probable for two reasons 
that the flowering power was already in preparation for a considerable 
time during growth, i.e. during the assimilation. In the first place the 
flowering limit is slightly different every year, which indicates that already 
the time before di'gging has a perceptible influence. 

[Every year bulbs of 1 m per a tor are sorted in the beginning of August, directly 
af ter digging, at a circumference Iying between 5 and 6 cm, with a weight of 2.4-4 g. 
Groups of 100 are then kept at different temperatures until planted at the end of October. 
In the following year the percentage of bioomers is cOlUlted in the fjeld . Af ter one ,year 
the number of bioomers is much greater than af ter another, as appears from the following 
example. 

5° 7° 9° 1 13° 17° 20° 23° 1 25112° 28° 31° 

Weight per bulb 3 . 12 9 22 39 60 I 87 65 63 80 - 88 94 1934-35 

Weight per bulb 3.40 9 0 1 18 I 54 49 70 40 57 68 I 76 1936-37 

The bulhs that had been sorted in 1934 had in 1935 a very high percentage of bioomers 
as compared with other years; 1937 was an average blooming season. In the above series 
only af ter a treatment at 20· the bioom is about the same in both years.] 

44* 
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In the second place: with the size of the bulbs also the flowering power 
steadily increases, from -+- 5 cm up to the biggest size of -+- 10 cm. This 
is observed af ter various treatments: the bigger the bulb. with the more 
certainty the flower-origination will be successful. Therefore also below 
the limit a gradual approach to the flowering power is in any case more 
likely than a rather sudden development of such a condition. 

So we suppose that during the growth of the bulb as weil before as af ter 
the average size at which the flowering power beg ins has been reached. 
a process is active slowly increasing and passing at a certain point the size­
limit above which the bulb is able to flower. 

This limit means that below it under no condition flower-formation can 
occur. and that above it under definite conditions flowers are originated. 
The state below this limit we may provisionally denote as the subflorigene 
state. 

[It is once more pointed out th at in this article by flowering power only 
the ability is meant to form flower-organs. without regard to the process 
by which subsequently th is flower-origination is brought into bIoom]. 

111. Above this limit we cannot speak oH-hand of a florigene state. 
being a state in which the flower will be formed. For with the Bulbous 
Irises at least three phases can be clearly distinguished above this limit. 
Although the bulbs above this size will later on, under definite conditions. 
pro duce flowers. still in the first months af ter digging even the heaviest 
bulbs are as yet unable to do so in any temperature. as contrasted with the 
Hyacinth e.g. So af ter digging the Iris-bulbs are still undisposed to form 
flowers. though a predisposition to do so does exist. This state may th en 
be termed the preflorigene phase. 

Numerous temperature-experiments revealed the followiillg very charac­
teristic properties with such bulbs kept in dark ( IV-VIII) . 

IV. IE af ter digging temperatures of 20° C and upwards are applied 
to the bulbs continuously flowers are never formed: the florigene ph ase 
leading to flower-formation is never reached. . 

[We have even kept bulbs for a whole year at 20° and upwards. e.g. first dry, 
afterwards planted and kep~ in dark; no f1ower-formation took place. B,Y individual 
variation it may happen that in 20° an occasion al bulb originates f1ower-primordla.] 

V. On the other hand the temperatures of 20° C and upwards still 
strengthen the preflorigene phase. 

[1 . of the smaller bulbs a much greater percentage subsequently forms flowers if af ter 
digging first a high temperature has been given for a couple of weeks. 

2. also with heavy bulbs f1ower-formation is brought about with greater certainty if 
previously heat has been given for a few weeks, e.g. 3 to 5 weeks 23° to 31° C.] 

So the preflorigene state is not only promoted during the growth of the 
bulb, but also without growth by a high temperature. 

VI. Temperatures below 17° C finally lead to flower-formation. i.e. 
they cause the preflorigene state to pass into the florigene phase. The 
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stronger the preflorigene state, the stronger the florigene phase will become 
as the result of these low temperatures, and with the more certainty 
flower~formation is finally reached. Still the starting of the flower~origi~ 
nation with Imp era tor as a rule requires 2 Y2 to 3 months in the most 
favourable tempera tu re (at 9° C, al50 at 7° and 13° C). 

VII. The same low temperatures that bring about the florigene phase 
at the same time weaken the preflorigene phase. This can be clearly 
proved with smaller bulbs of e.g. 5 to 7 cm; when af ter digging these are 
placed for some weeks in 5° to 9° C, the chance of flower~formation will 
be very much lessened and in most cases reduced to zero. Only tempera~ 
tures of 20° alnd upwards can then restore the bulbs to the preflorigene 
ph ase. Of this we have numerous proofs: af,ter 7 weeks at 5° the preflo~ 
rigene state will generally have disappeared, but if then 23° is given 
for another -4 to 6 weeks or 20° for 6 to 8 weeks, afterwards a conside~ 
rable percentage of the bulbs will again be able to form flowers in low 
temperatures. 

VIII. About 17° C is the transitional temperature: part of the bulbs 
reach the flower~forming period in the long run, others never get so far 
and go on formi1ng leaflets for a long time. 

IX. Incidentally attention is here drawn to the leaf~formation. The 
requirements for it seem on the whole to he rather simp Ier: the newly 
germinated seed as weil as the smallest bulb are able to form leaves. With 
the Bulbous Iris the optimum lies at about 13° C; leaves are however also 
formed at 20° and higher in dark, the upper limit lies at 25° to 28° C. 
So the relation to the tempera tu re is very different from that for the 
flower~formation. 

X. We know th at the lower temperatures promote, or cause the flori~ 
gene phase, with a simultaneous decline of the preflorigene phase. One 
might be inclined .simply to say that the one state is directly transformed 
into the other. But the matter cannot be as simple as that. For 9° C makes 
the florigene phase appear sooner than 5° (see Fig. 1), but in 5° the 
preflorigene state disappears sooner than in 9° (see the experiments in the 
above mentioned communications ). Secondly we saw that af ter the dis~ 
appearance of the preflorigene phase in lower temperatures, it is possible 
to revive it by higher temperatures. This would suggest a reversible 
process, hut it is also quite possible that the high temperature develops the 
preflorigene state aEresh Erom the subflorigene state, and not by dimi~ 
nishing the florigene phase. 

We hope that a few experiments will enable us to settIe which concep~ 
tion is the true one. To this point we shall return later. 

XI. Thus, during the growth of the bulb a subflorigene state passes 
into the preflorigene state and in high temperatures this latter is streng~ 
thened further. But only in temperatures below 17° the florigene phase 
develops, with a decline of the preflorigene phase. New experiments 
showed however, when th is florigene state has advanced far enough, e.g. 
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by 9°, so that the flower-origination will begin within a Eew days (2d half 
of Oct. af ter 9°), that then the bulbs can nevertheless accomplish this 
flower-formation in 20° C, and even very smoothly. So th ere must still exist 
a distinct diHerence between the development of the florigene state and 
the flower-formation itself, Eor in 20° in dark the former can never come 
into being, whereas in 20° the flower may all the same be formed, provided 
the florigene condition has advanced far enough in the low temperature. 
Experiments on th is point are being continued and may still considerably 
influence our conceptions. 

XII. Summarizing we may state that the data up to now obtained 
about the relation between flower-formation and temperature with these 
Iris bulbs compel us to distinguish at least four different phases: 

1. The subflorigene phase: as long as the hulbs remain under a certain 
weight no temperature-treatment can bring about flower-formation. 

2. The preflorigene phase: the bulbs reach such a size that under 
definite conditions flower-formation will become possible. When dug, 
in August, bulbs oE this size are in the preflodgene phase, which probably 
has been initiated in the soil for some time previously. A direct flower­
origination cannot take place as yet in any temperature. Temperatures 
above 17° or 20° strengthen the preflorigene phase, but cannot lead to the 
florigene phase. 

3. The florigene phase. Temperatures below 17° bring about the 
florigene phase and at the same time weaken the preflorigene phase. IE the 
preflorigene phase is strong enough by size of bulb and by high tempera­
ture, the low temperature is able in the course of many weeks to raise the 
florigene phase so far that the organs of the flower can be formed. 

4. The flowec-forming period will now set in. The low temperatures 
which formed the florigene phase are also favourable for this flower-origj­
nation. These processes seem to be alike, but eVidently are not, though. For 
if the low tempera tu re has developed the florigene ph ase far enough, also 
in 20° the flower-origination can start and proceed very smoothly, whereas 
20° is not able to give rise to the florigene phase (barring scarce individual 
exceptions) . 

The relation between these different phases is being more closely inves­
tigated by a number of experiments. 

As no experiments were made by us, based on transplantations (see e.g. 
MELCHERS, Ber. d. D. B. G. 1939; HAMNER a. BONNER, Bot. Gaz. 100, 
1938) or on the use of growth-substances, ei th er by absorption or by 
injection, we are not qualified and have no occasion to speak in the above 
description more concretely of definite substances, in casu preflorigene and 
florigene (see e.g. CAJLACHJAN, C. R. Ac. Sci. U.R.S.S., 1936; KUYPER a. 
W IIERSUM, Proc. Ac. Sci. Amst. 39, 1936; MELCHERS, Ber. D. B. G. 57, 
1939). For simplicity one might also use them here, as a hypothesis; 
I have preferred, however, for the present to speak of "phase" or "state", 
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since it is more likely that a whole complex of reactions is iiDvolved than 
a definite substance. 

The relation here described between flower-formation and temperature 
holds for the bulbous plants from the Xiphium-section of the genus Iris , 
but not for the root-stock Irises or the bulbs from the Reticulata-section, 
which behave more like many other bulbous plants. A comparison of 
different investigated plants we hope to give later. The here described 
bulbous Irises with their characteristic low temperature-maximum for the 
flower-formation (at about 17° C) and with the opposite effect of low and 
high temperatures, at first seemed to be an exception. The plants investi­
gated up to now, a.o. Hyadnth and Tulip, have a much higher temperature­
optimum, form their flower over a much wider temperature-range and 
therefore do not show the same contrast between low and high tempera­
tures. In some respects, however, the flower-formation of Allium Cepa 
appears to ag ree with that of the described Irises and it is probable that a 
large group of plants shows something similar. It is quite imaginable that 
the great difference in the relation between temperature and flower-forma­
tion with these Irises and e.g. the Hyacinth, signifies a characteristic diffe­
rence between two large groups of plants. 

Wageningen, April 1941. 



Medicine. - Lésions partielles du huitième nerf cränien. 11. Par A. DE 
KLEYN. 

(Communicated at the meeting of May 31. 1941.) 

Passant en revue la littérature du passé et spétialement celle des dernières 
années 1), on semble pouvoir confirmer que les fractures transversales 
traumatiques isolées de la cochlée ou du vestibule sont une trouvaille 
exceptionnelle, 

11 est compréhensible qu'aux temps ou la technique radiographique 
était encore incapable de trouver ces fractures transversales, on ne 
pensait jamais à une eau se périphérique des lésions partielles du labyrinthe, 

RUTTIN 2), décrivant un cas de traumatisme ou la cochlée était 
restée intacte et Ie vestibule détruit, écrivait alors cette phrase: "Durch 
Läsion des Labyrinths ist dies kaum zu erklären, wir wären eher geneigt 
eine zentrale Läsion an zu nehmen", 

Mais Buys et FERNANDES 3) écrivaient déjà en 1911: Les idées ancienne~ 
ment admises excluaient la possibilité d'une lésion partielIe du labyrinthe. 
Or des observations qui deviennent tous les jours plus nombreuses con~ 
firment que la lésion labyrintihique partielIe est une réalité, 

Depuis la publication de STENVERS 4) concernant sa méthode radio~ 

graphique de la pyramide pétreuse, quelques cas . de fractures transversales 
avec lésions partielles du rocher furent déjà rapportés 5). Plusieurs années 
furent néanmoins nécessaires pour retrouver pareilles publications dans la 
Iittérature. ParIant des fractures du labyrinthe BRÜNNER 6) a écrit en 1925: 
"Das Symptomenbild einer Querfractur ist ein einfaches und besteht in 
Taubheit und la'byrinthärer Unerregbarkeit für den kalorischen und Dreh~ 
reiz", On trouve cependant en 1928 dans son rapport fait en collaboration 
avec SCHÖNBAUER 7) cette phrase: "Ausnahmen von dieser Regel. also 
Fälle mit Hörresten sind sehr selten". 

1) GROVE, W . A ., Laryngoscope, 49, 678 et 833 (1939). 
RAMADIER, J. A . et CAUSSÉ, R., Traumatismes de J'oreiIle, Masson 1937. 
VOSS, 0" Die Chirurgie der Schädelbasisfrakturen, J. A. Barth, 1936. 

2) RUTTIN, E., Monatschr. f. Ohrenheilk., 46, 475 (1912). 
3) cito d'après RAMADIER, J. A. et CAUSSÉ, R., Traumatismes de J'oreille, Masson 1937, 
4) STENVERS, H. W., Arch. f. Ohrenheilk., 103, 1 (1919). 
5) DE KLEYN, A. und STENVERS, H. W., Arch. f. Ohrenheilk., 103, 162 (1919). 

6) BRÜNNER, H., Monatschr. f. Ohrenh., 59, 697, 763 et 922 (1925). 

7) SCHÖNBAUER, L. et BRÜNNER, H., Handbuch der Neurologie des Ohres, 11, 368 
(1928). 
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N ous trouvons aussi dans la monographie (1926) de ULRICH 8) cette 
idée: "Lahyrinthfrakturen hat stets ein Erlöschen der cochlearis und vesti­
bularis Funktion zur Folge. Die anatomische Unterlage des isolierten 
Funktionsausfalles der Schnecke (oder auch des Vorhofes) ist wahrschein­
lich der isolierte Abriss des einen oder anderen Astes des Nervus acusticus 
und nicht eine partielIe Labyrinthfraktur". 

Que l'idée de ULRICH changeait quelques années après s'est manifestée 
par une publication de sa clinique, rédigée par KUNGENBERG 9) rapportant 
quelques cas de fractures passant uniquement par la cochlée accompagnées 
seulement de troubles auditifs. KUNGENBERG prétendait que Ie cas publié 
de STENVERS et moi-même n'était pas probant vue que Ie malade souHrait 
depuis longtemps d'une surdité produite par l'otosclérose. Cette objection 
me semble peu fondée pour la raison que Ie patient était totalement sourd 
du cöté traumatisé mais entendait, moins bien, admettons, du cöté non blessé. 
La radiographie montrait en surplus une ligne de fracture passant seulement 
par la cochlée laissant intact Ie vestibule qui confirmait en dernier lieu les 
dire sincères du malade signalant, la disparition totale et subite de I'ouïe 
après I'accident. 11 est très regrettable de constater dans les rapports des cas 
publiés par STENYERS et moi-même 10) et par KUNGENB'ERG que les épreuves 
caloriques ont été faites de telle façon qu'une appréciation nette de la valeur 
fonctionnelle vestibulaire fut impossible car ces épreuves caloriques se 
faisaient alors uniquement par l'injection d'une quantité d'eau froide dans Ie 
conduit auditif externe. Cependant comme déjà remarqué antérieurement 11) 

il est indispensable pour établir avec certitude une destruction de la partie 
vestibulaire d'un labyrinthe, d'exécuter I'épreuve calorique froide et chaude, 
manifestant ainsi un nystagmus· typique dirigé dans les deux directions 
classiques. Une variante de cette méthode qui consiste dans une injection 
d'eau froide seulement dans une oreille, en ayant soin de varier la position 
de la tête dans l' espace, changeant ainsi Ie sens du nystagmus reactionnel 
froid, possède la même valeur. L'emploi de l'épreuve calorique seulement 
froide, appliqué trop souvent encore par nombre de neurologues et d'otolo­
gues, peut dans bi en des cas fausser leurs conclusions. 

Uneobservation expérimentale ·en est une preuve bien démonstrative. 
11 est connu qu'une destruction brutale d'un labyrinthe déclenche instan­
tanément un nystagmus dirigé vers la cöté sa in qui disparaît plus ou moins 

8) ULRICH, R" Verletzungen des Gehörorgans bei Schädelbasisfrakturen (Acta Oto­
Laryngologica, Supplem. VI 1926). 

9) KLINGENBERG, A., Ztschr, f, Hals usw, Kunde, 22, 452 (1929). 
10) Dans Ie cas, rapporté par STENVERS et moi-même les nystagmus post-rotatoires, 

déclenchés après rotation dextro- et lévogyre, étaient d'une durée normale et sym­
métrique, ce qui semble prouver que les deux vestibules étaient excitables, Ce fait peut 
se rattacher aussi au quelques cas présentant des lésions isolées de la cochlée produites 
par les fractures décrits par BIECHELE. (Ztschr. f. Laryngol. usw., 24, 293 (1933)). 
KLINGENBERG écrivait ses conclusions se basant uniquement sur les résultats obtenns par 
l't'xamen calorique froid. 

11) DE KLEYN, A ., Arch. f. Ohrenheilk., 122, 169 (1929). 
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vite et peut se manifester à nouveau par des excitations sensihles les plus 
diverses. L'injection d'une quantité cl'eau froide ou d'eau chaude clans un 
conduit auditif externe se trouve parmi eux. Or une excitation réellement 
calorique froide provoque aussi un nystagmus du même coté que Ie 
nystagmus latent et nous ne pouvons par ce fait jamais établir l'origine 
réellement calorique ou sensible dans les cas ou un nystagmus horizontal 
post~calorique froid est dirigé vers Ie cóté non~excité. 

Ce nystagmus, déclenché par l'injection d'eau froide, apparaît rarement 
chez l'homme; les existants sensibles semblent être trop faibles pour les 
produire. 

Cependant un exemple clinique, complétant cette étude expérimentale, 
prouve l'insuffisance grave d'un examen vestibulaire fait par l'épreuve 
seulement froide et montre enfin combien une expertise incomplète peut 
avoir des conséquences néfastes pour les accidentés 12). 

Observation: Mr. X, ägé de 40 ans, avait eu un an et demi passé, un accident de moto 
à l'étranger et était transporté d'urgence dans une c1inique, oû une fréicture du labyrinthe 
droit fut constatée ainsi que quelques égratignures sans importance, La surdité totale de 
l'oreille droite était restée inchangée et l'obscurité et la fatigue semblaient être des 
facteurs prédisposées à éveiller chez la vlctime un état vertigineux observé la première 
fois Ie jour de l'accident. La compagnie d'assurances, chargée de règler les indemnités 
de l'accident, se méfiait des plaintes ininterrompues de la vlctime, se basant sur Ie rapport 
de l'otologiste attitré, disant: .. Non obstant une surdlté totale de l'oreille droite, Ie vestibule 
droit est parfaitement excitable. L'irrigation d'eau froide dans Ie conduit auditif droit 
déclenche un nystagmus horizontal typique battant vers la gauche". Les plaintes de la 
victime furent ainsi estimées d'origine fonctionnelle. 

La compagnie décida une contre-expertise par Ie mécontentement de la victime qui fut 
transféré dans ce but à la c1inique. 

Les données, rapportées par l'otologue, furent confirmées. Cependant un examen plus 
détaillé nous fournissait des données très importantes que voici: 

Surdité totale de l'oreille droite; audition normale à l'oreille gauche; et excitabilité 
normale du même cöté, Lïnjection d'eau ' froide dans l'oreille ga uche déclenchait un 
nystagmus horizontal dirigé vers la droite, l'injection d'eau chaude déclenchait un 
nystagmus horizontal vers la gauche. L'oreille droite ne présentait pas 'des réactions 
similaires car l'excitation froide ou chaude de l'oreille droite produisait toujours un 
nystagmus dirigé vers la ga uche. IJ fallut donc conclure que Ie nystagmus n'était pas 
un nystagmus calorique mais un nystagmus produit par l'excitation sensible du conduit 
auditif externe. Une preuve supplémentaire de destruction labyrinthique était donnée par 
l'épreuve rotatoire: la rotation lévogyre déclenchait un nystagmus post-rotatoire horizontaI 
de très courte durée et la rotation dextrogyre déclenchait un nystagmus horizontal de 
durée normale, 

Cette observation démontre qu'après un an et demi la compensation 
centrale décrite par RUITIN 13) ne s' était pas encore établie. Cette contre~ 
expertise a convaincu la compagnie. 

Des cas analogues non juridiques ont encore été observés depuis lors. 
Un examen calorique incomplet est la cause pour laquelle certains auteurs 
trouvent encore une certaine excitabilité calorique dans un labyrinthe 

12) DE KLEYN, A., Confinia neurologica, 2, 257 (1940). 
13) RUTTIN, E. , Verhandl. d. Dtsch. Otol. Gesellsch., 93 (1914) . 
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détruit chirurgicalement (par exemple: URBANTSCHITSCH 14) , STRUYCKEN 
et QUIX 14, LUND 14, GRAHE 14)). Par des données plus précises, j'ai su 
constater que les examens caloriques se faisaient seulement par l' eau froide 
(chez les malades de STRUYCKEN et QUlX, LUND et GRAHE) et sans changer 
la position de la 'tête dans l'espace. Des rensei·gnements plus précis sur la 
méthode d'examen d'URBANTSCHITSCH manquent. 

Concernant les autres publications des fractures isolées de la cochlée, 
les observations de GROVE 15) ne sont pas des exemples types à prouver 
l'existence d'une destruction isolée de la cochlée car tous les cas ont été 
sou mis seulement à l'épreuve calorique froide. 

En résumé: il faut admettre l' existence stmultanée d'une destruction 
isolée de la cochlée et d'une intégrité du vestibule dans les fractures 
transvers ales du rocher. Ces cas d'ailleurs sont rares et ceux qu'on rapporte 
dans la littérature montrant dans ces circonstances une excitabilité du 
vestibule, ne sont pas des preuves absolument probantes. 

Plus rare encore sont les cas de destruction totale du vestibule avec la 
présence simultanée d'une cochlée intacte. 

Un cas intéressant est celui signalé par RUTTIN 16). Bien que Ie diag­
nostic d'une fracture transversale est très probable, il faut cependant tenir 
certaines réserves parce que Ie malade n'est pas succombé et qu'un examen 
radiographique ne put confirmer en ces temps (1911) Ie diagnostic. 

Le seul et même cas, analogue à celui décrit par STENVERS et moi-même, 
qui est connu dans la littérature, est une observation de SCHLITTLER 17). 
11 put observer simultanément une inexcitabilité calorique du vestibule et 
une dimi.nution seulement de l' acuité auditive du même cóté. L' examen 
vestibulaire ne contient aucun détail. Dans sa monographie, VOSS 18) a 
rapporté que dans toutes ses fractures transversales du rocher seulement 
dans un cas la surdité totale manquait. Aussi l'examen vestibulaire ne 
contient aucun détail. 

GRAHE ne signale aucun cas. RAMADIER 19) au contraire, rapportant Ie 
cas de SCHLITTLER, confirme leur existence par cette phrase ,,11 ex is te donc 
cliniquement des fractures vestibulaires isolées, de même que des fractures 
cochléaires isolées" . Il n'y joignait cependant aucune observation personnelle. 

En résumé, il faut admettre qu'il est de la plus haute importance 
d'examiner dans l'avenir plus méticuleusement encore les cas de fractures 

14) Voir: URBANTSCHITSCH, Monatschr. f . Ohrenheilk., 50, 418 (1916). 
STRUYCKEN et QUIX, Réunion Néerl. d'Oto-Rhino-Laryng. 14 Mai 1922. 
LUND, R., Réunion de la Soc. danoise d'Oto-Rhino-Laryng. 2 décembre 1922. 
GRAHEN, Zentr.bl. f . Ohrenheilk .. 21, 114 (1923) . 

15) GROVE, l.c., p. 698, Voir aussi RAINER, A., Hals-Nasen-Ohrenartz, I. 29, 37 (1938) 
et WULLSTEIIN, H .. Arch. f. Ohrenheilk., 147, 259 (1940). 

JO) L.c., Fall VI. p. 479. 
17) SCHLITTLER, E., Acta Oto-Laryngologica, 24, 213 (1936). 
18) VOSS, l.c., p. 51. 
19) RAMADIER, l.c. 
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transversales par l'aide précieuse d'une radiographie parfaite et d'un examen 
vestibulaire aussi complet que possible. Les fractures longitudinales et les 
fractures combinées ne feront certainement pas exception à cette règle 20). 
L'idée ancienne, niant toutes possibilités de troubles g,:aves auditifs et 
vestibulaires dans les fractures longitudinales doit être rejetée. Ce qui 
était à prévoir, HAYMANN signale dans sa littérature, concernant les trauma­
tismes occasionnés par les armes à feu, avoir rencontré des lésions partielles 
de la 8-me paire 21). 

C. Otitis. 

On peut observer bien sou'Vent qu'une inflammation de l'oreille moyenne 
provoque une surdité totale ou presque totale sans attaquer la partie 
vestibulaire de l'oreille interne. 

Observation: Un garçon, ägé de 16 ans, avait souffert toujours depuis l'äge d'un an 
d'une otite moyenne. A l'äge de 5 ans fut jugée nécessaire une intervention sur la 
mastoïde. Une seconde intervention, fait dans l'espoir de fermer une fistule rétroauriculaire, 
séquelle de première intervention, n'avait pas tari les sécrétions de l'oreille. AHn de subir 
un évidemment pétromastoïdien, Ie malade fut transféré dans la c1inique. 

Une sécrétion fétide s'écoulait de l'oreille malade. Des vertiges accompagnées d'un état 
nausséeux apparaissaient de temps à autre, donnant une sensation subjective de déplace­
ment de l'entourage. Un vomissement aurait eu )jeu sans crise de vertige 15 jours 
auparavant. 

L'examen acoustique montrait une surdité totale de l'oreille ga uche et une audition 
parfaite à l'oreille droite. Des exostoses, localisées sur la parois antérieure et postérieure 
du conduit auditif externe, empêchaient de constater des restes éventuels du ~ympan . Le 
mala de ne présentait aucun nystagmus spontané ni le signe de I'indication spontanée ma is 

.bien Ie signe de la fistule produit par la compression du conduit auditif externe, Par Ie 
pincement des paupières du patient, it fut très difficile de .préciser exactement la direction 
du nystagmus pendant la compression. Les deux labyrinthes étaient normalement excitables 
pour l'eau froide et chaude avec présence du signe de l'indication réactionnelle typique. 
L'épreuve rotatoire déclenchait dans les deux sens un nystagmus post-rotatoire horizontal. 
rotatoire et vertical symmétrique et d'une durée normale. L'examen radiographique mon­
trait une cavité bien visible dans la mastoïde très suspecte de cholestéatome ce qui fut 
confirmé par l'opération. L'examen neurologique et interne étaient normaux. 

On voit par cet exemple comment une otite moyenne chronique a su 
détruire en totalité une fondion cochléaire respectant néanmoins Ie vestibule. 
Le signe de la fistule est toutefois un indice que Ie vestibule aurait peut­
être dans un avenir prochain subit Ie même sort. 

L'inverse se rencontre fort peu, car il est plus rare d'observer lors d'une 
otite chronique un processus destructif du vestibule laissant intact la 
cooolée. 

Observation: Un garçon, ägé de 10 ans, souffrait depuis 8 ans d'une otorrhée chronique 
droite, devenue fétide les derniers temps, Une gifle reçue depuis une dizalne de jours l'avait 
rendu nauséeux et iI souffrait depuis lors de vertiges et de céphalées. 

20) Voir e.a. KOCH, J., Monatschr. f. Ohrenheilk., 137, 105 (1933) . 
21) HAYMANN, L., Zentr.bl. f. Ohrenheilk., bnd 13--16, (1915, 1917, 1918, 1919). 

Voir aussi RAUCH, M., l.c. 
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L'oreille gauche avait souffert d'une otite moyenne de courte durée, L'oreille droite 
présentait une otite chronique moyenrte, Bien que la voix chuchotée était entendue seule­
ment ad concham, la cochlée semblait très peu atteinte car Ie WEB'ER était nettement 
localisé à droit, la Iimite supérieure était normale et Ie diapason ut 7 (4096 V . D.) était 
entendu pendant une période normale, L'oreille ga uche ne présentait aucune anomalie. La 
voix chuchotée était entendue à plus de 6 mètres non obstant la présence d 'une petite 
perforation sèche dans Ie tympan. 
Examen vestibulaire: 

Inexcitabilité totale du labyrinthe droit. En regard direct on voyait déjà un nystagmus 
spontané horizontal rotatoire battant vers la gauche qui ne pouvait être influencé 
par une injection froide ou chaude dans Ie conduit auditif externe droit . Une parésie 
du facial existait du même cöté. 

Excitabilité normale du cöté gauche. 
La présence d 'une fistule, trouvée au cours de I'opération, est probablement la cause de 

la destruction vestibulaire. 

Ce cas présente donc une destruction totale du labyrinthe droit, combinée 
avec une fonction normale de la coohlée, 

0, Affections de la VIl/me paire, 

Les maladies infectieuses, certaines intoxications et plusieurs formes de 
méningite déterminten' une souffrance du nerf VIII. Certains cas de méningite 
cérébrospinale se prêtent fort bi en à la description type de ce tableau 
c1inique, Pendant la guerre mondiale 1914-1918 l'occasion s'est présentée 
bi en des fois à VERSTEEGH et moi-même, de pouvoirexaminer des militaires 
atteints de meningite cérébrospinale épidémique, L'examen ophthalmo­
logique de ces hommes fut confié au Dr. TEN DOEsscHATE, l'examen 
neurologique au Or, PAMEYER, l'examen radiologique au Or, STENVERS et 
l'étude épidémiologiqu,e au Or, BIJL 22). 

Par ces examens attentifs du nerf VIII au cours de cette affection on 
avait pu constater chez ces malades deux types de dureté d'oreille, 

Les cas du premier type furent les plus nombreux et laissaient supposer 
des possibilités de la présence d'une névrite acoustique, Les troubles fonction­
nels auditifs de ces malades se caractérisaient spécialement par une diminu­
tion nette de I'acuïté auditive pour les sons moyens tout en laissant inaltérée 
l'acuité des sons aigus et bas, On ne pouvait con stater aucune altération 
dans la fonction vestibulaire. 

Ce type de surdité pourrait à première vue, con firmant ainsi I'opinion 
généralement admise, être expliqué par une action délétère sur Ie nerf VIII 
détruisant d'abord Ie nerf auditif et aussi Ie nerf vestibulaire dans les cas 
plus graves, 

Mais nous mettions déjà en 1919 I'opinion qu'il serait possible peut-être 
de trouver dans tous les névrites acoustiques aussi des anomalies vestibu­
laires et que par conséquent l'antithèse entre Ie nerf auditif et vestibulaire 

22) DE KLEYN. A .. VERSTEEGH. C.. TEN DOESSCHATE. G ., ST,BNVERS. H. W .• 
PAMEYER. J. W . et BIJL , J. P .. Militair Geneesk. Tijdschr .• 22. 65 (1918) . (Voir aussi: 
DE KLEYN et VERSTEEGH. Acta Oto-Laryngologica. 3. 302 (1922) et STENVERS. H. W .• 
Acta Oto-Lar,yngologica. 3. 282 (1922).) 
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présumée jusqu'à I'heure actuelle n'existerait plus. Après 20 ans cette 
hypothèse n'est pas démontrée parce que, comme déjà mentionné antérieure­
ment, on manque encore la finesse dans les méthodes d'examens vestibu­
laires. Les examens auditifs par contre sont perfectionnés et des anomalies 
minuscules échappent moins vite à nos invesUgations cliniques. 

Chez 25 malades nous avons pu retrouver ce type de dureté d'oreille. 
Elle est peu décrite dans la littérature pour la seule raison qu'on ne se 
doute absolument pas de son existance, parce que, Ie malade présente une 
épreuve de la voix chuchottée plus ou moins normale. Pour la même raison 
ces malades mêmes ne se doutent personnellement pas de leurs infirmités. 
Le second type de dureté d'oreille se caractérise par une diminution très 
prononcée de tous les sons accompagnée généralemeJlJt de troubles vesti­
bulaires graves menant même très souvent jusqu'à l'inexcitabilité totale du 
vestibule. Cinq cas qu'on a pu observer de ce dernier type ne présentaient 
aucune forme spéciale de surdité. Les recherches anatomo-pathologiques 
dans la méningite cérébrospinale épidémique nous ont fait connaître les 
différentes voies suivies par I' infection pour atteindre I' oreille interne ou 
on a pu trouver aussi bien des aItérations tant circonscrites que diffuses. 
11 est logique de rechercher la localisation pathogénique de cette forme de 
surdité dans I'oreille interne même. En concordance avec cette hypothèse 
STENVERS a réellement pu montrer par la radiographie des anomalies 
localisées dans Ie labyrinthe et d'autres cas encore sont venus par après 
se joindre aux premiers. Par la prise de plusieurs radiog.raphies à diffé­
rentes stades de la maladie, nous avons trouvé que les lésions de ]' oreille 
interne n'étaient visibles que quelques mois après Ie début de I'affection. 

La névrite acoustique peut aussi se produire par d'autres maladies in fec­
tieuses et intoxications. Si les troubles de la VlIIme paire, survenant lors 
d'un oreillon ou d'un herpes zona otitique, sont provoqués primairement 
par une névrite toxique ou sont secondaires à la méningite concommitante, 
est un fait inconnu. Cette dernière hypothèse défendue par Voss 23) entre 
autre, est ad mise par la plupart des auteurs. 

11 est un fait établi que dans ces altérations nerveuses peuvent se présenter 
différentes combinaisons de troubles cochléaires et vestibulaires. Des cas 
sont décrits présentant: 

1. Des troubles cochléaires sans troubles vestibulaires visibles. 
2. Des troubles simultanés coc'hléaires et vestibulaires. 
3. Des troubles vestibulaires isolés. 
Toutes ces formes capricieuses se rencontrent bien souvent dans l'infec­

tion syphilitique 24). 
Voici une observation clinique, souvent observée dans la parotidite (cas 

du type 1). 

23) VOSS, 0., Ztschr. f. Ohrenheilk.,. 70, 58 (1914) . Voir discussion récente de 
KLlCPERA. RECHT et UNTERBERGER: Monatschr. f. Ohrenheilk., 7., 248 (1940) . 

24) Voir différentes communications de O . BECK (Monatschr. f. Ohrenheilk.). 
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Un homme agé de 23 ans, avait souffert, passé un an, d'une parotidite a,yant frappé 
son oreille ga uche d'une surdité totale et permanente. 11 fut pris pendant I'évolution de sa 
mala die de quelques vertiges et souffre depuis lors de bourdonnements seulement. A I'exa­
men I'oreille ga uche semblait totalement sourde et I'oreille droite normale. Les troubles 
vestibulaires spontanés étaient absents et les deux labyrinthes présentaient une excitabilité 
normale. Le signe de l'indication réactionnelle était normale après la rotation du malade 
dans les deux sens ainsi que toutes les formes du nystagmus post-rotatoire à la fois vive 
et symmétrique (horizontal, rotatoire et vertical) . Les positions compensatrices des .yeux 
étaient en position latérale gauche et droite de 6 0

• 

Comme séquelle de sa parotidite, Ie malade souffrait d'une surdité totale 
gauche bien que toutes ses fonctions vestibulaires soient restées intactes 
et symmétriques. Remarquons que dans l'anamnèse l'infection parotidienne 
a semblé à son début, avoir insulté Ie système vestibulaire. 

Parmi les produits médicamenteux nocifs au nerf VIII. se rangent e.a. 
les salicylates, la quinine et les dérivés du salvarsan. Des combinaisons 
analogues de troubles cochléaires et vestibulaires, mentionnés déjà ci-dessus, 
se retrouvent encore ici. Le nerf cochléaire semble en généralle plus souvent 
atteint et les troubles vestibulaires manquent bien souvent en totalité ou en 
partie. Le contraire n'est pas une chose impossible. 

Dans quelques cas il faut admettre la destruction complète J1ermanente 
et bilatérale de la VIIIme paire, dont voici une observation personnelle. 

Une fillette, agée de 10 ans, et atteinte d' une pleurésie, reçut de son médecin traitant 
une dose élevée de salicylate. De suite après I'ingestion du médicament surgit une surdité 
totale des deux oreilles, accompagnée de troubles sérieux de I'équilibre. L'examen montrait 
une destruction totale et bilatérale de la fonclion cochléaire et vestibulaire qui n'a jamais 
plus rétrocédé par après. 

Etablir la cause médicamenteuse dans ce cas est bien diHicile, mais admissible car 
aucune autre cause n'avait été trouvée non obstant des examens consécutifs exécutés par des 
intemistes éminents dirigeant leurs investigations vers I'éventualité d'une méningite ou 
autre affection cérébrale. 

On admet que les intoxications de ce genre lèsent surtout ou Ie .nerf VIII 
. ou Ie labyrinthe périphérique. On ne peut cependant oublier Ie fait qu'une 
intoxication soit chimique, soit toxinique influence aussi Ie système nerveux 
central. y compris les voies acoustiques et vestibulair es. Une première 
expérience appuyait cette idée en étudiant l'influence de la nicotine 25) et 
d' au tres produits 26) sur l' arc réflexe nystagmique vestibulaire. Une étude 
expérimentale est seule capable de résoudre la question de l'action périphé­
rique ou centrale de chaque toxique. 

On ne peut oublier de signaIer que certaines tumeurs, localisées dans 
Ia fosse cérébelleuse peuvent parfois produire des lésions partielles de Ia 
VIlIme paire. Les premiers cas, décrits par FREY, CLAUS et LÖWENSTEIN, 
présentaient soit une destruction du nerf vestibulaire accompagnée encore 

25) DE KLEYN, A. et VERSTEEGH, C., Pflügers Arch., 196, 331 (1922). 
26) Voir e. a . KLEITMANN, N. P ., Pflügers Arch., 205, 160 (1924). BERGGREN, S .. 

Acta Oto-Laryngologica, 11, 200 (1927) . ARNDTS, N., DE KLEYN, A. et VERSTEEOH, 
C., Arch. f. Ohrenheilk., 114, 233 (1926). 
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d'une sensibilité auditive (FREY 27) et CLAUS 28) ), soit une destruction du 
nerf cochléaire respectant la fonction vestibulaire (LöWENSTEIN 29) ). CLAUS 
fait remarquer avec raison que dans Ie stade débutant d'une affection de 
la VIIIme paire, Ie nerf vestibulaire ou Ie nerf cochléaire peuvent être atteint 
isolément, ainsi que dans la règression de l' affection et confirme cette idée 
par une observation bien démonstrative. 

E. Troubles subits de la huitième paire. 

Depuis Ie jour ou MÉNIÈRE a décrit son malade foudroyé subitement par 
des vertiges insupportables et frappé de surdité totale, personne n'ignore 
depuis lors Ie tableau clinique de I'hémorrhagie labyrinthique dont l' étiologie 
est Ie plus souvent I'apanage d'une affection sanguine: la leucémie. Ce 
tableau se retrouve bien plus souvent encore dans l'inflammation purulente 
de I'oreille moyenne ayant attaqué I'oreille interne. 

Un deuxième groupe de cas présente souvent un syndrome un peu 
différent du premier. Se pésentant Ie plus souvent chez des personnes de 
la cinquantaine en parfaite santé mais étant généralement de légers hyper~ 
ten dus, apparaît soudainement après une période légèrement vertigineuse 
une surditê totale d'une oreille sans troubles visibles du système vestibulaire. 
Rarissime chez les jeunes, la base anatomo~pathologique nous est entière~ 
ment inconnue. Un seul cas présentait une radiograp'hie du labyrinthe, faite 
par man assistant LUBBERS 30), identique à celles que STENYERS a pu déceler 
dans ses cas de méningite cérébrospinale épidémique. Cette trouvaille 
laissait supposer pour certains cas une localisation du processus pathogéni~ 
que localisé dans Ie labyrinthe périphérique. Cette interprétation ne sait 
exister pour les cas ou I'ouïe se restitue après quelques semaines. 

Les . cas ou l' élimination subite et isolée de la fonction vestibulaire ou 
auditive apparaît des deux cötés est à I'heure actuelle une question encore 
très problématique. 

Concernant la première éventualité, i! nous est connue par les études de 
GÜTlIlCH 31), que les tumeurs du 4me ventricule présentent parfois une 
élimination bilatérale de la fonction vestibulaire avec une fonction cochléaire 
parfaitement intacte. Trouver la prése~ce des anomalies neurologiques et 
internes n'est cependant pas absalument nécessaire comme dans les cas 
de GÜTTJCH. 

Une observation typique de ce genre est la suivante. 

Une infirmière (examinée par Ie Dr. STENVERS et moi-même en l'an 1935) très douée 
avait remarqué un jour que sa marche et J'usage du véla étaient devenus subitement 
incertains à tel point que J'obscurité lul en empêchait tout usage. En parfaite santé, la per­
sonne se sentait fortement handicapée par cet état de choses. Examen acoustique, voix 

27) FREY, Monatschr. f. Ohrenheilk., 43, 825 (1909). 
28) CLAUS, Verhand!. d. Otol. Gesellsch., 313 (1910). 
29) LÖWENSTEIN, Ztschr. v . d. ges. Neurol. und Psych., 24, 534 (1914) . 
30) Pas encore publié. 
31) E.a. GÜTTICH, A., Arch. f. Ohrenheilk., 147, 5 (1940). 
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chuchotée entendue à droite à 4 mètres, à gauche à une distance normale. L'examen au 
diapason était normal à ga uche et présentait à droite une surdité légère du type oreille 
interne. L'examen vestibulaire montrait aucune réaction réf1exe, ni calorique, ni galvanique, 
ni post-rotatoire. Les réactions d'adaption statique et le signe de l'indication réactionnelle 
étaient absentes. 

Les examens internes, neurologiques et sérologiques révèlaient aucune anomalie. Une 
légère entérite était la seule souffrance de la malade. Un espace de cinq ans n'avait 
apporté aucun changement à la situation, L'état général était parfait et les plaintes de la 
personne bien que diminuées en intensité n'étaient pas encore disparues. 

Une observation opposée à la précédente est Ie cas d'un ouvrier ägé de 56 aq:;. Prati­
quant Ie métier de chaudronnier, il souffrait depuis bien longtemps d'une dureté d'oreiIJe 
professionnelle. Un jour il s 'était rendu à son travail comme dbabitude et trébuchait là­
bas en descendant un support. eet accident insignificant avait provoqué chez I'homme une 
surdité bilatérale totale à tel point qu'i! avait l'impression d'un arrêt fictif du mouvement 
de I'usine. 

L'examen acoustique montrait une surdité totale bilatérale. Des épreuves décelant la 
simulation et I'épreuve psycho-galvanique démontraient l'infirmité. 

L'examen radiographique des pyramides pétreuses était normal. Tous les réflexes vest i­
bulaires étaient symmétriques et normals (épreuve rotatoire, galvanique, calorique, réac­
tion d' adaptation statique etc.). 
Examen neurologique et interne: normal. 

Un an plus tard la situation était restée inchangée. 

Trouver une interprétation étiologique de ces deux cas est chose bien 
difficile à I'heure actuelle 32). Se basant sur les observations de GÜTTICH 
et sur la bilatéralité de ces troubles auditifs et vestibulaires, i! me semble 
invraisemblable de devoir rechercher ici une cause périphérique ma is il 
simbIe plus logique d'admettre un processus pathologique circonscrit, localisé 
dans lamoëlle allongée ou dans Ie mésencéphale. 

Un cas observé par LÉVIN 33) est plus difficile encore à interprêter. 
Chez une de ces mala des il avait constaté une inexcitabilité bilatérale a'Vec 
une audition parfaite (controlé par l' examen aux diapasons et par l' audio~ 
mètr·e). Quelques anomalies trouvées dans certaines affections neurolo~ 

giques comme douleurs spontanées et violentes dans la nuque et dans les 
yeux, accompagnées de vomissements, furent trouvées. Les réactions galva~ 
niques normales des deux labyrinthes laissaient toutefois soupçonner une 
souffrance périphérique de I'oreille interne. 

32) Voir aussi les cas observés par PERWIT9CHKY (Zbl. Hals IUSW. Heiik., 30, 375 
(1938) et par GÜTTICH, A. (Ztschr. f. d. ges. Neurologie, 165, 171 (1939)), OÛ les 
mala des n'étaient pas totalement sourds et semblaient cependant présenter des troubles 
psychiques. 

33) LËVIN, P. M .. Journ. of Nervous and Mental diseases, 89, 335 (1939). 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 45 



Mathematics. - Bericht über die Konstruktion und die Fortsetzung von 
Bewertungen. 1. By F. LOONSTRA. (Communicated by Prof. L. E. J. 
BROUWER.) 

(Communicated at the meeting of May 31. 1941.) 

LITERA TURUEBERSICHT. 

J. KÜRSCHÁK: .. Ueber Limesbildung und allgemeine Körpertheorie" (J. f. d. r. u. ang. 
Math. 142 (1913)) . 

1. Die Erweiterung eines bewerteten Körpers zu einem vollständigen bewerteten 
Körper. 

2. Die Bewertung der algebraischen Erweiterungen eines bewerteten Körpers. Zum 
Beweise der Ungleichheit la + b I ~ I a I + I b I werden die Hadamardschen 
Resultate benutzt. Es ist möglich. jeden bewerteten Körper K zu einem kleinsten 
algebraisch abgeschlossenen bewerteten Körper K' zu erweitern (eventuell ist 
K' nicht vollständig. aber die kleinste vollständige Erweiterung von K' ist eben­
falls algebraisch abgeschlossen). 

A. OsTROWSKI: .. Fragen der allgemeinen Körpertheorie" (J. f. d. r. u. ang. Math. 143 
(1913)). 

1. Jede endliche separabele Erweiterung eines bewerteten Körpers ist vollständig. 
2. Eine unendliche separabele algebraische Erweiterung eines vollständigen Körpers 

ist nicht vollständig. 
3. Die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung eines vollständigen Körpers 

ist dann und nur dann vollständig. wenn sie endlich ~n bezug auf diesen 
Körper ist. 

A. OSTROWSKI : "Zur Theorie der perfekten Körper" (:J. f. d. r. u. ang . Math. 147 (1917)). 
1. Jede endliche bewertete Erweiterung eines vollständigen Körpers ist vollständig. 
2. Eine algebraische bewertete Erweiterung eines vollständigen Körpers K. die 

Gröszen von beUebig hohem Grade in bezug auf K enthält. ist nicht vollständig. 
3. Die kleinste algebraisch abgeschlossene bewertete Erweiterung eines vollständigen 

Körpers Kist dann und nur dann vollständig. wenn sie endlich in bezug auf 
Kist. 

A. OSTROWSKI: "Oher einige Lösungen der Funktionalgleichung q; (xy) = q; (x) q; (y) " 

(Acta Mathematica 41 (1918). 
1. Eine nicht-triviale Bewertung des Körpers der rationalen Za hl en ist entweder 

zur gewöhnlichen Absolutbetragbewertung äquivalent. oder sie ist zu einer 
p-adischen Bewertung äquivalent. 

2. Ein archimedisch bewerteter Körper ist zu einem mit gewöhnlichen Absolut­
beträgen bewerteten Körper aus komplexen Zahlen isomorph. 

K. RVCHLIK: .. Zur Bewertungstheorie der algebraischen Körper" (J. f. d. r. u. ang. Math. 
153 (1924)) . 

1. Die Bewertung algebraischer Erweiterung eines nicht-archimedisch bewerteten 
Körpers durch VeraIlgemeinerung des von Hensel angewandten Vorgangs für 
die algebraischen Erweiterungen des Körpers der p-adischen Zahlen. 

2. Der derivierte Körper eines algebraisch abgeschlossenen nicht-archimedisch 
bewerteten Körpers ist algebraisch abgeschlossen. 
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A . OSTROWSKI : .. Untersuchungen zur arithmetischen Theorie der Körper" (Mathematische 
Zeitschrift 39 (1934» . 
Hinsichtlich der Bewertungstheorie: Für die Bewertung algebraischer Erweite­
rungen eines bewerteten Körpers K. genügt es vorauszusetzen. dasz K relativ 
voIlständig ist. 
Die Aufstellung sämtlicher Bewertungen einer algebraischen Erweiterung und 
einer einfachen transzendenten Erweiterung eines bewerteten Körpers. 

§ 1. Im Laufe der Zeit erschie,nen verschiedene Abhandlungen, in 
denen zunächst der Begriff der Bewertung rein postulierend durch defi~ 
nieren de Eigenschaften eingeführt wurde, während später die Frage nach 
der konstruktiven Erfassung 'des Bewertungsbegriffs, d .h. die Frage nach 
der Aufstellung sämtlicher Bewertungen eines vorgegebenen Körpers und 
deren möglicher Erweitemngen gelöst wurde. Das Ziel dieser Aus~ 

führungen ist es, eine historische Uebersicht zu geben; dazu habe ich mich 
beschränkt auf die Literatur, die sich mit der AufsteUung von Bewertungen 
beschäftigt. Es gibt die letzten Jahre wichtige Abhandlungen hinsichtlich 
der Bewertungstheorie, z.B. die im Journal f.d .r . und angewandte Math. 
170 (1934) erschienene Arbeit von H . HASSE und F. K. SCHMIDT. In 
jener Arbeit wird die Aufgabe, alle möglichen Strukturen der nicht~trivial 
bewerteten Körper zu bestimmen, behandelt und gelöst. 

Ich erwähne weiter die Untersuchungen von W. KRULL, "AlIgemeine 
Bewertungstheorie" (J. f . d. r . und ang. Math. 167 (1932)) , in denen die 
Bewertungstheorie nur postulierend entwickelt wird, ohne auf die kon~ 

struktive Erzeugung der allgemeinsten Bewertung einzugehen. Kümmert 
man sich ab er urn die konstruktive Erfassung, so steilte sich heraus, dasz 
die Arbeit von A. OSTROWSKI: "Untersuchungen zur arithmetischen 
Theorie der Körper," Math . Zeitschr. 39 (1934) , in dieser Richtung am 
fruchtbarsten gewesen ist. 

§ 2. Der Ausgangspunkt der Bewertungstheorie ist die gemeinsame 
Behandlung der HENSELschen p~adischen Körper und des Körpers aller 
re ellen ader aller komplexen Zahlen. Der Begriff der Bewertung ist von 
KÜRSCHÁK (J ' f. d . r . und ang . Math. 142 (1913), " Ueber Limesbildung 
und allgemeine Körpertheorie") zum ersten Male eingeführt worden. 
KÜRSCHÁK betrachtet sie als eine Verallgemeinerung des absoluten Betrages 
von a auf den Fall eines beliebigen Körpers: Es sei jedem Elemente a eines 
Körpers K eine reelIe Zahl I a I 50 zugeordnet, dasz den folgenden For~ 
derungen genügt wird: 

1 ) I 0 I = 0; I a I > 0 für a i:. 0, 
2) 11 +a l~ 1 + la l, 
3) I ab I = I a 1· 1 bi, 
4) es gibt in K . wenigstens ein solches Element, dasz I a I von Null 

und Eins verschieden ist. 
Jede solche Zuordnung wird eine Bewertung des Körpers K, die Zahll a I 

die Bewertung von a genannt. Elemente von gleicher Bewertung werden 
als äquivalent bezeichnet. Diebekanntesten bewerteten Körper erhalten 

45* 
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wir. wenn wir für K einen reellen oder komplexen Zahlkörper wählen und 
jedem Element seinen absoluter Wert zuordnen. Die p-adische Bewertung 
des Körpers der rationalen Zahlen mittels einer Primzahl p erhält man 
wenn man jede von Null verschiedene rationale Zahl a in der Gestalt 

a = ~ . pa. darstellt. wo u und v zu p teilerfremde ganze Zahlen sind und 
v 

nUID festsetzt. dasz 1 a 1 = ca. (0 < c < 1) und 10 1 = O. Im betrachteten 
FalIe stellt es sich heraus. dasz 

2a) 1 a + bi:;;; max (I a I. 1 bi) . 

Wenn die Bewertung eines Körpers derartig ist. dasz die schärfere 
Ungleichheit (2a) für jedes Paar van Elementen gilt. so spricht man von 
einer nicht-archimedischen Bewertung. und sonst nennt man die Bewertung 
archimedisch. 

Es ist naheliegend. die bekannten Begriffe des Limes und der Funda­
ment~lfolge von den reellen und komplexen Zahlen auf beliebige bewertete 
Körper zu übertragen. Es ist bekannt. dasz im Körper der reellen Zahlen 
eine Folge nur dann und dann immer einen Grenzwert hat. wenn sie eine 
Fundamentalfolge ist. Man kann behaupten. dasz die irrationalen Zahlen 
dazu eingeführt wurden. um die Bestimmung des Limes einer Fundamental­
folge. die im Körper R der rationalen Zahlen nur ausnahmsweise möglich 
ist. im Körper der reellen Zahlen zu einer stets ausführbaren Operation 
zu machen. Der Körper der reellen Zahlen besitzt also die Eigenschaft. 
dasz jede Fundamentalfolge konvergiert: man nennt darum diesen Körper 
einen vollständigen (oder perfekten) Körper. 

Die Beantwortung der Frage. ob jeder bewertete Körper K zu einem 
vollständigen bewerteten Körper K' ergänzt werden kann. geschieht mittels 
der von CANTOR stammenden Methoden. Die so erhaltene Erweiterung 
wird von KÜRSCHÁK der derivierten Körper K' von K genannt. und K' wird 
bewertet. indem man dem Limes A der Fundamentalreihe al. a2 • ••• die 
Zahl 1 A 1 = lim 1 a~ 1 zuordnet. 

~-+ co 
Zwei Bewertungen lP und VJ eines Körpers K werden äquivalent genannt. 

wenn sie . zu äquivalenten vollständigen Erweiterungskörpern führen. d.h. 
wenn jede Folge {a,,} von K. die für lP eine Nullfolge ist. auch für VJ eine 
N ullfolge ist und umgekehrt. V. D. W AERDEN beweist (Moderne Algebra 
I). dasz für die zwei Bewertungen lP und VJ. VJ eine Potenz von lP ist. d.h. 
eine feste positive Zahl E existiert mit VJ (a) = lP (a)! für alle a aus K. 

In dem FalIe. dasz K den Körper der rationalen Zahlen bedeutet. diese 
abei nicht mit ihren absoluten Werten bewertet sind. sondern in bezug auf 
eine Primzahl p. erhalten wir als derivierten Körper denjenigen Körper. 
den HENSEL mit K (p) bezeichnet. und dessen Elemente er p-adisch. 
rationale Zahlen nennt. Jede von Null verschiedene Grösze des Körpers 
K (p) kann in eine und nur eine unendliche Reihe von der Gestalt 

aopa. + al p«+1 + ... + Bnp«+n + ... 
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entwickelt werden. in der die Exponenten ganze rationale Zahlen sind. die 

Koeffizienten 80.81 •...• 8 n • ... den Zahlen O. 1. 2 ..... p-1 entnommen 
sind und 80 von Null verschieden ist; c'" ist dann die Bewertung dies er 
Zahl. 

Man kann diese p-adischen rationalen Zahlen so definieren. dasz sie 
teils in bezug auf den Primzahl p bewertete gewöhnliche rationale Zahlen 
sind. teils neue Symbole. die so beschaffen sind. dasz sie den Körper der 
in bezug auf p bewerteten rationalen Zahlen zu einem vollständigen Körper 
erweitern. 

Es ist also mit Hilfe des Bewertungsbegriffs die Vollständigkeitseigen­
schaft der p-adischen Körper als auch die "Stetigkeit" des Körpers aller 
reellen oder komplexen Zahlen zu bewerkstelligen. 

In den KÜRSCHÁKschen Untersuchungen ist nun eine allgemeine Vor­
schrift enthalten. die Definition der Bewertungsfunktion von einem gege­
benen Grundkörper auf seine algebraischen Erweiterungen auszudehnen. 
eine Methode von der OSTROWSKI später beweist. dasz sie die einzig 
mögliche ist. 

Vom Grundkörper wollen wir voraussetzen. dasz er ein vollständiger 
bewerteter Körper ist. Bekanntlich wird jede Grösze des erweiterten 
Körpers einer und nur einer solchen algebraischen Gleichung genügen. 
deren Koeffizienten dem Grundkörper K entnommen sind und die in K 
irreduzibel ist. Wir nennen diese Gleichung die Definitionsgleichung jener 
GrÖsze. 

Es sei 

xn + 81 x n
-

I + ... + 8n = 0 
I 

die Definitionsgleichung. welcher u genügt. dann setzen wir I u I = lan In. 
Es handelt sich nun urn die Frage. ob die so zugeordnete Zahl I u I in der 

Tat die Forderungen einer Bewertung befriedigt. Dasz im erweiterten 
Körper die Gleichung 1 up I = I u I . I PI richtig ist. kann leicht bewiesen 
werden und dabei spielt der Urnstand. dasz der Grundkörper K vollständig 
ist. gar keine Rolle. Wollen wir ab er die Ungleichheit 11 + u! :s; 1 + 1 u 1 
beweisen für die bewertete Erweiterung. so braucht man solche Hilfsmittel. 
bei denen die Vollständigkeit des Grundkörpers wesentlich ist. KÜRSCHÁK 
teilt mit. dasz für den Fall. dasz der Grundkörper K(p) ist. das beste Hilfs­
mittel von HENSEL stamrnt. Es besteht nämlich der wichtige Satz (HENSEL. 

Theorie der algebraischen Zahlen. S. 74): Sind die Koeffizienten von 

f(z) = zn + al zn-I + ... + an 

aus K(p) entnommen und ist I an I :s; 1. so kann dieses Polynom nur dann 

in K (p) irreduzibel sein. wenn auch I al I ..... I an I sämtlich :s; 1 sind. 

Ziehen wir noch in Betracht. dasz im Körper K (p) gilt 

I a + b I :s; max (I a I. I b J) . 
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so ersehen wir hier unmittelbar die Richtigkeit der folgenden Behauptung: 
Ist in dem irreduziblen Polynom 

f(z) = zn + al zn-I + ... + an 

so ist auch in 

f(t-l) = t" + ... + bn 

die Bewertung von 

bn = (-I)n + al (-W-I + ... + an 

gewisz :;;; 1. Das ist aber eben der zu beweisende Satz mit der unwesent~ 
lichen Beschränkung I ani:;;; 1. Dieser HENsELsche Beweis kann in allen 
nicht~archimedischen Fällen angewandt werden. Es ist KÜRSCHÁK nicht 
gelungen, diesen HENSELschen Beweis so zu verallgemeinern, dasz er auch 
dann zum Ziele führt, wenn die Bewertung archimedisch ist. Er beweist 
aber die Ungleichheit 11 + a I ~ 1 + I a I mit Hilfe von HADAMARDschen 
Sätzen (HADAMARD, Essai sur l'étude des fonctions données par leur déve~ 
loppement de Taylor; Journal de Math. (4) 8 (1892)). 

Sind nämlich die Koeffizienten von f(z) = zn + al Zn-I + ... + an dem 
vollständigen bewerteten Körper K entnommen und ist f(z) in diesem 
Körper irreduzibel. so ist der Konvergenzradius von 

I 

gleich I an In. 

1 Co Cl 

f (z) = Z + Z2 + ... 

Nun bedeute a in irgendeiner Erweiterung von K eine Wurzel der in K 
I 

irreduziblen Gleichung f(z) = O. Wir setzen lal = lan fn. Es wird dann 
in der Tat 11 + a I :;;; 1 + I a I, denn zwischen den Konvergenzradien 1 und 
l' der Reihen 

1 Co Cl + 1 có có 
f(z)=z+ Z2 ••• und f(t-l)="f+P+'" 

besteht die Ungleichheit l' ~ 1 + 1. Den Beweis unterlassen wir. 
Bei dem Beweise der Forme! I afJ I = I a I . I fJ I wollen wir vorerst den 

Fall betrachten, dasz a und fJ (in bezug auf K) separabe! sind. Die Defini~ 
tionsgleichung von a sei zm + al Zm-I + ... + a m = 0, diejenige von fJ sei 
zn + ... + bn = 0, endlich diejenige von r = afJ sei zh + ... + Ch = O. Die 
zu beweisende Forme! ist 

I I I 

lam Im I bn In = I Ch Ih• 

Es ist das lediglich eine Gleichung zwischen Bewertungen solcher 
Gröszen, die K angeören. Wir wollen darum diejenige Erweiterung L von 
K benutzen, die gerade hinreicht zur Zerlegung von 

(zm + al Zm-I + ... + am) (zn + bi zn-I + .. . + bn) 
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in lineare Faktoren. List eine solche endliche normale Erweiterung von K. 
in welcher jedes Element separabel (in bezug auf K) ist. also zugleich 
eine einfache Erweiterung von K. Es ist L = K(ff) . Die Definitions~ 

gleichung von ff habe die Eoigenden Wurzeln: ff. ff 1 • • ••• ff r- l • Es ist 
a = ep(ff). fJ = 'lI'(b). r = X({}) . 

Es sei rein gemeinsames Vielfaches von m, n und h; ferner sind die 
Produkte 

(z-ep (ff)) (z-ep (ff l )) ••• (z-ep ({}r-I)) 

(z-'lI' ({})) (z-'lI' ({}I)) • •• (Z-'lI'({}r-I)) 

(z-X (ff)) (z-X ({}I)) ... (z-X ({}r-I)). 

r r r 
gleich der - ~ten, - ~ten resp. -h ~ten Potenz von 

m n 

zm + ... + am. zn + ... + bn• zh + ... + eh. 

Es ist demnach 

r 

ep({}) ep ({}I) • •• ep ({}r-I) = ± a~. 

r 

'lI'({}) 'P ({}I)' .. 'P ({}r-I) = ± b~. 

r 

X ({}) X ({}I) ..• X ({}r-I) = ± c~. 

Ziehen wir noch in Betracht. dasz 

so folgt hieraus 

r r r 
± c"=am bn 

h m n' 

also in der Tat 

I I I 

I eh I" = lam Im I bn In. 
Sind a. fJ und r = afJ nicht separabel (in bezug auf K). so bestimmt man 

u. v und w so, dasz 

~ = aPu• p = fJP
v

• r = rPw 

separabel sind. Da für die Elemente ;;. {J. r die Gleichung I-ap I = I ~ 1·1 iJ I 
bewiesen ist. so erhält man auch nun einfach I afJ I = I a 1·1 fJ I. 

Das Erwähnte hat KÜRSCHÁK in die Lage gesetzt. jeden bewerteten 
Körper zu einem algebraisch abgeschlossenen. bewerteten Körper zu 
erweitern. Ob dieser Körper auch vollständig ist. bleibt noch unbestimmt. 

Man kann ab er beweisen. dasz der derivierte Körper dieses algebraisch 
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abgeschlossenen Körpers. also seine kleinste vollständige Erweiterung stets 
wieder algebraisch abgeschlossen ist: Es sei nämlich K ein algebraisch 
abgeschlossener. bewerteter Körper und K' sein derivierter Körper. 
KÜRSCHÁK beweist. dasz jede rationale ganze Funktion 

F(z) = zn + AI zn-I + ... +An. 

deren Koeffizienten K' entnommen sind. in K' in lineare Faktoren zerfällt. 
Er bildet eine Funktion f(z) = zn + al zn-I + ... + an . deren Koeffizien~ 
ten dem Körper K entnommen sind und die Ungleichungen 

lal-All < t • • . . • I an-An I < e 

befriedigen. Es ist für f (z) immer eine Zerlegung 

((z) = (z-a l ) (Z-a2) ... (z- an) 

möglich. Es werden nun n Fundamentalfolgen nach der Rekursionsformel 

gebildet. Bezeichnen wir ihre Limes in K' mit 1'1 ••••• Y,· • . ••• rn. so ist 
F( z ) = (z :- rd (Z- r2 ) '" (z-rn)' Damit hat dann KÜRSCHÁK das 
Ziel seiner Abhandlung erreicht: Jeder bewertete Körper kann erweitert 
werden zu einem algebraisch abgeschlossenen. vollständigen. bewerteten 
Körper. 

Die gefundenen Resultate befähigen uns also auch. jede algebraische 
Erweiterung des Körpers K (p) der p~adischen rationalen Zahlen zu be~ 
werten. KÜRSCHÁK bemerkt. dasz HENSEL für diesen Fall nicht die 
HADAMARDschen Sätze. sondern viel einfacheren Untersuchungen über die 
Zerlegung der ganzen FUlllktionen in K (p) benutzt. KÜRSCHÁK beschlieszt 
den § 45 seiner Abhandlung mit der Bemerkung. dasz auch in allen anderen 
Fällen die Sätze über die Bewertung der algebraischen Erweiterungen 
mittels solcher Methoden bewiesen werden können. die den HENsELschen 
Ueberlegungen etwas näher stehen als die von ihm selbst benutzten. Er 
hat ab er vergebens nach einer gröszeren Annäherung gestrebt. Es gelingt 
K. RVCHLIK (J.f.d.r. u. ang. Math. 153 (1924)) die KÜRSCHÁKschen 
Resultate mittels der HENSELschen Methoden zu beweisen (siehe § 5 dieses 
Kapitels) . 

§ 3. KÜRSCHÁK stellt am Schlusse seiner Abhandlung folgende Frage: 
Ist schon die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung des Körpers 
der rationalen p~adischen Zahlen vollständig? Oder. gibt es in der kleinsten 
Erweiterung von K (p) zu einem algebraisch abgeschlossenen vollständigen 
Körper GrÖszen. die keiner algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus 
K(p) genügen? Er spricht die Vermutung aus. dasz es solche "transzen~ 
denten" p~adischen Zahlen wirklich gibt. Es ist OSTROWSKI gelungen nicht 
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allein diese Frage zu bejahen, aber sogar die allgemeinere Frage zu lösen. 
wann die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung K' eines voll­
ständigen Körpers K vollständig ist (OSTROWSKI: Fragen der allgemeinen 
Körpertheorie. J. f. d. r. u. ang. Math. 143 (1913)). Er beweist nämlich. 
dasz: 

1. jede endliche separable Erweiterung eines vollständigen Körpers 
vollständig ist; 

2. eine unendliche separabele algebraische Erweiterung eines vollstän­
digen Körpers nicht vollständig ist und 

3. die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung eines vollstän­
digen Körpers dann und nur dann vollständig ist, wenn sie endlich in bezug 
auf diesen Körper ist. Für die Beweise verweisen wir auf die Original­
abhandlung. 

Vier Jahre nachher erscheint von OSTROWSKI ein zweiter Aufsatz: Zur 
Theorie der perfekten Körper (J.f.d.r.u . ang. Math. 147 (1917)). In 
einer Fusznote bemerkt OSTROWSKI, dasz er die Definition der Bewertung 
statt der Forderung [1 + a [ :s; 1 + [a [ der schärferen Bedingung 
[a + b [ :s; max ([ a [, [ b [) unterwirft. (Damit beschränkt er sich also auf 
die nicht-archimedischen Bewertungen. Wie OSTROWSKI an anderer Stelle 
zeigt 1), sind die wichtigsten Fragen der Bewertungstheorie im FalIe der 
archimedischen Bewertung trivial zu beantworten.) 

Es wird in der zweiten Abhandlung OSTROWSKIS die folgende Frage 
untersucht: Unter welchen Umständen ist eine bewertete algebraische 
Erweiterung eines vollständigen bewerteten Körpers selber vollständig? 
Es stellt sich heraus. dasz 

I. jede endliche bewertete Erweiterung Keines vollständigen Körpers 
K vollständig ist; 

2. eine algebraische bewertete Erweiterung Reines vollständigen 
Körpers K. die Gröszen von beliebig hohem Grade in bezug auf K enthält. 
nicht vollständig ist; 

3. die kleinste algebraisch abgeschlossene bewertete Erweiterung R 
eines vollständigen Körpers K dann und nur dann vollständig ist. wenn 
sie endlich in bezug auf Kist. Den Satz 3 hat OSTROWSKI bereits in seiner 
früheren Abhandlung vollständig, die Sätze I und 2 aber nur unter der 

Voraussetzung bewiesen, dasz R separabel in bezug auf Kist. Wir müssen 
die Beweise unterlassen. 

Zum Schlusz sei noch erwähnt, dasz OSTROWSKI in dieser Abhandlung 
beweist. dasz die von KÜRSCHÁK angegebene Bewertung algebraischer 
Erweiterungen auch die einzig mögliche Bewertung derselben ist. Der 
Beweis folgt hier in § 6. 

§ 4. Die im Jahre 1918 in dem Acta Mathematica 41 erschienene 

1) Ueber einige Lösungen der FunktionaIgleichungen tp (xy) = rp(x) tp (y) ; Acta 
Mathematica 41 (1918). 
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Arbeit "Ueber einige Lösungen der Funktionalgleichung g;(xy) = g;(x)g;(y)" 
voo A. OSTROWSKI darf man sehr wichtig für die Bewertungstheorie 
nennen. In dieser Abhandlungen sollen die Lösungen der Funktional­
gleichung 

g;(xy) = g;(x) (y) 

mit der Nebenbedingung g;(0) = 0 unC! 

g;(x + y) ~ g;(x) + g;(y) 

( 1 ) 

(2) 

untersucht werden, wo die Funktion g; nur reelIer Werte fähig ist, die 
Argumente x, y, ... aber sämtliche Elemente eines beliebigen Körpers 
darstellen. Untersucht man zuerst das System (1), (2) im Körper R der 
rationalen Zahlen, dann ist, abgesehen von einigen trivialen Lösungen, 
entweder 

g; (x) = IlxW 
(wenn man für gewöhnliche Absolutbetragbewertung Doppelstriche 
benutzt). oder 

g; (x) = cll(P,x) 

wo a(p, x), die Ordnung, die ganze Zahl ist von der Eigenschaft. dasz 

(x ) in gekürzter Form weder im Zähler noch im Nenner p enthält. 
a p.x 

Der von OSTROWSKI herrührende Satz zeigt also, dasz die uns bekannten 
Bewertungen des Körpers der rationalen Zahlen, nämlich die p-adischen 
und die nach dem absoluten Betrag, im wesentlichen die einzig möglichen 
sind. Der Beweis von OSTROWSKI ist später von ARTIN (Ueber die Bewer­
tungen algebraischer Zahlkörper. J. f. d. r. u. ang. Math. 167, 1932) und 
v. D. WAERDEN (Moderne Algebra I) etwas vereinfacht worden. Wir 
geben hier den Beweis von V. D. WAERDEN. 

Bezeichnen wir g; (a) mit 1 a I, so folgt einfach 1 n 1 ~ 11 n 11, wenn n eine 
ganze rationale Zahl ist. Seien nun a und b zwei natürliche Zahlen > 1 
und entwickeln wir b~ nach Potenzen von a 

b~ = Co + Cl a + ... + Cn an• 0 -== Ck < a, Cn =f O. 
-== log b 

Es i5t an -== b~. d.h. n =" . -I -. al50 
. oga 

I b~ I -== I Co I + I Cl 11 a 1 + ... + 1 Cn 11 a In 
-== a (1 + 1 a 1 + ... + 1 a In) 
-== a (n + 1) max (1. I a In) 
-== a (n + 1) Mn. 

wenn M = max (1, 1 a I). also 

(
I b ) 10gb 10gb 

I b I~ < a ~,,+ 1 M log a . ~. oder I b 1-== M log a 
loga 

10gb 

I b 1-== max (1.1 a I log a ) • 
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1. Die Bewertung ist archimedisch: dann gibt es ein b mit I bi> 1. 
Wäre für irgend eine andere ganze Zahl a > 1 etwa I a I:;; 1. so würde 
aus der eben bewiesenen Ungleichung der Widerspruch I bi:;; 1 folgen. 
Es ist also I a I > 1 für alle ganzen a > 1. Also gilt 

10gb 

Ibl-<:::Ial loga
; 

I I 

da ab er a und b vertauscht werden können. so gilt I a I log a = I b I log b • 

Ist I b I = be • so folgt hieraus I a I = ae und a1so I r I = II r W für 
jede rationale r. Es ist e> 0 wegen I a I > 1. und e:;; 1 wegen 2e = 
121 = 11 + 1 I :;; 1 + 1 = 2. 

2. Die Bewertung ist nicht-archimedisch; es ist also I a I :;; 1 für alle 

ganzen a. Aus lal < 1 und Ibl < 1 folgt la + bi:;; max (lal . Ibl) < 1. 
also bildet die Gesamtheit aller ganzen Zahlen a mit I a I < 1 ein Ideal im 
Ring der ganzen Zahlen; das Ideal ist primo weil aus ' I ab I = I a I . I b I < 1 
entweder I a I < 1 oder I b I < 1 (oder beides) folgt und jedes Primideal 
wird im Ring der ganzen Zahlen von einer Primzahl erzeugt. also sind alle 
gamze Zahlen a mit I a I < 1 Vielfachen einer Primzahl p. Jede rationale 

Zahl r kann in der Form r = m pe mit ganzen. nicht durch p teilbaren m 
n 

und n geschrieben werden. 

Da I m I = I n I = 1. so wird I rl = I p Ie = p-eo • wo cr = -log I p I eine 
logp 

feste. wegen I p I < 1. positive Zahl ist. 
Aus der zweiten Hälfte dies er Abhandlung geht hervor. dasz bei den 

tiefergehenden Untersuchungen der Bewertungstheorie allein die nicht­
archimedischen Bewertungen von Belang sind. Denn es gilt Illach 
OSTROWSKI: Ein archimedisch bewerteter Körper Kist zu einem mit ge­
wöhnlichen Absolutbeträgen bewerteten Körpe.r aus komplexen Zahlen 
isomorph. 

Betrachten wir nämlich den Körper W aller reellen Zahlen. so gibt es 
in W irreduzible Funktionen von einer Unbestimmten nur vom zweiten 
Grade und es genügt eine Wurzel einer von ihnen. etwa von x 2 + 1 zu 
adjungieren um den Körper Z aller komplexen Zahlen zu erhalten. in dem 
es schon keine nichtlinearen irreduziblen Funktionen von einer Unbe­
stimmten mehr gibt. 

Ordnet man jeder Zahl a von Z die Zahl II alle zu. so stellt der so 
entstehende bewertete Körper Z g zugleich einen vollständigen Körper da. 
weil Z es ist. Von Ze gilt nun der wichtige Satz: 

Es gibt keilllen archimedischen bewerteten Körper K. der einen Körper 
Ze zum Unterkörper hat. ohne mit ihm identisch zu sein. 

Nehmen wir nämlich an. es gebe eine bewertete Erweiterung K von 
Ze. und es sei x ein in K aber nicht in Ze enthaltenes Element. Es sei die 
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untere Grenze der Zahlen I x - a I. wo a alle Gröszen von Ze durch~ 
läuft. gleich m. Dann gibt es ein A aus Ze mit I x - A I = m. Denn sonst 
müsste es eine Folge der komplexen Zahlen ai (i = 1. 2 •.. . ) geben. so dasz 

lim Ix-anl=m ist. 
n-+ 00 

Die komplexen Zahlen ai müszten ab er dann eine Häufungsstelle A 
haben mit I x - A I = m. denn die absoluten Beträge der Zahlen ai sind 
begrenzt. wegen 

lail-= lxi + lx-ai I. 
Das Element x - A von K. das wir durch y bezeichnen. hat dann die 

Eigenschaft. dasz für alle Gröszen aus Z gilt: I y - a I ~I y I = m. Wäre 
m 7:. O. so existierte ein a von Ze mit 0 < I a 1< m = I y I. 

Nun besitzt auch y - a die Eigenschaft. dasz für kein Element a von 
Z e Iy-a-al < Iy-al = m sein kann. Daher besitzt auch y-2a 
jene Eigenschaft. dasz für keÎill Element a von Z e 

ly-2a-al < ly-2al = m 
sein kann. Also ist I y - na I = I y I = m für jede natürliche Zahl n. Dies 
ist aber unmöglich. Denn es folgte dann 

2m = I y - na I + I y I ~ I na I = ne I a I . 
wo die rechte Seite mit n unendlich grosz wird. während 2m konstant ist. 
also wäre die Annahme m 7:. 0 unmöglich. 

Es stellt sich nun leicht heraus. dasz ein beliebiger. arChimedisch bewer~ 
teter Körper K mit einem Unterkörper von Ze analytisch isomorph ist 
(d.h. so isomorph. dasz die entsprechenden Elemente dieselben Bewertungen 
haben). Denn der derivierte Körper K' enthält den bewerteten Körper 
We (oder einen zu ihm analytisch isomorphen). Ist x 2 + 1 = 0 irreduzibel 
in K'. so adjungieren wir zu K' eine Wurzel von x 2 + 1 = 0 \Mld bewerten 
den so entstandenen Körper Kil (andernfalls setzen wir Kil = K'). Dann 
musz Kil einen mit Ze analytisch isomorphen UnterkörperZ~ enthalten. 
Nach dem Bewiesenen fällt aber Kil mit Z~ zusammen. Also ist K mit 
einem Unterkörper von Z e analytisch isomorph. Ist umgekehrt K mit einem 
Unterkörper von Z isomorph. und ordnen wir jedem Element von K die 
Bewertung zu. die das ihm entsprechende Element in Ze hat. so entsteht 
ein-e archimedische Bewertung von K. Zum Schlusz sei noch erwähnt. dasz 
man aus jeder isomorphen Abbildung von K auf Z nach dem Obigen eine 
archimedische Bewertung von K herleiten kann. 

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Satz. durch welchen die 
Theorie der archimedischen Bewertungen erledigt wird: 

Alle archimedischen Bewertungen eines Körpers K werden erhalten. 
indem man K auf alle möglichen Weisen in den Körper der re ellen oder 
in den der komplexen Zahlen einbettet und jedesmal I a I = 11 alle. 0 < e:;;; 1 
setzt. 



Mathematics. - Elemente der intuitionistischen Funktionentheorie. 
(Fünfte Mitteilung) I). Die intuitionistische Uebertragung des 
PICARDschen Satzes. By M. J. BELINFANTE. (Communicated by 
Prof. L. E. J. BROUWER.) 

(Communicated at the meeting of May 31. 1941.) 

Dieser Schlussteil meiner Untersuchung enthält die intuitionistische 
Uebertragung der PICARDschen Sätze 1). deren elementarer Beweis das 
Hauptziel meiner Untersuchungen über die Elemente der intuitionistischen 
Funktionentheorie war. Bei diesem Beweis ist der LANDAuschen Dar­
stellung 2) auf Schritt und Tritt gefolgt. Es enthält § 1 einen Hilfssatz. 
§ 2 den BLOCHschen Satz. § 3 den SCHOTTKYSchen Satz. § 4 den kleinen 
PICARDschen Satz und § 5 die intuitionistische Uebertragung des grossen 
PICARDschen Satzes. 

§ 1. Satz A. Es sei {(z) regulär {ür I z 1-== Rund ebenda I {(z) I < M. 
Es sei weiter {(O) = 0 und I {' (0) I =- a> O. Es lässt sich dann eine nur 
von a. Rund M abhängige. positive Konstante rp = rp (M; aR) derart 
bestimmen. dass ((z) in I z 1< R alle Werte w annimmt. die dem 
absoluten Betrage nach -== rp sind. 

Beweis. Wie aus der Betrachtung von F(z) = k~ ~) ersichtlich. 

können wir uns auf den Fall R = 1. {' (0) = 1 beschränken. Es ist dann 
1 

M=-l. Nun hat man für Izl-== 4 M: 

I {(z) - z I = 1.$ zn ~n! (0) 1 < ~ i;: -== t I z I. 

1 
folglich für I z I = 4 M: 

1 
1{(z)1 > 6M· 

1 
Mithin ist für I w I -== 6 M : 

J {' (z) d z = J {' (z) d z + ~ wn J {' (z) d z = 2 7t V -1. 
{(z)-w ((z) L.J I {(z)ln+1 

1 1 1 1 
Izl= .. M Izl= .. M Izl= .. M 

1) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, H. 173, 276, 420. 563. Von 
dieser fünften Mitteilung wurden die Resultate schon mitgeteilt in Proc. Kon. Akad. v. 
Wetensch., Amsterdam, 34, 1395-1397 (1931). 
' 2) E. LANDAU, Darstellung und 8egründung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionen­

theorie. 2te Aufl. 1929. 
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Folglich lässt sieh nach dem Hauptsatz der dritten Mitteilung 3) für 

I w I ~ 6 ~ eine N uil stelle von f (z) - w in I Z I < 4 ~ bestimmen. Also 

1 a2R2 
ist g; = 6 M und im allgemeinen Fall g; = 6 M eine Zahl mit der ver-

langten Eigenschaft. 

§ 2. Satz B. Es sei f (z) regulär für I Z I ~ 1 und I f' (0) I ==- 1. 
Alsdann nimmt f(z) dort alle Werte eines Kreisinnern vom Radius B 
an. wo B eine absolute Konstante ist. 

Beweis. Wie aus der Betrachtung von F (z) = f,\~) ersichtlich. 

können wir uns auf den Fall f' (0) = 1 beschränken. Wir zeigen. dass 
die Konstante g; (1: t) von Satz A § 1 Radius eines solchen Kreisinnern 
Kist. Um bei einer vorgelegten Funktion f(z) den Mittelpunkt Wo von 
K zu bestimmen. wählen wir eine sOlche positive Zahl f-t. dass f' (z) 
in I z I ~ 1 dem absoluten Betrage nach < f-t bleibt. Weit er bestimmen 

wir die. ganze Zahl p 50. dass f-t t t < 1 ist und schliesslich wählen 

wir zu jeder ganzen Zahl n ~ p (inklusive Null) eine rationale Zahl M n 

1 
und ei ne komplexe Zahl Zn mit I Zn I = 1 - 2n in sOlcher Weise. dass 

I f' (Zn) I> M n - t ist und die Beziehung I f' (z) 1-== M n für jedes z mit 
I z I = I Zn I (also nach Satz 7 der zweiten Mitteilung 4) auch für jedes z 
mit I z I < I Zn I) gilt. Da Zo = 0 und f' (0) = 1 ist. darf Mo = 1 gesetzt 

Mp 
werden. Es ist offenbar 2P < 1: mithin lässt sieh ein solches v < p 

bestimmen. dass: 

ist. Es ist dann f (Zy) der gesuchte Mittelpunkt wo. Denn setzen wir 
1 

g(z)=f(z+zv)-f(zy). so haben wir für Izl-== 2Y+1 : 

Iz+zyl -== IZY+II. mithin If' (z+zy)1 ~ MY+l < 2Y+1
• 

folglich: 
z,.+z 

I g (z) I = I J f' (C) d C I < 1. 
Zy 

3) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, 44, 420. 
4} Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, 44, 285. 
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Es ist weiter g (0) = 0 und I g' (0) 1 = 1 f' (Zy) 1 > My - t =-- 2y
-

l
. 

. 1 
Wend et man also den Satz von § 1 an auf g (z) mlt M = 1. R = 2 y +1 

und a = 2Y
-

I • 50 erkennt man. dass g (z) alle Werte des Kreisinnern 

Iwl-=cp(l:i)=B in izl<2!+1 annimmt. Mithin nimmt die Funktion 

f (z) = g (z - zv) + Wo alle Werte des Kreisinnern 1 w - Wo 1-= B an und 

zwar in Iz--z,,1 < 2!+1' also in Izl < 1. 

§ 3. Satz Cl' Zu jedem w> 1 und jedem {) mit 0 < {) < 1 lässt 
sich eine solche positive Zahl tp (w: {)) bestimmen. dass jede in 1 z i -= 1 
reguläre Funktion F (z). die dort den Bedingungen F (z) * O. F (z) * 1 

und ~ < 1 F(O) 1 < w 5) genügt. in Iz I-={) der Ungleichung 1 F(z) 1 <tp(w; {)) 
w 

genügt. 
Dem Beweis schicken wir einige HiIfssätze voraus. 

Lemma I. Setzt man: 

G=±log(Vm+l + Vm)±tnnV-l 
(m. n ganz positiv oder NulL). 

sa ist: 

Lemma 11. Ieder Kreis vam Radius Eins enthält wenigstens einen 

Punkt G = ± log (V m + 1 + V m) ± t n n V - f in seinem Innern. 

Lemma 111. Es sei f(z) regulär für 1 z 1-= 1 und es gäbe in jedem 
Kreisinnern vom Radius Eins einen Wert. den f(z) auslässt. 6) Es sei 
weiter {) eine positive Zahl kleiner als Eins. Alsdann gilt für jedes 
Izl-={): 

1 f' (z) 1-= (l_l{)) B' 

wo B die Konstante van Satz · B § 2 ist. 

Beweis von Lemma lIl. Für jedes 1 Zo 1 -= {) gilt entweder : 

5) Diese letzte Bedingung darf durch die geringere I F(O) 1< w ersetzt werden. Vgl. 
Satz C2. 

6) Wir sagen, dass f(z) in einern Gebiet B den Wert a auslässt, falls die Beziehung 
f(z) = a für jedes z in B ungereirnt ist. 
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Da im letzten Fall die Hilfsfunktion g (z) '= {~;~+-&~Ir(~~)z I in I z 1-= 1 

regulär und g' (0) = 1 ist. nimmt g (z) dort nach Satz B § 2 alle Werte 
eines Kreisinnern vom Radius Ban. Mithin nimmt {(z) in I z 1-= 1 zwar 
alle Werte eines gewissen Kreisinnern K vom Radius B (1- -&) I f' (zo) I 
an, jedoch (nach Voraussetzung) nicht alle Werte ei nes mit K konzen~ 

. trischen Kreisinnern vom Radius Eins und hieraus folgt sofort die 
Behauptung. 

Beweis von Satz Cl' Durch die Beziehung: 

oder : 

{(Z)=log(l i logF(z) _ 11 logF(z) -I) . .. (I) 
r2nV-I r2nV-I 

"'v -1!e 2!(Z)+e- 2!(Z)! 

F (z) = - e 2 • • • • • • (2) 

werden wegen F (z) -=f- 0 und F (z) -=f- 1 in I z I -== 1 reguläre Funktionen 

{(z) definiert. Wegen ~ < I F (0) 1< 00 lässt sich zu jeder die Bedingungen 
00 

des Satzes erfüllenden Funktion F (z) eine Funktion ((z) so festlegen. 
dass f(O) dem absoluten Betrage nach kleiner als eine nur von 00 ab~ 

hängige. positive Zahl cp (00) ist. Wenn nun G dieselbe Bedeutung hat wie 
in Lemma I. so ist nach Lemma I und (2). wegen F (z) -=f- 1. ((z) -=f- G.7) 

Nach Lemma 11 und 111 hat man also: I f' (z) 1-== (1_1-&) B für jedes 

I z 1-= -&. Mithin ist für jedes I z 1-== -& : 

{} 

I ((z) 1-== I f(O) I + J I f' (z) I d z < cp (00) + (1_-&-&) B' . . (3) 
o 

Aus (2) und (3) folgert man nun leicht. dass sich eine positive. nur 
von 00 und -& abhängige. Zahl lP (00. -&) bestimmen lässt mit der Eigen~ 

schaft. dass jede die Bedingungen des Satzes erfüllende Funktion F (z) 
für I z 1-= -& absolut genommen kleiner als lP (00. -&) bleibt. w.z.b.w. 

Satz C 2• Es gilt die Behauptung von Satz Cl auch. (alls statt 

~ < I F (0) I < 00 nur I F (0) I < 00 vorausgesetzt wird. 
00 

7) Denn für eine reguläre Funktion F(z) folgt aus F(a) * F(b) , dass a * bist. 
wie aus 

F (b) - F (a) = l; (b~;)n Fn (a) -=f- 0 
I 

ersichtlich. 
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei co > 3. Es ist 
1 2 

entweder: IF(O)I > - oder: IF(O)I < -. Im letzten Fall braucht man 
co co 

nur Satz C) anzuwenden auf F) (z) = 1 - F (z) mit co + 1 statt co. 

§ 4. Satz D. Es sei F (z) ganz und variabel und es seien a und 
b =j=. a komplexe Zahlen. Alsdann nimmt F (z) wenigstens einen der 
Werte a und b sn. 

Bemerkung. Die Aussage: "Eine ganze nicht-konstante Funktion F(z) 
lässt entweder keinen oder nur einen Wert aus" ist nicht stichhaltend. 
Man erkennt dies an dem Beispiel F(z) = eZ (1 + a eZ

). falls weder a = 0 
noch a =j=. 0 bekannt ist. 

Beweis von Satz D. Wir setzen ((z) = F iz
) - a und zeigen. dass ((z) 
-a 

wenigstens einen der Werte Eins und Null annimmt. Wir bestimmen Zo 

derart. dass f' (zo) =j=. 0 ist. Sei co > 1 so gewählt. dass 1 {(zo) 1 < co ist 

d . - 2 lJ' (co; t) ( . I) d' K t SC' {}- 1 un sel r - 1 f' zo) 1 • wo lJ' co. "2 Ie onstan e von atz 2 mlt -2 

ist. Wir setzen n) = O. n2 = 1 und wählen für v = 1 ; 2 ein den Kreis 
1 z - Zo 1 = r in seinem Innern enthaltendes Polygon L~. auf dessen Rande 

{(z) =j=. n~ ist. Sei nun I~ = ~ f{{(' ()z) dz . Ist I y > o. so lässt sich 
2n -1 z ny 

Ly 

nach dem Satz vom Integral der logarithmischen Ableitung eine Null­
stelle von {(z)-n~ bestimmen. Folglich brauchen wir nur zu beweisen. 
dass die Beziehung I) = 12 = 0 unmäglich richtig sein kann. In diesem 
Fall aber wäre nach Satz VI der zweiten Mitteilung 8) in dem Kreis 
1 z - Zo 1 = r: {(z) =j=. 0 und ((z) =j=. 1. Setzen wir: 

() f 
~ 2 lJ' (co; t) ~ 

gz= ?r~z+zo~. 

so wäre für 1 z 1-== t. wegen 1 g (0) 1 = 1 {(zo) I < co. nach Satz C2 1 g (z) 1 < lJ' (co; t). 
folglich 1 g' (0) 1 < 2 lJ'(co; t). entgegen der Beziehung g' (0) = 2 lJ'(co; t). 

Umkehrung von Satz D. Eine ganze Funktion F (z). die zwei von 
einander verschiedene Werte a und b auslässt. ist konstant. 

Beweis. Wäre F (z)) =j=. F (Z2)' so wäre nach Satz D entweder irgendwo 
F (z) = a oder irgendwo F (z) = b. entgegen der Voraussetzung. 

§ 5. Hilfssatz. Es sei {(z) eindeutig-regulär und variabel für O<lzl-==r 
und es sei lJ' (co; t) die Konstante von Satz C2 mit {} = t. Es seien 
weiter drei komplexe Zahlen Cl' C und C2 gegeben. die (olgenden Be­
dingungen genügen: 

S) VgI. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .. Amsterdam, H, 284. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 46 
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I C21 < I C I < I Cl I < r e-4n . 

I ((C.) I < w; ,,= 1. 2 

If(C) I > ljl (w; t)· . 

(1) 

(2) 

(3) 

Alsdann nimmt {(z) in I z 1-== r wenigstens einen der beiden Werte 
Null und Eins an. 

Beweis. Wir setzen n. = 0 und n2 = 1. Wir wählen Eür ,,= 1. 2 in 
I z 1< r zwei Polygone l. und L. (I. innerhalb L.) in solcher Weise. dass 
der Ring 

IC2 Ie- 4n-==lzl-==ICl l e4n ....... (C) 

in dem von l. und L. gebildeten Polygonring liegt und dass auE dem 
Rande von l. und von L. die Ungleichung ((z) =f n. gilt. Wir setzen 
weiter: 

1- __ I _ Jf'(Z)dZ _ 1 Jf'(z)dz 
. - 2nV-l f(z)-n . 2nV-l f(z)-n . · 

L. I. 

Falls die ganze. nicht negative Zahl I. > 0 ist. so lässt sich nach dem 
N ebensatz zum Hauptsatz der dritten Mitteilung 9) eine N uil stelle von 
f(z) - n. bestimmen. Wir brauchen also nur zu beweisen. dass die 
Beziehung 11 = 12 = 0 unmöglich richtig sein kann. In diesem Fall aber 
wäre nach einem Satz der dritten Mitteilung 10) die Beziehung {(z)-n.=fO 
in dem Ring (C) erfüllt. Bestimmen wir nun Eür p = 1. 2 die in I z 1-== 1 
regulären Funktionen hp(z) durch die Beziehung hp(z) = {(Cp e4nz). so 
wäre Eür I z 1-== 1: hp(z) =f O. hp(z) =f 1 und I hp(O) 1< w. Nach Satz C2 
wäre dann Eür I z 1-== t: I hp (z) I < ljl (w; t). Eolglich: If(z) I < ljl (w; t) Eür 
;edes z mit I z I = I Cp I. mithin (nach einem Satz der dritten Mitteilung I I)) 
auch Eür ;edes z mit I C21 < I z I < I C. I. entgegen den Voraussetzungen 
(3) und (1). 

Satz EI. Es sei F (z) eindeutig~regulär {ür 0 < I z - Zo I < Rund es sei 
der Punkt Zo wesentlich singulär. Es seien zwei von einander ent{ernte 
komplexe Zahlen a und b und eine positive Zahl (! < R beliebig vor~ 
gelegt. Alsdann nimmt F (z) in dem Kreise I z - Zo I = (! wenigstens 
einen der beiden Werte a und ban. 

B . W · f() F(zo+Rz)-a . d bh ' . ewelS. Ir setzen z = b un raue en nur zu zelgen. 
-a 

o 
dass f (z) in dem Kreise I z I < R = r wenigstens einen der beiden Werte 

Eins und Null annimmt. 

9) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .• Amsterdam. +f. 425. 
10) Nebensatz zu Satz VI der zweiten Mitteilung. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• 

Amsterdam. +f. 425. 
11) Nebensatz zu Satz VII der zweiten Mitteilung. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• 

Amsterdam. +f. 425. 
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Nach dem WEIERSTRASSschen Satz 12) können wir drei komplexe 
Zahlen Cl' C und C2 bestimmen, welche die Bedingungen (1), (2) und (3) 
des Hilfssatzes erfüllen. Folglich ist der Satz eine unmittelbare Folgerung 
des Hilfssatzes. 

Bemerkung. In der klassischen Theorie beweist man den Satz, dass 
eine für 0 < I Z - Zo I < R eindeutig~reguläre Funktion, die dort die Werte 
a und b auslässt, in Zo keine wesentlich singuläre Stelle hat. Wir be~ 
wei sen jetzt eine mit diesem klassischen Satz verwandte intuitionistische 
Umkehrung des grossen PICARDschen Satzes: wir betonen aber, dass 
der obi ge Satz EI keineswegs eine unmittelbare Folgerung dieser Um~ 
kehrung El ist. 

Satz E 2• Es sei F (z) eindeutig~regulär (ür 0 < I z - Zo I < Rund es 
habe die LAURENTsche Reihe: 

wenigstens einen von Null ent{ernten Koefllzienten bk. Es seien weiter 
zwei komplexe Zahlen a und b -=f a und eine positive Zahl e < R 
derart gegeben, dass F (z) in I z - Zo I < e die Werte a und b auslässt. 
Alsdann ist Zo ein Pol von bestimmter Ordnung 13). 

Beweis. Wir setzen wieder {(z) = F(zo:3:)-a. Wi~ wählen Cl und 

w > 1 derart, dass I Cl 1 < k e- 1 ,. und I ((Cl) 1< w (1) ist. Sei b kleiner als 

jede der Zahlen I Cl I und ~ 2 J ~; ~ t)' Es lässt sich dann C mit I Cl = b 

50 bestimmen, dass I {(C) I> 1f' (w: t) (2) ist. Denn aus I {(z) I < 21f' (w: t) 
für jedes I z I = b würde folgen: 

Ibkl = 12n~ -1 J {(Z)Zk-1 d z I < Ibkl· 
Iz l=rl 

Aus (1) und (2) folgern wir nun, dass die Beziebung I {(C2) 1< w 
unmöglich für ein C2 mit I C2 1 < 1 C I erfüUt sein kann, da sonst {(z) nach 

dem obigen Hilfssatz in I z I < ~ einen der beiden Werte Eins und N uil 

annehmen würde. Es gilt somit I {(z) I > t w für I z I < I Cl. Folglich hat 
((z) nach der Umkehrung des WEIERSTRAssschen Satzes 11) in z = 0 
einen Pol bestimmter Ordnung. 

12) VgL. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, H. 565. 
13) Vgl. die Umkehrung des WEIERSTRASSschen Satzes, Proc. Ned. Akad. v. 

Wetenseh., Amsterdam, H. 566. 
14) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• Amsterdam, H. 566. 

46* 



Mathematics. - Quelques applications de la théorie moderne du potentiel aux !onctions 
holomorphes. Par A. F. MONNA. (Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of May 31. 1941.) 

1. Introduction. - Le but de eet artide est de montrer par quelques exemples 
I':importance d'une application aux fonctions holomorphes de la théorie moderne du 
problème de DIRICHLET et des fonetions sous--harmoniques, ou encore plus généralement, 
de la théorie moderne du potentie I. 

D'une part, l'importance de cette application a un sens direct: od peut obtenir des 
généralisations de théorèmes connus, par exemple des généralisations quant à la frontière 
des domaines. 

D'autre part I'application des résultats de la théorie mentionnée peut faire sortir la 
vraie nature d'un théorème. En effet, puisqu'on applique des théorèmes sur des fonctions 
réelles, la voie s'ouvre pour obtenir des théorèmes dans un espace à plus de deux 
dimensions - naturellement des théorèmes sur des fonctions ree lies - qui correspondent 
à des théorèmes sur les fonetions holomorphes. Si une telle généralisation est possible, 
on peut présumer que Ie théorème sur les fonetions holomorphes peut être établi sans 
aucun moyen spécifiquement deux-dimensionneI. et inversement. si une telle généralisation 
n'est pas possible, il semble que de tels moyens. par exemple la représentation conforme, 
sont indispensables. 

Remarquons que si !(z) est holomorphe dans t(n domaine, log I f(z) I y est sous­
harmonique. 

Dans ce qui suit nous faisons usage de la notion de "mesure harmonique". 
M. R. NEVANLINNA a déjà utilisé cette notion dans son livre "Eindeutige Analytische 
Funktionen", mais pas sous la forme la plus générale. Pour la théorie générale de cette 
mesure on peut voir un artide de M. BRELOT. intitulé "FamilIes de PERRON et problème 
de DIRICHLET" 1). L'auteur y étudie Ie problème de DI·RICHLET pour valeurs-frontière 
non continues. Il arrive aux notions "mesure harmonique intérieure" et "mesure harmonique 
extérieure" d'un sous--ensemble de la frontière d'un domaine. Si ces deux mesures sont 
égales. il appelle la valeur commune la ,.mesure harmonique" et I'ensemble est dit 
"mesurable". En particulier les ensembles boréliens sont mesurables. La mesure harmonique 
est indiquée par ",p (e); elle dépend de la position du point P dans Ie domaine et est 
une fonetion harmonique de P . 

Les résultats sur les fonctions harmoniques ou sous-harmoniques sont valables dans un 
espace eudidien à un nombre quelconque de dimensions. 

2. Lemme de SCHWARZ. - Ce lemme apparait comme un cas particulier d'une formule 
donnant une représentation générale des fonctions sous-harmoniques: 

Si u(P) est sous-harmonique dans Ie domaine borné n et si u admet une majorante 
harmonique dans n, d'oil résulte qu'i1 ,y a une plus petite majorante harmonique u· (P) 
pour u, alors on a 

u (P) = - J G (P. 8) d f) (8) + u· (P). (1) 
Q 

1) Aeta de Szeged IX (1939). 
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lei, (J signifie une distribution de masse positive dans Q (déterminée uniquement par u) 
et G(P. S) la fonction de GREEN pour Q avec pöle en S (au sens générali:sé de WIENER; 
G peut donc être discontinu en quelques points de la frontière .2'). Si en particulier u est 
borné supérieurement dans Q, u:S; M , il s'en suit 

u (P)-==-J G (P. S) dB (S) + M. (2) 

Q 

Supposons que u(P) est telle que la distribution (J contienne les masses finies ni >0 
dans les points Si' en nombre fini ou in fini dénombrable. Alors on obtient, G étant > 0, 

u (P) -==-); G (P. Si) ni + M. (3) 
i 

Si la sene diverge, la formule reste vraie, puisqu'alors les deux membres sont -C/) • 

Appliquons cette formule aux fonctions holomorphes dans Q. Soit donc Hz) régulier 
et de module borné supérieurement. Soient ailes zéros de f(z) avec multiplieité ni: 
ni entier > 0). La distribution (J correspondant à log I f(z) I a les masses n i aux points ai ' 

On obtient donc 

log 1 f(z) 1-== M -}; ni G (z. ai). 
i 

(4) 

En prenant pour Q Ie cercle I z I < R, ai = 0 et n i = 1. on a G(z. ai) = log.!i et (4) 
Iz I 

devient Ie lemme de SCHWARZ: 

1 f(z) 1-== eM I~I . 

Il se peut que la serie à droite de (4) diverge partout dans Q; si elle diverge en un 

seul point Zo * ai' elle diverge partout en vertu du théorème de HARNACK. I1 suffit donc 
par exemple de choisir les multiplieités en a i telles que 

1 
ni> 'G( )' t ZO.ai 

Inversement, si la série converge en un seul point z * ai' elle converge partout dans Q 

sauf aux points ai oil elle est infinie logarithmique. 
11 s'en suit Ie théorème suivant: 

Si la tonction t(z) est telle que la série 

}; ni G (z. ai) 
i 

diverge en un point z de Q * ai' f(z) est non bornée dans Q ou bien, elle est identi~ 
quement zéro. 

Remarquons que si dans les relations (3) ou (4) J'égaüté a lieu dans un seul point * ai' on a partout dans Q J'égalité puisqu'une fonction sous~harmonique ne peut avoir 
un maximum dans un point intérieur que si elle est partout constante, On a alors 

f(z) = eM IJ e-ni r]J(z,a/) 

i 

oil <P(z. ai) désigne la fonction analytique ayant G(z. ai) comme partie réelle. 
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3. La formule de POISSON-JENSEN. - Soit u (P) sous-harmonique dans D et bomé 
supérleurement. Posens (Q désigne un point de la frontière I de D) 

1 (Q) = lim U (P) . 
P-+ Q 

i.(Q) est semi-continu supérieurement et sommabie (.u). de sorte que nntégrale 

v (P) = J 1 (Q) d}lP (Q) • 

I 

existe et est finie. On a alors (BRELOT. Acta de Szeged 1) ) 

U (P) -= V (P). 

Aux points réguliers de I on a 

et done. en vertu de (5) et (7) 

lim V (P) -= 1 (Q) 
P-+ Q 

lim U = lim V • 
P-+ Q P-+ Q 

v(P) est une fonction harmonique dans D. puisque .uP est harmonique. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

C'est done une majorante harmonique de u(P) et v(P) vaut done au moins la plus 
petite majorante harmonique u· (P) de U (P) sur D; 

v (P) ==- u· (P) ==- U (P). (9) 

Par eette relation on peut améliorer les inégalités (2) et (3). On obtient respeetivement 

U (P) -=-.f G (P. S) dO (S) + J1 (Q) d}lP(Q) (2a) · 

n I 

et 

U (P) -=- fn, G (P, SI) + J1 (Q)d}lP(Q) .. (3a) 

I 

Ces deux formules expriment une relation entre la valeur de u dans un point intérieur 
de D et les plus grandes limites de u à la frontière et Us ressemblent done la formule de 
POISSON-JENSEN de la théorie des fonetions holomorphes. Cependant. eelle-ci exprime 
une égalité. Il faut done étudier quand dans (7) l'égalité a Heu. 

Si l'égalité a lieu en un seul point intérieur. l'égalité a lieu partout. Puisque v(P) est 
harmonique il faut pour eela que u(P) est partout harmonique dans D. Mais eela ne suffit 
pas eomme Ie montre l'exemple suivant. 

Supposons que u. bomé supérieurement. est sous-harmonique dans un domaine /::, 
contenant D + I et harmonique dans D. Supposens de plus que l'ensemble des points 
de I dont la partie du voisinage appartenant à {} est un voisinage fin 2), est de mesure 

1) Voir aussi M. BRELOT; Quelques applieations aux fonetions holomorphes de la 
thoorle moderne du potentiel et du problème de DIR.CHLET. Bull. Soc. Royale des Sc. 
de Liège Ns. 6-7 (1939). 

2) On entend par eela une partie du voisinage dont Ja seetion par une sphère de 
eentre ·Q est de mesure infiniment petite par rapport à l'aire de la sphère. 
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harmonique nulle; il existe évidemment de te Is Q. On a alors en vertu des propriétés des 
fonctions sous-harmoniques 

I(Q)=u(Q), 

sauf peut être aux points d'un ensemble de mesure harmonique nulle. u(P) étant défini 
dans 6, contenant Q +~, la meilleure majorante harmonique existe; elle vaut 

ü(P)= Ju (Q)dp.P(Q) 

2' 

On a donc 

v (P) = ü (P) 

Nous supposons encore que l'ensemble des points irrégulieu de Q n'est pas vide 
(ceci est compatible avec la condition précédente) et que la distribution de masse, 
eorrespondant à u, porte une masse fin ie sur cet ensemble, soit -m(Q) . On a alors 1) 

ü(P)-u·(P)= J G(P, Q)dm(Q). 

Donc, puisque u = u· en vertu de l'harmonicité de u dans Q, 

v (P) > U (P). 

Remarquons que dans eet exemple u n'est pas borné inférieurement au voisinage de ~ 
puisque la distribution porte une masse finie sur un ensemble de capacité nulle. Si nous 
ayons exigé eeci, donc u;;;: m, la distribution correspondant à u(P) n'avait pas portée 
une masse finie sur I'ensemble des points irréguliers. Alors on aurait ü = u·, donc v = u. 

Par suite de ces exemples on pourrait s'imaginer qu'une eondition néeessaire et 
suffisante pour u est d'être borné inférieurement. Cependant ni I'un, ni l'autre est vrai. 
Que ce n'est pas une condition nécessaire est immédiate: n suffit de considérer un domaine 
tel que dans I'exemple précédent, mais maintenant sans points irréguliers, et de placer une 
masse finie négative dans un point de ~. A10rs u n'est pas borné et néanmoins on a 
v = ü = u· = u. On peut également sans peine construire un exemple montrant que la 
condition n'est pas suffisante. On utilise la notion de "solution extérieure" et la distribution 
"P sur ~, obtenue par extrémisation de la masse unité dans P. Nous n'insistons pas. 

Une condition suffisante pour qu'on ait u(P) = v(P) est que u est continu aux points 
de ~ sauf peut-être aux points d'un ensemble de mes ure harmonique intérieure nulIe. 
La démonstration est simp Ie. On a aux points réguliers sauf sur un ensemble de mesure 
harmonique intérieure nulle puisque ;. est semi-continu supérieurement, 

lim V (P) -=:::: I (Q) = lim U (P) 
P-+ Q P-+ Q 

Donc presque partout (au sens mentionné ci-dessus) 

lim (v (P)- U (P)) -=:::: 0, 
P-+Q 

d'ou résulte 

v-u-=::::O. 

Avec (7) on a done u(P) = v(P). 

1) Voir M. BRELOT, Fonctions sous-harmoniques et balayage, Ac. Royale de 
Belgique XXIV (1938) . 



722 

L'application aux fonctions holomorphes donne: 

Soit f(z) régulier dans Q et soient ai (i = 1. 2 ... ,) les zéros de t(z) avec multiplicité 

ni' Soit I f(z) I borné et continu presque partout (ft) sur I, Posons lim I f(z) 1= ).(Q), 
P-+ Q 

Alors on a 

f log l (Q) d "z (Q) 

I ((z) I = IJ e-ni G(z,ai) eI 
i 

Si de plus f(z) a des pöles aux points bj' d'ordres mj' on a de méme 

IJ e-ni G(z,ai) 

1{(z)l= he-mjG(Z,bj) 

j 

f log J. (Q) d "z (Q) 

eI 

(10) 

(11 ) 

Cette formule est une généralisation de la formule de POISSON-JENSEN oû I'on suppose 
f(z) partout continu sur I. Remarquons que cette formule reste valable si Ja fonction 
de GREEN pour Q n 'existe pas au sens c1assique, donc si G(z. ai) n'est pas partout continu 
sur I, les points de discontinuité formant un ensemble de capacité nuIJe; il faut alors 
substituer la fonetion de GREEN généralisée (Q n'a pas un ordre de connexion fini alors). 

Remarque. 

La formule (3a) contient la généralisation suivante d'un théorème de NEVANLINNA et 
OSTROWSKI. 

Soit f(z) régulier dans Q et de module :s; M. Posons 

lim 1{(z)l=l(Q) 
P-+ Q 

Soit e un sous-ensemble mesurable (ft) de I et supposons qu'on a presque partout (ft) sur e 

Alors on a 

log I{(z) 1< p,z (e) m + (l-p,z (e)) M 

Comparer aussi BRELOT, Bull. Sc. Liège J.c. L'auteur ,Y étudie aussi Ie cas de e non­
mesurabJe (ft). 

On peut sans peine former des théorèmes sur les fonctions sous-harmoniques dans un 
espace à trois dimensions qui correspondent à des théorèmes qu'on déduit de cette 
inégalité. Par exemple on peut ainsi généraliser le théorème de PHRAGMÉN-LINDELÖF, 
Remarquons que dans ce dernier cas on ne peut pas remplacer Ie demi-cercle par une 
demi-sphère. C'est puisque I'angle- solide sous lequel on voit un cercle aux point P, 
n'est pas constant sur les surfaces des sphères passant par ce cercle (contrairement à ce 
qui se passe au cas analogue deux-dimensionnel) , 

4. Représentation des fonctions harmoniques bornées. - En partant des formules 
précédentes on peut obtenir une représentation générale des fonctions harmoniques bornées, 
qui cependant ne met pas en évidence les valeurs limite!? à la frontière. Nous supposons 
àans ce qui suit que la frontière I est un ensemble parfait. 

Soit u(P) borné supérieurement dans Q et harmonique sauf aux points Si (i = 1. 2, ... ) 

oû u devient in fini négative comme -ni (ou -ni log _ l _ dans Ie cas deux-dimensionnel). 
rpSi rpSi 
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Soit { Q n} une suite de domaines croissants, tendant vers Q, dont on suppose qu'aucun 
des points Sn ne se trouve sur les frontières :2 n de Q n' On a alors, u étant continu sur :2 n 

(12) 

Afin de rendre possible 1e passage à la limite pour n ~ (/), nous appliquons une 
formule de M. M. RIESZ 1). Il existe une fonction positive et bornée telle qu'on a, Po 
étant choisi arbitrairement, mais Hxé, dans Q, 

f'~(e) = Jr~(Q) df'~o(Q). 
e 

De même 

L'intégrale dans (12) se réduit alors à 

Ju (Q) r~(Q) df'~o(Q), 
I n 

(13) 

(14) 

(15) 

Supposons ensuite que u;:;;; 0; ce n'est pas une restriction car si u;:;;; IVI, on 
considère u - M. 

La fonction d'ensemble 

8:o (e) =-Ju (Q) df'~o(Q). (16) 

e 

définit alors une distribution de masse positive sur :2 n; on voit que les 8~o sont également 

bornés. (12) s'écrit alors 

(17) 

Si n ~ (/),8:0 tend vers une distribution positive 8Po sur :2, Il s'agit de montrer que 
J'intégraJe tend vers 

J rP(Q) d 8 Po (Q). (18) 

I 

1) M. RIESZ, IntégraJes de RIEMANN-LIOUVILLE et potentieJs. Acta de Szeged IX 
(1938), 
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11 sult de (13) et (14) qu'on a presque partout (.u) sur In et I , si e appartient à une 
famUle d'ensembles eonvenabIe 

, ft~(e) _ P(Q) 
hm -p:-()- rn ' 

e-+ Qn ftn
o e 

tim ft;(e) = rP(Q), 
e-+ Q ft 0 (e) 

(19) 

(20) 

si etend vers Qn (Q) telle que .u:o (e) [.uPo (e)] tend vers zéro 1), Les . points 
exeeptlonelles forment done · un ensemble de mesure harmonique nulle, On peut done 
enfermer ces points sur I et les In dans ensembles ouverts de n1esure harmonique 
arbitrairement petite, Pulsque les rn sont bomés, même également bomés, on peut voir que 
les parties des intégrales de (17) et (18) , se rapportant à ces ensembles ouverts, tendent 
vers zéro et iJ suffit done de eonsidérer les parties restantes, étendues sur les ensembles 
fermés I~ et I' , qui ne eontiennent que des points ou )'on a (19) et (20) , 

Remarquons ensuite qu'on a pour tout e 2) 

Iim ft~(e) = ftP(e), 
n-+ co 

lim ft~o (e) = ftPo(e), 
n-+ co 

de sorte que pour tout e de mesure harmonique > 0 

I' ft~ (e) _ ftP(e) 
lm ~( ) - -p;;-( ) n-+ co ftn e ft e 

et on peut montrer que eette eonvergenee a )jeu uniformement par rapport à e (si 

.u~o (e) :; 0) 3). Pour n > N (e) on a done 

Cholsissons alors e telle que 

I 
ftP(e) - rP(Q) I < t E 
ftPo (e) 

I 
ft~(e) - rP(Q ) \ < 1 E. 
ft~o (e) n n T 

Done I rP (Q) - rP (Qn\ I < e et rP (Qn) tend done vers rP (Q) si Qn -+ Q pour 
n n 

n -+ (/) en restant sur les I~. 11 s'en suit encore que rP (Q) est continu sur I'. Cette 
eonvergenee a )jeu unjformément par rapport à Q sur I' . En effet, sinon, on pourrait 

1) La démonstration est tout à fait analogue à eelle des propriétés eorrespondantes de 
l'intégrale de LEBESGUE, Voir par exemple C . DE LA VALLÉE POUSSIN, Intégrales de 
LEBESGUE, Fonetions d'ensemble etc. p. 72 et 105. 

2) eest une eonséquenee de la théorie du balayage. 

3) Remarquer qu'on a .uP (ek) -+ .uP (e) si ek ~ e et que .uP est absolument continu 
n n n 

par rapport à .u po. 
n 
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trouver une suite N / ~ (/) et une suite de Q(i) tendant vers un point Q de J:' telle que 

i= 1.2 •... 

ce qui est en contradiction avec Ie fait que Q. appartenant à J:', est un point de continuité. 
11 résulte alors de ce qui précède que (18) est la limite pour n -+ (/) de lïntégrale dans 

( 17). 
Enfiri on a donc 

u (P) =- fni G (P. Si)-JrP(Q) d8Po (Q) .. (21) 

2' 

Inversement toute fonction qui admet la représentation (21) est harmonique dans Q 

sauf aux points S;, oû elle est infinie négative comme indiquée ci-dessus. 
Dans cette représentation des fonctions harmoniques bornées supérieurement les 

propriétés spéciales de la fonction ne s'expriment que dans la distribution 8, Ie noyau 
rPo (Q) ne dépendant que de Q. D'ailleurs, iJ résulte de Ia démonstration précédente que 8 
ne dépend que des valeurs de u au voisinage de J:. 

L'application de ces formules sur Ie terme u· (P) dans (I) donne une représentation 
générale des fonctions sous-harmoniques bornées supérieurement, Si u ;:;;; 0, on obtient 
(u· est harmonique sans exception) 

u (P) = J G (P. S) d8 (S) - JrP(Q) d8fo(Q) .. (22). 

!J :E 

L'application de (21) aux fonctions holomorphes donne Ie résultat suivant: 

Soit f(z} holomorphe dans IJ et de module;:;;; 1. Soient ai (i = 1, 2, ... ) les zéros de f(z} 
avec multiplicité n/, Alors on a 

- f yZ (Q) dOzo(Q) 

If(z)I=IIe-niO(z,a/)e :E 
i 

(23) 

Si H(z. ai) et ~z (Q) sont respectivement les fonctions conjuguées de G(z. al} et de 
rZ (Q) par rapport à z et si 

on obtient 

f/J (z. Bi) = G (z. Bi) + i H (z. Bi) 

lJ'z (Q) = r Z (Q) + i I5z (Q) 

- f IjfZ (Q) d OZo(Q) 

f(z) = n e-ni<J>(z,at) e :E 

i 
(24) 

Si Q n'est pas simplement connexe, H(z. ai) et ~z ne sont en général pas uniforme. 
La formule (24) est une généralisation de la représentation bien connue des fonctions 

holomorphes et bornées dans Ie cercle unité: 

2,. 

(
ei"+z 

- - . -dO(")+ iC 
, e'''-z 

f(z) =:re (z) e 0 (25) 
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oü :rt (z) déslgne un produit de BLASCHKE dans Ie cercle unité. 

Le produit dans (24), fini ou in fini selon qu'il y a un nombre fini ou une infinité 
dénombrable de zéros, est la généralisation d'un tel produit pour un domaine n quelconque. 
Dans (25) on a pris ZO = 0 et on voit donc I'élément arbitraire dans cette formule . On a 
dans ce cas, si z = r ei'f et Q - e iO 

elQ + z 1-1'2 "z (Q) = ffi - 1'-' - = 2 (j) e v - z 1 + l' - 2 l' cos ( -g; 

La mesure ,u°(e) se réduit alors à la mesure de LEBESGUE de e (si celle~ci existe), 
Il faut remarquer qu'on pourrait démontrer la formule générale (24) pour des domaines 

simplement connexes par une représentation conforme sur Ie cercle unité en partant de (25). 
Cependant notre démonstration est valable aussi quand une telle représentation conforme 
n'est pas possible et la formule analogue (22) dans Ie cas d 'un espace à plus de deux 
dimensions ne peut même être obtenue que par une démonstration directe comme ci~dessus. 

La généralisation de (24) pour Ie cas de fonctions, ayant des póles d 'ordre m j aux 

points b j est immédiate: Ie produit IJ e - n i G est alors remplacé par un quotient de deux 
tels produits. (comparer (11». 

Ajoutons la propriété suivante (voir FROSTMAN l.c. ci~dessus p. 107). Pour que f(z) 
soit un produit de BLASCHKE, il faut et il suffit que la distribution 8 s'annule identiquement 
II résulte alors de (16) qu'une condition nécessaire et suffisante est que 

lim J109 I {(Qn) I dp.~o (Qn) = O. 
n~ (JO 

In 

Remarque. - La démonstration ci~dessus est analogue à celle de M . FROSTMAN pour 
(25) , oü I'on n'a cependant pas besoin de (13) et OÜ Ie passage à la limite est prèsque 

immédiat puisqu'on connait alors explicitement yz . Volr: 0 , FROSTMAN , Potentiel d'équilibre 
et capacité des ensembles. Meddel. frAn Lunds univ. Mat. Sem. Bd. 3 (1935). 

Dordrecht. avril 1941. 
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§ 1. Einleitung. 

Genügt F (x) gewissen Bedingungen. so gilt bekanntlich nach der 
schon von vielen Autoren ') untersuehten Umkehrformel der LAPLACE­
Transformation 

F(x+O)+F(x-O) _ 
2 

1' +'- i 00 

lim 1. J eXS dsJe-st F(t) dt. 
!. -. 00 21ft 

p-J. i 0 

(1) 

In der vorliegenden Abhandlung werde ich eine Erweiterung von (1) 
ableiten. leh beweise: 

1) Man vergL DoETSCH. [3] . 1(}i-I05; TITCHMARSH. [8] . 6; COURANT und 
HILBERT. [2]. 202-204. 
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Genügt F (x) gewissen Bedingungen und ist k -== m -== - k. so gilt 

{i+lt 

F(x+O)+F(x-O)_ I' r(l-k+m) J ixsM ()( )k-id 
2 - A~moo 2:ni r(1 +2m) . e k-i,m xs xs S 

{i-At 

00 

X f e- ist Wk+i, m (st) (st)-k-i F(t)dt. 

o 

Hierin bezeichnen Mk, m (z) und Wk, m (z) die beiden WHITTAKERschen 
Funktionen. D.h. also 2) 

Mk,m(Z)=zi+me-iZIFI (t-k+m; 1 +2m; z) ... (3) 

und 

W () - r(-2m) i+m -iz F (t k+ . 1 +2m·. z) k,m Z - r(t-k-m)z e I t - m. 

+ r(2m) i-m -iz F (t k r(i-k+m) zeI t - -m; 1-2m; z). 

• . (4) 

Nun folgt aus (3) 

M_ m-i, m (z) = zi+ m eiz ; 

ebenso aus (4) 

Für k = - m geht (2) also in (1) über; Formel (1) ist daher ein Spe~ 
zialfall von (2). 

Die Sätze. Hilfssätze und Beweismethoden der vorliegenden Arbeft 
sind nahe verwandt mit den Sätzen. Hilfssätzen und Beweismethoden 
mefner neuerdings erschienenen Arbeit .. Ueber eine Erweiterung der 

2) Man verg!. WHITTAKER and WATSON. [9]. §§ 16. 1 und 16.41. 

a z a (a + 1) Z2 a (a + l)(a + 2) Z3 

t F I(a;b;z)=1 +];"17+ b(b+l)2! + b(b+l)(b+2)3ï+···· 

Die in (2) auftretende Funktion 

r(l-k+m) iz M ( ) 
r(1 +2m) e k-i,m Z 

ist also gleich 

r(l-k+m) iZM () 
r(1+2m) e k-i,m Z 

Für game Werte von 2 m kann W k,m (z) durch Grenzübergang deflniert werden. 
Man verg!. WHITTAKER and WATSON, [9]. § 16. 12 und 16.4. 

(2) 
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LAPLACE~Transformation" 3). Der Beweis von Satz 1 z.B. erinnert in 
sehr vielen Hinsichten an den Beweis von Satz 1 meiner vorig en Arbeit. 

leh nehme mich vor später auf den jetzt behandelten Gegenstand 
zurüekzukommen und nicht nur die bisher untersuehten, sondern auch 
viel allgemeinere Transformationen aus einem anderen Gesichtspunkt zu 
betrachten. 

§ 2. Zusammenfassung der Ergebnisse. 

Das Hauptresultat in Bezug auf FormeI (2) Iautet wie foIgt: 

Satz 1. V 0 r a u s set z u n gen: 1. Die Funktion F (t) sei definiert 
(ür t > 0 und in jedem endlichen Intervall 0 < TI -= t -= T 2 im 
RJEMANNSchen Sinn eigentlich integrierbar. 

2. Es sei a ==- 0; das Integral 

al J e-i3t I F(t) I dt 

o 

sei konvergent (ür jedes f3 > a. 
3. Es sei x> 0 und F (t) von beschränkter Variation in der Um~ 

gebung des Punktes t = x. 
Be h a u p t u n g i): Bezeichnet x den in V oraussetzung 3 genannten 

Punkt und ist k -= m -= - k und f3 > a, so gilt (2). 
Ein entspreehender Satz für die LAPLACE~ Transformation kommt bei 

DOETSCH 5) vor. 

3) MEIJER, (6). 

~) Ist ffi (z) > 0 und k:;;;; m :;;;; - k, so gilt 

(A) 

Für k < m folgt diese Beziehung aus der bekannten IntegraIformel (man verg!. 
WHtrTAKER and WATSON, (9). § 16. 12) 

e-
Z JOO ( e- lz Wk+l m (z) z-k-l = e-t 1 

, r(m-k) 
t )m+k + Z tm- k

-
I dt; 

o 

ist k = m, so kann (A) leicht aus (4) abgeleitet werden. 
Aus (A) und der zweiten Voraussetzung von Satz 1 ergibt sich sofort, dass das in (2) 

auftretende Integral 

absolut konvergiert. 

al J e- lst Wk+l,m (st) (st)-k-l F(t) dt 

o 

5) DOETSCH, (3), 105, Satz 2. 
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Ist F (t) stetig, so kann man Formel (2) in Eoigender Gestalt schreiben : 

00 

f (s) =.f e- tst Wk +i,m (st)(st)-k-t F (t) dt, . . . • (5) 

o 
$+li 

F(t) =l!'! 2:i(~(t: ~) J etts Mk-t.m (tS)(tS)k-t f(s) ds. . (6) 
f'-li 

Mit diesen Bezeichnungen behauptet Satz 1: Genügt F (t) gewissen 
Voraussetzungen und wird f(s) durch (5) erklärt, so gilt (6). 

Es gibt daher sicher Funktionen F(t) und f(s), für welche die Be~ 
ziehungen (5) und (6) zugleicherzeit geiten; m.a.W.: Es existieren gewiss 
Funktionen f(s), die in der Gestalt (5) geschrieben werden können, wobei 
F (t) durch (6) definiert ist. 

In den Sätzen 2 und 3 gebe ich möglichst einfache hinreichende 
Bedingungen, damit eine Funktion f(s) in der Gestalt (5) darstellbar sei, 
wobei F (t) durch (6) definiert wird. Diese Sätze behaupten also: Genügt 
f(s) gewissen Voraussetzungen und wird F (t) durch (6) erklärt, 50 gilt (5). 

Satz 2. Voraussetzungen: 1. Die Funktion f(s) sei analytisch 
in der Halbebene ffi (s) > a ;;:- O. 

2. Für ein festes {J > a sei das Integral 
00 

~f' f(f3 + iy) I dy 
-00 

konvergent. 
3. Es sei I f(s) I < A für ffi (s) ==- {J, wo A eine nicht von s abhängige 

Zahl bedeutet. 
4. Es sei 

lim f(x+iy)=O 
X~ 00 

gleichmässig für alle reellen Werte von y. 
Behauptung: Ist ffi(k)-==-ffi(m)<t und ffi(s) >,8, so gilt 6) 

6) Unter den gemachten Voraussetzungen konvergiert das Integral 

13+00 i 

j' eitz Mk-t.m (tz) (tz)k-t f(z) dz; 

f3-00; 

man darf daher den CAUCHYschen Hauptwert 

ersetzen. 

lim J13+li 

). ~ 00 
p-li 

J
I3~OO; 

durch 

19- 00 ; 
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00 

f( ) r(1-k + m) J -ist W () ( )-k- i d 
s = 2:ni r(1 + 2m) e k+i,m st st t 

o 

,'+00; 

X J ettz Mk-i,m (tz) (tZ)k- t f(z) dz. 

p-<I>Î 

Ein Spezialfall dieses Satzes kommt bei CHURCHILL 7) vor. 

. (7) 

Satz 3. V 0 r a u s set z u n gen: 1. Die Funktion f (s) sei analytisch 
in der Halbebene ffi (s) > a :::0>- O. 

2. Es sei ft> 1 und I sI' f(s) I < B für ffi (s) > a, wo ft und B von 
s unabhängige Zahlen bedeuten. 

Behauptung: lst ffi(k)-==-ffi(m)<t, so gilt (7) für jedes f3 mit 
ffi (s) > f3 > a. 

Be wei s v 0 n Sa t z 3. Dieser Satz ist ein Spezialfall von Satz 2, 
da f (s) den Voraussetzungen von Satz 2 genügt und zwar für jedes 
f3 > a 8). 

§ 3. Spezialfälle von {5} und (6). 

Versehiedene Spezialfälle des Formelnpaares (5) und (6) kommen schon 
vor in meinen früheren Arbeiten. leh werde hier nur drei BeispieIe 
erwäbnen 9). 

Erstes Beispiel : 

(8) 

und 

Kn (Z2) = 22À - i V:z

; r(t + À)J eu2 M-i,À(2 u2)K!.+n(2zu)Kl_n(2zu)du. (9) 
c 

In (8) (und ebenso in (10) und in (12)) ist C =t= 0, I arg Cl < t:n und l 

beliebig mit 

Max (-t:n, - t:n + 2 arg C) < t < Min (t:n, t:n + 2 arg C). 

7) CHURCHILL. [1]. 571, Satz 2. Der Satz von CHURCHILL bezieht sich auf den FaIl 
mit k = - m, d.h. also auf den LAPLACEschen Fall. 

8) Man sieht leicht ein, mit Rücksicht auf den CAUCHYschen Satz, dass der Wert 
des Integrals 

,'+CO; J e1tz Mk-i,m (tz) (tz)k- i f(z) dz 

I'-co ; 

von {J unabhängig ist (man vergl. auch (14), (27) und (28)). 
9) Man vergl. [4],19. Beispiel 2, 20, Beispiel 7 und 21, Beispiel 16; [7],445, Formel 

(144). 596, Formel (1'77) und 593, § 15. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 19i1. "i 7 
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In (9) (und ebenso in (11) und in (13» wird z,* 0 und I arg z I < in 
vorausgesetzt: C bezeiehnet einen in der komplexen u~Ebene von 
- 00 i e-i arv Z nach 00 i e-i arv Z laufenden Integrationsweg , der den Punkt 
u = 0 dureh einen auf der rechten Seite dfeses Punktes liegenden Halb~ 
kreis vermeidet. 

(8) und (9) gehen naeh Transformation (C=V25, v=st, z=ri, u=vttS) 
und Umgestaltung der Integrationswege in Formeln der Gattung (5) und (6) 
(mit k=O, m=l, F(t)=rl e-t-1Kn(rl) und [(s)=2Kl+n (V2s) Kl-n (V2s» 
über. . 

Zweites Beispiel IO): 

(10) 

und 

Drittes Beispiel: 

(12) 

und 11) 

§ 4. Hi1fssätze. 

Bezeichnungen. Im Folgenden benutze ieh die abkürzenden Bezeieh~ 
nungen (man verg!. (3) und (4» 

N () r(t-k+m) iZM () l 
k,m Z = r(1 +2m) e k,m Z 

(14) 
r(l-k+m) i+m = r(l +2m) z IFI (l-k+m: 1 +2m: z) 

10) Dn(z) bezelchnet die parabolische Zyllnderfunktlon; man vergL WHITTAKER and 
WATSON, [9], § 16. 5. 

In (11) wird \R (k) > - t vorausgesetzt. 
11) Formel (13) gilt für \R (k) < t. 
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und 
Rk.m (z) = e- lz Wk.m (Z). . . . . . . . (15) 

HUfssatz 1. 

d 
dz I z-m-l Nk.m(z) 1 = z-m-I Nk-l.m+l(z). (16) 

d 
d z Izm- l Nk.m(z) 1 = zm-I Nk-l,m-l(Z). (17) 

d ~ 
d z I z-k N k.m (z)l = Z-k-I Nk-I. m (z).. . (18) 

d 
d z I z-m-l Rk.m (z)l = - z-m-I RH 1, m +l (z). (19) 

d 
dz Izm-l Rk.m (z)1 = - zm-I Rk+l.m-l (z). (20) 

d 
dz !Zk Rk.m (z)1 =_Zk-I Rk+I.m (z). • . (21) 

Beweis. Die Beziehungen (16), (17) und (18) foIgen Ieicht aus (14). 
Aus (15). (4) und der ersten KUMMERschen FormeI 12) 

e-Z IFI (a; b; z) = IFI (b-a; b; -z). . . . . (22) 

geht hervor 

r(-2m) 
Rk.m (z)= r(t-k-m) zl+m IFI (-4- + k + m; 1 + 2m; -z) 

r(2m) . 
+ r(t-k + m) zl-m IFI (t + k-m; 1-2m: -z); 

hieraus können (19), (20) und (21) ohne Mühe abgeleitet werden. 

HUfssatz 2. 

(X-t)JNk- l • m (x s) Rk +i. m (t s) S-I d s ~ 

=xl s-i Nk,m-i(Xs)Rk + l.m (ts)-(k+m)ti s-i N k + i.m(XS) Rk.m- i (ts)+C. 

Beweis. Man hat 13) 

(k + m) Rk,m-i (z) = zi Rk+i.m (Z)-Rk+l.m-i (z). 

Die rechte Seite von (23) ist also gleich 

xl+m t i - m I(xs)-m N k•m- i (xs)ll(ts)m-i Rk+i.m (ts)l 

-xl+ k t l - k I(xs)-i- k Nk+i.m (xs)ll(tS)l+k Rk+i.m (ts)l 

+ x i - m tl+ m I(xs)m-i Nk+l. m (xs)ll(ts)-m Rk+I.m-i (ts)l + C. 

12) WHITTAKER and WATSON. [9]. § 16.11. 
13) Man verg!. WHITTAKER and WATSON, [9]. 352, example 3. 

(23) 

47* 
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und dieser Ausdruck kann unter Anwendung von (16). (17). (18). (19). 
(20) und (21) leicht nach s ~ifferenziert werden; das Resultat wird 

(x-t) s-J Nk-i,m (xs) RkHm (t$). 

HiHssatz 3. 

Nk (z)=ek:r'R_k (ze~')+ r(t-k+m) ez+(k-m-tl ni Rk (z) (24) 
,m ,m r(t+k+m) ,m • .. . 

N k (z)=e-kniR k (ze-ni)+r(t- k + m) ez-(k-m-ilniRk (z) (25) ,m - ,m r(t+k+m) ,m . 

Be wei s. Aus (4) mit - k sta tt k und z eni statt z geht hervor mit 
Rücksicht auf (22) 

W-k m (zeni) e(i+ml ni r(-2m)zi+ me-i Z 

I'(t~k + m) = r(t+ k-m) r(t-k + m) IFI (t-k + m; 1 + 2m; z) 

e(t-ml Jri r(2m) zi- m e- iz 
+ r(t + k + m) r(t-k + m) IFI (t-k-m; 1-2m; z). 

Mit Hilfe dieser Bezienung und (4) findet man ob ne Mühe 

W-k,m (zeni) e-(i+ml ni Wk,m (z) 
r(t-k+m)+ r(r+k+m) 

1 , = -Ie(i+mlni cos (k-m) n+e-(i+ml ni cos (k+m) nl r(-2m) 
n 

Xzt+me- tz IFI (t-k+m; 1 +2m; z) 

= 21n e(i-kl n
; \e2 mn ' -e-2m;r'!r(-2m)zi+me-tz IFI (t-k+m: 1 +2m: z) 

e-kn; . . e- kn ' 
- r(1 +2m) zi+ m e- tz IFI (t -k+m: 1 + 2m; z) = r(1 +2m) Mk,m(z) 

wegen (3). Es gilt also 

r(t-k+m)M ()- kni W (n;)+r(y-k+m) (k-m-ilni W () 
r(1 +2m) k,m Z - e -k,m ze r(t+k+m) e k,m z. 

und diese Beziebung ist infolge (14) und (15) äquivalent mit (24). 
Der Beweis von (25) gebt ganz analog. 

HUfssatz 4. Für jedes feste positive e und für 1 z I .... 00 gilt 

Rk,m(Z)=e- z Zk 11 + O(z-I)I (- -i n + e < arg z < t n-e). (26) 

Nk,m(Z)=ez Z-k 11 +O(z-I)I + ~~!+Z!:~ e!k-m-il ni zkll+O(z-I)1 ~ (27) 

(-tn+ e < arg z < t n-e) ~ 
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und 

Nk,m(Z)=ez z-kl1+0(Z-I) 1+ ~~!~~!:~e-(k-m-i)"i zkl1+0(Z-IHl (28) 

(- i n + e < arg z < t n - e). ~ 
Be wei s. Formel (26) ist bekannt 11); (27) und (28) können mit Hilfe 

von (24) und (25) aus (26) abgeleitet werden. 

Hilfssatz 5. [st ffi (C) > ffi (z) > 0 und ffi (m) > - i, so gilt 

Be wei s. Hilfssatz 5 kann leicht aus Hilfssatz 2 abgeleitet werden; 
man berücksichtige das Verhalten der Funktionen Rk,m (z) und Nk,m (z) 
in der Umgebung der Punkte z = 00 und z = o. 

Hilfssatz 6. Es sei 

~ 1=- 0, 'YJ 1=- 0, I arg ~ I -== t n, I arg 'YJ I -== t n und ~ + 'YJ 1=- 0 ; 

es sei femer 

Behauptun g: 

m + t > 0, m-fl- > 0, 

k+m-fl-< 1. m-fl-<t· 
(30) 

(31) 

Be wei s 15). Das auf der linken Seite von (32) stehende Integral 
konvergiert in der Umgebung des Punktes z = 0 infolge der Voraus­
setzung (30) (siehe (14), (15) und (4)); das Integral ist infolge (31) auch 
konvergent für z = 00 (siehe (26), (27) und (28)). Wegen der Theorie 
der analytischen Fortsetzung darf ich also ~ und 'YJ positiv annehmen. 

Nun hat man 16), falls ffi (t + m + s) und ffi (m - 2 fl- - t + s) positiv 
sind, 

14) WHITTAKER and WATSON, [9]. § 16.3---16.4. 
15) Man verg!. analoge Beweise in früheren Arbeiten des Verfassers, z.B. [4]. 29-36; 

[5]. 401-403; [7] , 85-87. 
16) Man verg!. [7]. Formeln (61) und (29). 

(33) 
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Femer folgt aus (14) und (22) 

r(1-k+m) _~ _ r(1-k+m) Um .. 
r(k+m) e Ni-k,m (C) - r(1 +2m) C IFdl-k+m. 1+2m. -C). 

Wegen der BARNES'schen Theorie der hypergeometrischen Funktionen 
gilt daher 17) 

00/+0-

r(1-k + m) _Çz N (l: ) = _1 J r(t+m-s)r(t-k+s) (ez)S ds. (3A) 
r(k + m) e i-k,m"Z 21Ci r(~+m+s)' "'I 

-00 1+0-

hierin ist a beliebig und der Integrationsweg lässt die Pole von 
r(t + m - $) zur Rechten. die Pole von r(t - k + s) hingegen zur 
Linken. 

Trägt man nun das Integral (34) in die linke Seite von (32) ein. so 
bekommt man nach Vertauschung der Integrationsfolge und Anwendung 
von (33) 

00/+0-

1]-m+I'+i J 
21Ci r(m-2,u-t + s) r(t + m-s) es 1]-S ds 

-00/+0-

und dieser Ausdruck ist gleich 18) 

( 

1] )21'-2m 
r(2m-2,u)e21'-m+i fJ-1' 1 + T . 

womit der Beweis geliefert ist. 

HUfssatz 7. Es sei x> y > O. k < 1 und r> O. [ch betrachte das 
Integral 

-rl ooi 

H=~ J +,[ + J ~Nk-i,m(xs)Rk,m+i(ys)S-tdS: 
-ooi Cr rl • . 

hierin bezeichnet Cr den auf der rechten Seite der imaginären Achse 
liegenden Halbkreis mit Mittelpunkt s = 0 und Radius r (von - r i bis 
ti durchlaufen). 

Beha uptung: 
H = 21Ci xm+i y-m. 

Beweis. Für die Funktion Nk,m (z) gilt wegen (14) und (22) 19) 

r(t+k+m)e~Nk (~e-"/)=e-(i+m)"IN_k (~) (35) 
r(t-k+m) ,m" ,m'" .. 

17) Die linke Seite van (34) ist gleich der Summe der Residuen des Integranden in 
den Polen auf der rechten Seite des Integrationsweges. 

18) Ich berechne die Summe der Residuen des Integranden in den Polen auf der linken 
Seite des Integrationsweges. 

19) In Bezug auf (35) vergl. man die WHITTAKERsche Gestalt der ersten KUMMER~ 
schen Formel ([9), § 16. 11). 
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Sind die Bedingungen (30) und (31) erfüllt, so folgt also aus (32), mit 
~ = - i x und '7 = i Y (x> y > 0) angewendet, 

Diese Beziehung ist äquivalent mit 

Ganz analog beweist man 

Wegen 

und 

- aJ I J Nk-t,m (xs) Rk + m-p.,p.+ t (y s) sm-p.-~ ds 

o 

aJl -aJl -rl aJi 

J-J=J+J+f 
o 0 - aJ Ier ri 

2:ni I e(2m-2.u),.1 -e- (2m-2f') "Ij r (2 m-2 p.) = =-c,-:----:;:---:--::----,-r(I-2m + 2p.) 
6ndet man somit 

-rl aJl 

~J +J+ J ~ Nk-t,m (xs) Rk+m-p.,p.+l (ys) sm-f'-i ds 

-aJ I Cr ri 

1--
_ 2:n i x 2p.-m + I y-p. ( y )2p.-2m 
- r(I-2m+2p.) x . 

(36) 

Bei dieser Relation darf Voraussetzung (30) fortgelassen werden, weil 
der Punkt s = 0 nicht mehr auf dem Integrationswege liegt. Formel (36) 
bleibt also gültig, wenn man p. = m setzt; das Resultat dieser Substi­
tution ist die Behauptung des Hilfssatzes. 



Wiskunde. - Algemeen Minimum-waarschijnlijkheids Theorema. Door B. H . DE JONGH. 
(Communicated by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 

(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 

§ 1. Inleiding. 

Reeds van haar eerste ontwikkeling af heeft de waarschijnlijkheidsleer zich tot taak 
gesteld inzicht te verschaffen in de gedaante van samengestelde grootheden, die elk op 
hun beurt verschillende waarden kunnen aannemen, terwijl aan elk van die waarden zekere 
waarschijnlijkheid eigen is. Slaagt men erin, alle waarden, die de samengestelde grootheid 
kan aannemen, zoomede de aan elk daarvan gekoppelde waarschijnlijkheid te bepalen, dan 
is daarmede het gestelde doel in den meest volledigen zin bereikt. Een voorbeeld van zulk 
een samengestelde grootheid biedt de verzekeringsportefeuille, gevormd uit een aantal 
onderling onafhankelijke posten, die over zekere periode elk een aantal verschillende 
uitkomsten kunnen opleveren, terwijl aan elk van die uitkomsten een zekere waarschijnlijk­
heid eigen is. 

Zijn nu van een samengestelde grootheid, waaronder hier en in het vervolg te verstaan 
een grootheid van het bovenomschreven karakter, de componenten bekend, dan is de 
gestelde opgave in beginsel uitvoerbaar en vereischt niet anders dan elementair rekenwerk. 
Met behulp van het rekenschema van BERNOULU1) kan men ten aanzien van zeer 
eenvoudige complexen ook tot practische resultaten komen. Zijn deze complexen echter 
van iets minder eenvoudig karakter, dan nemen del becijferingen wed dra niet te over­
weldigen afmetingen aan. Er diende dus naar andere wegen te worden gezocht. 

Voor complexen van bijzondere samenstelling, zooals die welke gevormd worden door 
onderling gelijke componenten, geeft de waarschijnlijkheidsrekening langs de door LAPLACE 
gebaande wegen uitkomst, zij het ook dat bij de hanteering van LAPLACE's benaderings­
methode de noodige omzichtigheid dient te worden betracht. Zeer nadrukkelijk vestigt 
KEYNES 2) hierop den nadruk, zoodat bij dit punt niet nader zal behoeven te worden 
stilgestaan. 

§ 2. Theorema van TCHEBYCHEFF. 

Het was TCHEBYCHEFF die erin slaagde een leerstelling te conCIpieeren, welke voor 
alle voornoemde complexen geldt en daarbij het voordeel biedt van zoodanige formuleering , 
dat een onder alle omstandigheden betrouwbaar waarschijnlijkheidsoordeel resulteert. 
TCHEBYCHEFF vond namelijk een algemeen geldige benedengrens voor de gesC:mmeercie 
waarschijnlijkheid van alle tot zekere - nader te omschrijven - groepen behoorende 
uitkomsten van een samengestelde grootheid. Denkt men zich die uitkomsten naar grootte 
gerangschikt, dan bevatten bedoelde groepen die uitkomsten, welke begrensd worden door 
twee hunner, die gelijke positieve resp. negatieve afwijking ten opzichte van de gemiddelde 
uitkomst der samengesteJ:de grootheid vertoonen. Aansluitend aan het zooeven geschetste 
voorbeeld gaat het hier dus over· uitkomstengroepen, begrensd door risicopremie der 
portefeuille plus of min zekere afwijking. 

Gemakkelijk valt in te zien, dat naargelang deze, dus symmetrisch ten opzichte van 
de gemiddelde uitkomst begrensde groepen nauwer dan wel wijder worden genomen, hun 
minder, resp. meer waarschijnlijkheid eigen moet zijn. Het Theorema van TCHEBYCHEFP 

1) E . CZUBER; Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1908, I par. 42. 
2) J. M. KEYNES; A Treatise on Probabili~y, Londen 1921. Ch. XXIX. 
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bepaal.t nu de betrekking tusschen de wijdte dezer grenzen en de waarschijnlijkheid. welke 
aan de gezamenlijke binnen die grenzen gelegen uitkomsten op zijn minst gekoppeld moet 
zijn. Hoe definieert deze grenzen door de positieve. resp. negatieve grensafwijking te 
stellen op het t-voud van het Mathematisch Risico van het complex en concludeert. dat 
aan de gezamenlijke uitkomsten binnen deze grenzen een waarschijnlijkheid grooter dan 

1 - ~ gekoppeld moet zijn (t vertegenwoordigt daarbij een getal grooter dan de eenheid). 
t 2 

Onder verwijzing naar het aan het slot van dit artikel opgenomen overzicht der gevolgde 
notatie. kan het theorema als volgt worden weergegeven: 

Er worden hierbij dus ten aanzien van de betrokken samengestelde grootheid twee 
gegevens verwerkt: het Mathematisch Risico V ( V2) en de gemiddelde uitkomst (X). 
immers IJ = X - (X) . Zijn de componenten van de samengestelde grootheid bekend. dan 
kunnen (X) en V (V2) daaruit worden afgeleid. een rekenwerk. dat ook voor zeer 
samengestelde grootheden niet onuitvoerbaar behoeft te zijn. 

§ 3. Ruimer probleemstelling. 

Het is echter mogelijk gebleken door toepassing van een geheel andere methode. dan 
aan de bewijsvoering van het Theorema van TCHEBYCHEFF ten grondslag ligt 1). met 
verwerking van dezelide gegevens tot verder strekkende resultaten te komen. Deze hier 
nader te ontwikkelen methode is er in de eerste plaats op gericht het volstrekte waar­
schijnlijkheidsminimum te bepalen en zulks ten aanzien van zoodanige groepen van 
uitkomsten als met behulp van gemiddelde uitkomst en Mathematisch Risico definieerbaar 
zijn. In twee opzichten reikt dit verder dan het Theorema van TCHEBYCHEFF. dat 
eenerzijds geen volstrekt waarschijnlijkheidsminimum geeft. anderzijds zich tot één soort. 
met name de symmetrische afwijkingsgroepen beperkt. Daarnaast werd beoogd de 
betrokken materie in zoodanigen vorm te gieten. dat onnoodige belasting van het abstracte 
denkvermogen dat op dit gebied steeds gevaar loopt in een warnet van overbodige 
associaties verstrikt te geraken. vermeden wordt. Een bij uitstek geschikt middel om den 
gedachtengang daarvan vrij te houden staat hier ten dienste: het gestelde probleem 
vertoont n.l. een zeer bruikbare analogie aan een eenvoudig. en daarbij gemakkelijk in 
het voorstellingsvermogen vallend physisch vraagstuk. 

§ 4. Analogie. 

Beschouwt men de aan de waarden Xl, X2, ... gekoppelde waarschijnlijkheden WI, W2, ••• 

als aan de armen van een in evenwichtstoestand verkeerende balans op afstanden 
Xl, X2, •.. van het linker eindpunt gekoppelde massa IVI. W2. •.. dan correspondeert de 
gemiddelde uitkomst (X) met het steunpunt van de balans en de grootheid (V2). het 
kwadraat van het Mathematisch Risico. met het traagheidsmoment. Immers: 

en 

definities. welke. in acht nemend Zw = 1 volledig correspondeeren met die van zwaarte­
punt resp. traagheidsmoment ten opzichte daarvan. De mogelijkheid wordt daardoor 
geopend het hier te behandelen waarschijnlijkheidsprobleem op eenvoudige wijze in beeld 
te brengen. 

1) A. A. MARKOFF. Wahrscheinlichkeitsrechnung. Leipzig 1912. par. 13. 
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De grootheid X samengesteld als volgt: 

W -sol 1- 108 

W -33/ 2- 108 

W _25/ 
3- 108 

XI =2/IS 

X2= 1/3 

X -lil 3- IS 

waarvan (X) = lis en (\'2) = litS. laat zich als in fig. 1 weergegeven in beeld brengen. 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I I 
I I I 

: :.. _ . -= V.! . _ . _ . ~ . ___ __ . _ __ Vl . _ . _ . _ . _ . _. -)\ 
1 1 1 
1 1 : 
~._-_._ - ~ I 
I Xlii 
I 1 I 
~ . _ _ _ ._ . _ . __ . _ . _ . _ .~ I 

: Xl : 

~'-'- ' -'-'- ' - ' -'-'- ' -'-'~3'- ' - ' - ' -'- ' - ' -'-'- ' -'~ 
Fig. 1. 

§ 5. wmln = O. 

Het onderzoek naar de mlnlmwn waarschijnlijkheid van afwijkingsgroepen. welke. (X) 
en (V2 ) gegeven zijnde. met behulp van deze gegevens kunnen worden gedefinieerd. 
worde aangevangen met het stellen van de vraag. welke groep geheel van waarschijn­
lijkheid verstoken. dus afwezig kan zijn. Voor het te vinden traject zal dan gelden 

wmln = O. 
In het algemeen zal dit traject het grootst bevonden worden indien de w-massa op de 

beide grenzen Is geconcentreerd. Immers. wordt de w-massa in acht nemend 2w = 1 
- geheel of ten deele - meer buitenwaarts geplaatst. dan heeh dit verhooglng van het 
traagheidsmoment tengevolge. die alleen gecompenseerd zou kunnen worden door een 
deel van de massa binnen de grenzen te brengen. d.w.z. het traject te verkleinen. 

Stellen wij nu de negatieve grensafwijking t.O.V. het zwaartepunt (X) ... . .. = -8 

en de positieve grensafwijking t.o.v. het zwaartepunt (X) .. .... = n 8 

waarbij n een willekeurig pOSitief getal. grooter dan 0 weergeeft. en noemen wij de 
bijbehoorende waarschijnlijkheden Wl resp. W2 . dan kan uit: 

WI + W2= 1 (I) 

(X) = W, XI + W2 X2 ~ 

= WI I (X) - a I + W2 I (X) + n a I ~ 
(11 



worden afgeleid: 

Nu kan uit: 

n 
w.= n+ 1 
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en 

(lIl) 
met behulp van de voor WI resp. W2 gevonden uitdrukkingen a worden afgeleid en 
vindt men: 

zoodat voor de grensafwijkingen gevonden wordt: 

_ l/(Vnl) r resp. 

en de algemeene gedaante van de grootheid (X) waarvoor wmln = 0 zich als volgt laat 
formuleeren: 

w X V V 2 

n ~ (X)- V(~2) ~ - V(~2) (V2) 
n+1 n 

n 
!(X)+ V n (V2)1 Vn(V2) n (V 2) 

In+1 
I 1 

(X) 

Er kan dus worden geconcludeerd, dat in het bijzondere geval, dat de X-waarde 
zoodanig is geconstitueerd, dat de waarschijnlijkheid uitsluitend op twee bovenomschreven 
v-waarden is geconcentreerd, voor het tusschen beide grenzen gelegen traject geldt dat 

wmin =0. 
Zooals reeds werd opgemerkt heeft elke andere samenstelling van de X-waarde bij 

gelijkblijvende (X) en (V2) tot gevolg dat waarschijnlijkheid binnen de gestelde grenzen 
moet vallen, zoodat dus in ·het algemeen voor elk X-waarde geldt: 

I 
§ 6. wmin = 1- 72, 
Worden de grenzen ruimer gesteld, dan die van het traject, waarvoor W min = 0, dan 

zal dat tot gevolg hebben, dat w-massa binnen de grenzen moet worden gebracht, immers 
zwaartepunt zoowel als traagheidsmoment moeten onveranderd blijven. Dit laatste is 
overigens mogelijk wanneer beide grenzen worden verzet in dier voege, dat - VI en V2 

evenredig worden vergroot. 
De minimum w, welke krachtens gegeven (X) en (V2) aan een aldus verwijd traject 

1) Zie pag. 743. 
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gekoppeld moet zijn, zal gevonden worden door de binnen de grenzen te brengen massa 
op dat punt te dirigeeren, waar de te koppelen massa de sterkste compensatie biedt tegen 
de verhooging van het traagheidsmoment, veroorzaakt door de buitenwaartsche verplaatsing 
van de grensmassa's. Dit punt is het zwaartepunt (X). immers de daaraan gekoppelde 
massa draagt het minste, met name niets tot (V2 ) bij. 

Wordt nu het nieuwe, verruimde traject uitgedrukt door het oorspronkelijke traject, 
waarvoor W min= 0, te vermenigvuldigen met t, (een positief getal, grooter dan de 
eenheid) dan verkrijgt men de navolgende situatie: 

w X V v 2 

n ~(X)-t y(~2)~ - t V(~2) (V2) 
t2 . n+l 

t2-
n 

(1- :2) (X) 0 0 

P' n+l 
I (X) + t V n (V2) I t Vn (V2) t2 n (V2) 

I 1 
I (X) 

Uitgaande van het overzicht aan het slot van de vorige paragraaf, levert de samen­
stelling van het bovenstaande geen moeilijkheden op: de oorspronkelijke v-waarden 
worden met t vermenigvuldigd en de waarde v = 0, voortvloeiend uit X2 = (X), wordt 
er aan toegevoegd. 

Hiermede is de minimum waarschijnlijkheid van de afwijkingsgroep begrensd door 

- t Y( ~2) resp 

gevonden en blijkt te bedragen 

1 
1-­

t2 

§ 7. Algemeen Minimum Waarschijnlijkheids Theorema. 

Er kan dus worden geconcludeerd, dat in het bijzondere geval, dat de X-waarde 
zoodanig is geconstitueerd, dat de waarschijnlijkheid uitsluitend op (X) en de beide 
weergegeven grenswaarden is geconcentreerd, voor het tusschen de beide grenzen gelegen 

traject geldt, dat w = 1 -~. Ook nu zal elke andere samenstelling van de X-waarde 
t2 

bij gelijkblijvende (X) en (V2) tot gevolg moeten hebben, dat meer waarschijnlijkheid 
binnen de gestelde grenzen moet vallen, zoodat dus in het algemeen voor elke 
X-waarde geldt: 

1/(V2) W W --2 ==- 1 
-t V n <v<tVn(V) ... w=l- p 

Voor symmetrische afwijkingsgroepen, waarvoor n = 1 valt hieruit af te leiden 
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een resultaat. dat zich in zooverre van het Theorema van TCHEBYCHEFF onderscheidt. 

dat dit voor dezelfde afwijkingsgroep W > I - :2 tot uitkomst geeft. Hierbij worde nog 

opgemerkt. dat aan het gevonden minimumwaarschijnlijkheids-theorema. waar dat van 
TCHEBYCHEFF rechtstreeks uit kan worden afgeleid. ook in dier voege een meerdere 
algemeenheid toekomt. dat het betrekking heeft op alle grootheden welke verschillende 
waarden kunnen aannemen. terwijl aan elk van die waarden zekere waarschijnlijkheid 
eigen is. onverschillig of zij al dan niet uit samenvoeging van andere grootheden van 
hetzelfde karakter zijn ontstaan. 

Tenslotte moge hier nog aan worden toegevoegd. dat de gevolgde methode met behulp 
waarvan door grensverruiming waarschijnlijkheidsminimumconclusies konden worden ge­
trokken. met behulp van grensvernauwing tot waarschijnlijkheidsmaximumconclusies leidt. 

Notatie. 

X zij een grootheid. die de waarden Xl. X2 ... kan aannemen. elk met een daaraan 
gekoppelde waarschijnlijkheid WI. W2 .. ••• . 2 W = 1. 

(X) = wl Xl + W2 X2 + ..... . 
(X2) = WI Xl2 + W2 X22 + ..... . 

v X- (X). 

(V) wl (XI- (X)) + W2 (X2- (X)) . .. .. . 
wl VI + W2 V2 + ..... . 
O. 

w 
a < b .. . ... W = P lees: a is waarschijnlijk kleiner dan b; de waarschijnlijkheid bedraagt p. 

Zusammenlassung. 

Für Wertgruppen. deren Mittelwert und quadratischer Mittelwert bekannt sind. kann 
das gewissen Abweichungsgruppen zugehörige Wahrscheinlichkeitsminimum. worauf -
jedoch nur für symmetrische Gruppen - das Theorema von TCHEBYCHEFF Beziehung 
hat. auch für gewisse asymmetrische Gruppen bestimmt werden. Es lässt sich ein aIlge­
meineres Wahrscheinlichkeitsminimumtheorema formulieren. woraus das TCHEBYCHEFF­
sche als ein spe zie lier - symmetrischer - Fall hervorgeht. 

Aus der Identität der Definitionen vom Mittelwerte resp. quadratischen Mittelwerte 
mit denen vom Schwerpunkte resp. Trägheitsmomente einer an verschiedenen Stellen 
belaste ten. in Gleichgewicht befjndlichen Bilanz ergibt sich. dass sich das Problem der 
Verteilung der Wahrscheinlichkeit (2 W = I) über die verschiedenen. einer Gruppe 
zugehörigen Werte zurückführen lässt auf die Verteilung der Masse I über diverse 
Stellen der Bilanzarme. Mit Benutzung ,Heser Analogie wird das genannte alIgemeinere 
W ahrscheinlichkei tsminimumtheorema abgeleitet. 



Mathematics. - SUl' des séries et des intégrales définies contenantes 
les fonctions de BESSEL. 111. By J. G. RUTGERS. (Communicated 
by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 

(Communicated at the meeting of May 31 , 1941.) 

La substitution v = - t resp. v = t dans (160) jusqu'à (163) don ne 
les formules particulières: 

r(e + 1) 2e+1 Ï (-I)n (2 e + 2n + 1) Ie+2n+! (x) = 
n=O 2n 

x (164) 

= lf2Jcos (x-a) cos a . a
e 

da • • R (e) >-1 V --;- V x-a 
o 

r(e + 1) 2e+1 f (-I)n (2 e + 2 n + 2) Ie+2n +t (x) = 
n=O 2n + 1 

x (165) 

= V~Jcos (x-a) sin a . ~e da • R (e) > - 2 
n x-a 

o 

r(e + 1) 2e
+l Ï (-I)n (2e + 2n + 1) X 

2e + 1 n=O 2n + 1 

X 1(2n + 1) sin x Ie+2n+! (x)-(2e + 2n +2) cosxle+2n+ t (x)1 = (166) 
x 

= V~nJ sin 2a. (x-a)!' ~. R(e) >-1 
o 

r(e + 1) 2e
+

1 Ï (-l)n (2 e + 2n + 1) X 
2 e + 1 n=O 2 n + 1 

X I (2n + 1) cos x Ie+2n+t (x) +(2e + 2 n + 2) sin x Ie+2n+ 1 (x)l = (167) 
x 

V2J da = - cos2 a . (x-a)11 -=. R (e) > - 1 
n Va 

o 
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r(e + 1) 211+1 1 (-I)n (2 e + 2 n + 1) II!+2n+~ (x) = 
n=O 2n 

x • (168) 

= l/2fsin (x-a). cos a ~I?da , R(e) >-1 V -;; x-a 
o 

r(e + 1) 2(>+1 i (_1)n (2 e + 2n + 2) Ie+2n+ ï (x) = 
n=-O 2n+l 

x 

= 1/2 j'sin (x-a). sin a al? da , R (e) >-2 V -;;, Vx-a 
o 

(169) 

r(e + 1) 21?+1 i (-I)n (2e + 2n + 1) X 
2e+ 1 n=O 2n+l 

X 1(2 n + 1) sin x I1!+2n+ (x)-(2e + 2 n + 2) coSxII?+2n+i (x)l = (170) 
x 

= 1/2 fSin2 a. (x-a)1? d~, R (e) >-1 
V n Va 

o 

I (e + 1) 211+ 1 i (-I)n (2 e + 2 n + 1) X 
2e+l n=O 2n+l 

X 1(2n + 1) cos x II?+2n+t (x)+ (2e + 2n + 2) sin x II?+2n+t (x) I = (171) 
x 

= VI fSin 2a. (x-a)t> d~, R (e) >-1. 
2n Va 

o 

Par addition resp. soustraction de (164) et (169), ainsi de (65) et 
(168), de (166) et (171), de (167) et (170) on obtient: 

r(e + 1) 2~+1 Z (_1)n (2 e + 2n) II!+2n+! (x) = 
n=O 2n 

x • • (172) 

. = 1/ 2 [cos (2 a-x) ~I? da , R(e) >-1 V n~ x--a 
o 
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oe (2 e + 2 n + 1) 
r(e + 1) 2e+1 n~o (-I)n 2n + 1 Ie+2n+ i (x) = 

x (175) 

= 1/ ~JSin (2 a-x) al! da , R (e) >-1 r n Vx-a 
o 

r(e) 2e Ï (_1)n (2e + 2n) X 
n=O 2n+l 

X 1(2n + 1) sin x Ie+2n+i (x)-(2e + 2 n + 1) cos x Ie+2n+dx)! = (176) 
x 

1/ 2J " da = V --;- sm 2a. (x-a)e V~' R (e) > - 1 
o 

Z (-l)n 1(2n+ 1)(e+2n+i)slnxle+2n+i (x)-
n=O 2n+l (177) 

00 (2e+
2n

) " l 
-(2e+2n+ 1) (e+2n+t)eosx Ie+2n +t (x)1 = O. R (e) >-1 

Ï (_1)n (2e + 2 n) 1(2 n + 1) (e + 2 n + i) eosxle+2nH (x) + 
n=O 2n+ 1 

+ (2e+2 n + 1) (e + 2n +t) sin x Ie+2n+ t (x)1 = (178) 

= r(:~ t) (~)~+i R (e) >-1 

r(e)2e Z (_I)n(2e+ 2n) X 
n=O 2n+1 

X 1(2 n + 1) cos X Ie+2n+dx) + (2e + 2 n + 1) sin x Ie+2n+ j (x)! = (179) 
x 

= 1/ 2 Jeos 2a. (x-a)e da_ , R (e) > -1. 
V n Va 

o 

La substitution e = 0 dans (160) et (161') conduit aux formules parti~ 

culières: 
x 

2n~o(-I)n(2n+ 1)I'"+2n+dx) = JI. (x-a) cos a da, R(v»-l (180) 

o 
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x 

2n~'0(-l)n(2n+2)/"+2n+2(X)= J/,.(X-a)sinada. R(v»-l. (181) 

o 

En vertu de I on peut écrire pour les membres gauches de (180) et 
<IJ <IJ 

(181): x/v (x)-2v}; (-l)n/v+2n+I(X) et x/"+I(x)-2v}; (_l)n/"+2n+2(X); 
n=O n=O 

alors nous trouvons: 
x 

2 2 (_l)n I"+2n+I(X)= ~ /,,(x)- J..-JIv (x-a) cos ada, R(v»-I (182) 
n=O v v 

o 

x 

2 f (-I)n/d2n+2(X)= x /,,+dx)- !J/" (x-a) sin ada, R(v»-l. (183) 
n=O v v 

o 

Multiplions les deux membres de (182) par sin x resp. cos x et ceux 
de (183) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons par soustraction 
resp. addition des membres correspondants: 

<IJ 

2 }; (_l)n I sin x I" + 2 n + I (x) - cos x I,. + 2 n + 2 (x) 1 = 
n=O 

x (184) 

= ~ I sin x I,. (x)-cos X 1,,+ I (x) l_lJI" (a) sin ada, R (v»-I 
v v 

o 

co 
2 }; (-I)n I cos X Id2n+ I (x) + sin x /"+2n+2 (x) I = 

n=O 

x (185) 

= x I cos x /" (x) + sin x /dl (x) l-lJ/,.(a)cos a da, R (v»-l. 
v v 

o 

La substitution v = 2 n + I resp. v = 2 m (m entier positiE ou nulle) 
dans (182) et (183) donne, à cause des séries (b) et (c): 

x 

J/2m+1 (x-a) cos a da = X I2m+1 (x) + 
o 

m + (-I)m (2 m + 1) I cos x + 10 (x) - 2 }; (_l)n I2n (x) I. m =- 0 

x 

JI2m (x-a) cos a da = xI2m (x)­

o 

n=O 

m-I 

- (-I)m . 2m I sin x-2 }; (-I)n I2n+1 (x) I. m =- 0 
n=O 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 

(186) 

(J 87) 

48 
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x 

j'/2m+1 (x-a) sin a da = X 12m+2 (x) + 
o 

m 

+ (_1)m (2 m + 1) I sin x-2 ~ (-l)n 12 n + 1 (x) I. m =- 0 

x 

JI2m (x-a) sin a da = X 12m+1 (x) + 
o 

n=O 

m + (_1)m . 2 m 1 cos x + 10 (x) - 2 ~ (_1)n 12n (x) I. m =- O. 
n=O 

(188) 

(189) 

Multiplions les deux membres de (186) par sin x resp. cos x et ceux 
de (188) par cos x resp. sin x. alors nous trouvons par soustraction resp. 
addition des membres correspondants. ainsi à I' égard de (187) et (189): 

x 

J/2m+1 (a) sIn a da = x I sin x 12m+1 (x)-cosx/2m+2 (x) I + 
o 

m 

+ (_l)m (2m + l)[sin x 10 (x) - 2 ~ (-1)ml sin x 12n (x)-
n=O 

- cos X 12n + 1 (x) I]. m =- 0 

x 

J12m+1 (a) cos a da = x leos X 12m+1 (x) + sin x 12m+2 (x) 1+ 
o I 

+ (_)m (2m + 1) [1 + cos x 10 (X)-2
n
g

o
(-l)n I cos X 12n (x) + \ 

+ sin x 12 n + 1 (x) 1]. m =- 0 J 

x 

J'/2m (a) sin a da = x lsin x 12m (x) - cos X 12m+1 (x) 1-
o 

m-I 

- (_l)m . 2m [I-cos x 10 (x)-2 ~ (_)n I sin x 12n+1 (x)-
n=O 

- cos X 12 n + 2 (x) 1]. m =- 0 

x 

J/2m (a) cos a da = x 1 cos X 12m (x) + sin x 12m+1 (x) 1-
o 

m-) 

_(_1)m. 2m [sin x 10 (x) - 2 ~ (_1)n I cos x 12n+1 (x) + 
n=O 

+ sin x 12n+2 (x) 1]. m =- O. 

(190) 

(191) 

(192) 

(193) 
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En substituant v=-l et v=t dans (182) jusqu'à (185) on obtient: 

x 

00 J/2J' da V'2X 
};(-I)nI2n +!(x)= - cosacos(x-a) --:= - - cosx= 

n=O 7l Va 7l 
o 

x x (194) 

J/2J'.. da 1/2 x 1 J' da = - sm 11 sm (x-a) --:= + - cos x= --= cos (x-2 a) --:= 

7l Va 7l V27l Va o 0 

(comme la demie somme des mem bres précédents), 

x 

1 (-l)n 12n t! (x) = l / 2 x sin x- 1 /~ j' sin a cos (x-a) _d ~ = 
n=O 7l V 7l. Va 

o 
x x (195) 

J/2J . d a J/2 x . 1 J' . d a = - cosasm(x-a) ---:. - -smx=--= sm(x-21l) -------= 
7l Va 7l V27l Va 

o 0 

(comme la -demie som me des mem bres précédents), 

x 

- 1(--I)nlsinxI2n+dx)-cosxI2n+dx)I=VI JSin2a d~, . (196) 
n=O 27l Va 

o 

00 

}; (-I)n I cos X l znH (x) + sin x 12n +: (x)1 = 
n=O 

x 

1 J' da = V27l cos 2a V~ 
o 

(comme la demie somme des mem bres précédents). 

§ 8. Considérons Ie cas particulier auquel (155) se réduit pour m = 0, 
c' est.à~dire: 

00 

}; (-l)n (2n + 2) (2e + 2n) 1"+e+2n+l (x) = 
n=O 

x 

J' ~R (v) >-1 = l y (x- a) le-l (a) a da, 
R(e) >-1. 

. (198) 

o 
48* 
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Posons v = - t et v = t. alors nous trouvons: 

00 

2) (_1)n (2n + 2) (2e + 2 n)/e+2n+dx) = 
n=O 

x • . (l99) 

= Vi 2 JI(!-I (a) cos (x-a) a da . R (e) >-1 
n Vx-a 

o 

00 

~ (-I)n (2 n + 2)(2e + 2 n) Ie+2n+l (x) = 
n=O 

x • • (200) 

Y
2J' ada = - I(!- da) sin (x-a) V . R (e) > - 1. 
n x-a 

o 

La substitution e = t resp. e = i dans (199). et (200) donne: 

x 

00 2J Y a ~ (-1)n(2n + I)(2n+2)I2n+l(x)= - cosacos(x-a). --da. (201) 
n- O n x-a 

- o ' 

x 

n~o(-I)n(2n+2)(2n+3)I2n+2(x)= :JsinacOs(x-a). Yx a ada. (202) 
o 

x 

i (-I)n(2n+ I)(2n+2)I2n+2 (x)=~Jcosasin(x-a).1 /_a- du. (203) 
n=O n r x-a 

o 
x 

i (_ 1)n (2n+2) (2n+3) 12n+3 (x)= ~Jsin a sin (x-a) . 1/ a da. (204) 
n=O n r x-a 

o 

Multiplions les deux membres de (201) par sin x resp. cos x et ceux 
de (203) par cos x resp. sin x. alors nous trouvons par soustraction resp. 
addition des mem bres correspondants. ainsi à l'égard de (202) et (204): 

n~o (- I) (2 n + 1)(2n + 2) I sin x 12n+dx ):- cos X 12n+2 (x) I =l 
J 

. . (205) 
. = l sin 2a. l/_a_ da. 

n r x-a 
o 

n~o (_I)n (2 n + I) (2 n + 2)1 cos X 12n+ dx) + sin x 12n+2 (x)J = l 
J

x - •• (206) 
_ 2 2 a _ - cos a. 1/ __ da. 

n r x-a 
o 
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00 ' 

n-Eo (_l)n (2 n + 2) (2n + 3) Isin x 12n+2(X)~COS X 12n +3(X)I= ~ 

- 2J" '2 v-a d ~ - - Sin a. - - a, 
n x-a 

o 

. . (207) 

00 

}; (_l)n (2 n + 2) (2 n + 3) leos X 12n +2(x)+sin X 12n +3(X)! = 
n=O 

x 

1 j" 1/--;;-= - sin2a. / -- da . 
n. x-a 

. . (208) 

o 

Par addition et soustraetion des membres des paires (201) et (204), 
(202) et (203), (205) et (208), (206) et (207), on obtient: 

x 

l;(-W(2n+l)/2n+dx)=!j'cos(2a-x) . 11 a da, 
n=O n OL x-a 

o 

done en vertu de I pour (! = 0 : 

x 

J 1/ a nx 
cos (2 a-x) . V x-a da = T 10 (x), . . . . (209) 

o 

. . . (210) 

done en ver tu de (201) et (204) et d'après I pour (! = 0: 
x 

Jcosacos(x-a). y~ a ,;, da=n
4
x I/o(x)+cosxj, .. (211) 

o 

x 

" a nx J 
,-

Sin a Sin (x-a). V x-a da = 4 Ilo (x) - cos xl, (212) 
o 

J; (-I)n(2n+2)2/2n+dx)= X sin x, . ... (213) 
n=O 2 

done en vertu de (202) et (203) et d' après I pour (! = 1 : 
x 

J sin a cos (x-a). y x a a da = niX I sin x + I.(x)!. . . (214) 

o 

x 

J"cos a sin (x-a) . y x a a d a = n
4
x I sin x- I.(x) I, . . (215) 

o 
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x 

00 1 f' v-a I (- W (2n + 2) 12n +2(X) = - sin (2 a-x) . - - da, 
n=O n. x-a 

o 

done d'après I pour e = 1 : 

x 

J'sin(2a-x).1 1 a- da= ~ /dx), .... (216) V x-a x 
o 

re) 

I (_1)n j{2n+1)sinx/2n+dx) + (2n+2)cOsxhn+2(x)1 = 
n=O 

x 

1 f' v-a. = - sin2a. -- da, 
n. x-a 

o 

donc en vertu de I: 

x 

J' sin 2 a . -V x a ad a = nt 1 sin x 10 (x) + cos X I 1 (x) I, . (217) 
o 

00 

I (-l)n I2n+1)2sinx/2n+dx)-(2n+2)2cosxI2n +2(x)j =0, (218) 
n=O 

00 X 
n~2(-1)n !2n+l)2cosxI2n+l(x) + (2n+2)2sinx/2n+2(x)1 =2' (219) 

!qui correspondent à (210) et (213)1, 

00 

I (-I)n 1(2n + l)cosxI2n+dx)-(2n+2)sinxI2n+2(x)1 = 
n=O 

x 

= ~fcos 2a. -V a da. 
n x-a 

o 
donc en vertu de I: 

x 

f l/-a nx 
• cos2a. r x_ada=Zlcosxlo(x)-sinxl.(x)l . . (220) 
o 

Ayant égard à (211), (212), (214) et (215) on peut éerire pour (201) 
jusqu'à (204): 

00 X 
n~o (_l)n (2 n + 1) (2 n + 2) hn+1 (x) = 2 1 10 (x) +CO$ xl, . (221) 
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n~~(-1)n(2n+l)(2n+2)/2n+2(x)=; jsinx-/.(x)l. (223) 

Ayant égard à (217) et (220) on peut écrire pour (205). (208). (206) et 
(207) : 

nËo (_1)n (2 n + 1)(2n + 2) I sin x 12n + dx)-cos x hn+2(X)! =!. 
=; 1 sin x 10 (x) + cosx I 1 (x)! . 

. (225) 

nËo (-I)n (2n + 2) (2 n +3) 1 cos X 12n+2(x) + sin x 12n +3(x)! = ) 
( . (226) =; I sin x 10 (x) + cos X I1 (x) I. ~ . 

n! (-I)n(2n + 2) (2n + 3) 1 sin x 12n+2 (x)-cos x hn+3 (x)! =!. 
=; 11 - cos x 10 (x) + sin x Idx)! • 

. (227) 

n=O • • (228) 
J; (-I)n(2n+l)(2n+2) jcosxhn+dx)+sinx 12n +2(x)! =l 

=; jl + cos x lo(x)-sin x Idx)!. 



Astronomy. - Mitt/ere Lichtkurven von /angperiodischen Veränderlichen. 
XXXIV. R X Lyrae. Von A. A . NIJLANO t . (Communicated by 
Prof. A . PANNE KOEK. ) 

(Communicated at the meeting of May 31, 1941.) 

Die Beobachtungen wurden alle in Rangestellt. Spectrum Me (SCHNEL­
LER. 1940). Gesamtzahl der Beobachtungen 498 (von 2416994 bis 2428278). 
In 78 in der Figur I mit V bezeichneten Fällen war der Stern unsichtbar. 
Es bleiben also 420 Beobachtungen für die Diskussion übrig. 

TA BELLE I. Vergleichsterne. 

* *-11 St. H.A. 57 

m 
A 24.6 10.84 
a 19.4 
b 17.0 11 .88 
a 11.6 12.51 

c 8.3 12 .97 
m • 

)' + 0 14: - 1'59" 3.7 
e 0 .0 

Grenze 

m 
13.42 

13.76 
14.04 

H 

m 
10.89 
11.55 
11.86 
12 .54 

12.96 

13 .54 
14.00 

Die TabelIe I gibt eine Uebersicht der benutzten Vergleichsterne. Die 
Sterne a und e hat NIJLANO in seiner Skizze der Umgebung des Veränder­
lichen leider nicht angegeben. Die Sterne c. y und e wurden 20-. bezw. 
10-. und 121-mal an die Grenze von R angeschlossen; die sich hieraus 
ergebenden HeIligkeiten sind: c -= 13m,42. y = 13m.76. c = 14m.04. Der 
Stufenwert ist Om.126. 

Die Figur 1 enthält die Beobachtungen. Die Reihe der Abweichungen 
(Beobachtung minus Kurve) zeigt 131 Plus-. 166 Minuszeichen. 123 Null­
werte. 136 Zeichenfolgen. 160 Zeichenweohsel. Das Mittel der absoluten 
Werte der Abweichungen ist Om.197. 

Es wurden keine Fal"benschätzungen ausgeführt. Ein Einfluss des Mond­
schei nes auf die Helligkeitsschätzung ist nicht nachweisbar. Es verteilen 
sich auf 59 bei Mondschein angestellte Beoba<:htungen die Abweichungen 
wie folgt: 17 Plus-. 25 Minuszeichen. 17 Nullwerte. 

Die TabelIe II enthält die au!;: der Kurve ahgelesenen Epochen der 
Maxima. Die Spalte R wurde mit den einfachen Elementen 2422720 + 
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TABELLE 11 . 
. . -

Maxima Maxima 
E B E B 

v R B-R v R B-R 
241 m 

, 
242 m 

- 22 7245 12.3 7220 +25 + 1 2980 12.6 2970 +10 
- 21 7493 12.2 7470 +23 + 2 3226 12.2 3220 + 6 
- 20 7725 12 .0 7720 + 5 + 3 3480 12.9 3470 +10 
- 19 7980 11.6 7970 +10 + 4 3713 11.8 3720 - 7 
- 18 8228 12.0 8220 + 8 + 5 3995 11.8 3970 +25 
- 17 8478 11.8 8470 + 8 + 6 4224 12.3 4220 + 4 
- 16 8725 12.6 8720 + 5 + 7 4476 11.4 4470 + 6 
- 15 8971 12.0 8970 + I + 8 - - - -
-14 9221 12.0 9220 + 1 + 9 4988 12.3 4970 +18 
- 13 9464 11. 5 9470 - 6 +10 5208 12.4 5220 -12 
- 12 9726 12.2 9720 + 6 + 11 5455 11.6 5470 -15 
- 11 9968 12.6 9970 - 2 + 12 5718 12.8 5720 - 2 

242 
- 10 0222 12.3 0220 + 2 + 13 5971 12.2 5970 + I 

- 9 0463 11.6 0470 - 7 +14 6220 11.8 6220 0 

- 8 0708 11.7 0720 - 12 + 15 6473 13.2 6470 + 3 

- 7 0930 11.8 0970 -40 + 16 6712 12.6 6720 - 8 

- 6 1199 11.8 1220 -21 + 17 6989 12.5 6970 +19 
- 5 1456 12 .0 1470 -14 + 18 7233 12.3 7220 +13 
- 4 1713 12.0 1720 - 7 + 19 7468 11.6 7470 - 2 

- 3 1965 12.5 1970 - 5 + 20 7720 12.0 7720 0 

-- 2 2205 11.2 2220 -15 + 21 7984 12.9 7970 +14 

- 1 2465 12.3 2470 - 5 + 22 8224 11.8 8220 + 4 
0 2718 12.2 2720 - 2 

/2 
J1it/lere Kurve I 

R X Lyrae ,... .... 
/. I .", 

/i"./ode 250 ti - -/ \ 
/ ". 

ï\. 

/3 

- f' • 
~ 

\ - '/- • \ 
/ 

11./ 

/ \. 

"- / 
..... ./ 

." r -f-' 
IS 

25DO 2600 2700 

Fig. 2. 
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250d.0 E berechnet. SCHNELLER's Katalog für 1940 gibt den Periodenwert 
250d.6. 

Die mittlere Helligkeit im Maximum beträgt 12m.12 -+- 0.06 (m.F . ) . 
Wird die Helligkeit des Minimums auf 15.1 geschätzt, so beträgt die 

Amplitudo 3m .0 . 
Auch für R X Lyrae wurde der mittlere Verlauf der Lichtkurve in der 

Nähe des Maxi!IIlUms durch Ablesung der Helligkeit für je 10d abgeleitet; 
an die so erhaltene mittlere Kurve in Fig. 2 wurde ein hypothetischer 
mittlerer Kurvenzug für die Umgehung des Minimums hinzugefügt. 

Die Streuung in ,der Nähe von -+- 70d erreicht die Werte; im aufsteigen~ 

TABELLE 111. Die mittlere Kurve. 

Phase 11 I Phase 11 Phase 11 Phase 11 

d m d m d m d m 

- 80 (14.75) - 20 12 .60 + 30 12 .85 + 90 (14.76) 

- 60 14.23 - 10 12.27 + 40 13 . 23 +110 (15.01) 

- 50 13 .87 0 12.12 + 50 13.60 +130 (15.11) 

-40 13 .47 + 10 12 .21 + 60 13 .94 +150 (15 .02) 

-30 I 13 .04 + 20 . 12.48 + 70 14.27 +170 (14 .75) 

den Aste: om.425; im absteigenden Aste 0.227; Mittel 0.326. Das Ver~ 
hältnis der Streuungen Om.425 und Om.227 ist 1.87, das Verhältnis der 
durchschnittlichen Geschwindigkeiten des Lichtwechsels bei Auf~ und 
Abstieg ist 1.07. 
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Astronomy. - Mittlere Lichtkurven van langperiadischen Veränderlichen. 
XXXV. RW Lyrae. Van A . A. NIJLAND t . (Communicated by 
Prof. A . PANNEKOEK.) 

(Communicated at the meeting of May 31. 1941.) 

Die Beobachtungen wurden alle in Rangestellt. Spektrum M7e 
(SCHNELLER, 1940). Gesamtzahl der Beabachtungen 399. Fünf stark 
abweichende Schätzungen (2420711, 3666, 3735, 5244 und 5798). in der 
Figur I eingeklämmert, wurden verworfen. In 57, in der Figur mit V 
bczeichneten Fällen war der Stern unsichtbar. Aus dieser Figur ersieht 
man, dass nicht nur die kleinste Hellig:keit niemals beobachtet wurde, 
sondern dass auch ein ziemlich grosser Teil der Lichtkurve oberhalb des 
Minimums nicht durch direkte Beobachtung festgelegt werden konnte. 

T ABELLE I. Vergleichsterne. 

* I BD * -v St. H.A. 57 TCirenze I H 

m m 
C + 43.3056 - 45.22 9 .84 - 9 .84 
cl + 43.3053 - 38.03 10.70 - 10.51 

e - - 31. 53 10 .90 - 11 . 12 

f - - 27.53 11 .52 - 11.50 
h - - I 23.02 11.80 - 11.92 

m s 
+ 10'20" I j - +017.3 ; 20.50 

I 
- - 12 . 16 

k - +015.0 ; - 530 18 .34 - - 12.36 

m - +020.0; - 720 11.92 - - 12.96 
m 

n - +0 5.1 : + 510 6.37 - 13.54 13.48 

p - +032.7; - 250 0.0 - I 14.07 14.07 

Die TabelIe Igibt eine Uebersicht der benutzten Vergleichsterne. 
Die Sterne n und p wurden 60~ und 130-mal an die Grenze von R ange~ 

schlossen; die sich hieraus ergebenden HeIligkeiten sind: n = 13m .54, 
p = 14m.07. Der Stufenwert ist Om.093. 

Die Figur 1 enthält die Beobachtungen. Die Reihe der Abweichungen 
(Beobachtung minus Kurve) zeigt 111 Plus~ , 127 Minuszeichen, 99 Null~ 
werte, 128 Zeichenfolgen, 109 Zeichenwechsel. Das Mittel der absoluten 
Werte der Abweichungen ist Om. ló6. Es wurden keine Farbenschätzungen 
erhalten. 

Ein Einfluss des Mondscheines auf die Helligkeitsschätzung ist nicht 
merkbar. Es verteilen sich auf 52 bei Mondschein angestellte Beobachtun~ 
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gen die Abweichungen wie folgt: 14 Plus~, 16 Minuszeichen und 22 Null~ 
werte. 

Die Tabelle 11 enthält die aus der Kurve abgelesenen Epochen der 
Maxima M. Die Spalte R wurde mit den einfachen Elementen 

I.D. 2422358 + 506.8 E 

berechnet. Von einer Verbesserung dieser Elemente mittels der hier ge~ 
gebenen Daten 'wurde Abstand genommen. SCHNELLER's Katalog für 1940 
gibt den Periodenwet 503d .2. 

TABELLE 11. 

Maxima M Maxima M 
B - B 

v R B-R v R B-R 
211 m 242 m 

7277 11.4 7290 - 13 2872 11.7 2865 + 7 
7794 10.2 7797 - 3 3388 11.7 3372 + 16 
8303 12.3 8304 - 1 3890 12.6 3878 + 12 
8813 12.6 8810 + 3 4382 12.6 4385 - 3 

9295 9 .7 9317 - 22 4890 11.8 4892 - 2 

9826 12.6 9824 + 2 5403 :12.7 5399 + 4 
212 

0337 13.2 0331 + 6 5942 13.0 5906 + 36 
0832 11. 7 0838 - 6 6420 13.0 6412 + 8 

1343 13.2 1344 - 1 6910 12.1 6919 - 9 

1870 12 .5 1851 + 19 7386 12.8 7426 - 40 
2361 12.6 2358 + 3 i 7903 12.6 7933 - 30 

11 

m 
12.21 

Eine mittlere Lichtkurve wurde für die Umgebung des Maximums abge~ 
leitet (TabelIe III), die durch Mittelwerte aus den hypothetisch gezogenen 
Kurven der Umgebung der Minima elJgänzt wurde. 

T ABELLE III. Die mittlere Kurve. 

Phase v I Phase v Phase v Phase v 

d m d m d m m 

- 80 14 .24 + 20 12.35 +120 13 .85 +300 (15.22) 

- 70 13.99 + 30 12.51 +130 13 .98 +320 (15.24) 

- 60 13.70 + 40 12.66 +140 14.12 +340 (15 ~ 21) 

- 50 13.37 + 50 12.81 +160 (14.37) +360 (15 . 11) 

- 40 12.95 +60 12.97 +180 (14.57) +380 (14.93) 

- 30 12.60 + 70 13.12 +200 (14.73) +400 (14.71) 

- 20 12.35 + 80 13.26 +220 (14.88) +420 (14.37) 

-10 12.24 +90 13 .42 +240 (15.01) 

0 12.21 +100 13.56 +260 (15.11) 

+ 10 12.26 +110 13.71 +280 (15 . 18) 
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Proc. Ned. Akad. v . W etenseh. , Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 



759 

Das Maximum von RW Lyrae ergiebt sich zu 12m.21 -+- Om.19 (m.F.) ; 
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Z,., 11/1' 1110 lJ81 P{II 1501 

Fig. 2. · 

das Minimum kann auf 15.2 geschätzt werden. Nach der angenommenen 
Lage des Minimums würde sich (M - m)IP zu 0.37 ergeben. 



Hormonology. - Die Wirkung des gonadotropen aus schwangerem 
Stutenserum gewonnenen Hormons bei verschiedenen Haustieren. 11. 
Von Dr. F. G. VAN DER KAAY und Dr. L. P. H. J. DE VINK. 
(Communicated by Prof. G . KREDIET.) 

(Aus der Veterinären Geburtshilflichen und G,ynäkologischen KIlnik der 
Reichsuniversität zu Utrecht (Dir. Prof. Dr. F. C. VAN DER KAAV) und der 
Unlversitäts-Frauenklinik zu Amsterdam (Dir. Prof M. A. VAN BOUWDIJK 

BASTlAANSE. ) 

(Communicated at the meeting of May 31. 1941.) 

Gestylwirkung bei Schalen . 

Neben unsern Versuchen mit Hunden war~n wir in der Gelegenheit, die 
Wirkung von Gestyl bei Schafen zu untersuchen. Diese Tiere, die alle 
schon Lämmer geworfen hatten, befanden sich zur Zeit ihrer Behandlung 
im Anoestrus. Das Schaf hat zwar einen Cyklus von drei W ochen, doch 
in den Monaten Mai, Juni, Juli und August, sowie zu Anfang September 
béfinden die Ovaria sich in einer Ruheperiode. Erst im Nachjahr (Ende 
September) tritt eine erneute Funktion des Ovariums auf, welche klinisch 
in Brunst und im Gestatten des Coitus zum Ausdruck kommt. 

Was die Technik angeht, so sei ~rwähnt, dass der Widder stetig bei der 
Herde sich aufhielt. Vor der Injektion wurden die Tiere auE etwaige 
Gravidität untersucht . Die Ergebnisse unser~r Untersuchungen sind in den 
Tabellen V, VI. VII, VIn und IX zusammengefasst. An Hand dieser 
Tabellen werden wir die wichtigsten Befunde besprechen. 

Zehn Tiere erhielten am 8. 8. 39 die erste intramuskuläre Gestylinjek~ 
tion, 5 Tiere bekamen 240 R. E., 3 Stück 160 R. E . und 2 Stück 480 R. E. 
Schaf 34 wies die deutlichen klinisch en Erscheinungen der Brunst auE und 
gestattete den Coitus. Von den Tieren 36 und 40 sind keine feststehenden 
Ei.nzelheiten zu bekommen. Am 25. 8. 39 bekamen alle Tiere eine zweite 
Einspritzung von 250 R. E. Diese Injektion hatte bei 6 Tieren das Resul~ 
tat, dass ein Coitus gestattet wurde und von uns festgestellt wurde. Am 3. 
September wurde der Widder, der Tag und Nacht bei der H~rde an~ 
wesend war, von derselben getrennt. Zwei Monate nach der letzten 
Injektion wurden die Tiere getötet. Bei der Sektion trat zu Tage, dass 6 
von den 10 Tieren trächtig waren. 

Wenn wir die bei den verschiedenen Tieren erzielten Ergehnisse prüfen, 
so sehen wir, dass bei der Operation einzelne wichtige Tatsachen zu Tage 
treten. So steilten wir fest, dass bei einigen Tieren eine grössere Anzahl 
Corpora lutea in den Ovaria vorhaillden waren als Früchte in den beiden 
Uterushornern (Tab. VI) . Schaf 31 hatte 2 Früchte gegenüber 3 Corpora 
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lutea. Schaf 32 hatte 2 Corpora lutea im I. Ovarium und kein einziges im 
r ., während beide Uterushöhlen je eine Frucht beherbergten. Hier sahen 
wir eine Transmigratio auftreten d.h. dass das Ei, das aus dem I. Ovarium 
stammte, sich ,nicht im I. Uterushorn entwickeIte, sondern im r. Uterushorn 

TABELLE V . 

Datum Dosis Klin. Erschei-
Datum Dosis 

Klin. Erschei- Sektion 
No. der der nungen nach 

2. Inj . 2. lnj . 
nuogen nach am 

I. Inj . I. Inj . I. loj . 2. Inj . 23 . 10 . 39 

31 8 .8 240 R. E . 25 .8 250 R. E . Coïtus 29.8 gravide: 

32 8.8 240 R. E. 25.8 250 R. E. Coitus 27.8 gravide 

33 8.8 240 R.E. 25.8 250 R.E. Coitus 30 .8 gravide 

34 8.8 240 R.E. Coitus 25.8 250 R.E. nicht gravide 

35 8 .8 240 R. E . 25.8 250 R. E. gravide 

36 8.8 160 R. E. wahrscheinlich 25.8 250 R. E. gravide 
Coitus 

37 8.8 160 R. E . 25 .8 250 R. E . Coitus 30 8 nicht gravide 

38 8.8 160 R. E . 25 .8 250 R.E. Coitus 30.8 nicht gravide 

39 8.8 480 R.E. 25.8 250 R. E . Coitus 1.9 gravide 

40 8 .8 480 R.E. Erscheinungen 25 . 8 250 R. E. nicht gravide 
von Oestrus. 
aber kein Coitus 

gelandet war. Wir sprechen hier von einer Transmigratio. Dasselbe zeigt 
Schaf 33, wo drei Corpora lu tea in beiden Ovaria vorhanden waren. Im 
I. Uterushorn entwickeIten sich 2 Früchte, während im r. Horn -4 Früchte 
angetroffen wurden. Bei Schaf 35 tra fen wir insgesamt 8 Corpora lutea an 
mit 1 normal entwickelten Frucht im I. Uterushorn. Sechs Tiere waren 
während ihres intrauterinen Lebens succombiert und befanden sich in 
Resorption. Bei Schaf 36 wurden 2 Tiere in Resorption angetroffen, 
während Schaf 39 wieder 9 Corpora lutea besass. Nur eine Frucht kam 
zur normalen Entwicklung. 

Die bei Schaf 36 gefundenen Lämmer sind grösser als die der andern 
Tiere, wahrscheinlich ist hier bereits Befruchtung nach der ersten Itlljektion 
(TabelIe V) aufgetreten. 

Anlässlich des Befundes der grossen Anzahl Corpora lutea neben der 
kleineren Anzahl Früchte sowie der in Resorption beHndlichen Früchte und 
der Transmigratio intern a legten wir uns die Frage vor, welche diesbezüg~ 
lichen Verhältnisse bei normalen Graviditäten bestanden. 

Urn dieses Problem einer Lösung entgegenzuführen, haben wir eine 
Reihe von 68 trächtigen Schafen untersucht. Bei 20 dieser Tiere wurde eine 
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TABELLE VI. 

'" .§ Anzahl Früchte .§ Anzahl Früchte Gesamtanzahl 
~ 0 -ns 

ns S ns S :;:! ...c:: .. 
...c:: .. =' Im I. Uteru,horn .. =' im r. Ovarium ns ~] Früchte Im Uterus 
~ ]"i ] .~ 

... 
0> 

ï:l ns ns 
:l ~O ns :> 8~ "'0 a '1:1 

~....; normal In Re- !~ normal In Re- ns ~8 normal la Re-e ... 
z 8 entwickelt sorption entwlckelt sorptioD E-< entwlckelt sorption 

31 2 1 (1-8 cm) I 1 (1-81f2cm) 3 2 

32 2 1 (1-9 cm) 0 1 (1-9 cm) + 2 2 

33 3 2 (1-8 cm) 3 4 (2-71f2cm) + 6 6 
(2-61f2cm) 

35 6 1 (1-8 cm) 2 2 4 8 1 6 

36 4 1 (1-14 cm) 2 3 2(1-13 cm) 7 3 2 

39 5 1 (1-7 cm) 4 9 1 

Transmigratio angetroffen. Was wir bei den 48 übrigen Tieren fanden. 
zeigt Tabelle VII. Die 48 untersuchten Tiere wurden in 12 Gruppen ei.n~ 
geteilt. die alle eine wechselnde Änzahl Schafe enthielten. Gleichlautende 
Ergebnisse voo verschiedenen Tieren wurden einer Gruppe zugeteilt. 

T ABELLE VII. 

.E ns - .. Anzahl Früchte im ~ .- ... Anzahl Früchte Im . ... 
Gesamtanzahl ~ Jl ~ ~Jl ~ ... .. 

=' .- 1. Uterushorn bel =' .- r. Uterushorn bei 8 ·~ Früchte lm Uterus ~ -S .. jedem Tier einer -~ .. jedem Tier einer :a .- in einer Gruppe ...c::2l. f. .~ ... ~ Gruppe f. ·C ... ~ GrupJ>P. ns Jl ~ 
~Cl. ~o~g 86~ ê t-InsCl. 

:a~ ~ .. e 
normal In Re- :a t.:J normal In Re- ~~t.:J Dormal In Re-ns 1 . s ~ . S t-I - .. entwlckelt 

... .. 
entwickelt sorptlon entwlckelt sorption ~ ~ .§! sorption a::I s '1:l ~~ <._~ 

1 1 1 1 1 2 1 1 

8 I 1 8 8 

2 2 2 6 6 

16 1 1 1 1 32 32 

7 1 1 7 7 

3 2 2 6 6 

2 1 1 1 4 2 

3 1 1 1 6 3 

1 1 2 1 3 1 

2 2 1 1 1 6 4 

2 2 1 4 2 

1 2 1 2 1 



1 8 

2 1 

3 6 

4 2 

5 2 

6 1 
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Wenn wir uns die Tabelle ansehen, so bemerken wir, dass Gruppe 4 die 
grösste Anzahl Tiere (16) umfasst, wobei beide Ovaria ein Corpus luteum 
enthalten und wobei in jedem Uterushorn eine Frucht vorhanden ist. Bei 
den Gruppen 7-12, die alle eine kleine Anzahl Tiere umfassen, sind die 

T ABELLE VIII. 

~ '0) t Anzahl Früchte im ~] ~ Anzahl Früehte im 
]. ~ '5 I. Uterushorn bei -=., '0) r . Uterushorn bei 

" jedem Tier einer " jedem Tier einer 
e- .3 .. ~ Gruppe É- ·ê t ~ Gruppe 
o ~ .~ 0. ----,-----1 0 cu .~ 0. ____ ~---
U~~~ U~~~ 
~O ~ ~O ~ - Ei normal In Re- - ., gj.....:., gj..:~ 
~ .5 ], entwiekelt sorption ~ .5 ]. 

2 

3 

2 

2 

1 

normal In Re-
entwickelt sorption 

. ... .. ., 
o a:: 

U'O) 
Gesamtanzahl 

Früchte im Uterus 
in einer Gruppe ::a .~ 61 

cu..o 0. 
~ ~ go 1-----,----
cu ~.. I 
13 -= t.) normal In Re-
~ i:! entwiekelt sorption 

t.)8. 

16 

1 

12 

4 

2 

3 

16 

1 

12 

2 

2 

2 

meisten Schwankungen ersichtlich. So zeigt sich, dass bei Gruppe 7 im 
1. und r . Ovarium ein Corpus luteum vorhanden ist, während das 1. Uterus~ 

horn eine Frucht enthält. Dieselbe Erscheinung fin den wir im umgekehrten 
Sinne bei den Tieren, die zur Gruppe 8 gehören. Gruppe 9, die nur aus 
einem Tier besteht. weist das Vorhandensein eines Corpus luteum im 1. und 
von zwei im r. Corpus luteum auE. während nur im r. Uterushorn eine 
Frucht vorhanden ist. Gruppe 10 hat zwei Corpora lutea im 1. Ovarium 
und eine Frucht im 1. Uterushorn, während das r. Ovarium ein Corpus 
luteum hat und eine Frucht im r . Horn. Die Gruppen IQ und 12 zeige.n 
wieder eine andere Variation. Unter sämtlichen Tieren fan den wir nur ein 
Tier, bei dem van den zwei vorhandenen Früchten eine in Resorption sich 
befand. 

Wie wir bereits bemerkten, fan den wir bei 20 trächtigen Tieren eine 
Transmigratio. Diese kam also viel öfter vor als wir anfänglich dachten . 
Den von uns gefunde.nen Zustand der Ovaria sowie die Anzahl Früchte, 
die in beiden Uterushörnern vorhanden waren, gibt Tabelle VIII wieder. 

Die erste und die dritte Gruppe haben die meisten Vertreter. Bei Gruppe 
I wurden 8 Tiere angetroffen , die im 1. Ovarium 2 Corpora lutea hatten 
und in jedem der Uterushörner eine Frucht, während Gruppe 3 sechs Tiere 
beherbergte, welche zwei Corpora lutea im r. Ovarium hatten und in 
jedem Uterushorn eine Frucht. 

Wenn wir nun unsere Daten von den mit Gestyl behandelten Tieren 
und die . der normal graviden Tiere vergleichen , so sehen wir das folgende 
Bild. 

Proc. Ned. Akad. v . Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV. 1941. 49 
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Aus dieser Tabelle können wir feststellen. dass die Durchschnittszahl 
der Corpora lutea per Schaf bei de.n mit Gestyl behandelten Tieren grösser 
ist als bei norm al trächtigen Tieren (5. 83: 1. 8) . Die Anzahl Corpora lutea 
bezüglich der Anzahl normaler Früchte ist bei den mit Gestyl eingespritzten 

TABELLE IX. 

Anzahl Anzahl Anzahl Gesamt- Anzahl 
Anzahl Corpora normaler in Resorption anzahl Fälle von 
Schafe befindlicher Trans-lutea Früchte Früchte Früchte migratio 

Gestylschafe . . . 6 35 15 8 23 2 
(5.83) (2.5) (1.3) (3.83) (0.33) 

Kontrollschafe . 68 122 104 1 105 20 
(1.8) (1.52) (0.014) (1 .54) (0.28) 

Schafen grösser als bei norma~ schwangeren Tieren (2. 33: 1. 1). Die 
Anzahl der in Resorption befindlichen Früchte ist bei mit Gestyl einge~ 
spritzten Schafen grösser als bei den nicht behandelten Tieren. Bei keinem 
der Kontrolltiere wurde eine so grosse Anzahl Corpora lutea gefunden als 
bei denen. welche mit Gestyl behandelt wurden. wobei 6. 7. 8 und 9 Stück 
angetroffen wurden. Möglicherweise hat das Gestyl viele Follikel zugleich 
zur Reife gebracht. während sich dann bei dem Auftreten einer Gravidität 
in allen gereiften oder geplatzten Follikeln ein Corpus luteum gebildet hat. 
Auch das Absterben der Früchte ist etwas Auffallendes. Ist diese Erschei~ 
nung auf eine Insuffiziens des aufgebauten Corpus luteum zurückzuführen 
oder ist die Implantation in ungenügendem Masse möglich. weil der Uterus 
den Veränderungen. welche die Gestylinjektionen hervorrufen. nicht hat 
folgen können? 

Ei.ne ausgedehnte vergleichende histo~pathologische Untersuchung muss 
hier noch folgen . Die Zahl der aufgetretenen Fälle von Transmigratio wich 
nicht sehr voo einander ab. Ferner sei noch bemerkt. dass die Ovaria der 
mit Gestyl behandelten Tiere. die nicht trächtig wurden. keine Unter~ 
schiede aufwiesen mit 103 daraufhin untersuchten Kontrolltieren . 

Zusammenmssend glauben wir auf Grund unserer Versuche die folgende Schluss­
folgerung zie hen zu dürfen. nämlichdass: 

I. Gestyl. verabreicht bei Schafen im Anoestrus. eine sehr gute Wirkung aufwies; 
11. bei 6 von den 10 behandelten T ieren eine Gravidität auftrat; 

111. bei diesen Tieren eine grossere Anzahl Corpora lutea angetroffen wurde als bei 
68 normal trächtigen Schafen; 

IV. bei den mit Ges~yl behandelten Schafen mehr intrauteriner Früchtetod auftrat. worauf 
Resorption der Frucht stattfand; 

V. bei trächtigen Schafen die Transmigratio interna bei weitem nicht selten vorkommt; 
VI. nach Gestylverabreichung Superovulation und Superfecundation auftreten können. 

Als letzte Gruppe von Tieren. bei denen die Gestylwirkung untersucht 
wurde. waren 4 junge Rinder im Alter von ungefähr 8 Monaten und ein 
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junges Schwein (5 Monate) . Bei 3 jungen Rindern wurden 500 R. E. ein~ 
gespritzt, während das 1. Tier 150 R. E. intramuskulär erhielt . Das Schwein 
erhielt 200 R. E. Einzelheiten. Alle sind in Tab. X verzeichnet. Bei den 
jungen Rindern 50 und 51 wurde das I. Ovarium 1 bezw. 3 Tage vor der 
Injektion entfernt. während das r. Ovarium 7 bezw. 12 Tage nach der 
Einspritzung weggenommen wurde. Bei den Tieren 53 und 52 wurde die 
erste Operation 6 bezw. 11 Tage nach der Einspritzung vorgenommen, 
während der zwei te Eingriff 17 bezw. 21 Tage nach der Injektion erfolgte. 
Wenn wir einen Blick auf die Veränderungen werfen, so fällt uns sofort 
die grosse Gewichtssteigerung der Ovaria auf, während auch das makros~ 
kopische Bild enorme Veränderungen erfuhr. Hierfür zeugen die ver~ 

schiedenen Aufnahmen vor und nach der Behandlung. 
Das mikroskopische Bild der Ovaria vor der Injektion zeigt verschiedene 

TertiärfollikeI. die bereits kräftig ausgewachsen waren. Einer der Follikel 
platzte bei der Operation, doch ferner war kein Zeichen von Ovulation 
vorhanden. Die meisten Tertiärfollikel befanden sich in Atresion. ebenso 
wie die sekundären. Es sind wenig Primärfollikel vorhanden. Die Ergeb~ 
nisse nach der Gestylinjektion ergeben ein betrübendes Bild. Zwar haben 
die Tertiärfollikel stark an Grösse zugenommen, ab er alle sind atretisch. 
Bei den meisten Follikeln ist die ganze Granulosazellenschicht verschwunden 
oder doch nur in einer sehr schmalen Schicht vorhanden. Die Theca weist 
stellenweise eine geringe Reaktion auf. Einzelne junge Bj,ndegewebs~ 

elemente werden angetroffen, doch nirgendwo wurde die geringste Bildung 
eines Corpus luteum beobachtet. Selbst lange Zeit nach der Einspritzung 
ging das Ovarium. was seine Grösse angeht. zurück. doch in dieser Zeit 
entwickelte sich kein Corpus luteum~Gewebe, wie wir das bei den Hunden 
(H und 183) gesehen hatten. Bei Färse 53 wurde bei der ers ten Operation 
6 Tage nach der Einspritzung 8 cm3 Follikelflüssigkeit punktiert. Hierin 
war festgesetztermassen 10 M. E. per cm3 oestron vorhanden, woraus folgt. 
dass die Wirkung auf die Follikel ganz entschieden stattfindet. aber viel 

zu heftig ist. Die Luteinisation jedoch bleibt aus, ebenso wie die Ovulation. 

Eine schöne Reaktion wies das Ovarium des Schweines auf. Auch hier 
bestand eine grössere Gewichtszunahme. Mikroskopisch wu~den einzelne 

Tertiärfollikel gefunden. Einzelne derselben befanden sich in Atresion. 
Keiner der Follikel war geborsten. Corpora lutea wurden nicht gefunden. 
Nach ,der Injektion war das Bild gründlich verändert. In einzelnen Follikeln 
hatten sich deutliche Corpora lutea gebildet. Der Bau dieser Corpora lutea 
war sehr schön und wies starke Aehnlichkeit mit dem Bau eines normalen 
Corpus luteum auf. Die ZeIlen waren rund bis ovalrund mit scharf gezeich~ 
neten runden Kernen. An verschiedenen Stellen wurde myxoematöses 
Gewebe angetroffen. Auch die Blutgefässversehung war gut. 

Passen wir die Ergebnisse unserer letzten Vers uche zusammen. so kommen wir zu der 
folgenden Schlussfolgerung: 



TABELLE X. 

Total 
Junges Alter einge­

Rind in Mo· spritzte 
No. naten Ein­

heit 

50 8 

51 8 

53 8 

52 8 

I 500 

RE. 

500 

R. E. 

500 

R. E. 

450 

R.E. 

Datum der 
Operation 

1. Vier Tage vor 

Injektion (Ii . Ov.) . 

2. Sieben Tage 

nach Inj. (r. Ov.) . 

1. Drei Tage vor 

Injektion (I. Ov.) . 

2. 12 Tage nach 

Injektion (r. Ov.) . 

1 1. Sechs Tage n. 

Injektion. 2. Sieb-

zehn nach Injekt. 

1. Elf Tage nach 

der ers ten Injek-

tion. 2. 24 Ta'ge n. 

Injektion . 

Klinisch delltliche Symptome von Brllnst 

gehabt. Coitus 2, 3 llnd 4 Tage nach 

Injektion. 

I 
I 

I I 
Ferkel 5 200 I. 9 Tage vor In-

R . E. jektion. 2. 6 Tage 

nach Injektion. 

766 

I r Ovarium- Ovarium-
gewicht gewicht 

vor nach 
Injektion Injektion I . 

2,1 9 11.5 9 

4,2 9 89 9 

15,3 9 I 72g 

I 
58 9 

I 
-

I 
1.9 9 7 9 

Makroskopisch 

Vor Einspritzung Nach Einspritzung 
r . en I. Ovarium r. en \. Ovarium 

Einzelne grössere Stark vergrössert . 

Follikel. wovon Enthält vier grosse 

eines bei der Ope- Follikel. viel grös­

ration sprang. ser als bei voriger 

Operation . 

Vie!e kleine j St"k ve'g'ö,~,t 
Follikel. VicIe grosse 

Follikel. 

Ziemlich viele I Stark vergrösser-

grosse Blasen. tes Ovarium. 

Sehr grosso Voll I Stark vergrössert. 

Blasen. Einzelne Viele Blasen. 

mit Blut gefüUt. 

Einzelne kleinere Ovarien stark ver-

Corpora lutea. grössert. Einzelne 

grosse Follikel, 

vie!e kleinere 

zweiplatzte Folli-

kel bei Operation. 
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Mikroskopisch 

----------------------------~-----------------------------------------

Vor der Einspritzung 

T ertiärfollikel fallen a uf. Dünne 

Schicht Granulosazellen. Bei einzel­

nen ist diesc Zellschicht verschwun­

den. Sekundärfollikel a tretisch. 

Einer der Follikel. ist zusammenge­

fallen. Thcca und Interstitium blut-

Nach der Einspritzung 

Vier grosse Follikel. die das ganze Bild ungefähr 

einnehmen. Wand mit dünner Granulosazellen­

schicht. In a ndern Follikeln ist die Granulosazella us­

kleidung verschwunden. An einzelnen Stellen ist die 

darunter liegende Theca losmaschig . Gefässe sind 

stark überfüllt. Einer der Follikel. ha tte cine Wand, 

reich. Viele junge Zeilen hierin die verdeckt war und die bestand aus einem Gewebe, 

vorhanden . Wcnige Primärfollikel. worin Thecazellen zu erkennen waren. 

Ergebnis 

Grösserwerden 
der Follikel. 

Degeneration. 

Keine Entwick­

lung Corpus lut. 

V erschiedene Tertiärfollikel sämt- Alle Follikel sind vergrössert, doch vollkommen in Tertiärfollikel 

lich in Atresie. Granulosazellen Atresie. Manchmal noch dünne Granulosazellen- vergrössert. 

manchmal verschwunden. In einzel- schicht anwesend. Andere völlig verschwundene Degeneration. 

nen FolÜkeln untergegangene Ei- Granulosa. Keine Thecawucherung. Atresie. Kein 

zeilen. 

Am 23.1 . bei erster Operation wurde a us den FollikeIn des I . Ovariums 8 cm:! Follikel­

flüssigkcit a ufgesogen . die 40 M. E. per cm3 enthält. 

Corpus luteum. 

Follikel sind sämtlich atretisch. In Sämtlich Follikel atretisch. Granulosazellenschicht Tertiärfollikel 

verschiedenen Follikeln war die überall verschwunden. In einem einzigen Follikel stark vergrös­

Granulosazellenschicht verschwun- noch etwas von der Granulosa anwesend. Die Theca sert. Atresie. 

den. Bei einzelnen andern Follikeln interna ist losmaschig mit jungen Bindegewebszellen Kein Corpus lut. 

ist die Granulosazellenschicht los- darin. Keine Bildung von Corpus luteum. 

maschig ; Kerne. die Degeneration 

aufweisen . Die darunterliegende 

Theca wuchert stellenweise mit. 

Stark überfüllte Blutgefässe. 

Viele kleine und einzelne grössere 

T ertiärfollikeI. Granulosazellen­

schicht bei einzelnen norrna!. bei 

andern degencricrt. Keine Corpora 

Iutea. Einer der Follikel geplatzt. 

Bildung von schönen Corpora lutea. Scharf um­

schriebene Zeilen, Protoplasma verschwommen. 

Kerne rund, einige in Teilung sich befindend. Blut­

gefässversorgung ist gut. Andere Follikel teilweise 

mit Corpus luteumartigem Gewebe gefüllt. Tertiär­

follikel sind gewachsen. Sekundäre atretisch. 

Tertiärfollikel 

vergrössert. 

Bildung von 

Corpus luteum. 
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I. Dass die Gewichtszunahme sowie das makroskopische Bild der Ovaria nach der 
Injektion sich stark verändert hatte. 

11 . Dass die Tertiärfollikel gewaltig reagiert haben und an Grösse stark zugenommen 
haben. 

111. Dass sämtliche Follikel in Degeneration sich befinden. während manchmal nichts 
mehr von der Granulosazellenschicht ersichtlich ist. 

IV. Dass sehr wenig Reaktion in der Theca beobachter wurde. während von einer 
Bildung von Corpus luteumgewebe überhaupt keine Rede ist; selbst nach längerer 
Zeit (24 Tage) ist das nicht der Fall. 

V . Dass die Reaktion bei einem jungen Schweine von 5 Monaten sehr deutlich war. 
Neben Follikelvergrösserung wurde auch die Bildung von schönen Corpora lutea 
angetroffen. 

Zusammenfassung. 

Beschrieben wird eine Untersuchung nach der Wirkung des gonado­
tropen Hormons. stammend aus dem Serum schwangerer Stuten bei 
infantilen und erwachsenen Hunden, sowie bei Schafen, jungen Rindern 
und bei einem Schweine. Die eingespritzte Menge. die stets intramuskulär 
verabreicht wurde und nur ·einmal intravenös, variierte zwischen 100-1000 
R. E. Gestyl. Bei infantilen Hunden wurde eine leichte Reaktion auf das 
Ovarium beobachtet, ebenso wie auf den Uterus. Namentlich bei intra­
venöser Verabreichung war letzteres sehr deutlich. Die erwachsenen Hunde 
wurden klinisch brünstig und gestatteten in mehreren Fällen den Coitus. 
Die histo-pathologischen Veränderungen in den Ovaria und dem Uterus 
werden besprochen. Das Anwachsen der Tertiärfollikel steht im Vorder­
grunde. Die Veränderungen der Granulosa wurden untersucht. Die Bildung 
von Corpus luteum-Gewebe wird ein einziges Mal beschrieben. Im Uterus 
tra ten schöne Veränderungen auE. doch nirgends wurde. wenn auch im 
Ovarium Corpus luteum-Gewebe vorhanden war, eine Sekretionssphase 
gefunden. 

Bei Schafen, die alle schon einmal Junge geworfen hatten und ebenso 
wi~ die Hunde, im Anoestrus sich befanden, hatte das Gestyl eine gute 
Wirkung. Bei 6 von den 10 Tieren trat eine Gravidität auE. Die Einzel­
heiten bei der Untersuchung hiervon wurden näher beschrieben. 

Die Reaktion auf die Ovaria der Färsen ist heftig. Zwar sehen wir eine 
gewaltige Gewichtssteigerung der Ovaria und ein üppiges Anwachsen der 
Follikel. aber alle sind atretisch und weisen Degeneration der Granulosa­
zeIlenschicht auE. Es ist wenig oder keine Reaktion der Theca. Bildung von 
Corpus luteum-Gewebe wird nicht beobachtet. 

Das Schwein reagierte auf die Gestylwirkung. 6 Tage nach der Injektion 
war schönes Corpus luteum-Gewebe ersichtlich, das in seinem Bau dem 
normalen Corpus luteum sich näherte. 



F. C. VAN DER KAAY und L. P. H. J. DE VINK: DIE WIRKUNG DES 

GONADOTROPEN AUS SCHWANOEREM STUTENSERUM GEWONNENEN 

HORMONS BEI VERSCHIEDENEN HAUSTIEREN. 

Zusammenfassung van Corpora lutea und Früchte van 
mit Gestyl behandelten Schäfe. Die weissen Punkte stellen 

Früchte dar, die sich in Resorption befinden. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 
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L. Ovarium var, r. Ovarium nach 
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Botany. - The shape of cells in homogeneous plant tissues. I. By G. VAN 

ITERSON Jr and A. D. J. MEEUSE. 

(Communicated at the meeting of June 28. 1941.) 

1. Discussion of the problem and historical remarks. 

By homogeneous plant tissue we mean in this paper: a tissue being an 
assemblage ·of congruent cells built up in such a way that by parallel 
shifti:ngs in space ;the cells may oe caused to coalesce. It mayalso be 
expressed thus: tissue in which congruent cells are placed in space in 
the same way. So the cells are not supposed to fill the tissue without 
leaving any interstices;generally there will be some intercellular spaces. 
Meantime in this communication we shall exclusively oonsider tissue without 
any intercellular spaces or with spaces of ve.ry little extension. 

Of course it cannot be said a priori that there are homogeneous pIant 
tissues. and considering ,the variety of cellforms it is even to be expected 
that this will not be the case in a strictly mathematical sense. It will, 
however. be seen that there are tissues in nature which approach homo­
geneous tissues. 

This possibility has indeed long been assumed by plan.t anatomists. who 
were struck by the fact th at various uniformly built plant tissues showro 
a very uniform assemblage of hexagonal cell sections. on longitudinal as weil 
as on transverse sections. As early as 1802. C. F. MIRBEL (27) 1)pictured 
a truncated dodecahedron considering this the shape of the cells of which 
a uniform tissue is a homogeneous assemblage. He had deduced that shape 
from the fact that on transverse section such tissues show regular hexagons 
and on longitudinal section extended hexagons. He assumed that that shape 
comes into being oy the cells trying to expand during ontogenesis: he says: 
"When the cells experience no other resistance than that existing among 
themselves their horizontallélnd vertical sections show hexagons resembling 
the holes in a beehive." 

D. G. KIESER (9) thinks in 1818 that MIRBEL has found this cell shape: 
"as it were unconseiously. not suspeeting the truth. Wihile he was drawing 
the tissues. without recognizing that the neeessity of that form is founded 
in mathematical laws. hence without formulating the law of its construc­
tion. .. Still KIESER arrives at the same eell shape for uniform tissue as 
MIRBEL did. He starts by saying th;'lt really :the rhombic dodecahedron is 
the original shape of the eells of plant tissues. Of the spatial bodies being 
ab Ie to fill the space without any interstices (he also enumerates some 
others whichareable to do this) the rhomoic dodecahedron approaches 

1) The numbers refer to the Iiterature. mentioned at the end of Part 11 of th is 
communication. 
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most the sphere. according to KIESER. and is preferred by the plants as 
the original shape. because: ":the originally round plant cells compress 
each other mutually". thus assuming a shape deviating the least possible 
fr om the sphere. 

But KIESER alters his first opinion partically by assuming that originally 
the eells have not a strictly spherical shape but that of an ellipsoid. so that 
as a result of the mutual pressure there are formed deformed rhombic 
dodecahedrons. He further assumes th at there are many "modifications" 
of the original shape. and the one w.hich is obtained by truncation of the 
deformed rhombic dodecahedron (on the upper and lower side until the 
height of the body is approximately equal to the breadth) he considers 
"the shape of cell most frequently occurring in nature." Thus he returned 
to the shape pictured before by MIRBEL. 

Later anatomists havealso repeatedly supposed that the rhombic dode~ 
calhedron is the ideal cell shape of uniform plant tissues wrthout any 
intercellular spaees.and I may add that the same has been said of animal 
tissues (which are hardly discussed in th is communication ). 

Some anatomists. however. have assumed different celI shapes. 
P. DUCHARTRE (3) said in 1867 that any cell in a uniform tissue. deve~ 

loping out of I'ound eells. is bounded at the top and at the bottom by 
another cell and by the sides by 12 other cells. the upper half being placed 
against 6 cells and the lower half against 6 others. all 12 being placed 
sideways. He therefore states expressly that the "regular" cell is "a solid 
body with fourteen faces (tetrakaidecahedron) and not with twelve. as is 
of ten said". It will be se en that DUCHARTRE ca~e very near the actual shape. 
DUCHARTRE too considers mutual pressure the cause of the occurrence of 
the cell shape which he assumes for uniform tissues. But he also discusses 
in detail cases in whichtlhe cells deviate from the regular shape .through 
unequal growth of the different parts. 

2. Mathematica! considerations. 

It goes without saying that the problem of the cell shape in homogeneous 
plant tissues. as defined in the previous secti.on may be discussed purely 
mathematically. 

The crystallograph E. VON FEDOROW has treated the problem how a 
space can be WIed without any interstices by congruent bodies which may 
be caused to cover each other by parallel shiftings. He found the solution 
for convex bodies bounded by flat faces. lt will he c1ear that the lateral 
faces of such bodies must every time be congruent and parallel in pairs. 
Therefore VON FEDOROW calls such bodies parallelohedrons. He first treated 
the problem with what parallelohedrons the space may be filled without 
any interstices in Russian publications which appeared in 1885. 1888 and 
1890. but these only became known in Western Europe through his German 
treatises in 1893 and 1896 (5) (for a discussion of the significance of 
these treatises see A. E. H. TUTTON "Crystallography" (33)). The bodies 

50* 
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which VON FEDOROW pointed out (on the ground of considerations of 
possible symmetry of point systems, and of spatial bodies ) are identical 
with, or may be derived from the cube, the s.tl'aight hexag.onal prism, the 
rhombic dodecahool'on, a so-called extended rhombic dodecahedron and a 
cubo-octahedron. These bodies are pictured in fig. 1. The cubo-octahedron 

DJ] i I ~ ,' ,,:) ~ lliJJ~@ -_..... ~ . . ,. , 
Fig.!. Five parallelohedrons of VON F.EDERow (af ter A. E. H . TU1ïON). The figure e 

represents the "orthic tetrakaidecahedron" of Lord KELVIN. 

(a tetrakaidecahedron) pictured here, may be obtained by truncating the 
corners Df a regular octahedron by means of a cube in such a way that 
the edges of the .octahedron aredivided into ·three equal parts by the faces 
of the cube. 

Different proofs may be furnished to show that these bodies can fill a 
space without leaving any interstices, the simplest proofs being those in 
which projective geometry is applied. A proof for the cubo-octahedron 
mentioned, a body of special impol'tance for our ,discussions, may be found 
in a communication by E. B. MATZKE (25). 

The other parallelohedrons with which space may be filled by parallel 
shiftings may be deduced from these five by deformations which VON 

FEDOROW calls homogeneous deformations (for a precise definition see his 
treatise of 1896). In oJ.'lder to realize the existence of such parallelohedrons 
it should be remembered that when space is imagined to be filled with one of 
the five kinds of bodies of figure I, these bodies by stretching the complex 
in a certain direction may be deformed in such a way that the cOFresponding 
bounding faces of the bodies remain parallel. Through such deformations 
parallelohedrons may be obtained which show less symmetries than the 
bodies pictured above and which may yet fill ,the space without élIIly inter­
stices through parallel shifting. In his treatise of 1896 VON FEDOROW pic­
turedmany of them, showing the symmetry of all thevarious crystal systems. 

Lord KELVIN (8) in 1894 treated the problem in quite a different way, 
wthereby he did not limH himself to spatial figures bounded by flat faces, 
nor to convex bodies, but made a general inquiry into the shape of bodies 
which may fill space without any interstices through parallel shiftings. 
Lord KELVIN first treats the corresponding problem for aplane, starting 
fr om unintermittent filling of this plane through parallel shifting of a 
parallelogram. By consIdering this parallelogram as a combination of two 
congruent, but reversed triangles, and by shifting these two triangles in 
such a way with regard to each otlher that the sides remain parallel, and 
then connecting the six vertices of the triangles, hexagonal parallelogons 
may be obtained with which - as may be easily prov.ed by plane geometry 
- the plane may be filled without any inters.tices through parallel shiftings. 
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Those hexagons may be convex or concave and their sides which in pairs 
must be equal in length and parallel may mutually greatly differ in length. 
By making a stencil, star:ting from the hexagonal figure, but dcforming 
it in such a way that wh en one of the sides is made to bulge, the corres­
ponding parallel side is indented congruently, and by shifting the stencil 
from one hexagon to the next, circumscribing it each time, homogeneous 
divisions of the plane may be obtained with various congruent figures with 
curved sides. KELVIN pictured some r,emarkable exemples of them. A cor­
responding method Lord KELVIN applied to the space problem, in which 
he starts from a parallelopipedum, divided into 6 tetrahedrons by four 
planes, all going through a body diagonaI. and each of them also through 
a different face dia:gonal. By shifting these tetrahedrons by a purely 
translational motion and then bringing surfaces (Ln general these surfaces 
will be curved) through the vertices (pairs of these surfaces have to be 
equal and parallel) a body is obtained with which space may be filled 
homogeneously. By bringing abou't the shifting of the tetrahedrons in 
different ways, various convex and alsoconcave badies may be constructed 
to which this applies. 

It will be clear that these bodies generally possess 6 X 4 = 24 vertices. 
Lord KELVIN further proves that generally they have 14 lateral faces and 
that they may be considered as cubo-octahedrons which are identical with, 
or, by means of extending and shifting or of buIging and indenting the 
lateral faces, may be derived from the cubo-octahedron pictured in fig. Ie. 
This latter body Lord KELVIN calls .. orthic tetrakaidecahedron". He does not 
separately mention the hexagonal prism, the rhombic dodecahedron and the 
extended rhombic dodecahedron and the bodies derived from them as bodies 
with which spa ce may be homogeneously filled. The hexagonal prism may 
be considered a special case of the cubo-octahedron which cannot be said of 
the other two bodies, so far as I can see, and so there is a difference in the 
re su lts of VON FEDOROW and of Lord KELVIN which has not yet been 
accounted for. 

The orthic tetrakaidecahedron was already known by Lord KELVIN as a 
result of earlier studies, made wh en he was still Sir WILLIAM THOMSON (31). 
He had namely in 1887 put the question what shape soapbubbles would 
assume when space is filled homogeneously with such bubbles of the same 
size, flattening each other and forming soap membranes. He had come to 
the conclusion that they will assume a shape which very nearly approaches 
that of the orthic tetrakaidecahedron, but yet differs from it (see figure 2). 
The edges of the spatial configuration, formed by the soap membranes are 
equally long, but they are not straight, but slightly curved, and the six 
quadrilateral faces are plane faces, but .the eight hexagonal lateral faces are 
curved surf aces, the curvature of which may be pictured by dividing a 
regular hexagon into six sections through the th ree diagonals and alter­
nately slightly pushing a section inwards and the next section as slightly 
outwards (see figure 2). These deviations from the orthic tetrakaide-
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cahedron are necessary, because, owing to the tendency to reduce the total 
area of the soap membranes to a minimum, in a configuration of soap 
membranes four edges must always meet in one point and they must meet 

Fig. 2. Projection of the "minimaI" tetrakaidecahedron with curved edges. four plane 
quadrilateral faces and six curved hexagonal faces (here th is body is called: the "body of 

Thomsan" ) (af ter Sir WILLlAM THOMSON) . 

there two by two under an angle of 109° 28', and because in such a con~ 
figuration three soap membranes are to meet on each soap edge. namely 
two by two under dihedral angles of 120° . In a spacefilling with orthic 
tetrakaidecahedrons these conditions are not fulfilled. Naturally the body 
with curved edges is one of the space figures which may be derived from 
the orthic tetrakaidecahedron in the way indicated by Lord KELVIN in 
1894: viz. by buiging and indenting corresponding faces. We shall eaU the 
body with curved edges ."the body of THOMSON". To illustrate the shape 
of the quadrilateral flat faces of this body Sir WILLlAM THOMSON immersed 
a rectangular prism, the base of which was a rectangle with edges of 
5.66 cm and 4: cm, and whose height was 5.66 cm in a solution of soap. 
On emerging from th is solution a square was formed in the centre with 
sj·des which were curved outwards in the same way as those of the qua~ 
drilateral faces of the cubo~tahedron with curved edges (see fig. 3) . 

Fig. 3. An experiment with a solution of soap in order to demanstrate a tetraganal face 
with sides curved as those of the plane quadrilateral faces of the "minimaI" tetrakaideca­

hedron (af ter Sir WILUAM THOMSON). 
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3. The cell~forms in homogeneous tissues as revealed by recent investi~ 
gations. 

In his very interesting work "On Growth and Form" (Cambridge 1917) 
O'ARCY WENTWORTH THOMPSON (32) has diseussed the possibility of the 
rhombic dodeeahedron and of the orthic tetrakaideeahedron as the ideal 
eell form for uniform tissues; the former farm he eonsiders the most pro~ 
bable, but he thinks that there is na eertainty in this question, in hi~ opinion 
maeeration experiments should deeide the matter. 

Sinee then the matter has been deeided, though not through maeeration 
experiments. It came owing to a lengthy series of studies, eontinued during 
many years by FREDERIC T. LEWIS (10~11~12~13~14~15~16~17 ~18~ and 19) 
who began them in 1922. For many homogeneous or nearly homogeneous 
tissues LEWIS has tried to show that the average farm of the eells 
approaches the orthie tetrakaideeahedron, or a figure whieh may be 
obtained by extending this spatial figure . This he supposed to apply to 
plant as well as to animal tissues. 

As his first instanee LEWIS (10) mootions the pi th of the elder (he 
studied the pith of Sambucus canadensis) . In order to make himself aequ~ 
ainted with the eell shape he eonstrueted space models of the cell forms 
from series of seetions, mostly from longitudinal sections (he needed about 
16 per cell) and he arrived at theeonc1usion that the average eell form 
approaches an orthie tetrakaideeahedron, whieh is plaeed in sueh a way 
that a hexagon is present at the top and hence also at the bottom, 50 that 
each of the six broken lateral faces of the body is built up by a rectangular 
and by a hexagonal face. Many deviations from this fundamental shape 
were found. which were ascribed to differenees in the size of the eells. 
There were many eells with 13 and with 15 lateral faces . and besides 
eells with even fewerand with even more lateral faces . but the average 
number of lateral faces of 63 cells was 13.96 and was therefore very 
near 14. 

Another instance for plant tissue was the pi th in the apparent stem of 
Juncus effusus. of which LEWIS (11) showed that it is probable that the 
typical stellate cells. from which the pith is eonstruded. originate from 
juvenile tissue. being an assemblage of orthic tetrakaidecahedrons. 

Further in stances were furnished by the epidermis of the immature 
eucumber (Cucumis sativus) (13 and 15) and that of the stem of Trades~ 
cantia virginiana (13). where it is interesting that the cells of the epidermis 
mentioned first are extended perpendieularly to the surface of the eueum~ 
ber. whereas those of Tradescantia virginiana have their greatest dimensions 
in the direction of the stem. 

Another instanee are the eork cells. of which LEWIS (14) showed that 
they approach the straight hexagonal prisms. plaeed with their axes per~ 
pendieularly to the surfaces of the plant organ (as sueh they were also 
of ten pictured by early plant anatomists). But he rightly remarked that 
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wh en carefully observed, these cells are seen not to oe exactly such prisms, 
but that they have a shape intermediate between that of the straight 
hexagonal prism and that of the cubo-octahedron with plane~faces; they 
may be considered as orthic tetrakaidecahedrons which have been pulled 
straight (in a radial direction ), after which they have been much shortened 
(in that same direction ) . 

The most remarkable in stance in the plant world, studied by LEWIS (19) 
in such a way that it compels us to admiration, are the fibre tracheids of 
Pinus, which LEWI S determined with the help of 213 successive transverse 
sections of the wood of Pinus strobus, made for him by JEFFREY. From 
these sections spatial models of the cells were again deduced. The result 
was that the cambium cells, from which the tracheids originate, are 
practically formed and placed at the surface of the wood like the cork cells 
at the surface of the bark. So the cambium cells, af ter LEWIS, must be 
considered as orthic tetrakaidecahedrons, deformed to hexagonal prisms 
whose a xes are placed radially to the stem, which prisms in th is case are 
very flat and whose front and back faces are parallel to the surf ace of 
the tree and with a short edge of the prism at the top and at the bottom. 
This body moreover is much extended in the longitudinal direction of the 
tree. The cambium cells have the same arrangement as an assemblage of 
orthic tetrakaidecahedrons and so they each have 16 faces in common with 
the surrounding cells. When growing out into fibre tracheids the cells 
curve at the ends, thus giving rise to new contacts, so the mature fibre 
tracheids touch 18 to 22 other cells. 

J. W. MARVIN (23) added one more to these instances: the pith cells of 
Eupatorium purpureum L. from North America, grown in th is country as 
ornamental plant. This botanist made spatial mooels of no less than 100 
cells. The average numoer of lateral faces was 13.36. There were numerous 
exceptions from the orthic tetrakaidecahedron (a.o. pentagonallateral faces 
were more numerous than hexagonal on es ) which MARVIN attributes to the 
presence of large and small cells by the side of each other. 

We shall not quote in stances fr om animal tissues, which are certaitl1ly no 
less interesting. 

The senior author first studied the problem of the cell forms in 1912 and 
1913, in co~operation with Mr. W. F. GAYMANS, th en administrator of a 
crude sugar factory in Modjokerto (Java) . We could state that the pith of 
sugar cane, wh ere it is uniform in structure, is an assemblage of cells 
generally approaching a orthic tetrakaidecahedron drawn more or less 
straight in the longitudinal direct ion of the stem. This could be directly 
observed in longitudinal and transverse sections of that pith (see fig. -4). 
Naturally th ere are again numerous exceptions; the pithcells are very 
unequal in size and their regular arrangement is moreover greatly disturbed 
by the occurrence of the vascular bundIes with sklerenchym sheaths of 
greatly varying dimensions. 

Since then the senior author has arrived at a conclusions similar to that of 
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LEWIS and MARVIN, having recognized the othic tetrakaidecahedron as the 
fundamental form of numerous homogeneous plant tissues. Por as long as 
fifteen years he has demonstrated that cell form in microscopy practice, 
in an object in which it may be recognized almost at once even by an 

unpractised microscopist, namely in the 
cortical parenchyma of the root tubers of 
Asparagus Sprengeri REGEL, an indoor 
plant from Japan, generally found to oe 
grown by florists because it furnishes 

B. ornamentalgreen throughout the year. 
Wh en thick transverse sections made of 
such a tuber, are viewed at about 1/ 3 of 
the radius, countiJlg from outside, it is se en 
that the tissue consists of fairly uniform 

C. polygonal celIs, and in many places it may 
be observed that numerous cells approach 
the orthic tetrakaidecahedron. Repeatedly, 
for instance, a hexagonal lateral face of a 
cell is seen to be bounded by three tetra~ 
gonal and by th ree hexagonal lateral faces 
(see the plate in Part 11). 

Longitudinal sections show th at the 
cells are placed above each other in 
vertical rows and from the transverse 
sections it is se en that the upper surface 
and the lower surface of the cell are 
formed by hexagons. The cells in adjacent 

Fig. 4. Pi th of sugar eane. A. trans- vertical rows are not on the same level. 
verse, B. radial, C. tangential seetion. but have shifted with regard to each other, 
Several· eells are eubo-oetaehedrons as may be expected in homogeneous tissue 

extended to hexagonal prisms. of cubo~octahedrons. 

The structure ·described here may be especially easily recognized by the 
fact that the various edges in the tissue are not equally clear. The "braken" 
edges in a vertical direction are dark in colour ·and hence strike the eye, the 
horizontal edges are not so plainly visible. This is caused by the fact that 
the edges mentioned first are not solid but hollow. In the living tissue they 
contain air, for at the edge where three vertical cell walls meet an inter~ 
celluiar space is formed. Such spaces continue through the cortical paren~ 
chyma, Erom the base to the top of the root, even wh ere the root is not 
thickened to a tuber. Where a horizontal wall is bounded by vertical walls 
there are no intercellular spaces filled with air. 

It will be cleár that the quadrilateral faces in the tuoer are placed obli~ 
quely and therefore these faces are seen in great number in sections of the 
tuber made in an obliquedirection (see the plate in Part 11). 
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In the tubers mentioned numerous exceptions to the ideal cell form occur. 
In the tissue cells with raphids of calcium oxala:te are found among others, 
which are much smaller than the cells described above, which are filled 
with perfectly t'ransparent c.ell fluid. 

Other, no less fine instances are fUl11lished by the cor.tical parenchyma 
of root tubers of Chlorophytum Sternbergianum and of Anthericum ·species, 
by the parenchym of the pseudo~berry of Basella alba and B. rubra and by 
the parenchyma below the upper epidermis near the mIdrib of Tradescantia 
discolor. 

Although it is not unimportant tJhat :the cell form discussed may be 
observed with far less trouble than LEWIS had to take over the deter~ 
mination of that form, we should not - af ter the lIlumerous detailed 
treatises of LEWIS - have decided to communicate anything about our 
earlier observations on this subject, if it were not possible to make some 
additional remarks. 

The most important new observation which may be made on the fine 
objects mentioned above is, that the edges of the cells are not straight 
but curved. This is most clear in the edges bounding the plane quadrilateral 
faces. These edges curve outwards (see the plate) and the curvature is 
about t.he same as that of the quadrilateral faces of the "body of THOMSON" 
(see figure 2). The hexagonal lateral faces of the cells are of ten bounded 
by edges which curve inwards. The same details may of ten be observed 
in cells which have been isolated by maceration, provided they are after~ 
wards r,einforced to a certain extent by a stiffening process - for, owing 
to their large dimensions, they easily collapse, af ter being isolated, into 
irregular sack~shaped bodies - and when they are afterwards staÏllled. 
When applying th is method, the "decision" as to the cell shape is indeed 
arrived at by the way mentioned by D'ARCY W. THOMPSON. 

On the ground of these observations we are convinced that the shape of 
the cells of homogeneous tissues, Wihich have no, or very small intercellular 
spaces - as is the case here - is not that of the orthic :tetrakaidecahedron, 
but that of the "body of THOMSON" 1). 

1) It is to be regretted that S. T. BOK ("On the shape of froth chambers", these 
Proceedings 43, 1180---1190, 1940) wrongly ascribes to Sir WiILLlAM THOMSON the 
opinion th at in a regularly constructed soap froth the "orthic tetrakaidecahedron" is 
realized, and th at BoK does not mention THOMSON 's body with curved edges and par­
tially curved faces. A soap froth in which the latter body is formed will, however, be 
obtained only wh en the soap bubbles are stalked up regularly. Dur opinion also 
differs from BOK's in several other assumptions of his, as is clear from the above expo­
sitions; we disagree for instance when he says: "The uquirements of complete filling of 
space, namely imp lies the idea that the froth walls are flat ". The polyhedral "yolk 
granules" which BOK pictures had already been drawn by F. A. POUCHET in 1847; 
this we take from LBWIS (11), who already mentions the fact which struck BOK, th at 
many of the lateral faces are pentagonal, although LEWIS considers the "orthic tetra­
kaidecahedron" the ideal form of those "granules" ". 



Mechanics. . On the elastic behaviour of the so~called "Bourdon" 
pressure gauge. I. By C. B. BIEzENO and J. J. KOCH. 

(Communicated at the meeting of JlUle 28, 1941.) 

1. Introduction. The Bourdon pressure gauge consists of an annular 
tube of an elliptic or aval cross~section and constant thickness, closed by 
two meridional plan es, which - as a rule - include an angle Iying 
between 240 0 and 3000

• The major axis of symmetry of the cross section 
is parallel. the minor axis of symmetry perpendicular to the axis of 
revolution of the pressure gauge. An internal pressure p will change the 
angular distance of the terminal planes and consequently the amount of 
this change can be considered as a measure of th is pressure. 

Though ample application has been made of the Bourdon pressure 
gauge, only few attempts have been undertaken to account for its elastic 
behaviour. It must be admitted that in the periodical "Nature" of 1890 
interesting views of GREENHILL 1) and Lord RAYLEIGH 1) are to be found, 
which deal with the mechanical character of the elastic phenomenon, (the 
discovery of which must be ascribed to mere chance) and with the diffi~ 
culties of its numerical solution, but the solution itself fails, and is left tû 
the "elasticians". The first important study, we did meet in the literature 
from 1890 onwards, is a treatise by H. LORENZ 2), whose results agree 
qualitatively with the experimental facts . 

However, objections are to be made against the mode of deduction: on 
one side the flexural stiffness of the wall is neglected in one part of the 

. calculations, sa that here the wall is assumed to act solely like a membrane, 
whereas on the other side, in another part of the treatise in which the 
flexural rigidity of the wall is brought into action, another phenomenon -
occurring with initially curved tubes - is n~glected 3). 

A recent study by G . SCHUBERT 4) accounts for th is latter phenomenon 
but, only hearing indirectlyon the pressure gauge, it does not bring our 
subject to an end. 

The present authors propase herewith a methad, which takes into 
account the above mentioned objections and which enables in a rather 
simple way the numerical calculation both of the deformation and the 
stresses of the gauge. It will be seen from the results (see § 5) that 

1) GREENHILL, Nature, 41, 517 (1890); RAYLEIGH, Nature, 42, 197 (1890). 
2) Z . d. V. d. 1., S4, 1865 (1910) . 
3) This phenomenon, the so-called "flattening" of the tube has been described by 

VON KÁRMÁN ; see Z. d. V. d. I. SS, 1889 (1911). 
4) G. Sc HUBERT, Ing. Arch., XII, 53 (1941). 
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cxceedingly high stresses are caused by relatively low pressures, and lihat 
as a rule, the limit of proportionality is greatly surpassed by those pressures 
for which the pressure gauge is said to be designed. It does therefore no 
longer surprise that manifold ruptures occur, and that elastic hysteresis and 
non-proportionality between pressure and reading are frequently observed. 

2. The underlying assumption. The following calculations are based 
on the assumption that the displacements and stresses are the same for all 
mericlional cross-sections of the gauge. 

In consequence of this assumption it must be understood that the material 
partides, lying in any such cross-section, move to a plane perpendicular 
to the center line of the loaded tube; for evidently this assertion holds 
exactly for the partides of the meridional plane of symmetry. Another 
consequence of the assumption is the similarity of all distorted cross­
sections; and in th is respect it seems less satisfactory. Por it will be 
seen at once that the dosing meridional end-planes practically prevent the 
end-cross-sections to di stort at all. Similarity of all distorted cross-sections 
only would occur if the gauge would be dosed by two flat oval pistons, 
lacking all elastic stiffness in their planes. It must, however, be emphasized 
th at the dis turban ce caused by the compressive stiffness of the actual 
dosing ends will he restricted to their immediate neighbourhood and there­
fore will be negligible. Eventually the effect may be taken into account by 
introducing a smaller effective length of the gauge. Summarizing we find, 
that we may restrict ourselves to a single element of the gauge lying 
between two neighbouring cross-sections. 

3. The oval gauge-element. We denote by r the radius of the center­
line of the gauge, 2a and 2b the length of the axes of symmetry of its cross­
sections (2a relates to the axis, perpendicular to the plane of the centerline 
of the gauge). h the thickness of the wal!. rd1jJ the length of the element, 
measured along the centerline, p the internal pressure. 

All calculations relate to one single shape of cross-section. IE, however, 
its dimensions are magnified in the proportion a, if the wall-thickness h is 
replaced by f3h, and the radius r by yr, all computations to be done in the 
following paragraphs remain unchanged, and only have to be multiplied 
by suitable powers of a, f3 and y. 

Though in fact the gauge element under discussion has a radius of 
curvature r, we confine ourselves provisionally to an element limited by 
two parallel planes at a distance rd1jJ, and investigate the deformation of 
this element if subjected to an internal pressure p (see fig. I) . 

To this end we consider a quarter of the ring, and replace it in a well­
known way 5) by a number of unelastic segments 0-1, 1-2, ... 9-10, 
of leng th s, connected by elastic joints. The coeHicient of elasticity S of 

5) Comp. f. i. BIEZENO-GRAMMEL. Technische Dynamik 1939, SPRINGER, 172. 
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these joints amounts to s : E-I. except for the endpoints 0 and 10 for which 

it has only half th is value ( E* = m;Z2 1 E } 

Prom the equilibrium of the quarter of the ring it follows that in the 

x 

a 

I----t-~m · 

'j-'-------"i------"-b-----b;:-----t-- -
1\,,0 - -pb 0 

Fig. !. 

cross~sections immediately before the point 0 and immediately behind the 
point 10 n'Ormal f'Orces are required 'Of the magnitude -pb and -pa. The 
bending moment M~- in the cross~section 0 is statically undeterminate; its 
magnitude is defined by the condition that no relative change of angle 
between the cross~sections 0 and 10 occurs. Table I shows the calculation 
of M~- . The columns 1-3 contain the consecutive numbers and the (1000 
times amplified) coordinates x and y of the joints; the columns 4 and 5 
to the same scale the projections I':::, x and I':::, y of the segments 0-1 . 
1-2 . ... 9-10. on the axes x and y. 

The external load of the ring. caused by the pressure p. will be con~ 
centrated in the elastic joints; consequently a joint (i) is loaded by a force 

Pl with the components PI x and PI y 

P _ [6 Yi-I .i + 6 Yi.i+l] p _ r /::, Xi - I, i + 6 Yi' i+l] 
Ix--P - -2 - - -2-- ' Iy-P L--2-- --2-

in the directions x and y. The expressions [ ... ] are to be found in the 
columns 6a and 7 a 6). 

The results hitherto obtained keep their validity - as already stated -
for a ( a~times) enlarged cross~section, provided that all figures in the 

6) Startinll with column 6 all quantities to be represented are provided with an 
index 1. indicating that we deal with a first step of an iterative process, la ter on to be 
expiained. 
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columns 2-6 are multiplied by the factor a. Therefore the multiplying 
factors inserted ooderneath these columns - which for the normal case 
should have been 10-3 , resp. 10-3 p - are replaced by 10-3 a, resp. 
10-3 ap. 

As a matter of fact the summing up of the columns 6a and 7 a leads -
ex cept for the mentioned multiplying factor and except for the sign - to 
the known normal forces ~pb and ~pa in the sections 0 and 10. 

Now we give attention to the cross~sections immediately bebind the 
joints 0, 1. ... 10, and calculate the components KI x and Kl y of the total 
force K exerted by the lower part of the ring on the upper part. These 
sections are for the sake of simplicity equally denoted by 0, 1, 2, a .s.o. 
For the section 0 (just behind the joint 0) these components are (always 
except for the multiplying factor) - I Pxl = -262 and (Ply)o = 38; (see 
the first figures of column 8 and 9). From these values we derive the 
components KI x and KI y of the next section (1) by adding to them the 
values PI x = 2 and PI y = 75, representing the external load~components 
of the joint 1. In a similar manner all following figures of the columns 8 
and 9 are obtained. 

The equilibrium against rotation of segment (i) lying between the cross~ 
sections (i) and (i + 1) - see fig. 2 - requires 

Therefore the differences 6. MI of two consecutive bending moments can 

Fig. 2. 

be obtained by tabulating KI x • 6. y and -KI y. 6. x and by adding every 
two corresponding values. The work is done in the columns 10, 11 and 12. 
It will be seen that the values to be inserted in these columns have been 
divided by the factor 102 ; consequently the multiplying factors underneath 
the columns have been multiplied by 102 and therefore are represented by 
10-4 a2p instead of 10-3 ap . 10-3 p. 

In an obvious way the ben ding moments M; can be derived from column 
12, on the assumption that the statically undeterminate bending moment 
M;· in the joint 0 be zero (see column 13). In point of fact this moment 
M;· exists and is defined by the statement that no relative rotation occurs 
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between the sections 0 and 10. As this rotation is represented by 

10 

Z MI/ Si 
i=O 

- where Mi = M~ + M"" stands for the total bending moment - the 
1 1 

magnitude of M;* can be derived from 

so that 

Z M;i Si + M;* Z Si = 0 
i i 

ZM;i Si 
M;* = - _,_' =-:=--

ZSi 
i 

or taking into account that Si = s: E"l (i = 1,2, ... 9) and S i= s: 2E*/ 
(i = 0 and 10), 

M **-1-

10 • 

. Z Mli-tMI,o-tMI,lO 8026-803 
1=0 = =722,3 

10 10 

except for the multiplying factor 10-4 . a2p. 

To avoid decimals the value of M;* has been inserted in column (14) 
alternatively two times as 722 and one time as 723. 

The resulting bending moments M at the joints are given in column ( 15). 
Multiplication of these moments with the corresponding coefficients of 

elasticity Si leads to the relative rotations /:; CPl of every two consecutive 
segments s (column 16). The absolute rotation CPI of the segments follows 
directly from these values 7) (column 17). 

If the displacements of the joints in the direction of the y-axis are 
denoted by Vl it is an easy matter to deduce the difference /:; Vl of two 
consecutive joints from the rotation CPl of the interjacent segment. It is 
seen at on ce from the similarity of the two hatched triangles in fig. 3, that: 

resp.: 

6vI =-CPI' 6x, 

and the displacements VI themselves are readily deduced from these quan-

7) Once for all it is Ie ft to the reader to control the multip\ying factors underneath 
the columns; some care has to be taken in considering the "scale" effect discussed at the 
beginning of § 3; a factor s introduces a coefficient a; a factor h involves a coefficient p, 
a factor I accordingly a coefficient p3; a factor r introduces a coefficient ". a.s.o. 
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tities L. Vl if we start from the joint 10, the v~displacement of which is 
zero (columns 18 and 19). 

-!::.y · -!::.V1 

Fig . 3. 

Before going on with the explanation of table I. we now have to pay 
some attention to the question whether the displacements Vl will perceptibly 
change their value. if the ring under consideration is no longer prisma tic 

Fig. 4. 

but "curved" with a radius r such as to represent a real gauge~ring 

Iying between two meridional planes including an angle d'IjJ (fig. 4). 
Such a ring loaded by an internal pressure p is subject to a resuItant 

force dK which tends to move it in the y-direction. If thegauge should be 
shut by two material meridional plan es and again be subjected to an 
internal pressure p. it naturally should be in equilibrium. Therefore the 
just~mentioned force dK is balanced by the steam pressure on the end~ 
planes. If 0 denotes the surf ace of such an endplane. and L its circum~ 
ference. the tangential normal stress at . which has to be introduced in the 



T ABLE I. 1 st iteration. 
~. --- ---.---.----,------.---.---.----,----,-----,---- .------~------~------~--------, 

_1_1_2 __ 3_1_4 __ 5_1_6B __ 6_b _7_B _7_b _8 __ 9 ___ 10 __ 1_1 ___ 1_2 ___ 1_3 __ 14 ___ 15 ___ 16_1_1_7_1 18 19 20 21 22 23 

joint x y L, x L, y PIX P;x Ply P;y K IX K ly Klx ' - KIY ' L, M I M~ M;* MI L,'f'1 I 'P I I L,~ I = "I "ly !2 F y2 L, F ~: I/L, Fy ~,,~y"~-;" I 6 y L,x - (f1 L, x -y L, F - Iy2 L, F y 

o 0262 0 0 38 1 0 722 722 361 10970 1437 343 7564 3406 
75 - 1 -262 38 3 - 28 - 25 361 - 271 

1 75261 2 0 75 2 - 25 722 697 697 10699 2792 681 7535 3164 
75 - 3 -260 113 8 - 85 - 77 1058 - 794 

2 150258 5 0 75 2 - 102 723 621 621 9905 2555 666 7448 2457 
75 - 6 -255 188 15 -141 -126 1679 - 1266 

3 225252 7 1 75 1 - 228 722 494 494 8639 2177 635 7275 1364 
75 - 9 1-248 263 22 -197 -175 2173 - 1630 

4 300 243 10 1 74 2 - 403 722 319 319 7109 1727 590 7015 94 
74 - 11 -238 337 26 -249 -223 2492 -1845 

5 374 232 14 1 74 1 - 626 723 97 97 5264 1221 538 6698 -1434 
74 - 17 -224411 38 -304 -266 2589 -1915 

6 448215 23 2 72 0 - 892 722 - 170 - 170 3349 720 462 6207 -2858 
70 - 28 -201 483 56 - 338 - 282 2419 -1691 

7 518187 39 2 64 -1 - 1174 722 - 452 -452 1658 310 350 5399 -3741 
58 - 49 -162 547 . 79 - 317 - 238 1967 -1141 

8 576138 57 3 47 - 2 - 1412 723 -689 - 689 517 71 190 3984 -3467 
36 - 65 -105 594 68 - 214 - 146 1278 - 464 

9 612 73 69 2 24 - 4 -1558 722 -836 -836 53 4 53 2108 -2055 
12 - 73 - 36 618 26 - 74 - 48 442 _. 53 

10 624 0 36 0 6 - 2 - 1606 722 - 884 - 442 0 0 0 0 0 
624 

~=-7223 ~ = 13014 ~ = 4508 

0000000000000000001000 0 0 0 
I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I 
~\"WI.,o.I\"W~~I,.o,)Vl 1,.0,) 1,.0,)" .. .. ..&lo .I . .... ~ VI VI VI ~ "'" VI 

" " " " " " " " " " " " " " " " 11-11 .... 1 .... 1 .... 1 .... 1 '" tlJ l tlJ l N t-.l ...., t....J tV t-.l "' . _ 1.4J _ l 4 J _ l.I.} _ l<l.J -::r- - * -
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1 
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side~planes of the open gauge ring to maintain the required equilibrium, 
follows from the equation 

at . Lh =pO; 

The internal excess-pressure, occurring at the height x , amounts to 

p{r+ y)dtp-prdtp _py 
rdtp r 

and is normally directed to the wal!. The tangential stresses at at the same 
height result in a pressure p' 

in the direction of the negative y~axis. 
Therefore the curved gauge~ring distinguishes itself from the straight 

ring by an extra load system, which is represented in fig . 5, and the 

pydtds 

Fig. 5. 

question to be solved is. whether th is loadsystem affects noticeably or not 
the displacements VI belonging to the straight ring . 

The answer can be obtained by calculating the extra~displacements vI 

along the same line as the primary displacements Vl' To th is end the 
external forces P; x and P; y produced by the extra loadsystem must be 
calculated; they are represented in the columns 6b and 7b of table I, and 
it is seen at once, that the influence of these forces can be neglected. 

It now remains to test wh ether the displacements VI are compatible or 
not with the requirement, that the material points of the end-cross-sections 
VI and V 2 of the gauge ring must remove to other planes V; and V~. the 
position of which may be defined by two quantities EO and Wo' representing 
respectively the specific elongation of the non-material centerline of the 
gauge, and the specific change of angle between the plan es V 1 and V 2' 

Obviously the requirement is not fulfilled and therefore an extra system 
of stresses must be introduced in the side-planes of the ring to pro duce 
the real state of strain. This system of stresses will be determined in, the 
next paragraph. 

To be continued. 



Medicine. - Lésions partielles du nerf vestibulaire et de ses voies cen~ 
trales. 111. Par A. DE KLEYN. 

(Communicated at the meeting of JWle 28, 1941.) 

11 n'est pas de mon intention de traiter cette question en long et en large 
et de disserter la littérature si vaste à ce sujet 1). Ce rapport est simplement 
une analyse plus précise d'une question qui à l'heure actuelle a été rarement 
l'objet d'une étude approfondie. Je garde sous silence les rapports de 
nombreux auteurs, qui ont observé des lésions partielles du nerf vestibu~ 
laire se traduisant soit par la présence d'une épreuve calorique et l'absence 
simultanée de l'épreuve rotatoire, ou inversement; soit encore par la 
présence simultanée d'un nystagmus provoqué et l'absence de tout signe 
de l'indication et soit enfin par la présence d'une certaine excitabilité du 
labyrinthe constatée par l'épreuve de l'indication sans autre trace con~ 
statable de nystagmus. 

Le but de ce rapport est une étude plus détaillée de quelques lésions 
partielles du nerf vestibulaire, concernant: 

A. Les réactions d'adaptation statique. 
B. Les positions compensatrices des yeux. 
C. Le nystagmus horizontal. 
D. Le nystagmus rotatoire. 
E. Le nystagmus vertical. 

A. Les réactions d'adaptation statique. 

Certains rapports ont déjà signalé quelques exemples ou les réactions 
d' adaptation statique furent absent es et ou tout es les autres réactions 
vestibulaires furent présentes 2), ou inversement 3). Ces exemples ne nous 
semblent pas si rares à condition que tout examen vestibulaire se complète 
par la recherche des réactions d'adaptation statique. 

1) E.a. AUBRY et OMBRÉDANNE, Etude oto-neurologique et chirurgicale du vertigo, 
Masson 1937. 

BALDENWECK, L., Revue d'oto-neuro-oculistique 5, 401 (1927). 
BARRÉ, M. J. A., Confinia neurologica, 1. 49 et 128 (1938); Revue d·oto-neuro-ocuL. 

16,419 (1938). 
GRAHE. R., Hirn und Ohr. Thieme 1932. 
GÜTTICH, A., Ztschr. f. Hals uws. heiIk., 36, 78 (1934); Ztschr. f. d. ges. Neurol. und 

Psych., 165, 148 (1939). 
JON ES, I. R., Equilibrium and vertigo, Lippencott, 1918. 
KLESTADT, W., Handbuch der Neurologie, Bnd IV., Springer 1936. 
MAYBAUM, W., Annals of Otol. Rhin. and Lar,yng., 48, 484 (1939). 
ROGER, H., Revue d·oto-neuro-ocul., 5, 470 (1927). 
2) RADEMAKER, G. et GARCIN, R. , Revue Neurologique 4, (April 1932) et 5, (Nov. 

1933). 
RADEMAKER, G., Réactions labyrinthiques et équilibre, Masson Paris 1935. 
3) KLEYN, A. DE und VERSTEEGH, C., Acta Oto-Laryng. 24, 34 (1936) . 

51* 
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Depuis Ie rapport, publié en 1936, j'ai eu I'occasion d'observer sept cas 
de ce genre. Dans quatre cas les réactions d 'adaptation furent nettement 
présentes, et les au tres réactions vestibulaires absentes, ou à peu près. 
Dans les trois au tres cas toutes les réactions vestibulaires furent présentes 
sans trouver quelques traces des réactions d'adaptation statique. 

Voici un exemple de la première série. 
1. Présence des réactions d'adaptation statique et absence de toute 

réaction vestibulaire. 

Monsieur S .. ägé de 29 ans (syphilitique congénital) fut décrit dans un rapport 
antérieur 4) avec images cinématographiques. 

Examen clinique: 
Audition: surdité totale bilatérale. 
Examen vestibulaire: Epreuve calorique (eau chaude et froide) exécutée avec des 

quantités d'eau différentes et croissantes: 
Absence de nystagmus; absence de J'épreuve de l'indication réactionnelle. 
Epreuve rotatoire (disque électrique) : Absence de tout nystagmus postrotatoire 

horizontal, vertical et rotatoire. Absence de toute épreuve de l'indication réactionnelle 
postrotatoire. Aucune ten dance à la chute, aucune sensation subjective de vertige. 

Epreuve galvanique: pas de nystagmus, aucune ten dance à la chute. 
Réactions d' adaptation statique: présence (voir planches cinématographiques: Acta 

Oto-Laryngologica loco eit.) . 

Un des '1 cas non-publiés était un hérédo-syphilitique. Deux cas souf­
fraient du syndrome de M énière et ne présentaient aucune anomalie interne 
et neurologique. Un de ces cas était l'histoire d'un traumatisé. Le quatrième 
et dernier cas f~ra l'objet d'une description détaillée en page 790. 

Voici un exemple de la deuxième catégorie: 
2. Absence des réactions d 'adaptation statique et présence de toutes les 

réactions vestibulaires. 

Mme X, fe mme ägée de 35 ans, présentant un syndrome de Ménière, souffrait de 
vertiges rotatoires, vomissements etc. 

Examen interne: norm a!. 
Audition: normale. 
Examen vestibulaire: Troubles spontanés: pas de n,ystagmus spontané, pas de nystagmus 

de position. Pas de réaction de l'indication spontanée. Un nystagmus rotatoire violent 
apparait dès que la tête se fléchissait en arriêre en se tournant vers la gauche. 

Epreuve rotatoire: lévogyre et dextrogyre: normale. 
Réaction de l'indication réactionnelle: normale et typique. 
Epreuve calorique: normale (exécutée avec J' eau chaude et J' eau froide). Ie labyrinthe 

gauche semble un peu plus excitable. 
Réactions d'adaptation statique: absence totale. 
L'excitation brusque eU rapide dans J'axe bitemporal et dans J'axe longitudinal pro­

voque la chute de la malade. 

Dans Ie deuxième cas on trouvait également Ie syndrome de Ménière 
ma is sans aucune anomalie interne et neurologique. Le troisième cas était 
probablement une syringobulbie de la région du ClIo 

Nous aurions bien pu mettre ces cas en parallèle avec les observations 

4) KLEYN, A. DE und VERSTEEOH, C., Acta Oto-Iaryngologica, 24, 3i (1936) . 
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décrites plus haut qui présentaient une absence des réactions nystagmiques 
et la présence du signe de l'indication réactionnelle. eeci nous aurait peut~ 
être laissé prévoir que les réactions d'adaptation statique, tout comme 
l'épreuve de l'indication réactionnelle, seraient des réactions types des 
extrémités et seraient donc toujours simultanément présentes ou absentes. 
O'après les deux cas rapportés plus haut, cette hypothèse est fausse car 
nous pouvions observer dans Ie premier exemple la présence des réactions 
d'adaptation statique et l'absence totale de tout signe de l'indication 
réactionnelle et dans Ie second exemple la présence du signe de l'indication 
réactionnelle et l'absence simultanée des réactions d'adaptation statique. 

Nous pouvons donc admettre en conclusion que les réactions d'adaptation 
statique sont des réflexes tout différents des au tres réflexes labyrinthaires 
ou en d'autres term es sont des réflexes qui ne suivent pas les mêmes voies 
dans Ie système nerveux centra!. 

B. Les positions compensatrices des yeux. 

Nous connaissons à l'heure actuelle très peu au sujet de la présence 
et de l'absence isolée de ce réflexe parce que sa recherche est de très longue 
durée et très compliquée et par conséquent rarement executée lors d'un 
examen clinique. O'autre part, presque toutes les méthodes connues 
jusqu' à présent n' éliminent pas avec la certitude présumée les réflexes 
d'origine cervicale et peuvent ainsi fausser sérieusement les conclusions. 
Les difficultés mentionnées étaient la cause que Ie nombre d' observations 
publiées par VERSTEEGH et moi-même étaient peu nombreuses, non obstant 
I' existance d'une méthode publiée par nous 5), ou l' exclusion de tout 
réflexe cervical 'nous semble certaine. 

Cette exclusion est cependant indispensable, car elle nous a permis d'ob~ 
server chez des labyrinthectomisés l'apparition possible ou pas des positions 
compensatrices des yeux par l' élimination de ces réflexes cervicaux 6). 

Il nous a semblé dans ces quelques rares observations que, tout comme 
les réactions d'adaptation statique, les positions compensatrices des yeux 
peuvent isolément manquer ou être présentes et sont donc considérées 

5) KLEYN, A. DE and VERSTEEGH, c., Acta oto~laryngologica, 6, 170 (1923); Jnl. of 
Laryng. and Otol., 39, 686 (1924). 

6) Voir aussi page 549: comme rapporté dans ce passage, KOMPAJENETZ signale 
avoir observé que parmi les sourds~muets les positions compensatrices des yeux peuvent 
parfois être absentes et les autres réf1exes présents et que inversément dans d'autres cas 
i! a pu constater une absence totale des réactions réf1exes caloriques galvaniques et 
post~rotatoires et la présence simultanée des positions compensatrices. Les observations 
de KOMPAJENETZ ne sont pas probantes car i! a négligé dans ses examens l'exc1usion 
certaine des réf1exes cervicaux. (voir aussi KOMPAGNÉETZ, S., Acta Oto~lar,yng" 21, 529 
(1934) et BORRIES, Monatschr. f, Ohrenh., 56, 30 (1922) . BORRIES obtenait encorp. 
des réactions caloriques en absence de tout réf1exe post~rotatoire et des positions compen~ 
satrices. Ces observations étaient égaJement peu probantes pour ce que J'auteur n'avait 
pas évité d 'une façon certaine les réf1exes cervlcaux et recherchait les réactions caloriques 
seulement par I'eau froide). 
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comme une réaction isolée de I'appareil vestibulaire. Quelques exemples 
peuvent prouver cette manière de voir. 

1. Présence des positions compensatrices des yeux et absence de tout 
réflexe nystagmique. 

V.B., garçon de huit ans. 
Anamnèse en date du 1-3-1924: J'enfant ayant contracté une diphthérie deux ans 

passés, souffre depuis lors d'une instabilité à marche progressive, localisée dans les 
mem bres inférieurs. Il tombe de temps en temps dans une direction bien déterminée 
lorsqu'il ent re dans une chambre. SignaIons cependant que J'enfant était sujet à des 
accès lipothymiques irréguliers et que dans la familIe du cöté de la mére nous retrouvons 
un cas d·épilepsie. 

Examen interne et neurologique: normals. 
Examen sérologique: B.W. négatif (dans Ie liquide céphalorachidien) . Toutes lesautres 

réactions sérologiques sont normales. 
Examen radiologique: Os temporal (en incidence de Stenvers) : norma!. 
Audition: voix chuchotée: normale (des deux cötés). T,ympans normaux. 
Examen rhinologique: nez et sinus normaux. 
Examen vestibulaire: Troubles spontanés: Pas de nystagmus spontané. Seulement: 

Présence d'un nystagmus battant vers la droite , lors du re gard dirigé vers la droite. Pas 
de nystagmus de position. Absence de tout signe de I'indication spontanée (J'épreuve 
de lïndication spontanée du bras gauche se dirigeait d'une façon inconstante vers J'exté­
rieur). L'épreuve de la démarche montrait d'une façon inconstante une déviation vers la 
gauche ou vers la droite. 

Aucune réaction ne parvenait à déclencher un nystagmus: 
Epreuve calorique (chaude et froide) : pas de nystagmus. 
Epreuve galvanique: absence totale de n,ystagmus. 
Epreuve rotatoire (dextrogyre et lévogyre) : pas de nystagmus postrotatoire horizontal, 

vertical et rotatoire. 
Le signe de I'indication réactionnelle se présente seulement lors de J'épreuve calorique 

du labyrinthe droit. 1I faut remarquer J'absence de toute sensation subjective de vertige 
pendant toutes les épreuves labyrinthiques. 

Les positions compensatrices des yeux apparaissent nettement dans les d.eux positions 
laterales, droite et gauche. Nous trouvons une rotation de 10° du globe oculaire en posi­
tion latérale droite et Wle rotation de 6° en position latérale gauche. 

En date du 25-V-1934 donc dix ans plus tard, {ai eu J'occasion de réexaminer cet 
adolescent àgé maintenant de 18 ans. Vers ce moment, iI a présenté quelques accès de 
vertiges. Le tableau clinique antérieur était cependant resté inchangé à 1'exception d'une 
surdité totale de I'oreille droite qui s'était installée depuis deux mois. Les réactions 
d' adaptation statique étaient intactes (Film). 

Le 20-10-1939 (cinq ans après) , notre malade nous confirme une santé parfaite, à 
tel point qu'i1 lui est possible de participer à des compétitions sportives (footbaU). 
Aucune épreuve cependant ne peut déclencher une trace de nystagmus. Les réactions 
d'adaptation statique sont restées normales et inchangées 

Remarquons donc, que l' examen de ce garçon eh ez qui une souffrance 
nerveuse centrale doit être admise, nous révèle une réaction compensatrice 
des yeux très normale, une absence totale de tout nystagmus réactionnel. 
des réactions d'adaptation statique normales, et la présence d'une épreuve 
de l'indication réactionnelle d 'origine monolabyrinthique. 

Un point intéressant dans cette observation se retrouve dans la présence 
et dans ['absence simultanée de deux réflexes labyrinthiques oculaÎJl'es. 
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Ceci nous amène donc à admettre la présence de deux voies intracérébrales 
complètement différentes au point de vue anatomique. 

2. Absence des positions compensatrices des yeux dans une des posi~ 
tions latérales et présence de toutes les formes de nystagmus. 

Obs'ervation, M .e., homme, ägé de 48 ans 7). 
Le malade ressentit avant trois semaines, une douleur localisée dans les deux oreilles 

mais plus prononcée à gauche et accompagnée d'une certaine instabilité dans sa marche 
avec déviation vers la droite et d 'une sensation ininterrompue de vertige. La même 
nuit une otorrhée apparaît à I'oreille gauche et deux jours plus tard à I'oreille droite. 
Une sensation vertigineuse et un état nauséeux survenant spécialement lors de chaque 
mouvement de la tête ne quitte pas notre malade. 

Examen interne: normal. 
Examen neurologique: Les réflexes cornéens et abdominaux sont moins vifs à gauche 

qu'à droite. La sensibilité du cóté ga uche semble un peu troublée. 
Audition: oreille droite: normale, oreille gauche: voix chuchotée entendue à 30 cm, 

Examen aux diapasons: surdité ~ypique labyrinthique. 
Examen radiologique (en incidence de STEN VERS ) normal. 
Examen vestibulaire: Troubles spontanés: pas de nystagmus spontané, pas de nystagmus 

de position. Absence du signe de l'indication spontanée. 
Epreuve calorique: excitabilité normalel des deux labyrinthes avec Ie signe typique 

de l'indication Téactionnelle. 
Epreuve rotatoire: lévogyre et dextrogyre: normale, 
Le nystagmus post-rotatoire est de même durée avec Ie signe de l'indication réaction­

nelle ~ypique. Les positions compensatrices des yeux sont absentes en position latérale 
gauche de la téte (seulement _1°) et présentes en position latérale droite (13°). 

Nous trouvons dans ce cas, concernant Ie labyrinthe gauche, une diver~ 
gence entre les positions compensatrices des yeux et les autres réflexes 
labyrinthiques. Une certitude absolue concernant I' origine centrale ou 
périphérique n 'a pu être démontrée. Ce tableau clinique est trouvé lors 
d 'une otite. Autrefois VERSTEEGH et moi~même avons admis l'existence 
d'une lésion dans la partie inférieure du labyrinthe périphérique, en admet~ 
tant qu'une lésion de la cochlée expliquerait d'une part les troubles auditifs 
tandis que d'autre part les troubles des positions compensatrices des yeux 
seraient provoquées par une lésion sacculaire. Tous les au tres réflexes 
seraient normaux par l'intégrité de la partie supérieure du labyrinthe 
périphérique. Cette interprétation fut reconnue fausse Ie jour qu' on put 
démontrer en physiologie que Ie saccule chez les mammifères ne possédait 
aucune fonction vestibulaire 8). En admettant l'existence d 'une lésion 
périphérique les positions compensatrices des yeux trouveraient dans ces 
conditions leurs origines dans l'utricule, les troubles auditifs dans les 
cochlées et les autres réflexes vestibulaires, normaux dans ce cas, dans 
I' appareil sémicirculaire. 

l1 n'est cependant pas tout à fait exclus que la lésion pourrait trouver une 
cause centrale, et que dans ce cas aussi, les voies intra~cérébrales des 
différents réflexes vestibulaires ne suivaient pas la même route; une lésion 

7) Déjà publié antérieurement: Jnl. of Laryng. and Otol. , 39, 686 (1924). 
8) VERSTEEGH, e., Acta Oto-Iaryng., 11, 393 (1927) . 
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centrale bi en localisée serait la eau se de la divergence trouvée entre ces 
deux réflexes labyrinthiques. Aussi les petits troubles neurologiques, 
observés eh ez ce malade, seraient peut.être la signa tu re d'une lésion 
localisée dans Ie système nerveux centra!. 

C. Réactions isolées des canaux horizontaux. 

1. Présence de la fonction réflexe des canaux horizontaux et absen.ce 
simultanée de la fonction réflexe des canaux verticaux. 

Parmi ce groupe de malades on retrouve des cas qui présentent Ie fameux 
symptöme d'EAGLETON. 

EAGLETON 9) revient en 1912 Ie grand mérite d' avoir observé et 
signalé plusieurs fois la présence isolée des réflexes partant des canaux 
horizontaux et I'absence simultanée des réflexes sémicirculaires verticaux, 
spécialement dans des processus pathologiques localisés dans la fosse 
cérébelleuse. De nombreuses longues épreuves caloriques froides des 
labyrinthes avaient fait naître cette conclusion . . Cette épreuve çalorique 
froide se faisait de la manière suivante: Par l'injection d'eau froide dans Ie 
conduit auditif externe, on déclenchait un nystagmus rotatoire lorsque la 
tête était fléchie en avant d'environ 30° et un nystagmus horizontallorsque 
la tête est fléchie en arrière d'environ 60°. Le fonctionnement normal des 
canaux verticaux serait traduit par I'apparition d'un nystagmus rotatoire 
et Ie fonctionnement normal des canaux horizontaux par I'apparition d'un 
nystagmus horizontal. Le même principe s'applique à quelques variantes 
de cette méthode d'examen e.a. en fléchissant la tête sur I'épaule du cöté 
non injecté (position 111 de BRÜNINGS, position 11 de BARRÉ) . 

Les auteurs- américains 10) rattachent à ce symptöme une grande valeur 
localisatrice, tandis que BARRÉ, BALDENWECK, GRAHE, NVLÉN 11) et 
d'autres encore admettent ce symptöme comme pathognomique d'une 
affection centrale, mais très peu important concernant la localisation 
exacte de ces affeetions. 

AUBRV et CAUSSÉ 12) ont remarqué à juste titre que pour interroger la 
fonction des canaux verticaux, la méthode de l' épreuve calorique est très 
incomplète pour y rattacher une certaine importance et devrait être com· 
plétée par une épreuve rotatoire (nystagmus post·rotatoire gyratoire et 
vertical ) et par une épreuve galvanique. Par les publications on peut 
observer qu'il est rare de trouver des rapports dans lesquels sont men· 
tionnées les différentes formes du nystagmus post.rotatoire. Ceci trouve 
son origine dans Ie fait que la plu part des cliniques ne possèdent pas une 
table tournante actionnée par une force matrice (électrique) . Les examens 
exécutés au trem ent (chaise tournante) obligent les mala des de placer la 

9) e.a. EAGLETON, Laryngoscope, 33, 483 (1923). 
10) JONES, loc. cit.; WISHART, D. E . S., Joum. of Lar. and Otol. 38, 109 (1923) . 
MAYBAUM, Annals of Otol. rhin. and Laryng., 48, 484 (1939). 
11) NYLÉN, C. 0., Acta Oto.laryng., Supplement XIII, 1931. 
12) AUBRY, M. et CAUSSÉ, R., Ann. d'Otol. lar,yng. t, 1331 (1931). 
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tête dans les différentes positions dans l' espace (en avant, en arrière et 
sur Ie cóté). Cette manière d' examiner est très pénible pour les grands 
affectés du système nerveux central et laissent toujours des possibilités 
de voir apparaître des réflexes cervicaux pro duits par ces différentes 
flexions de la tête sur Ie cou. 

AUBRY et CAUSSÉ 13) résolurent Ie problème en plaçant un brancard 
sur un disque tournant. Un examen en position assise, en décubitus dorsal 
et sur Ie cóté est ainsi très bien supporté par les grands malades du fait 
que la roue tournante est activée par un moteur électrique empêchant toute 
accélération abnormale de la vitesse de rotation. Depuis 1929 tous nos 
malades étaient examinés de cette manière. 

Dans les dernières années nous avons encore perfectionné cette méthode 
à la c1inique d'Amsterdam. Le brancard est fixé sur la roue de cette façon 
que Ie centre du disque tournant passe exactement par la tête du mala de 
ce qui annule tout force centrifuge qui aurait pu se développer pendant la 
rotation et influencer ainsi peut~tre nos examens. 

La méthode d'examen d 'AuBRY et CAUSSÉ possède donc deux imper~ 
fections, parce que, d'après les photos publiées dans leur rapport, 1°. Ie 
br;ncard est placé simplement sur une chaise tournante, laissant la tête 
sous l'influence des forces centrifuges, et 20. les mala des sont couchés sur 
Ie dos, la tête tournée sur Ie cóté, pour contróler Ie nystagmus vertical post~ 
rotatoire. Cette position laisse toujours des possibilités de déc1encher des 
réflexes cervicaux. Afin de les éliminer avec toute la certitude tout Ie 
mala de doit prendre la position couchée sur Ie cóté, la tête étant alors dans 
un axe parallèle au tronc. 

Nous avons observé jusqu'à l'heure actuelle trois cas ou Ie nystagmus 
horizontal était présent et ou Ie nystagmus post~rotatoire gyratoire et 
vertical étaient absents. Ce fait ne s'accorde pas avec les observations 
d'AuBRY et CAUSSÉ, disant .. Nous pouvons dire qu'une longue pratique de 
ces épreuves nous a montré, que Ie trouble qui frappe la réflectivité des 
canaux verticaux, touche exc1usivement Ie nystagmus rotatoire, alors que Ie 
nystagmus vertical est parfaitement normal" . Ces auteurs signalent 
d 'ailleurs n'avoir observé jusqu'à présent aucun cas ou la fonction des 
canaux verticaux fut entièrement absente 14). 

Le premier cas des trois était une personne (ägée de 45) syphilitique à 
Bordet-Wassermann positif dans Ie sang et négatif dans Ie liquide 
céphalo~rachidien. L'examen interne et neurologique furent normaux. Le 
second cas était une femme, ägée de 47 ans, souffrante d'une atrophie olivo~ 
pon to~cérébelleuse. 

Le troisième cas était une fe mme ägée de 34 ans. 
Transférée dans la c1inique neurologique cette personne présentait de J'hérédo-syphilis. 

13) loc, cit., voir aussi: KLEYN, A, DE et VERSTEEOH, c., Dtsch. Ztschr. f, Nerven­
heiIkunde, 132, 157 (1933) . 

14) Voir aussi AUBRY, M., ROBIN, V. et MOLLARET, P., S.yndrome vestibulaire 
central chez un chien, Annales d'Oto-laryng. 1213 (1933) . 
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A I'äge de 14 ans, elle avait souffert d'une kératite neuro-paralytique. L'acuité auditive 
avait diminué progressivement et un état vertigineux avait apparu les derniers tem ps. 

Examen sérologique: Sang: Bordet-Wassermann + (0,6) ; Sachs Géorg/ + (0,6), 
Kahn +. Liquide céphalo-rachidien: Bordet Wassermann: négatif, Absence de cellules. 

Audition: oreille droite voix chuchotée: entendue à 1 Y2 mètres, oreille gauche: voix 
chuchotée: entendue à 40 centimètres. Des deux cötés: surdité ~ype labyrinthique. 
Tympans normaux. Examen rhinologique et laryngologique: normal. 

Examen vestibulaire: 
Troubles spontanés: en regard direct et vers la gauche: faible nystagmus battant vers 

la gauche; en re gard vers Ie haut; vers Ie bas et vers la droite: pas de nystagmus. En 
position latérale gauche de la tête ou en position latérale gauche de tout Ie corps de la 
mala de apparait un nystagmus ~ypique battant vers la gauche. 

En position latérale droite de la tête ou du corps: pas de nystagmus. Pas de signe de 
\ïndication spontanée. 

Epreuve calorique (froide et chaude) : Hyperexcitabilité des deux labyrinthes. Pas de 
signe de \ïndication réactionnelle. Une injection d'eau en différentes positions de la 
malade ne déclenchait aucun nystagmus rotatoire, ma is faisait apparaitre, Ie malade placé 
en décubitus dorsal , un nystagmus horizontal violent après avoir excitê Ie labyrinthe 
droit ou gauche. 

Epreuve rotatoire. 
En position assise: sens dextrog,yre: présence d'un nystagmus post-rotatoire horizontal 

typique, battant vers la gauche, durée 18", sens lévogyre: présence d'un nystagmus post­
rotatoire horizontal typique battant vers la droite, durée 15". 

En décubitus dorsal et latéral : pas de nystagmus post-rotatoire vertical et rotatoire. 
Epreuve galvanique: 
Oreille droite: Cathode conduit auditif externe (anode main droite) nystagmus 

horizontal battant vers la droite à 2t milliampère. 
Anode conduit auditif externe (cathode main droite) : n,ystagmus horizontal battant 

vers la ga uche à ti milliampère. 
Oreille gauche: cathode conduit auditif externe (anode main gauche) nystagmus 

horizontal battant vers la gauche à 1!- milliampère. 
Anode conduit auditif externe (cathode main gauche) : nystagmus horizontal battant 

vers la droite à I! milliampère. 
Réactions d'adaptation statique: les réactions n'étaient pas totalement absentes mais 

très sérieusement troublées. 

Dans ce cas on pouvait ob server que toutes les épreuves qui interrogeaient 
la fonction des canaux sémicirculaires verticaux étaient totalement absentes. 
Les épreuves interrogeant la fonction des canaux horizontaux étaient 
présentes et normales. 

2. Absence de fonction des canaux sémicirculaires horizontaux et 
présence simultanée de la fonction des canaux sémicirculaires verticaux. 

Observation: relatée déjà antérieurement. 

Une jeune Wie agée de 7 ans, souffrait, après avoir contracté une coqueluche et une 
infection grippale, de crises de "petit mal". On peut constater à I'examen de la malade 
une très légère excitabilité des canaux horizontaux et une fonction très normale des 
canaux sémicirculaires verticaux (faits cliniques constatés par I'épreuve rotatoire et 
calorique) 15). 

15) Travail dédié au Professeur V . I. VOYATCHEK Editions d'Etat. Publications 
biologiques et médicales de Léningrad. 1936. 
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FISCHER 16) constata chez une syphilitique non~obstant une inexcitabilité 
calorique totale et l'absence d'un nystagmus horizontal post~rotatoire, la 
présence d'un nystagmus post-rotatoire vertical et rotatoire normal. 

Deux cas analogues ont encore été observés depuis lors. 

Le premier cas est une observation d'un jeune homme ägé de 24 ans. Le début de 
l'histoire datait depuis 3 semaines environ et avait commencé par des crises de vertige 
accompagnées de vomissements multiples et de bourdonnements dans l'oreille droite. 
Le vertige était du type rotatoire dans les sens des aiguilles d'une montre. En tout 
s'étaient présentés dès Ie début six crises et Ie malade semblait pour Ie reste être en 
parfaite santé. 

Examen clinique 
Audifion: voix chuchotée: oreille droite entendue à 41 mètres, oreille gauche entendue 

à 5 mètres. On observe une surdité légère du type labyrinthique. Tympans normaux. 
Examen rhinologique et laryngologique: norm al. Urine: norm al. 
Examen sérologique: sang: Bordet-Wassermann négatif. Sachs-Géorgi négatif. 
Examen vestibulaire: Troubles spontanés: pas de n,ystagmus spontané, pas de signe de 

l'indication spontanée. 
Epreuve calorique (Ia malade étant en décubitus dorsal) . Des quantités d'eau croissantes 

de 5 cc. à 75 cc. ne déclenchent aucun nystagmus, même pas en position extrême du 
regard, vers la direction présumée de la phase rapide. 

Epreuve rotatoire. 
En position assise: sens dextrogyre: une secousse nystagmique horizontale post-rotatoire 

était observée, sens lévogyre: trois secousses nystagmiques horizontales post-rotatoires. 
En décubitus latéral: nystagmus post-rotatoire vertical. 
sens dextrog,Yre: 23 secousses en 13"; sens lévogyre: 19 secousses en 13". 
En décubitus dorsal (nystagmus post-rot. rotatoire 
sens dextrogyre: 24 secousses en 12"; sens lévogyre: 18 secousses en 10". 
Deux semaines après l'examen, Ie patient nous revenait et confirmait la disparition 

totale de ses plaintes. Depuis lors i! n'a plus jamais été revu ce qui nous a empêché de 
compléter notre examen vestibulaire et de posséder un rapport neurologique détaillé. 

Le deuxième cas est une observation d'un garçonnet ägé de 8 ans, atteint de surdité 
congénitale, ce garçon présentait une surdité absolument totale de l'oreille droite et quasi 
totale à ga uche ou la voix hautement parlée fut entendue encore à 50 cm. de distance. 

Examen vestibulaire: 
Epreuve rotatoire: sens dextrogyre et lévogyre: absence d'un nystagmus post-rotatoire 

horizontal. Présence d'un nystagmus post-rotatoire vertical et rotatoire. 
Epreuve calorique: (en décubitus dorsal) : 
labyrinthe droit: inexcitabilité totale; labyrinthe gauche: réactions douteuses. 
L'épreuve calorique en position assise n'a pas été faite. 
Examen neurologique et interne: normal. 

Je signale à cette occasion encore une observation faite chez une femme, 
ägée de 43 ans, et souffrante de crises de vertige. Les examens neurologi~ 
que et interne ne dévoilaient aucune anomalie. L'examen radiographique 
des pyramides pétreuses était normal. Par l' épreuve calorique exécuté en 
décubitus dorsaI. était déclenché un nystagmus horizontal réactionnel des 
deux cótés accompagné d'une déviation réactionnelle typique. Par l'épreuve 
mtatoire ne se déclenchait par contre aucun nystagmus horizontal post~ 

16) FISCHER, J., Monatschr. f. Ohrenheilk., 69, 613 (1935). 
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rotatoire mais bien un nystagmus rotatoire et vertical post-rotatoire. 
(Nystagmus rotatoire après rotation dextrogyre, durée 11", lévogyre durée 
13". Nystagmus vertical après rota ti on dextrogyre durée 15", lévogyre 
14".) 

D. Nystagmus mtatoire réactionnel. 

1. Absence isolée du nystagmus rotatoire réactionnel. 
Les rapports des auteurs français signalent bien souvent que la con­

statation de l'absence isolée d'un nystagmus rotatoire est très souvent 
observée dans les affections du système nerveux central. Plus spécialement 
est confirmé cette thèse dans Ie rapport de AUBRY et CAUSSÉ. Pour ma 
part j'ai pu observer personnellement plusieurs cas analogues. 11 me semble 
cependant qu'au cours des examens vestibulaires de ces cas l'absence isolée 
du nystagmus rotatoire réactionnel post-rotatoire n 'est pas totale comme il 
a semblé à première vue car dans plusieurs cas I' accélération de la vitesse 
de rotation déclenchait encore à ce moment un nystagmus rotatoire 
invisible à des vitesses moyennes ou basses. Cette constatation n'empèche 
pas pourtant de confirmer l'absence d 'un nystagmus post-rotatoire 
réactionnel constaté à des vitesses moyennes de rotation qui est la méthode 
type d' examen pour les mala des souffrant du système nerveux central 17 ). 

Un cas seulement sera rapporté ou la forme rotatoire du nystagmus 
calorique manquait aussi. 

Observation: Une jeune filIe, agee de 15 ans, présentait des troubles neurologiques. 
localisés dans Ie lobe frontal ga uche (examinée par Ie P.rofesseur BROUWER) . Ces 
troubles étaient survenus chez l'enfant après un trauma obstétrical lors de sa naissance. 
Les symptömes principaux étaient: de l'ataxie du bras droit. des troubles de la parole et 
de J'arriération. Deux périodes d'aphasie de courte durée ont pu être constatées, L'enfant 
souffrait de fortes céphalées et présentait depuis deux mois des crises de vertige, accom­
pagnées d'une sensation subjective de déplacement de l'entourage. Il n'y avait aucun 
état nauséeux pendant ou après les crises. Quelques troubles vagues visuels étaient 
présentes pendant les crises. 

Audition: normale. Voix chuchotée entendue à la distance normale. 
Examen rhinologique: déviation de la cloison nasale vers la droite. 
Examen vestibulaire: 
Troubles spontanés: Nystagmus battant vers Ie haut, Ie regard dirigé vers Ie haut. 

Nystagmus pendulaire, Ie regard fixé vers Ie bas. Pas de I\ystagmus spontané en regard 
direct, en re gard latéral vers la droite ou vers la gauche. Pas de déviation spontanée, 

Epreuve calorique: Injection de 5 cc d'eau à 35° dans les conduits externes des deux 
oreilIes déclenchait un nystagmus typique avec Ie signe typique de l'indication réaction­
nelle. Seul Ie labyrinthe droit était manifestement excitable par l'eau chaude. 

11 était impossible de déclencher un nystagmus rotatoire calorique bien que la tête fût 
placée dans les différentes positions dans l'espace et que des fortes quantités d 'eau furent 
employées (75 cc. de 20 à 22°). Cette quantité d'eau après injection en décubitus dorsal 
déclenchait un violent o,ystagmus horizontal. 

17) Les malades sont tournés les dernières années à la clinique universitaire d'Amster­
dam à une vitesse de 10 tours en 50 secondes. Dans des cas exceptionnels sont 
employées des vitesses plus grandes. 
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Epreuve rofafoire: 
En position assise (nystagmus post~rotat. horizontal) : 
10 tours lévogyres (32"): nystagmus postrotatoire battant vers la droite, durée 21". 
10 tours dextrogyres (32") : nystagmus postrotatoire battant vers la gauche, durée 18". 
En décubitus latéral droit (n,ystagmus post~rotat. vertical ) : 
10 tours lévogyres (32") : n,ystagmus postrotatoire, battant vers Ie haut, durée 23". 
10 tours dextrogyres (32"): nystagmus postrotatoire, battant vers Ie bas, durée 23". 
En décubitus dorsal (nystagmus post~rotat. rotatoire) : absence totale de nystagmus. 

Rechercher la présence des positions compensatrices rotatoires des yeux 
serait très important dans l'avenir. Cet examen, me semble, a toujours été 
négligé. Si par exemple nous avions pu constater la présence des positions 
compensatrices des yeux dans notre cas, nous aurions sûrément pu con~ 
firmer la possibilité des mouvements rotatoires des yeux. 

2. Présence électilJe du nystagmus rotatoire, absence de toutes les autres 
formes de nystagmus. Des cas de ce genre nous sont à l'heure actuelle 
inconnus et aucune publication n 'en fait allusion. 

Je n'en ai jamais observé personnellement. 

E. Réactions isolées du nystagmus lJertical. 

1. Présence du nystagmus lJertical et absence simultanée du nystagmus 
horizontal et rotatoire. 

Ces observations ne me sont pas connues dans la littérature. r ai pu 
observer personneHement un de ces cas typiques et un autre encore ou Ie 
nystagmus vertical était beaucoup plus prononcé (durée et amplitude) 
que Ie nystagmus horizontal et rotatoire, mais non totalement absent (Jeune 
fille ägée de 11 ans présentant une surdité totale d'une oreille provoquée 
par une parotidite). 

Voici Ie cas bien typique: 

Observation: Un garçon, ägé de 6 ans, était devenu, avant 4 ans, totale ment sourd de 
l'oreille gauche, victime d'un traumatisme un peu spécial. Un matin sa petite soeur jouant 
avec une aiguille ä tricoter, avait laissé tomber celJe~ci sur Ie sol. L' aiguille était restée 
droite fixée dans une rainure du plancher. En voulant prendre celle~ci, Ie petit garçon 
trébuchait et tombait avec 1'0reiIJe gauche sur l'aiguilJe qui s'était solidement fixée dans 
l'oreille. Avec force, l'extraction devait se faire. 

De I'oreille gauche suintait un liquide sanguinolent et on pouvait observer un nystagmus 
spontané horizontal rotatoire battant vers la droite en regard direct. Tendance nette à 
la chute du corps vers la gauche, la tête étant droite par rapport au tronc. Tendance ä 
la chute vers I'avant la tête étant tournée vers I'épaule droite. Sans aucun doute on 
pouvait confirmer la perte totale du labyrinthe gauche. 

Quatre ans plus tard, iJ ,Y avait toujours une surdité complète de I'oreille gauche, une 
absence totale de troubles spontanés vestibulaires (nystagmus spontané, nystagmus de 
position et signe de l'indication spontanée). 

Epreuve calorique: 
labyrinthe gauche: inexcitabilité. 
Labyrinthe droit: réactions normales. Une injection d'eau froide déclenchait un nystag~ 

mus horizontal battant vers la gauche, Ie mala de placé en décubitus dorsal qui se trans~ 
formait instantanément en un nystagmus horizontal rotatoire battant vers la gauche 
lorsque Ie malade s'était placé en décubitus ventral. 
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Epreuve rotatoire: Cette épreuve nous donnait ce pendant quelques données intéressantes. 
La rotation dextrogyre et lévog,yre ne déclenchait pas de nystagmus post-rotatoire 

horizontal et rotatoire. 
L' épreuve de l'indication réactionnelle était normale et Ie nystagmus post-rotatoire 

vertical présent: 
L 'épreuve rotatoire dextrogyre (malade placé en décubitus latéral droit) déclenchait un 

nystagmus post-rotatoire battant vers Ie bas (16 secousses en 8"). 
L'épreuve rotatoire lévogyre (malade placé en décubitus latéral droit) déclenchait un 

nystagmus post-rotatoire faible ma is net, battant vers Ie haut. 
Réaction d'adaptation statique: symmétriques et vives. 

Ce cas est d'une interprétation très difficile. Un premier fait à signaIer 
est la possrbilité de déclencher un nystagmus horizontal par I'excitation 
calorique du labyrinthe droit et non par I'excitation rotatoire. Un second 
fait est la présence d'anomalies vestibulaires du labyrinthe droit, après 
une destruction totale et traumatique du labyrinthe gauche. Jamais n'a été 
constaté antérieurement un signe pathologique ou une anomalie vestibulaire 
du système nerveux central chez eet enfant, capables d'interpréter ces réac­
tions vestibulaires abnormales de l' oreille interne droite. On peut admettre, 
qu'après la blessure de I'oreille interne s'est installé un état de méningisme 
banal qui serait la cause de certaines lésions survenues à droite. 

2. Absence du nystagmus vertical, présence du nystagmus horizontal et 
rotatoire. 

Ces cas sont inconnus à I'heure actuelle et la littérature n'en signale 
aucun. J'ai pu observer cependant un cas qui, à I'exception du nystagmus 
vertical battant vers Ie haut, présentait toutes les autres réactions vesti­
bulaires. 

Observation: Homme ägé de 48 ans fut admis à la clinique souffrant depuis une 
semaine de crises de vertige accompagnées d 'une sensation subjective de rotation vers la 
gauche de J'entourage et d'une sensation subjective de chute vers la droite. Un état 
nauséeux sans vomissements et sans perte de connaissance complétait Ie tableau de ses 
crises. 

Audition: Légère surdité labyrinthique bilatérale. Voix chuchotée: oreille droite; entendue 
à 1 Z mètres, oreille gauche; entendue à 50 cm. Tympans partiellement calcifiés. 

Examen rhin%gique et, /aryngologique: normal. Simple déviation de la cloison nasale 
vers la droite. 

"Examen interne: normale. 
Examen sérologique: BORDET-WASSERMANN négatif. SACHS GEüROI négatif. 
Examen vestibulaire: Pas de nystagmus spontané, pas de signe de l'indication spontanée, 

présence d'un nystagmus de position horizontal-rotatoire battant vers la gauche, Ie malade 
en décubitus dorsal. tête tournée vers la gauche. Pas de nystagmus de position Ie malade 
placé en décubitus lateral gauche, tête placée symmétriquement dans J'axe du tronc. 
(Nystagmus provoqué par la simple rotation de la tête vis à vis du cou et du tronc.) 

Epreuve ca/orique: excitabilité normale des deux cötés. 
Epreuve rotatoire: 
en position assise (nystagmus post-rotat. horizontal) 

10 tours dextrogyres: nystagmus post-rotatoire horizontal battant vers la gauche, durée 28". 
10 tours lévogyres: nystagmus post-rotatoire horizontal battant vers la droite, durée 26". 

en décubltus dorsal (nystagmus post-rotat. rotatoire) 
10 tours dextrogyres: nystagmus post-rotatoire g,yratoire battant vers la droite, durée 13". 
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10 tours lévogyres: nystagmus post-rotatoire gyratoire battant vers la gauche, durée 16". 
En décubitus latéral droit (nystagmus post-rot at. vertical) 

10 tours dextrogyres: n,ystagmus post-rotatoire vertical battant vers Ie bas, durée 15". 
10 tours lévogyres: absence totale de nystagmus. 

Position latérale droite donne une rotation compensatrice des yeux de 70
• 

Position latérale gauche donne une rotation compensatrice des yeux de 30
• 

RÉSUMÉ. 

Ces observations démontrent que les lésions partielles du nerf vestibu~ 
laire sont plus nombreuses comparativement au nombre rapporté dans la 
littérature. Bien que déjà des exemples multiples concernant l' absence ou 
la présence isolée des réactions d'adaptation statique y soient signalées, 
il nous a semblé que Ie signe de l' indication réactionnelle peut seulement 
manquer avec présence simultanée et typique des réactions de I'adaptation 
statique ou inversement. Cette constatation confirme clairement qu'il 
n'existe aucun rapport direct entre ces deux types de réflexes. Un fait 
analogue concernant les positions compensatrices des yeux se retrouve aussi 
car elles peuvent être absentes totalement ou presque entièrement dans ces 
cas ou toutes les formes du nystagmus sont nettement présentes. La même 
constatation se retrouve aussi concernant les réflexes déclenchés dans les 
canaux semicirculaires horizontaux d 'une part et concernant les réflexes 
partant des canaux sémicirculaires verticaux d 'autre part. 

Tous ces faits. constatés lors de nos examens semblent devoir montrer 
l' existence de voies nerveuses intra~cérébrales différentes et déterminées 
pour chaque type de réflexe de telle sorte que rinflux nerveux réflexe 
déclenché soit par la recherche des positions compensatrices des yeux ou 
des réactions de l'adaptation statique, soit déclenché par l'interrogatoire 
isolé des canaux horizontaux ou verticaux passe par une voie intra~cérebrale 
propre à lui. 

Cette spécialisation semble encore exister davantage car on a pu observer 
des cas ou la forme rotatoire du nystagmus fut seulement absente et ou la 
forme verticale fut absente dans une direction. Très typique est un cas 
observé ou Ie nystagmus vertical battant vers Ie haut était la seule forme 
absente de toutes les formes nystagmiques post~rotatoires. Un grand 
nombre d'examens vestibulair es précis, exécutés chez des malades neuro~ 
pathiques, sont encore de la plus haute nécessité afin de pouvoir connaître 
anatomiquement les différentes voies suivies' par ces influx nerveux réflexes. 
et afin de pouvoir ainsi servir précieusement la neurologie dans son 
diagnostic de localisation. 



Medicine. - Vestibular nystagmus caused by acoustic stimulation. By 
P. G . GERLINGS and A . DE KLEYN . 

(Communicated at the meeting of June 28. 1941.) 

In 1803 ERASM US DARWIN. in his "Zoonomia or the laws of organic Iife" 
mentioned an audible vertigo "as is known by the battement or undulations 
of sounds in the ear". After that many pulblications on vertigo. caused by 
more or less determined acoustic stimuli. appeared. BORRIES 1) , however. 
with good reason pointed to the fact that different persons of ten state very 
different sensations of their vertigo; from Iiterature too it remains mostly 
unestarblished whether these sensations are of vestibuler origin. 

We therefore chose for this communication the title "Vestibular nystag~ 
mus caused by acoustic stimulation" on pUl'pose as we have the intention 
to discuss only those cases in which a vestibular reflex was indeed caused 
by acoustic stimuli. 

The first paper about this affection. not a very supporting one. however, 
is found in the Arch . of Ohrenheilkunde 1881 (vol. 17, page 181). Here 
BÜRKNER. giving the report of his out~patient department in Göttingen 
communicated (case 9) : "Ineinem Fall von langjähriger rechtseitiger 
Mittelohreiterung, der ein zwanzigjähriges Mädchen betraf. fiel mir. zuerst 
bei der Ernführung des Ohr,trichters. später auch beim Spritzen auf. dasz 
regelmäszig bei diesen Masznahmen Nystagmus der Augen eintrat. Eine 
genaue Untersuchung ergarb schlieszlich. dasz sogar die Anstrengung des 
kranken Ohres bei den Hörprüfungen jedesmal zum Nystagmus führte. 
Die Kranke selbst merkte von den Bewegungen der Augäpfel nichts, die 
in der Augenklinik vorgenommene Untersuchung der Augen ergab nur 
negative Resultate". 

In this case, however. it is very doubtful whether strictly speaking an 
acoustic reflex was present. We have the impression that th is patient 
showed a so~called " readiness for · nystagmus", which accounted for the 
fact that a nystagmus occurred af ter various sensible stimuli whatever the 
nature of these stimuli was. BÜRKNER emphasized the fact that not only 
af ter acoustic stimulation. but also af ter inserting an ear~tube or af ter 
syringeing the ear, this nystagmus developed. 

URBANTSCHITSCH, in his "Lehrbuch der Ohrenheilkunde" 1901 . wrote 
that sometimes he had been arble to elicit a nystagmus by acoustic 
stimulation. Textually he wrote: "Nystagmus fand ich wiederholt durch 
akustische Einwirkungen ausgelöst vor, zuweilen durch bestimmte Schall~ 

1) BORRIES. G. V . TH .. Monatschr. f. Ohrenheilk .. 57. 547 (1923) . 



801 

einwirkungen oder durch einen bestimmten Ton". In later publications. a.o. 
in another edition of his book (1910) 2) he only refers to the above­
mentioned phrase of 1901. without any statement in which way his 
investigations were performed. on which tones his patients with nystagmus 
reactedand whkh form of nystagmus developed af ter the acoustic 
stimulation. 

Nor do the symptoms observed by BÁRÁNY 3) and SCHWARTZ in their 
patient belong to the purely acoustic reflex es. These investigators were 
able to elicit a non-vestibular undulating nystagmus oy placing a (strongly) 
vibrating tuning-fork on the mastoid of the patient. It also appears from 
th is communication that in this hysterica the same nystagmus could be 
elicited in another way. e.g . when the patient dosed her eyes and BÁRÁNY 
himself tried to lift the upper ,eye-lid (test of STRANSKY). BÁRÁNY intended 
to write an extensive puhlication of this case. However. we could not find 
in literature a paper with more exact details. 

RUTTIN 4) published an important paper élIbout two of his patients 
( 1915). Both were suffering from a congenital lues and showed the so­
called fistula-symptom of HENNEBERT. i.e. a nystagmus developing some­
times in patients with congenital lues. after changing the air-pressure in 
the auditory canal and middle ear oy compression or aspiration. 

Pronouncing the letter Mand None patient developed a dizziness and 
only a slight nystagmus; the other patient. however. showed a marked 
nystagmus. 

RUTTIN attdbuted this nystagmus to an increased pressure. developing 
in the middle ear when pronouncing the letters Mand N by which 
.secondary the fistula symptom should be elicited. BORRIES 5) rightly held 
that at the same time an acoustic stimulation may have played a part. This 
supposition is the more acceptable af ter the well-known experiments of 
TULLIO 6) which we re confirmed and extended by many other investigators 
(ti. JELLlNEK7). HUIZINGA8). BEN]AMINS9)). TULLIO could elicit a 
nystagmus and body-reflex es in some animals (-a.o. pigeons and rabbits) 

2) URBANTSCHITSCH. Lehrbuch d. Ohrenheilkunde. 106 (1901); 487 (1910) . Nor are 
any convincing observatious reported in his extensive communication (Ztschr. f. Ohren­
heiIk .. 31. 234 (1897) ... Ueber Störungen des Gleichgewichtes und Scheinbewegungen". 

3) BÁRÁNY. Monatschr. f. Ohrenheilk .• 42. 667 (1908). 
4) RUTTIN. Monatschr. f. Ohrenheilk .. 40. 267 (1915) . 
5) BORRIES. C. V . Th .. Monatschr. f. Ohrenheilk .. 57. 547 (1923). 
6) TULLIO. P .• Das Ohr und die Entstehung der Sprache und Schrift (Urban und 

.schwarzenberg. Berlin-Wien. 1929). 
7) JELLINEK. Monatschr. f. Ohrenheilk .. 62. 241 (1928). 
8) HUIZINGA. Verslagen Ned. Keel-. Neus-. Oorheelkundige Vereeniging. Mei 1934. 

Mei 1936 en Mei 1938. (Ned. tijdschr. v. Geneesk. 79. 1319 (1935); 81. 1083 (1937) ; 
83. 2389 (1939) . 

Pflügers Arch .. 234 665 (1934) . 
0) BENJAMINS. Verslagen Ned. Keel-. Neus-. Oorheelkundige Vereeniging. Nov. 1936 

en Nov. 1938 (Ned. tijdschr. v. Geneesk .. 81 . 2557 (1937) en 83. 3646 (1939). 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .• Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 52 
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by delivering very hard tones directly to the ears. However. as in these 
tests tactile stimulations may play a part 10) other examinations are of 
more importance. In these tests. af ter making a fistula in one of the semi~ 
circular canals a marked nystagmus developed when less distinct tones 
were produced at 'a distance. TULLIO held that under these circumstances 
the acoustic waves radiate to the endolymphe in the semi~circular canals 
and in this way should stimulate the cristae without intervention of cochlear 
reflexes. 

One must assume th en that under normal circumstances i.e. wh en a 
fistula is absent. the ordinary sounds only penetrate to the cochlea and not 
in a sufficient intensity to the cristae. because the sound~waves are already 
deadened before reaching the cristae. After making a fistula in the semi~ 
circular canal a penetration to the cristae is possible because with this new 
opening a turning-'aside is obtained which can be compared with the 
foramen rotundum in the cochlear system (H UIZINGA) . 

In the experiments of TULLIO it is quite or nearly impossible to elicit the 
vestibular symptoms by the influence of a sound when the cochlea has been 
destroyed before. This was the reason why many investigators thought 
that the cochlear reflexes should play the principal if not the only part. 
HUIZINGA. however. could refute th is conception in performing very exact 
experiments on pigeons. When destroying the cochlea without impairment 
of the conducting apparatus. tympanie memrbrane or columella. the reflex es 
of TULLIO appeared to be impaired to a small degree by this operation. 
HUIZINGA. with good reason. now thought. that the above~mentioned 
distullbances. found by other investigators after removal of the cochlea. 
must be attributed to a simultaneous lesion of the tympanic membrane and 
the ossicles. To sum up. it seems very probable that the vertigo and the 
nystagmus. developing in the patients (with a fistula symptom) of RUTTIN. 
when pronouncing the Mand N. are also due to acoustic reflexes. 

The same holds true for the patient of BENJAMINS 11) in which case also 
a fistula symptom and the reactions of TULLIO were present. These dis~ 
appeared af ter a radical middle ear operation by which the transmission 
apparatus for the sound was also removed. This completely agrees with 
the above~mentioned experiments of HUIZINGA. 

More difficult to explain are the vestibular symptoms caused by sound~ 
~timulations. developing in patients without fistula symptom and in whom 

10) The same holds true for the eye ·movements observed by FRÖSCHELS. (Monatschr. 
f. Ohrenheilk. . 60, 883 (1926) and 61. 776 (1927) af ter delivering the tones of the 
harmonica of URBANTSCHITSCH by means of an otoscope directly into the auditory ca na Is 
of deaf-mutes. There remains a doubt as to whether in these cases a vestibular symptom 
was present. For FRÖSCHELS states that in one child the labyrinths could not be stimu­
lated calorical~y and on turning. Another patient, examined wh en a calorie and a turning 
nystagmus we re present, showed both forms of eye-movements, the one developing in­
dependently of the other. 

ll) Loco cit. S. also QUlx, F. H., L 'oto-rhino-Iaryngologie intern. 21. JUillet 1933. 
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complete absence of other acoustic and vestibular disturbances exist. 
BENJAMINS reported a typical ohservation 11). 

This patient. 28 years of age, developed a dizziness as soon as a certain 
noise was produced. Acoustic, vestibular, internal and neurological 
examinations revealed no disturbances : only the vertical semi-C'Ïrcular 
canals were more difficult to stimulate than the horizontal ones. The 
serological reactions for lues were negative. Only in the reg ion of 1600-
3000 V.D. a vestibular reaction developed at an intensity of 84-98 decibel. 
This reaction consisted of a vertical nystagmus (the direct ion was not 
indicated by BENjAMINS). BENJAMINS pointed to the fact that the marked 
reactions developed with sounds in the resonance reg ion of the external 
auditory canal (2500-3000 V .D.). 

It was eVidently difficult for BENJAMINS to explain these symptoms. He 
interpretated them as TULLIO-reactions and looked for another explanation 
as the patient showed no fistula symptom. He thought that this was found 
. if one assumed that an air-bubble had entered the perilymphe. BENJAMINS 
writes "it is not only theoretically but also experimentally established. 
HUIZINGA 12) found in his experiments that when an air-'bubble had entered 
the fistula canal and when afterwards th is fistula was blocked with wax, 
the reaction of TULLIO remained present, whereas ·ocdusion without air in 
the canal made the reaction disappear. It remains a matter of dispute how 
th is air-bubble has developed in this patient". 

The explanation of BENJAMINS, however, is a very hypothetic one. Not 
only is it obscure to us how the air..:bubble has developed,butalso that 
the patient had had his complaints for rather a long time: the air.:bubble 
should be resorbed af ter a short time! 

BENJAMINS probably made his hypothesis under the impression that the 
symptoms shown by his patient only could be TULLIO-reactions. However, 
this is not necessary. Besides the reflexes of TUL.L10 other reflexes exist 
which exert influenee directly from the cochlea upon the vestibular region. 

Our experiments, not published up to now showed that on registering a 
vestibular nystagmus in rabbits by the TOPOLANSKI-BARTELS method, this 
nystagmus can be influenced by different sound-stimuli which change the 
size and velocity of the nystagmus. 

Considering these facts it seems more probable that in the above­
mentioned case of BENJAMINS the dizziness and nystagmus of his patient 
were elicited by direct cochlear reflex es and must not be considered to be 
TULLIO-reactions. 

This could be confirmed by an dbservation made by us. This patient 
showed the same symptoms as the patient of BENJAMINS. It is hardly to be 
believed that here too an air-bubble in the perilymphe was present, the more 

so as above-mentioned explanation is more obvious and acceptable. 

12) Loco eit. 

52* 
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Miss S., 35 years of age, told that in pronouncing the letter N. she became dizzy. Thls 
was especially the case if she looked to the Ie ft at the same time. 

Extensive acoustic and vestibular examination showed no dis turban ces. The whispering 
voice was normal at either side. The fistula symptom could not be elicited. Spontaneous 
n,ystagmus in different lookings and the different forms of position nystagmus were com­
pletely absent. 

Examination of the horizontal and vertical optocinetic nystagmus gave normal resuJts 
both for the cortical and subcortical forms in all directions. The horizontal and rota tory 
turning nystagmus were, af ter turning to the right and to the left, normal and of equ~1 
duration. The vertical turning nystagmus downward was more marked than the one up­
ward ( 19 X turning to the right in right lateral position: vertical af ter-nystagmus up­
ward: 11 movements in 8"; 10 X turning to the left: vertical af ter nystagmus downward: 
38 movements in 13") . Stimulation of both the lab,yrinths with cold and warm water 
was equal and normal. 

The tilting reactions of RADEMAKER and GARCIN around the bitemporal and longitudinal 
axis were not disturbed. Pronouncing thc letter N . especially when pronouncing the Dutch 
word "Niemand" accentuating the N and on looking to the Ie ft, a rotatory nystagmus 
appeared; sometimes a deviation of the eyes upward was seen. Once a nystagmus con­
slsting of both components, directed with its quick component downward, could he 
noticed. After provoking different tones by the audiometer, with the patient at a distance 
of about a metre from th is instrument, to exclude tactiIe influence by the air, eye­
movements also developed. These eye-movements appeared when the tone sounded or 
when the tone was interrupted. 

The protocol is as follows: 
Tuning fork, 64 vibr.: no eye-movements. 
Audiometer, 128 vibr.: " 

512 vibr .: " 
1024 vibr.: on looking to the left a marked vertical nystagmus with its 

quick component upward developed when the tone was sound­
ed or interrupted; looking forward also caused marked nys­
tagmus movements upward. 

20i8 vibr.: sounding and interrupting of this tone caused a nystagmus 
movement upward which only lasted a short time more 
pronounced on looking downward. Sometimes quick move­
ments of the head in the saggital reg ion developed. 

4096 vibr.: same as in 20i8 vibr. 

It is remarkable that penetration of the acoustic stimulation into the tuba (pronouncing 
the N) caused a nystagmus partly directed vertically downward, whereas the opposite 
direction of the nysta'gmus was se en if the auditor,y canal served a~ an acoustic con­
duction. 

The patient herself recognized the eye-movements which developed: she indicated the 
rotatory movements as lateral, the vertical on es as movements in the vertical region. 

The brother of the patient stated that he also became dizzy and lost his equilibrium 
when marked and low tones sounded. 

Up to now we were no't able to examine this patient. 

Summarizing we see that: 

1. Acoustic stimulation can elicit vestibular symptoms, e.g. a nystagmus, 
in certain patients. 

2. The acoustic stimulation propagates directly to the cristae if a fistula 
is present in one of the semj~circular canak This could be demonstrated 
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experimentally by TULLlO, JELLINEK, and HUIZINGA; in man this pheno~ 
menon was reported by BENJAMINS. 

3. Acoustic reflexes can cause a nystagmus from the cochlea upon the 
vestibular system. This was experimentally proved in rahbits; the symptoms 
found in two patients without fistulae and with normal hearing (one patient 
of BENJAMINS and one patient in our clinic), could be explained in the best 
way by these facts. 

The explanation of BENJAMINS of the symptoms found in his patient, did 
not prove to be a convincing one. 



Mathematics. - Bericht über die Konstruktion und die Fortsetzung von 
Bewertungen. 11. By F . LOONSTRA. (Communicated by Prof. L. E . J. 
BROUWER.) 

(Communicated at the meeting of June 28. 1941.) 

§ 5. Es istdemnach begreiflich, dasz die weit eren Abhandlungen der 
Bewertungstheorie sich im wesentlichen auf die nicht~archimedischen 

Bewertungen beschränken. Im Jahre 1924 erscheint von K. RVCHLIK eine 
Arbeit in J. f. d. r. u. ang . Math. 153 "Zur Bewertungstheorie der alge~ 
braischen Körper". Er beschäftigt sich auch mit der Frage: Kann man eine 
alg'ebraische Erweiterung eines bewerteten Körpers K so bewerten, dasz 
die Bewertung des Körpers K erhalten bleibt? Es ist also diesclbe Frage. 
mit der KÜRSCHÁK sich beschäftigte. Es wurde von KÜRSCHÁK die Meinung 
geäuszert, man könne im Falie der nicht~archimedischen Bewertung den 
Satz leichter beweisen durch eine Methode, welche derjenigen von HENSEL 
für die algebraischen Erweiterungen des Körpers K (p) nachgebildet ist. 
Das hat RVCHLIK in seiner Abhandlung versucht. Er beschränkt sich auf 
Grund der Arbeit von OSTROWSKI auf die nicht~archimedischen Bewer~ 
tungen. Damit ist dann der allgemeine Fall erledigt. Endlich beweist 
RVCHLIK, wieder durch VerallgemeinerUJtlg des von HENSEL angewandten 
Verfahrens, ,dasz der derivierte Körper K' einesalgebraisch abgeschlossenen 
bewerteten Körpers K selbst algebraisch abgeschlossen ist. Daraus folgt 
dann, dasz man jeden bewerteten Körper zu einem vollständigen bewerteten 
algebraisch abgeschlossenen Körper erweitern kann. 

Wir werden a eim ganzes algebraisches Element in bezug auf einen 
bewerteten Körper K nennen, wenn es wenigstens einer Gleichung 

xn + al xn-I + ... + an = 0 

mit ganzen Koeffizienten aus K genügt. 
Um 11 + a I :;;;; 1 für I a I < 1 zu beweisen, macht RVCHLIK die Annahme, 

dasz K vollständig sei. Genügt dann a einer in K irreduziblen Gleichung 

f(x) = xn + al x n- I + ... + an = 0, 

so folgt aus I a I :s; 1. d.h. 
I 

I an In -=:: 1. 

dasz I an I S; I, so dasz an ein ganzes Element aus Kist. Es ist also a auch 
ganz auf Grund des Satzes: Das Element a. welches im bewerteten voll~ 

ständigen Körper K der irreduziblen Gleichung xn + al x n- I + ... + an = 0 
genügt, ist dann 1.\JIld nur dann ganz. wenn das Glied an in K ganz ist 
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(§ 15 der RVCHLlKschen Abhandlung). Es sind dann ebenso die Koeffi­

zienten al. a2 . .... an-I ganz. d.h. I all:;;;; 1. ...• I a"_1 I ::;; 1. I + a genügt der 
I 

in K irreduziblen Gleichung f(x - I) = O. 50 dasz 1I + a I = I f(-I) ~. 
Es ist ab er f(-I) = (--I)n + al (-I )n-I + ... + an • also. weil die 
al' ...• an-I ganz sind: If(-I)I::;; I. aIso 1I + al::;; 1. 

Den Beweis. dasz der derivierte Körper K' eines algebraisch abgeschlos­
sen bewerteten Körpers wieder algebraisch abgeschlossen ist. haben wir 
oben mitgeteilt. 

§ 6. Im Jahre 1934 erscheint in ,der Mathematischen Zeitschrift 39 
(1934) eine umfangreiche Abhandlung von A. OSTROWSKI: "Untersuchungen 
zur arithmetischen Theorie der Körper". in der ausschlieszlich die nicht­
archimedische Bewertung erörtet wird. Wir beschränken uns auf die 
für die Bewertungstheorie wichtigsten Paragraphen. Es wird in § 4 die Auf­
gabe behandelt. sämtliche Bewertungen einer algebraischen Erweiterung 
eines vorgegebenen bewerteten Körpers aufzustellen. Ein Teil dieser 
Ergebnisse war schon von KRULL \JII1d DEURING gefunden worden (W. 
KRUL\.,. Ein Satz über primäre Integritätsbereiche; Math. Ann. 103 (1930); 
M. DEURING. Verzweigungstheorie bewerteter Körper; Math. Ann. 105 
(1931)). ' 

Bevor wir mit der Aufstellung sämtlicher Bewertungen anfangen. weisen 
wir darauf hin. dasz KÜRSCHÁK für die Bewertung algebraischer Erwei­
terungen den Grundkörper mittels der Fundamentalfolgen zu einer kleinsten 
vollständigen Erweiterung ausbreiten muszte. OSTROWSKI führt den Begriff 
des relativ vollständigen Körpers ein, der dadurch charakterisiert ist. dasz 
für Polynome mit Koeffizienten aus diesem Körper ein gewisser Reduzi­
bilitätssatz gilt. Er zeigt, dasz es für die Bewertungsmöglichkeit alge­
braischer Erweiterungen eines Körpers K' hinreichend ist. dasz K' relativ 
vollständig ist. 

Sind in einem bewerteten Körper K' zwei Elemente a und b 50 be­
schaffen. dasz I a - bi < I. 50 sag.en wir. dasz a kongruent b im Körper K' 
ist: a _ b (K'). Ebenso bezeichnen wir zwei Polynome mit Koeffizienten 
aus einembewerteten Körper K'. deren Differenz lauter Koeffizienten 
Cl = ai - bi mit I C i I < I besitzt. als kongruent im Körper K'. OSTROWSKI 
beweist zunächst (§ 2) das Fundamentallemma für vollständige bewertete 
Körper: 

Hat die Funktion [(x) = ao xn+ al x n- I + ... + a n ganze Koeffizienten 
aus einem vollständigen bewerteten Körper K'. und gilt in K' für n> m > O. 

f(x) = xm + an-m-I xm+l + ... + ao xn (K'). 

50 ist das Polynom f (x) in K' reduzibel und läszt sich als Produkt 
f d x ) f 2 (x) von zwei Polynomen 

fl (x) = xm + ... , f2 (x) = ao x n- m + ... 
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mit Koeffizienten aus K' und den Graden m, n - m darstellen. Den Beweis 
unterlassen wir. 

Es sei nun K' ein bewerteter Körper. Wir nennen K' relativ vollständig. 
falls jedes Polynom f(x) = aoxn + alxn- I + ... + an mit ganzen Koeffi­
zien ten aus Kil (d.h. I al I ~ 1) . für das 

f(x) ao xn + ... + an-m-I xm+1 + xm (K') 

gilt. mit n > m > 0, in K' reduzibel ist. 
Man kann die Behauptung des Fundamentallemmas dahin zusammen­

fassen, dasz ein vollständiger Körper auch relativ voIlständig ist. Aus der 
Definitionseigenschaft der relativ voIlständigen Körper folgt : 

Ist f(x) = aoxn + alxn- I + ... +an, 8n:;t0, ein in einem relativ voll­
ständigen bewerteten Körper irreduzibles Polynom mit Koeffizienten aus 
K', so gilt: 

1 av I ~ max ( I ao I. I an I ), O< v<n. 

Denn ist diese Ungleichheit nicht erfüIlt, und ist M = max I ai I gesetzt, 
O<y<n 

I ao I < M , I an I < M , und ist m der gröszte Index v, für den I ay I = Mist, 
so folgt, dasz in K' 

f(x) xn-m + bxn-m+1 + . " (KI) 
am 

ist. mit 0 < m < n, so dasz f(x) in K' reduzibel sein musz. 
Wir können nun die Bewertungsvorschrift geben für algebraische 

Erweiterungen relativ voIlständiger Körper. Um eine algebraische Erwei­
terung Q eines relativ vollständigen bewerteten Körpers K' zu bewerten, 
genügt es, eine in bezug auf K' normale algebraische Erweiterung von Q 
zu bewerten. Wir setzen daher Q als norm al voraus. Sei a aus Q und 

xn + al x n- I + ... + an = 0 (1) 

die in K' irreduzible Gleichung. der a genügt. Wir bekom men eine Bewer­
I 

tung von Q, wenn wir die Zahl I an rn als die Bewertung von a festsetzen. 
Diese Definition ist eindeutig und dabei behalten die Gröszen von K' 

ihre Bewertung bei. Wir beweisen hier. dasz die Bewertungsvorschrift nur 
die obengenannte sein kann. 

Sei nämlich 

xn + al xn-I + ... + an = 0 (2) 

eine in einem relativ vollständigen bewerteten Körper K' irreduzible 
Gleichung mit Koeffizienten aus diesem Körper, dann gilt allgemein 

i 

lall ~ lan In. 
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Sind nämlich al' .... an die Wurzeln von (2). so ist ja ai als die i~te 

elementarsymmetrische Funktion von al •... an ein~ Summe von Produkten 
aus diesen n Gröszen mit je i Faktoren; jedes Produkt hat also die 

i i 

Bewertung I a n In; die Bewertung der Summe kann also I an In nicht über~ 
schreiten. Hieraus ergibt sich sofort die Einzigkeit der Bewertungsvor~ 
schrift: genügt nämlich a der Gleichung (2). so kann I a I nicht gröszer 

i i 

I an I" sein. da sonst wegen I ai 1-<: I an I" für jedes ')I> 0 

I a. an-" I -<: I a In-• . I an In < I a In 
wäre. so dasz die Summe an + al an- I + ... + an nicht verschwinden kann. 

i 

da ja ihre Bewertung gleich der Bewertung von an =/::. 0 wäre. Aus I a I < I an In 

würde ganz analog für jedes ')I < n folgen. dasz die Summe 

an + al an- I + ... + an 

wiederum nicht verschwinden könnte. 
In § 4 seiner Abhandlung behandelt OSTROWSKI nun die Aufgabe. sämt~ 

liche Bewertungen einer algebraischern Erweiterung Q eines vorgegebenen 
Körpers K' aufzustellen. und zwar. indem er zunächst alle Bewertungen der 
kleinsten zugehörigen normalen Erweiterungen aufstellt und sodann von 
da aus alle Bewertungen der Unterkörper dieser normalen Erweiterung 
aufsucht. 

Wir geben den Inhalt kurz wieder. 

Es sei K ein (nicht notwendig vollständiger) bewerteter Körper. K der 
derivierte Körper von K. und 91 eine normale algebraische Erweiterung von 

K. Bilden wir den von 91 und K erzeugten Körper K*. 

Bewertet man nun K (siehe § 2). so ist K* zu bewerten. weil K* eine 

algebraische Erweiterung des vollständigen Körpers Kist. Aber es ist dann 
91 < K* auch bewertet. 91 läszt sich also bewerten. 

Es sei umgekehrt 91 auf zwei verschiedene Arten bewertet: wir be~ 

zeichnen sie mit 91' und 91". Es seien m' und 9'i" die derivierten Körper; 

sie enthalten K. Der vor K und 91 erzeugte Teilkörper L = [1{ 91] ist in 
beiden Fällen derselbe Körper K*. wenn man die Bewertung vernach~ 

lässigt. Weil L eine normale Erweiterung des vollständigen Körpers Rist. 

stimmen die Teilkörper L' = [K.91'] und L" = [k.91"] frberein. wegen 
der Einzigkeit der BewertungsvC'lrschrift. Also sind die Bewertungen von 
L' und L" einander gleich. also auch diejenigen von 91' und 91". 

Sei nun Q eine beliebige algebraische Erweiterung des bewerteten Kör~ 
pers K'; bewertet man nun 91. so ist damit eine Bewertung von Q gegeben: 
Jede algebraische Erweiterung Q eines bewerteten Körpers kann bewertet 
werden. Wir können sogar das Resultat folgendermaszen formulieren: [st 
Q eine algebraische Erweiterung von K' und 91' eine irgendwie bewertete 
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algebraische Erweiterung von Q. die normal in bezug aul K' ist. so erhält 
man sämtliche Bewertungen von Q. indem man die zu Q isomOTphen 
Unterkörper von 91' bildet (Q selbst eingeschlossen) und den Elementen 
von Q die Bewertungen ihrer Bilder als Bewertungen zuordnet. 

Damit beherrschen wir die Bewertungen algebraischer Erweiterungen. 
Da jede Erweiterung eines Körpers durch eine Folge von einfachen 

algebraischen und transzendenten Erweiterungen erfolgen kann und wir 
die algebraischen Erweiterungen nunmehr vollständig beherrschen, wird 
es sich nur noch darum handeln, alle Bewertungen einer einfach transzen­
denten Erweiterung K' von K aufzustellen, bei denen die Bewertung von 
K unverändert bleibt. 

§ 7. OSTROWSKI behandelt die Aufgabe, den Bewertungstypus einer 
bewerteten trans zenden ten Erweiterung L' konstruktiv zu erfassen, in der 
Weise, dasz er zunächst einen auf einfache Weise bewerteten Unterkörper 
K' von L' nachweist und damit die AuEgabe darauf zurückführt, alle 
Bewertungen einer einfachen transzendenten Erweiterung eines bewerteten 
Körpers K' zu Einden, bei denen die Bewertung von K' fest bleibt. 

Der Primkörper von L' ist zu dem Körper R' der rationalen Zahlen, 
oder im Falle der Primzahlcharakteristik p zu dem endlichen Körper P ~ 
der Restklassen mod p isomorph. Pist immer trivia I bewertet, denn es ist 
die (p - 1) -te Potenz jedes von 0 verschiedenen Elements gleich 1. Ist 
R' nicht-trivial bewertet, so ist in diesem FalIe die Bewertung von R' eine 
mit Hilfe der Primzahl p erzeugte p-adische Bewertung. (Die archimedische 
Bewertung bleibt hier auszer Betracht.) 

Ist L' nicht-trivia 1. der Primkörper trivial bewertet, so gibt es in L' ein 
von 0 verschiedenes Element x, also auch ein Element x mit der Eigen-

schaft I x I < (I x I *- 0, I x I *- 1) . (Eventuell müssen wir x durch .!. 
x 

ersetzen.) Dann kann als K' der aus dem Primkörper P' durch Adjunktion 
von x erzeugte Körper P'(x) genommen werden. Und zwar ist jedes Ele­
ment von P'(x) 

a =Xk ~(x) 
(2 (x) 

wo fdx) , f2(X) Polynome in x mit Koeffizienten aus P', für die fdO) *-0, 
f 2 (0) *- und k eine ganze rationale Zahl ist. Dann ist I a I = I x Ik, denn 

I fdx) I = max (I ao I, I al x I, ... , I an.xni) = 1 und ebenso I f2 (x) I = 1. 
Wir kommen nun zum let2;ten Teil unserer Betrachtungen. 
Wir zeigen, dasz man bei nicht-trivialer B~wertung des Primkörpers mit 

Hilfe der sogenannten pseudokonvergenten Folgen alle einfachen bewer­
teten Erweiterungen eines bewerteten Körpers erhält. 

Wir nennen eine unendliche Folge I ai I von Elementen eines vollstän­
digen bewerteten Körpers K' 

(1) 
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pseudokonvergent. wenn für alle n ;;;: no entweder durchweg 

I an+l-an i < I an-an- I I 
oder durchweg 

I an+l-an I = O. 

Man nennt lim I an+1 - an I die Breite der pseudokonvergenten Folge. 
n-+ <Xl 

Ist die Breite O. so folgt leicht. dasz die Folge (1) konvergent ist. 
Umgekehrt ist eine konvergente Folge eme pseudokonvergente und ihre 
Breite ist O. Auszerdem zeigt man einfach im Falle. dasz (1) eine pseudo­
konvergente Folge darstellt. dasz die Folge {I ai I} konvergiert und zwar 

so. dasz für i;;;: no entweder durchweg I ai+1 I = I ai I oder (für i ;;;: no) 

durchweg I ai+1 I < I ai I· 
Im ersten Falle nennt OSTROWSKI die pseudokonvergente Folge von der 

ersten Art. im zweiten Falle von der zweiten Art. 

Gilt die Ungleichheit I an+1 - an I = 0 für n = no. no + 1. . . , so ist 
selbstverständlich für i ;;;: no durchweg lai+1 1= lai I. 

Im zweit en Fall zeigt man mit Hilfe der Gleichheit I a - b I = I a i für 

I a I> I b I einfach. dasz I an-I I> I an I> I a"+1 I. also konvergiert die Folge 

I lai 11· 
Ist ( 1 ) eine pseudokonvergente Folge aus einem vollständigen bewerteten 

Körper K' und ist f(x) ein Polynom in x mit Koeffizienten aus K'. so hat 
die Folge 

einen bestimmten Limes. Ist nämlich L' eine kleinste algebraische Erweite­
rung von K'. in der f (x) in lauter Linearfaktoren zerfällt. also 

f(x) = c (x-al) (X-a2) ' . . (x-an). Icl> O. 
Man sieht dann. dasz jede der n Folgen 

)' = 1. 2 •. . .. n. 

pseudokonvel'gent ist . und es hat also jede der n Folgen { I a i - /l. I ! 
(v = 1. 2 . . .. . n) einen Limes. und dassdbe gilt auch von {I f (a i ) I}. denn 

If(ai) 1= Icl l ai- al l lai-a21' . ' 1 ai-an I· 
Dieser Limes ist i:. O. sobald man voraussetzt . dasz lim ai nicht existiert 

oder wenigstens nicht algebraisch ist. 
Betrachten wir nun den Körper K'(z) aller rationalen Funktionen r(z) 

in z mit Koeffizienten aus K'. sa folgt aus der Möglichkeit. r (x) als 
Quotienten zweier Polynome in x fl(X). f 2(X) mit Koeffizienten aus K' 
darzusteIlen. dasz 

lim I fl (ai) I 
I. () i-+ ex> 

_ lm r a i = I- I f ( -) I 1-+ 00 lm 2 al 
i -+ 00 
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existiert und von 0 verschieden ist, solange r(x) nicht identisch ver­
schwindet. Ordnen wir also jedem Element r(z) dieses Körpers die Zahl 
lim 1 r (ai) 1 als Bewertung zu, worin 

i-. co 

eine feste pseudokonvergente Folge aus K' (und falls sie konvergent ist. 
keinen in bezug auf K' algebraischen Limes besitzt), so erhalten wir einen 
bewerteten Körper K' (z), der K' als Unterkörper und z als ein in bezug 
auf K' transzendentes Element enthält. Ist {ai} eine konvergente Folge, so 
ist z im obigen Körper K'(z) der Limes von {ai}, da 

1 z-ai 1 = lim I ak-ai I, lim 1 z-ai 1 = Iim lim 1 ak-ai 1 = O. 
k-.oo i-.oo i-.oo k-.oo 

weil die Breite einet konvergenten Folge gleich 0 ist. 
Man kann diese Bewertungsmethode noch etwas verallgemeinern. Es sei 

L' eine bewertete Erweiterung von K', es sei {ai} eine aus in L' liegenden 
in bezug auf K' algebraischen Elementen gebildete pseudokonvergente 
Folge. Man führe eine Unbestimmte z ein und bewerte jedes Element r(z) 
des Körpers L' (z) durch lim 1 r (ai) I. Der im so erhaltenen bewerteten 

i-+ CXI 

Kötper L' (z) liegende Unterkörper K' (z) stellt dann eine einfache be­
wertete Erweiterung von K' dar. OSTROWSKI zeigt nun, dasz er auf diesem 
Wege alle einfachen bewerteten Erweiterungen eines hewerteten Körpers 
erhält. Dazu untersucht er er st die Bewertungsmethode etwas näher. 

Sei ai eine pseudokonvergente Folge von über K algebraischen Elemen­
ten aus L'. Dann heiszt z Pseudolimes der Folge ai, wenn das Folgende 
gilt: Für jedes Element r(z) von K'(z), wo r(x) rational in x mit Koeffi­

zienten als K' ist, ist die Bewertlling gleich dem Wert von lim 1 r (a;) I· 
Man erhält sofort , dasz I z I = lim 1 ai I· 

i--+- IX) 

Ist die Folge {ai I konvergent, so ist z der Limes von {ai}' Der Limes­
begriff ist also ein Spezialfall des Begriffes des Pseudolimès. 

Es besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Limes und dem 
Pseudolimes. da in einem bewerteten Körper auch mehrere Pseudo­
limites einer pseudokonvergenten Folge in bezug auf einen bestimmten 
Unterkörper vorkommen kÖnnen. Andererseits gilt noch: 

Es sei in einer bewerteten Erweiterung L' eines Körpers K' z ein Pseudo­
limes in bezug auf K' einer pseudokonvergenten Folge {ai} von in bezug 
auf K' algebraischen Elementen aus L'. Es sei M' eine in L' liegende alge­
braische Erweiterung von K' . Dann ist z auch in bezug auf M' ein Pseudo­
limes von {ai }. 

Durch den Satz, dasz jede einfache Erweiterung eines bewerteten Kör­
pers K' durch Adjunktion eines Pseudolimes einer aus in bezug auf K' 
algebraischen Elementen gebildeten pseudQkonvergenten Folge bewirkt 
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wird. ist die allgemeinste Lösung der Aufgabe gegeben. eine einfache 
Erweiterung eines bewerteten Körpers zu bewerten. Ist diese einfache 
Erweiterung transzendent. so dürfen offenbar nichtkonvergente pseudo~ 
konvergente Folgen benutzt werden. oder ab er solche konvergente Folgen. 
deren Limes in bezug auf K' transzendent ist. Ist uns nun eine ganz be~ 
liebige Erweiterung L' eines bewer,teten Körpers K' gegeben. so können wir 
einen solchen Unterkörper T' von L' finden. dasz L' eine rein algebraische 
Erweiterung von T' ist. während T' aus K' durch Adjunktion einer Menge 
N in bezug auf K' transzendenter Elemente von L' entsteht. wobei die 
Elemente von N die Eigenschaft besitzen. in bezug auf K' algebraisch 
unabhängig zu sein. d.h. dasz kein nicht identisch verschwindendes 
Polynom in endlichvielen Variablen mit Koeffizienten aus K' existiert. 
das durch Substitution von Elementen von N annulliert werden kann. 

Man kann T' nun auffassen als das Resultat einer wohlgeordneten Folge 
einfacher transzendenter Erweiterungen. und daher ist die Frage nach der 
Bewertung von T' durch die Entwicklungen auch gelöst. 

Die Frage nach allen Bewertungen der algebraischen Erweiterung L' 
von T' wurde schon früher gelöst. 



Mathematics. - Conformal Differential Geometry. Curves in conformal 
euclidean spaces. By J. HAANTJES. (Communicated by Prof. W. 
VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of June 28. 1941.) 

Introduction. 
The purpose of this paper is to develop the differential geometry of 

curves in a conformal euclidean space Rn of dimension n > 2. in particular 
to obtain the intrinsic equations of a curve. which determine the curve 
up to a conformal pointtransformation in R n. and the analogue of the 
Frenet~Serret formulas. 

As to the method employed in this note. no polyspherical coordinates 
are introduced. by which the conform al transformations can be brought 
in a linear form . BLASCHKE ') and others have treated the problem for 

. R2 and R3 in that way looking upon a curve as a particular system 
of . 00 t spheres. Our method on the other hand is based upon the well~ 
known facto again proved in § 1. that the conformal properties are those 
properties. which are unaffected by a conformal transformation of the 
fundamental tensor : 

, 2 
a.lx = a a.lx (1) 

with a satisfying the differential equation 

(2) 

Although in ordinary differential geometry the extension to R1EMANNian 
spaces raises no essential difficulty as to the geometry of curves. it is 
not the case in conformal differential geometry. owing to the fact that 
in curved spaces a conformal property is defined as a property which 
is unaffected by a conformal transformation of the fundamental tensor : 
a!.x = 0 2 a).x. a being an arbitrazily chosen function of the coordinates. 
In curved spa ces it is impossible to impose on a the condition (2). this 
equation being not completely integrable. This essential difference 
between the conformal geometry of flat spaces and curved spaces is the 
reason why we restrict ourselves in this paper to flat spaces. 

I hope to treat the case n = 2 in a later communication. 

§ 1. Preliminaries. 
Let a)., be the fundamental tensor of an n~dimensional flat space Rn. 

in which the coordinates are denoted by x ' . We may of course assume 

1) W . BLASCHKE, Vorlesungen über Differentialgeometrie lIl , Springer. Berlin. 
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that the coordinate system is a rectangular Cartesian one. but we will 
not con fine ourselves to these systems. The transformation 

(3) 

is a conformal pointtransformation if 

(4) 

Suppose that in the region considered the transformation (3) is reversible. 
So we have 

(5) 

We now pass to another coordinate system (",') by the transformation 

(6) 

where the functions F" are identical with F'. Then the coordinates of 
the point y' with respect to the system (",') are from (6) and (5) 

(7) 

and the components of the fundamental tensor at the point y' with 
respect to (",') are by (4) 

ah' (y) = 0 2 a;., . (8) 

. Therefore if the pointtransformation (3) and the coordinate transformation 
(6) are carried out together each point keeps its own coordinates as a 
result of which the equations of transformed curves and surfaces remain 
the same. But from (8) we see that the fundamental tensor has become 
a factor 0 2• Now the space is assumed to be flat. Then the curvature 
afflnor defined by 

(9) 

will vanish both for a;.z and 0
2 

a l.,. This leads for n > 2 to the following 
equation for a 2) 

(SI" = à,t log a). (10) 

where the covariant differentiation is taken with respect to a;.,. There~ 

fore. if the coordinates are rectangular Cartesian. v,. is identical with à,t. 
Conversely. to every solution a of (10) a conformal pointtransformation 

can be found. such th at this transformation creates this special a 3). 
We thus have the result that in order to pnd the confol'mal properties 

of curves. surfaces etc.. one may as weil determine the properties which 

2) Cf. SCHOUTEN-STRUIK, Einführung in die neueren Methoden der Differential~ 

geometrie 11. (NoordhoH 1938). p. 205. In this book our factor 0 2 is denoted by o. 
3) SCHOUTEN-STRUIK. Einführung 11. p. 205. 
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are invariant under a conformal transformation of the fundamental 
tensor ai, = 0 2 a.l, . 0 satisfying the equation (10) . 

The equation (10) is completely integrable. There exists also only 
one solution for which Si. and 0 have given values (S.l)o and 00 at 
a given point x;. 

The CHRISTOFFEL~symbols computed from the tensor ai, are connected 
with the CHRlsTOFFEL~symbols belonging to ai., by the formulas 

~ " r _ ~ " i + AZ + AZ , ? f-l). ~ - ? f-l ). ~ ,. Si. i. S,. - a,.i. s • (11) 

where A~ is the unit afHnor. 

§ 2. The conformal parameter and the conformal orthogonal ennuple. 
Let a curve be given by the equation 

X Z = X X (t). . . (12) 

t being a scalar parameter. The arc-Iengths with respect to a.lx and aix 
will be denoted by s and s'. the corresponding co variant derivatives 
along the curve by djds and (j'jds' respectively. (These covariant 
derivatives are identical with the ordinary derivates with respect to 
euclidean coordinate systems belonging to the corresponding fundamental 
tensor). If pZ is a contravariantvector we have from (11) 

d' pZ _ _ \ (j pZ ( dX") z dxz dx i
. x i 

ds' - 0 I ( Cl S + s,. ds P + (S,. pI') ds - a,..l pi' ds s ~ . 

We now consider the vectors 

dxZ 
i

Z = ds . 
(j i' 

qZ= ds' 

(13) 

(14) 

It may be shown by direct calculation using (10) and (13) that these 
vectors transform under a conformal transformation (1) of the a.lx in the 
following way 

a) 

b) 

c) 

(15) 

Prom this we see that the two~direction determined by the osculating 
plane is not conformal invariant in contrast with the two~direction 

(Iocal plane) determined by i' and rX (thus for a euclidean system by 

~ and :;Z). This local plane. which shall be called conformal osculating 
plane. is unique except when iX and rX have the same direction. If th is 
happens at every point of the curve. the curve is a circle. We therefore 
for the present exclude the circles. 
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The vector defined by 

v' = r' + a,,,. q" q" i' (16) 

lies in the conformal osculating plane and is normal to i' as may be 
shown by multiplication by i'. The transformation of v' follows from (15) 

v" = a-3 v'. . ( 17) 

From v' can be derived a scalar. which is multiplied by a power of a 
under the transformation (1). namely 

e = V ai., Vi. v'; e' = a-2 e· ( 18) 

This scalar enables us to define on the curve a parameter 'I: invariant 
under conformal transformations 

(c constant). (19) 

This parameter is called the conformal parameter or the inversion­
length i) of the curve. It is as follows from the definition of (! of the 
third order. 

Let us now turn to the orthogonal ennuple. The question is to 
complete the directions . of i Z and v' to a system of n mutually orthogonal 
directions. which are conformal invariant. 

Consider a unit vector-field p' along the curve normal to i'. Then 
the transformation of pZ under a conformal transformation is 

p" = a-I pZ .. (20) 

From this relation and (13) follows at on ce the transformation of the 
covariant derivative of p': 

éJ' " (d ' l 
~ - a-2 ) L + (s p.") ,., ( 
ds' - (ds I" ~ •• 

(21) 

éJ p' 
So we see that the local plane determined by - and i' is a conformal 

ds 
invariant plane and therefore the direction in this plane normal to i' 
will be a conformal invariant direction. It is easy to see that this 
direction is determined by the vector 

éJpi. Z .,. _ éJp' (. Jpi.) 'z 
ds (Ai. - I l!.) - ds - I!. ds ,.. (22) 

éJ p' 
Now p' is supposed to be a unit vector. So di and with it the 

vector (22) are orthogonal to p'. 

4) H. LIEBMANN, Beiträge zur Inversionsgeometrie der Kurven, Münchner Berichte 
.(1923). 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 53 
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Let us apply this result to the unit vector i' in the direction of v' 
2 

· (23) 

We get 

tJ ij. 

_2 (AA - i' i;.) = e2 i X 

ds - 3 
· (24) 

where i' is a unit vector normal to i X and i' . The algehraic sign of e2 
3 2 

is not determined hy the Jatter equation, hut we may choose i' so as 
3 

to make e2 positive. If e2 ~ 0 the same operator can he applied to i'. 

In doing so we ohtain 

tJ iJ. 

d
3 (A ~ - i X i;.) = - e2 i X + e3 i'. 
s 2 4 

3 

· (25) 

where again e3 is chosen to be non~negative. This equation defines a 
unit vector ;X normal to iX

, iX and r-x, as may he. seen hy multiplying 
4 2 3 

(25) by ix, ix and ix respectively. We have f. i. 
2 3 

tJ ij, b ij. 
3 (AX :x ') , ,2 -d J.-r l). lx=-U -

d 
=-e2 

s 2 . 3 S 
(26) 

Proceeding in this way we get (if none of the 'quantities e2' e3' , .. 
appears to he zero) 

(27) 

d
n 
(A~ - i' i;.) = - en - l i' . 

S n- l 

diJ. 

If ej vanishes the set of equations breaks off with is' The directions 

of the vectors iX
, iX

, ••• , i' are as we have seen confarmal invariant. 
2 n 

Together they farm at each point of the curve what is called the 
conformal orthogonal ennuple. 

It may he noted that the quantities e2' e3' ... are not conformal 
invariant. In fact we have from (25), (26) and (27) 

(i = 2, 3, ... , n - 1) (28) 
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But this states that the quantities 

h i =e- I ei 

are n - 2 conformal invariants of the curve. Since the vee tors 

are unit vee tors it is c1ear that the vectors defined by 

d ' l = e-! i' = d
X 

; l = e- I i' 
t i i 

(i = 2 ..... n) 

(29) 
'l( 'X 
I , I •••• 

(30) 

form a system of n mutually orthogonal conformal invariant vectors 
all of the same length. 

§ 3. The conformal covariant derivative along the curve. 
We have hitherto used the covariant derivative belonging to the 

metric ai.>.. As has been pointed out in § 1 this derivative is not invariant 
under conformal transformations. the CHRISTOFFEL-symbols transforming 
in a way given by (11). H. however. we have the disposal of a covariant 
vector QI" which transforms as follows 

Q;.=QI'-SI' (31) 
the quantities 

(32) 

are conformal invaria'nt as a consequence of (11) and (31). They can 
be used as parameters of a conformal connection. 

It may be noted that the parameters 01. only define a covariant 
derivative along the curve if Qi" is a function on the curve. It is of 
course necessary in this case to use the invariant parameter T in order 
to obtain conformal invariant derivatives. 

Now it can be shown at once from (1). (15. b) and (18) that the 
Q,u defined by 

Q _ ~ b ii. 1 (d I ) '1. ~ _ bi,. 1 (d ) . 
i" - al'l. ~ d s + 2 d s og e I ~ - d s + 2 ,d s log el,. (33) 

transforms under conformal transformations in the right way. The 
covariant derivative along the curve defined by (32) and (33) will be 
denoted by D~. It is a conformal invariant derivative. We have f.i. 

D 'r l = [i - I ~ ~i: -~ (dds log e) t + 2 (Q,. i-") i' - Q' ~ j. 
(34) 

= e-I ~ IJ i' +! (!i. log e) i' - Q' l = O. 5) 
~ds 2 ds ~ 

5) Coriversely the Of' may be defined by the assumption DTr = O. It may be 
remarked that this covariant derivative is not commutative with the process of raising 

and lowering of indices defined by the tensor BI.>. because of DT Bl.x = -2 (Ol' 'I') Bl.x * O. 
The processes are commutative jf for the raising and lowering of indices is used the 

conformal invariant tensor bI.>. = e 81.>.' 

53* 
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The transformation of QI' under conformal transformations is given by 
(31). Now it lies on the surface to inquire whether it is possible to 6nd 
a conform.al transformation such that Q~ becomes zero. From (10) we 
derive as a necessary and sufficient condition the vanishing of 

t5 Q l ( '1' Q ) Q + 1 • Q Q I' d s - I I' I. 2" 11. I' . · (35) 

But from the de6nition of Q I. we derive by a sm all calculation 

t5d~l. - (i" Q ,,) Q I. + t i l. 0." Q I' = e (~I. + hl i;.) · (36) 

where 

· (37) 

-So we see that the expression (35) is different from zero. It may be 
shown by direct calculation from (15. b) and (18) that the quantity hl 
is a conformal invariant of the curve . 

If the covariant derivative de6ned by (32) is used. the equation (36) 
can be written as follows 

D7 QI. + r 0.,. QI. - t j l. QI' Q,u = e al., UZ + hl j') . . . (38) 
2 

§ 4. The "Frenet~Serret" formulas. 
We return to the equations (24). (25) and (27). This set of equations 

may be written in a form involving the conformal covariant derivative. 
Let p' be a unit vector normal to i'. Then e- ~ p' is conformal 

invariant. From (32) and (33) we get 

~ t5 ' ) 
D7 (e- I p' ) = e- l 

( Is + (Q" pI') f ~ . 

Moreover since (comp. footnote 5)) 

Dor al, = - 2 (O."r) al., 

we have as a consequence of (34) 

i, D7 (e-! p' ) = O. 

. . (39) 

(40) 

. . (41) 

From (39) and (41) it follows that the vector (39) apart from a factor 
t5p' 

e- l is equal to the component of ds normal to i'. 

Applying this result to the set of equations (2-4) . (25) and (27) we 
have from (29) and (30) 

D -r j'=h2 F 
2 3 

D -r}' = - h2 }' + h3r I 
3 2 i 

~-r~X • ~h~- l >. ' . ( 
n n-l ) 

. . . (42) 
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These equations together with the equations (34) and (38): 

DTr=O ; r-d:r' ~ (43) 

D Q + ( 'Il Q ) Q I' Q Q i< _ aÀx (hl j' + j;) 
or i. } , f' i.- 'i } À I ' - ',,' y 

a ll"} ' } 

will be called the conformal H Frenet-Serret" formulas . 

§ 5. The intrinsic equations of the curve. 
In this section we shall show. that the curve is determined. to within 

conformal representations. by the expressions hl . ... • hn-l in terms of 
the conformal parameter l . 

When we substitute the expressions for hl' h2 ••••• hn -I in the 
Frenet-Serret formulas . a system is obtained of N = n (n + 2) differen­
tial equations of the form 

(x= I. . .. . N) . (44) 

where the (X x represent the N unknown quantities 

. . (45) 

We know that a system (44) admits a unique set of solutions. whose values 
for l = 0 are given arbitrarily. These values are chosen so that the 
vectors r = r. r ... .. r for l = 0 are mutually orthogonal and all have 

I 2 n 

the same length ao. From (42) and (43) it follows 

d ) = 0 (a =t= b) (a. b = 1. . ..• n) 
-d (aÀ,/"r)=DT(aÀ,/"r) --2(Q .,.) ·i.·' (b- ) 
lab a b - i<} a i.,}} - a 

a a 

(46) 

which proves that for all values of l the solutions rare mutually 
orthogonal and have the same leng th a. Furthermore it has to be shown 
that this system of orthogonal vectors is identical with the conformal 
ennuple of the curve given by the solution 

(47) 

From the definition of conform al invariant ennuple (§ 2) and our system 
of differential equations (42) and (43) it is easy to see that this will be 
the case if the parameter l in (47) is the conformal parameter of the 
curve. 

In order to prove that l is indeed the conformal parameter we 
introduce the arc-Iength s defined by the fundamental tensor aÀ>. Since 

'1. . , _ dx i
. dx' _ 2 

a l x } } - ai" Tt Tt - a • (48) 
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tand s are connected by the equation 

dt=a- I ds. 

Then equation (43) may be written as follows 

. (49) 

a) :5 iZ = QZ_2 (Q~ i~) i Z
- (;s log a) i X

, (ix = ~Z) ! 
b) d<5 Q;. = (Q~ U') Q;. -t i;. Qz Qz + a-2 (hl Ï;. + h), (i;. = a-I j;.) (50) 

s 2 2 2 

wh ere iZ is a unit vector. Multiplying (50. a) by ix we get 
2 

Q~ i~ = - 1s log a. (51 ) 

Using the relations (50. b) and (51) it may be shown by direct calculation 
fr om (50. a) that 

152 • <5i~ bi;' . . 
- l x +a1p.- -,z=a-2 , x. 
ds 2 ds ds 2 

(52) 

So the vector UZ (comp. (16)) belonging to the curve (47) is equal to 
a-2 i X from which it follows by (18) that 

2 

(53) 

A comparison between (19) and (49) then shows that the parameter t' 

is indeed the conformal invariant parameter. 
The values of Q~ and a for t' = 0 may be chosen arbitrarily. The 

question arises what happens if we choose for these quantities other 
values. It is always possible to express the new values in terms of the 
old ones in the following form 

(54) 

Generally these values will lead to another solution for XX and therefore 
to another curve. In the following it will be shown that this latter 
curve, obtained with the initial values (54), is a conformal representation 
of the curve (47). 

Suppose that the coordinate system (x) is euclidean with respect to 
the fundamental tensor a ;.x. The (s~)o and 0 0 in (54) determine a function 
0, namely the unique solution of the differential equation (10) for which 

s~ and 0 have the values (s~)o and 00 at the point x~ (t' = 0). We now 
pass to the coordinate system (x/) which is euclidean with respect to 
0 2 a;.x and whose directions of the coordinate lines at x; coincide with 
the directions of the coordinate lines of the system (x). So we have 

~
= 0 , 2/ =f x/ 

a;. ,x, = 0 - 2 b;.' z' _ -2 1/ _ /' 
- O,A-% 

z' (àx z
') x' (Az )0 = <lxx 0 = 00 bx • 

(55) 

(56) 
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It may be noted that the transformation 

x " = x x' (xl.) . 

is a conformal coordinate transformation. 

· (57) 

By (55) the CHRlsToFFEL~symbols of al. with respect to the system (x') are 

x " ~ , ~ '/1-'). ' = - s,.' A~, - SI.' A;~, + s·' a,u' i.' . . . (58) 

where s,.'. as a consequence of (10) satisfies the equation 

· (59) 

The parameters of the conformal connection are therefore from (32) 

r~"i.' . (Q,u,-s,.,)A1: +(QI.'-SI.,)A~, -(Qz' -sY.' )a,u'l" . (60) 

From th is we see that the equations (42) written with respect to (x') 
can be obtained from the same equations with respect to (x) by replacing 
Q ,. by Q I<' - S ,u" The same is true for the first equation (43). We 
proceed to show that the same can be said of the second equation (43): 

ai.x (hl i' + P) 
dQi. _ ( ï' Q ) Q + .t . Q Q" _ 2 
dl ) I' I. ~ )). ,u. - 'f' ' " a,,,, ) ) 

· (61) 

With respect to the system (x') the left hand side of th is equation runs 
as follows 

dQ I.' n><' Q ., + ( .. ' Q ) Q I' Q Q ' Tt - 1 f" i.' ,, ) 1< ) ' !L' i.' - "2 )I,' ", 1< . · (62) 

As a consequence of (59) and (60) th is expression may be written in 
the form 

d (Qi.'-Si.' ) ' u' (Q ) (Q ) + I . (Q ) (QI" "') (63) ~--)' I<' -SI<' )., -s)., "2 )1.' ,u' -s", -s 

which is the same expression in Q,u' - SI"~ as the left hand side of (61) 
is in Q IL' 

The initial va lues of the vectors l' and Q ,u' - S,II'. are by (54) and (56) 
a 

P' : 
a 

0 0 (JZ)o = (r)o J 
a a f (64) 

001 (Q,,-s,,)o = (Q,I.l)O" 

Therefore. the Frenet~Serret formulas (42) and (43) written with 
respect to the coordinate system (x') can be obtained from the system 
with respect to (x) by replacing QI< by Q I<' - S I<" In the second case 
we have chosen the system (x') so as to obtain the same initial values 
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for l' and QI" - Sp! as we had in the first case for land Qp. But 
a a 

then the solution XX' (t) will he the same function of t as our original 
solution XX (t). Since the transformation (57) is a conformal one the curve 

XX' = xx' (t) (65) 

is therefore a conformal representation of the curve (47). 
From this it follows that a curve is determined to within conformal 

representations hy the expressions for the conformal invariants 
hl. h2 ••••• hn - I in terms of the conformal parameter. So the equations 
of a curve may he written in the form 

hl = hl (t). h2 = h2 (t) ....• hn- I = hn-I (t). (66) 

They are called its intrinsic equations. 



Mathematics. - Annäherungsformeln für das vollständige elliptische 
Integral erster Art in der Nähe von k= 1. 111. Von S. C. VAN VEEN. 
(Communicated by Prof. J. G . VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 

Bekanntlich liefert die Theorie der Theta-funktionen ein ausserordent­
lich schnell konvergentes Verfahren zur Berechnung der vollständigen 
elliptischen Integrale erster Art. I) Merkwürdigerweise hat man, soviel 
mir bekannt ist, selten versucht, dieses Rechnungsverfahren zu einer 
scharfen Annäherunsformel zur Berechnung van K (k) für Werte van k 
in der Nähe van 1 auszubilden, obgleich es dazu vorzüglich geeignet ist. 
Ohne Schwierigkeit ergibt sich dann die in diesem Gebiet sehr genaue 
Approximationsformel 

2 

K(k) =J dqJ :::::: 2 10 2 (1 + V~). (1) 
V1-P sin2 q; (1 + Vk)2 g 1 - Vk 

o 

Man findet, soviel ich weiss, diese sehr genaue und einfache Formel 
in dieser Weise nur abgeleitet in: POINCARÉ, Leçons de mécanique céleste, 
TIl, 1re Partie, p. 64 (in leicht ge~nderter Farm) 2). 

Zweck dieser Mitteilung ist: ei ne elementare Ableitung van (1) zu 
geben, ohne Verwendung der Theta-reihen, nur mittels der LANDEN'schen 
Transformation, mit genauer Abschätzung des Fehlers. Genauer gesagt, 
ich werde den folgenden Satz beweisen: 

Satz: Für reel/es k (O:S; k < 1) ist 

2 

J' dqJ - 2 10 2 (1 + Vk) + 
Vl-k2 sin2 qJ - (1 + Vk)2 g 1 - Vk 

o 

+ 1 (1-Vk)4~2/0 2(1+Vk)_1+.!le(1-Vk)? 
4 (1 + Vk)2 ] + Vk t g 1 - Vk 8 1 + Vk ~ 

mit I Ij 1< l. 

1) Vgl. z.B. WHITTHAKKER-WATSON, Modern Analysis, 2nd Ed. N°. 21. 8. Ausge­
dehnte Rechenvorschrifte dazu werden gegeben in SCHWARZ-WEIERSTRASS, Formeln und 
Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen; 2te Ausg. Berlin 1893 (insbes. 
N°. 45 und N°. 49). 

2) SCHWARZ-WEIERSTRASS gibt unter Verwendung elliptisch er Funktionen die voll­
ständige Entwicklung, von der (1) das Hauptglied bildet (l.c. NO. 49, FormeI (1)). 

(2) 
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8eweis: Im Folgenden bedeuten die Zablen ~I' ~2' •• • • 

Zablen mit 0 ~ ~k ~ 1. 
Ebenso die Zablen () mit I ()k I < 1. 

Wir wenden auf 

2 

K (k) =J -' _5l~ __ 
VI-kl sin2 cp 

o 

zwei mal bintereinander die LANDEN 'scbe Transformation an (vgl. Mitt. I. 
Hilfssatz I , Proc . XLIV , 5; S. 607). 

Einmalige Anwendung liefert 

'T 
2 I' -

K(k) J dcp 
VI-kl sin 2 cp 

o 

2 J' d w . ·VI+k l + k / mlt tg{3= I-k' 

11 4k . 2 

/ - (1 +k)2 sm w 
o 

Wiederbolte Anwendung gibt 

2 2 ~ d~ 

K (k) = 1 + k' I + 2 Vk J~ Vi (2 Vk) 
l+k 4 I + k '

2 
1 - , 2 V k)2 sm ~ 

o ( I + I + k . 

4 / ;., d ~ 
(I + Vk)2 'J/I- 8 Vk (1 + k) sin 2 

o (I + Vk)1 ~ 

mit . . (3) 

sin 2 ~ (> sin 2 ~ ) 
tg w = 2 V k 1 + cos 2 ~ = tg ~ , 

1 + k + cos 2 ~ 

also 

{3 
sin 2 {31 tg - - -=_ .....!.-' 

-2Vk 
1 + k + cos 2 {31 

. . . • . • . (4) 
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Setzt man 

(0 < 2 q2 :( 1), . . . . . (5) 

so 6ndet man 

P
_ 1/ 1 + k _ Vl+4 q4 

tg - r 1 _ k - 2 q . . .. .. . (6) 

Aus (4), (5) und (6) folgt 

2 sin PI cos PI tg PI 
2 q VI + 4 q4 - 2 cosTp-;= if~sin2 (31 - 1~4 q4 tg2/J~' 

also 

tg P = - 2 q VI-+4q" + Vi cf+T6~+16 q6 = } 
I 8 q1 f 

= 1_+_2q2 4~1 + 4~ ~ 
. . (7) 

(nur die positive Lösung genügt wegen 0 < PI < P < ~-). 
Der Hauptpunkt dieser Ableitung ist, dass tg f11 für kleine Werte 

von q (also für k in der Nähe van 1) sehr ein{ach und genau approxi~ 
miert werden kann. 

Man 6ndet wegen (7) 

mit 

h = t q5 - ~I q9 = .~ ~2 q5 . . . . . . . (9) 

Setzt man weiter in (3) 

l-q2 
tg 1j1= z, tg PI = ZI und tg f12 = -;Xq-= Z2 (also ZI = Z2 + h), . . (I 0) 

so ist 
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12 · 
V(1 +zl) (1 + 16 q8 zl) = 0+ q2) VI ~4q6(1_q2) = 2q (1-q2+ qi-3~3q6) = ~ (12} 

= 2q (l- q2 + qi- t ti qi) ~ 
und 

0< Z3 (_ 1_ 16
q8

) l 
. V(1 +zl) (1 + 16 q8 zl) , I +Z3

2 + 1 + 16 q8 Z3
2 < . 

(13) 

< V Z3 (l + 1) < 2 
1 +zl 

Aus (9). (11). (12) und (13) ergibt sich 

Z, 

+ 96 q16 ~9f Zi dz ; 
VI +Z2 

o 

Z z _ Z 2 2 I 1- 4 1 f
Z; 2 d 

V 1 + 
2 - 2" VI + Z2 - "2 log (Z2 + V zl + 1) = _ -.!L - t log -

'0 z 8 q2 q 

und 
Z, z., 

O <f~~ < f'- 3 d _Z2
1 

1 1 VT+~ . z z - 4 < 64 qi < 128 q6' 
o 0 

Man findet also 

(14) 
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Wegen (9). (14) und (15) findet man endlich 

(I + !",k)' K(k)=(l +4q')log ~ -q'(l-q') +q"(l-U,-H,-H, +H,,) ) 

=(1 +4 q8)log ~ -q8+qJO(2-U6- ·~Ç7-fç8+ -HlO) .. (16) 

=(1 +4q')log~-q' +Aq" \ 
q 

mit 

-lt<A < 2t· 

und 

2 (1 + Vk) K(k)= . _ [og2 . + 
(1 + Vk)2 1 - Vk 

+ 1 . (1 - V k)i , 2 10 2 (1 + V k) -1 + A (1 - Vk) I 
4 (1 + V k)2 1 + V k ( g I - Vk 2 1 + V k ,. 

w.z.b.w. 

Zahlenbeispiel: Wie aus (2) hervorgeht. ist die Approximationsformel 
(t) sehr genau in der Nähe von k = 1. Für k = 1 - eist der Fehler 

_ei loge . 
(/) . 2048 . DIe Formel (1) ist auch noch sehr gut brauchbar in 

Fällen. wo k nicht in der Nähe von I liegt. wie aus dem folgenden 
Beispiel erhellt: 

Das vollständige lemniscatische Integral hat den Wert 

I 

J V dx = 1,3110287771 
I-xi 

o 

nach STIRLING und GAUSS (vgl. GAUSS. Werke 111. S. 150 und S. 413). 
Weiter ist: 

n n 

122 

J dXJdrp J"drp 
. VI-xi - VI + ~in2 rp - V==='2 ==C=OS""'2=rp -
000 

" 
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50 ist 

und 
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- 1 
V k = JYl = 0,84089641. 

1 - Vk = 0,08642724 
1 +Vk 

1 2 (1 + Vk) -----= . V log 2 V = 1,3110136. V2 (1 +- k)2 1 - k 

Die Schranken des Fehlers in (2) sind somit 

_ 1 1 (I - Vk)' 1 ~ 2 10 2 (1 + Vk)_ 
Vl' 4 (1 + Vk)2 1 + Vk ? g 1 - Vk 

-I-l! (I - Vk) 1= 0,00001502 
8 1 + Vk ~ 

_I 1 (1 - Vk)1 ~ 2 10 2 (1 + VI) _ 
Vl ' 4 (1 + VkF 1 + Vk ? g 1 - Vk 

Also ist 
I 

-1 + l! (1 - Vk) ~ = 0,00001574. 
8 1 + Vk ~ 

1,3110286 < fv dx 4 < 1,3110293. 
~ ' I-x 
o 



Mathematics. - Eine neue Erweiterung der LAPLACE~ Transformation. 
(Zweite Mitteilung). Von C. S. MEIJER. (Communicated by Prof. 
J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of June 28. 1941.) 

Hilfssatz 8. Es sei x> O. y > o. fJ > 0 und k < J. Ich betrachte 
das Integral 

,,+A i 

1= lim .f N k- 1•m (XS)Rk.m+l(YS)s- i ds. 
A ~oo 

(37) 

,~-A i 

Behauptungen: 
1=0 für x < y. 

I=nixl für x=y. 

1= 2ni x m+l y-m für x> y. 

Be wei s. Aus (26). (27) und (28) folgt. dass das Integral 

f3+ ooi J Nk-i,m(xs)Rk.m+l(YS)s- i ds (38) 

(3-001 

konvergiert für x=j:- y. aber divergiert für x= y. Der Integrand in (38) 
ist analytisch auf der rechten Seite des Integrationsweges; hieraus geht 
hervor. mit Rüeksieht auf (26). (27) und (28). dass das Integral (38) 
verschwindet. falls x < y ist. womit die erste Behauptung des Hilfssatzes 
bewiesen ist. 

Aus (26). (27) und (28) ergibt sich ferner. dass das Integral (38) mit 
x = y zwar divergiert. der Hauptwert (37) mit x = y aber existiert~ und 
dass dieser Hauptwert denselben Wert besitzt wie 

,1 +Ai 

lim f~ eXs (xs)l- k e-xs (xs)k s- : ds. 
). -.. 00 .~ ,,-u 

so dass dieser Hauptwert glei eh n i x l ist; hiermit ist aueh die zweite 
Behauptung bewiesen. 

Die dritte Behauptung folgt unmittelbar aus Hilfssatz 7. weil die 
Integrale 

I, + A; ;3-li J N k- 1•m (xs) Rk.m +t (ys) s- : ds und J N k- 1•m (xs) Rk,m+i (ys) s- ! ds 

Ai -J.i 

nach N uil st re ben für À. .... 00 • 
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Htlfssatz 9. Ist 0 < b < x. fJ> 0 und k < 1. so gilt 

,, +1.; x+o 

lim J Nk-i.m(XS)S-ldsJ Rk+!.m(st)tm-idt=Tlixm+i (39) 
1.-+ '" 

und 
~~; x 

,3+ I.; x 

lim J Nk -t, m (xs) S-I ds J Rk+t,m (st) tm- i dt= Tlixm+i. 
1.-+ '" 

~~; x-i 

Beweis. Wegen (20) , hat man 

,.+1.; b 

lim J Nk - !, m (xs) S - I ds J Rk+ t, m (st) tm- i dt 
1. -+ '" 

" - I.; a 

,,+1. ; 

=am lim J' N k-!.m (xs)Rk ,m+! (as)s- 1ds 
1. -+ '" 

-bm lim 
i. -+ '" 

" -i. ; 

,,+ i.; 

J' N k-t.m (xs) Rk,mH (bs) s- J ds. 
,, - i.i 

(40) 

Die rechte Seite dieser Beziehung kann sowohl für a = x und b =x + b. 
wie für a = x-b und b = x mittels Hilfssatz' 8 berechnet werden; das 
Ergebnis wird in beiden Fällen Tl i xm+!. 

Htlfssatz 10. Ist 0 < c -== a. ft :=>- 0 und n < - 1. so hat man 

et. 

I J' e-~ ,n d' I < L . 
«-,u ; et. 

wo L nicht von a und ft. a/so nur von c und n abhängt. 
Be wei s. Wegen I e-~ 1-== e-c < 1 ist jedes der zwei betrachteten 

Integrale absolut genommen kleiner als 

et.+",; c+"'; 

J I ' In I d' 1-== J I' In I d' I· 
a-~i c-~i 

Htlfssatz 11. Ist 0 < a < d und ft :=>- O. so hat man 

et.+/-,; IJ e-~dC I <M. 
et.-/-,; 

et.+/-,; IJ é,d' l <M. 
et.-/-,; 

(41) 

wo M nicht von a und ft, a/so nar von d abhängt. 
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Beweis 20). Man hat (i eh setze C = a + i y) 

«+ I' i I' 

J 

e-; dC _. _«Jeos y-i sin y d 
r -Ie + . y ., a Iy 

a-I'i - I' 

I' 

_. _"'Ja eos y-y sin y-i y eos y-i a sin y d 
- Ie 2 + 2 Y a y 

I' I' 

-2· _"'Ja eos y-y sin y d - 2· _"'Jeos y dy 
- Ie 2 + 2 Y - rae 2 + 2 a y a y 

o 0 

I' I' 

+ 2 · 2 -"'J sin y dy 2 ' _"'Jsin y dy 
ra e y (a2 + y2) - Ie --y-. 

o 0 

Nun ist 

fl co 

I 
aJ' eos y dy I < aJ' dy = 1 n 

a2 + y2 a2 + y2 "2 

o 0 

und 

I 
2JI' sin y dy I 

a y (a2 + y2) 
o 

I' co 

. JSin ydy ferner lst y besehränkt. -~-----''- existiert. daJ
' sin yy dy 

o o 
Hiermit ist die erste der Formeln (41) bewiesen. Ganz analog liefert 

man den Beweis der zweiten Formel. 

§ 5. Beweis von Satz 1. 

Benutzt man die Bezeiehnuhgen (14) und (15). so bekommt die zu 
beweisende Formel (2) die Gestalt 

~ +!.i co 

F(x+O) +F(x-O) = lim ~ J Nk-i,m(Xs)(xs)k-idsJRk+i,m(st)(st)-k-iF(t)dt. 
l-+ co nl 

~-u 0 

leh zerlege den Beweis dieser Beziehung in drei T eile : 

20) Hilfssatz 11 kommt als Hilfssatz 5 var in meiner Arbeit [6] . Der jetzige Beweis 
ist einfacher und elementarer als der damalige. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 54 
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Erster Teil. Für hinreichend kleine positive Werte von <5 (O<<5<x) 
gilt 

(Hl./. x+à 

lim J Nk-l,m (xs) (xs)k-l dsj' Rk+t,m(St)(st)-k-1F(t)dt=:niF(x+0) (42) 
).-+ QO 

fJ-)./ x 

und 

/3 +U x 

}~mQO J Nk_1,m(XS)(XS)k-lds j' Rk+t,m(St)(st)-k-1F(t)dt=:niF(x-0). (43) 
fJ-U x-à 

Zweiter Teil. Ist 0 < <5 < x, so gilt 

{HU x-iJ 

lim J Nk-1,m(xs)(xs)k-ldsJ Rk+t,m(St)(st)-k-iF(t)dt=O. (H) 
). -+ QO 

~-l/ 0 

Dritter Teil. Ist <5 > 0, so gilt 

;3+ J.i QO 

lim J Nk-1,m(Xs)(xs)k-idsJ Rk+l,m(st)(st)-k-1F(t)dt=0. (45) 
).-+ QO 

fJ-U x+iJ 

Beweis von (42) und (43). Die Funktion F(t). und also auch 
rk-m F (t) ist von beschränkter Variation in der Umgebung des Punktes 
t = x . Für hinreichend kleine positive Werte von t gilt daher im 
Intervall x < t -== x + t 

t-k- m F (t) = x-k- m F (x+ 0) + qJl (t) - qJ2 (t). . (46) 

und ebenso im Intervall x - t -== t < x 

hierin bezeichnen qJl (t) und qJ2 (t) monoton zunehmende Funktionen mit 
lim qJ\ (t) = O. lim qJ2 (t) = O. während lPl (t) und lP2 (t) monoton abneh~ 
t-+x t-+x 

mende Funktionen mit lim 'lP1 (t) = 0, lim 'lP2 (t) = 0 bedeuten. 
t-+x t-+x 

Zu jedem positiven E kann man nun ein <5 mit 0 < <5 -== t so wählen. 
dass 

qJ\ (x + <5) < E. qJ2 (x + <5) < E. 'lP1 (x-<5) < E. 'lP2 (x-d) < E • (48) 

ist. 
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Ferner hat man wegen (46) 

fo+li x+ ci' J Nk-t. , m (xs) (xs)k-t. ds ,f Rk +L m (st) (st)-k -t. F (t) dt 

p -J.i x 

p + l.i x + à 

= x-m- t. F (x+O) J Nk-t., m (xs) S-I ds J Rk + t, m (st) tm- t. dt (49) 

(' - I. i x 

/9 + !.i x +ci' 

+ Xk- t. J Nk- t.,m(Xs)S-ldsJ Rk+i.m (st) !ep\ (t)-ep2 (tH tm-t. dt. 

/9-J.i x 

Für das auf der rechten Seite dieser Beziehung stehende Integral mit 
epi (t) gilt mit Rücksicht auf den zweiten Mittelwertsatz 21) 

fo+J.i x +o 

J Nk -i, m (xs) S-I ds J.Rk+i.m (st) ep\ (t) tm- t. dt 

{l- ). i x 

x +ci' f' +!.i 

= J ep\ (t) tm -t. dt J~ Nk-t.,m (xs) Rk+ l, m (st)S-1 ds 

x f3- li 

x + ci' p + l i 

= epi (x + 15) J~ tm-t. dt J Nk- t, m(XS) Rk +!. m(St)S-1 ds 

"/ /3- ), i 

(wo x < 1'J < x + 15) 
/9 + I. i x+ ci' 

= epi (x+l5) J Nk- t., m(xS)S-ldsJ Rk+l.m(St)tm- t.dt 

~-!.i '1 

13 +li 

= epi (x + 15) .f Nk- t, m (xs)[1'Jm Rk,m H (1'Js)-(x+ 15) m Rk,m Hl (x+l5) s 11 s- } ds 

p-!.i 

wegen (20). 

(50) 

Das in (49) auftretende Integral mit ep2 (t) kann in ähnlicher Weise 
reduziert werden. 

Nun strebt der ers te Ausdruck auf der rechten Seite von (49) gegen 
1t i F (x+ 0, für À ~ 00 (siehe (39)). Um Beziehung (42) zu beweisen. 
brauche ich also nur zu zeigen. dass die auf der rechten Seite van (49) 

f3 + J.i . 

21) Das Integral J Nk-t., m (xs) RkH, m (st) s-\ ds ist rein imaginär. 

/3 -li 

54* 
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vorkommenden Integrale mit ep. (t) und ep2 (t) beliebig klein gemacht 
werden können. leh darf mich hierbei auf das Integral mit ep. (t) be~ 
schränken. 

Da ep. (x + 15) < eist für hinreichend kleine positive Werte von 15 
(siehe (48)). folgt aus (50). dass ich nur zu zei gen brauche. dass das 
Integral 

~ +li 

f Nk-t.m (xo!) Rk.mH (1]s) s- t ds . . . . . (51) 

~-).j 

beschränkt ist für alle positive Werte von l und für x < 1] -=:: X + 15. 
wobei 1] von l abhängig sein darf. Aus (26). (27) und (28) ergibt sich 
endlich. dass ich statt das Integral (51) nur die Integrale 

~ 

f e-'1S S2k-2 ds. 

(3-li 

also die Integrale 

'1{3 

J~ e-; C2k- 2 dC. 

'1 (p -).j) 

zu untersuchen brauche. und diese Integrale sind beschränkt. wie un~ 

mittelbar aus den Hilfssätzen 10 und 11 hervorgeht. 
Hiermit iat der Beweis von (42) geliefert. 
Genau so folgt (43) aus (47) und (40). 

Beweis von (44). Aus (23) geht hervor 

/Hli x-à 

f N k- t.m (xs) (XS)k-t do! f Rk+t.m (st) (st)-k-t F(t) dt 

~-).f 0 

x-à S+).f 

=xk-t.f F(t)rk-tdt f Nk-t.m(xs)RkH.m(St)s-·ds=U.+U2-U3-U1' 

o ~ -).f 

worin 
x-à 

(52) 

U. =xk(,8+li)-tNk.m_t !(fJ+li)xlfRk+t,m! (fJ+~~; F(t) r
k

-
t 
dt (53) 

o 
und 

x-à 

U2=-(k+m)xk- t (fJ+U)-tNk+t.m !(fJ+U)xlfRk,m-t 1(,8 + U)tl F(t) rkdt. 
x-t 

o 

während U 3 und U 1 die entsprechenden Ausdrücke mit fJ-U statt 
fJ + l i bezeichnen. 
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leh untersuche jetzt das Verhalten des Integrals 

}.-I x-a 
~f +f ~RkH.ml(,8+Ä:~!F(t)rk-idt • ... (54) 

o }.-I 

falls Ä nach 00 strebt. 
Für das Integral von 0 bis Ä-I findet man wegen (15) und (4) 

}.-I }.-I 

f Rk+i.ml(,8+~~;F(t)t-k-idt =0 ~Äl+m.f IF(t)1 rk+mdt~ 
o 0 

}.-I }.-I 

+ 0 ~Äi-m f IF(t)1 t-k-mdt~ =0 ~ÄkHf IF(t)1 dt~ =oWH). 
o 0 

Ist t ==-- Ä-I. so benutze ich (man vergt. (26)) 

Rk + i. m 1(,8+ U) ti = (,8 + U)k H tk+i e-(,9+).j) t + 0 I (Ä t)k-i I ; 
für das in (54) stehende Integral von Ä-I bis x-d gilt daher 22) 

x-à 

f 
Rk +t.m 1(,8 + Äi) ti F(t) r k- t dt 

x-t 
}.-I 

x~ }.-I 

= (,8 + Äi)k+i ~ f - f ~ e-,9t F~~t-I}'t dt 

o 0 

}.-i x-a 

+ 0 ~Äk-if I F(t) I r l dt~ + 0 ~Äk-if I F(t) I t- I dt~ 
).-1 }.-i 

}.-i x-à 

= 0 WH) + 0 ~ Ä k+if I F (t) I dt ~ + 0 ~ Ik f I F (t) I dt ~ = 0 (Ik+i) .. 

}.-I }.-i 

Die beiden in (54) vorkommenden Integrale sind also 0 (Ik H). Aus 
(28) folgt aber. dass 

(,8 + Äi)-i Nk.m-i 1(,8 + Il) xl = 0 (I-k-i) + 0 (Ik-i). . (55) 

ist; der durch (53) definierte Ausdruck UI ist daher 0 (1) + 0 (12k) =0 (1). 
da k -== 0 ist. Für I-+ 00 konvergiert UI also gegen Nult. 

x-a 

f

e-,9t F (t) e-I}.t dt 
22) Das Integral strebt nach Null für ). -+ co wegen des 

x-t 
o 

RIEMANN-LEBESGUEschen Lemmas; man verg!. DOETSCH. [3]. 50; TITCHMARSH. [8]. 11. 
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Auf diesel be Weise zeigt man. dass au eh U2• U3 und U .. naeh Null 
streben für À .... 00 • 

Hiermit ist der Beweis von (44) geliefert (siehe (52)). 

Be wei s v 0 n (45). Im wiederholten In tegral 

f3 +!./ (Xl 

J Nk-t,m (xs) (xs)k-t dsJ Rk+t.m (st) (st)-k-l F(t) dt . (56) 

f3-).f x+d' 

darf man die Reihenfolge der Integrationen umkehren. Ist k -== m -== - k. 
t> O. P > O. y reell und s = P + i y. so gilt nämlieh 23) 

I Rk+t.m (st) (st)- k-11-== e-- f3t • • • • • • • (57) 

Hieraus und aus der zweiten Voraussetzung von Satz 1 geht hervor. 
dass das innere Integral in (56) gleiehmässig in s konvergiert. so dass die 
Vertausehung der Integrationsfolge gestattet ist. Mit Rüeksicht auf (23) 
bekommt man also (man verg!. aueh (52)) 

f3+À/ (Xl 

J Nk-1,m(XS) (XS)k-1 ds J Rk+t.m (st) (st)-k-l F(t) dt= VI + V 2- V 3- V ... 
f3-).f x + tl' 

worin 

und 

CD 

VI =xk(P+U)-lNk.m_1!(P+1i) xIJRk+l,m !(P+U)t! F(t)rk-1dt 
x-t 

x+d' 

CD 

V 2=-(k+m)xk- 1(P+U)-lNk+t.m !(f3+u)xljRk,m- 1! (f3~~:1 F(t) r
k 

dt. 

x+tl' 

während V 3 und V.. die entsprechenden Ausdrücke mit p-À i statt 
P + À i bezeichnen. 

Nun folgt aus (26) für 1 .... 00 

CD CD 

J

Rk +l.m I(P+U) t I F(t) r k
- 1 dt = (f3+U)k+lJe-pt F(t) e-/M dt 

x-t x-t 
x+tl' x+d' 

CD 

+ 0 ~ Àk-1J e-f3t I F(t) I r l dt~ = 0 W+l) 
x+,; 

wegen des RIEMANN~LEBESGUEschen Lemmas. 

28) (57) folgt aus (15) und Formel (A) von Fussnote 4). 
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Mit Rücksicht auf (55) gilt daher für VI. ebenso wie für UI' 

50 dass VI nach Null strebt. 
Genau 50 zeigt man. dass V 2• V 3 und Vi gegen Null konvergieren 

für À~oo. 
Hiermit ist auch (45) bewiesen. 

§ 6. Beweis von Satz 2. 

Zur Vereinfachung der Bezeichnungen benutze ich die Abkürzungen 
(14) und (15). 

Aus der zweiten Voraussetzung geht hervor. mit Rücksicht auf (26). 
(27) und (28). dass man im wiederholten Integral 

~ p +~i 

2~iJ Rk+i.m(st)(st)-k-idt J Nk_t,m(tZ)(tZ)k-it(z)dz ' 

o ~-ooi 

die Integrationsfolge vertauschen darf. Dieses Integral ist also gleich 

(3 +ooi 00 

2 ~i J f(z) dz J Rk+i,m (st)(st)-k-i Nk-i,m (tz)(tz)k- i dt 

13-00 i 0 

13+00 I 
. (58) 

= s-k-m J f(z) zk+m dz 2ni s-z 
p-ooi 

wegen (29). 
Nun besitzt das Integral 

infolge des CAUCHYSchen Satze5 für hinreichend grosses a den Wert f(s). 
Man kann aber leicht zei gen 2i) unter Benutzung der Vorau5setzungen 
3 und 4. dass die hierin vorkommenden Integrale von f3-ai bis a-ai. 
von a-a i bis a + a i und von a + a i bis (J + a i nach N uil streben für 
a ~ 00. Die rechte Seite von (58) ist daher gleich f(s). womit Satz 2 
bewiesen ist. 

24) Man vergl. einen analogen Beweis bei CHURCHILL. [1) . 570-571 und DOETSCH. 

(3), 127-128. 
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Mathematics. - Sur des séries et des intégrales définies contenantes 
les fonetions de BESSEL. IV. By J. G. RUTGERS. (CommuDicated 
by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 

(Communicated at the meeting of June 28. 1941.) 

MultipliODs les deux mem bres de (209) par sin x resp. cos x et ceux 
de (216) par cos x resp. sin x , alors DOUS trouvons par soustraction resp. 
addition des membres correspondants: 

x f sin 2a. yx a a da = n; 1 sin x 10 (x)-cos xII (x)l, . (229) 
o 

x f cos 2a. yx a a da = n; I COS x 10 (x) + sin xII (x)l. . (230) 
o 

En faisant de même à l'égard de (201) et (202), ainsi de (203) et (204), 
on obtient: 

I (-I)n (2n + 2) 1(2 n + I) sin X/2n+dx)-(2 n + 3) COSX/2n+2 (x) I = 
n=O 

x ~U 

= !f sin2a. yx a a da= ~ Isinxlo(x)-cosxldx)l en vertu de (225), 
o 

00 

I (-1)n(2n + 2) 1(2 n + l)cosx/2n+1 (x) +(2n + 3) sin x 12n+2 (x) I = 
n=O 

x ~~ 

= :f cos2a. yx a a da= ~ 11 +cosxlo (x) + sin xII (x)1 en vertude (226), 
o 

00 

I (-W(2n + 2) 1(2 n + 1)sinxI2n+2(x)-(2n +3)cosx 12n+3 (x)l = 
n=O 

x ~~ 

= :f sin2a . yx a a da= ~ 1 I-cos xlo(x)-sinxldx)l en vertu de (226), 
o 

00 

I (-l)n(2n + 2)1(2 n + l)cosxI2n+2(x) + (2 n +3) sinxl2n+3 (x)1 = 
n=O 

x ~~ 

= ~ f sin2a. yx a a da= ~ 1 sin xlO (x)-cos xldx)l en vertu de (225). 
o 
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De (198) nous faisons encore une autre application. A cause de la 

propriété des fonctions de BEssn: 2v I~(x) = I~-dx) + I~+I (x) on peut x . 

écrire pour Ie membre gauche de (198) en y substituant e = v + 1 : 

X <IJ <IJ = 2 1 ,J; (-I)n (2 n + 2) I2~+2n+J (x) + ,J; (_1)n (2 n + 2) I2v+2n+3 (x) j = 
n=O n=O 

<IJ <IJ 

= x I2v+dx)-x ,J; (_1)n I2v+2n+3 (x) = X ,J; (_1)n I2V+2n+dx), 
n=O n=O 

de sorte que nous avons trouvé la formule suivante: 

x 

x 'f (-I)n I2v+2n+1 (x) JI~ (x-a) I~ (a) a da, R (v) > -1. (235) 
n=O 

o 

Posons maintenant v = m resp. v = m -t (m entier positif ou nulle), 
alors nous trouvons en vertu des séries (b) et (c): 

J 
x m-I 

Im-t (x-a) Im-t (a) a da = (-I)m "I I cos x+ 10 (x)-2 n~ (_1)n I2n (x)j, m==-O; (237) 

o 

de la dernière formule (211) et (212) sont des cas particuliers, nommément 
pour m = 0 et m = 1. 

§ 9. Si nous remplaçons dans (a) v par v + 2 n et muItipIions les 

(v + 2 n) r (v + n) (f.l-v) 
deux membres par 2~-1' r (p + n + 1) n ,alors nous trouvons, 

après la sommation Sur n cle 0 à 00 cl'après 111: 

2~-1' Cl) (v + 2n) r(v + n) (f.l-v) 
e + 1 n~ r(f.l + n + I) n I~+e+2n+dX) = 

x • • (238) 
-JII' (x-a) Ie+1 (a) (x-a)v-I' da , ~ R (v) > -1 

a ~ R (e) >-1 
o 

qui pour f.l = v-I se réduit à (89). Alors nous supposons maintenant 
f.l =!=- v-I. 
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En substituant (! = - t on obtient la formule particulière: 

2,,- /-<+1 ~ (v + 2 n) r(v + n) (f'-v) I ( )_ 
n:O r(f' + n + 1) n "+2nH X -

x • ~~ 

= 1 12JII-' (x-a) sin a . (x-a)"- I-' da _ . R (v) > -1. V-;- aVa 
o 

La substitution f' = v + m resp. f' = v - m - 2 (m entier positif ou 
nulle) dans (238) et (239) donne les formules particulières : 

J da 
I"+m (x-a) Ie+1 (a) ( )m = a x-a 

o 
(240) 

(v+2n) (m) jR (v) >-1 
_ 1 m n R(e»-1 
- 2m (e + 1) n~ (v+m+n) (v+m+n-l) . " (v+n) I"+e+2n+J (x). m ==- 0 

x 

J . da 
I"+m (x-a) sm a V = 

a (x-a)m a 
o 

(241) 

_ (v+2n) (m) ~R(v»-1 
1 l / n m n 

= 2m (e+ 1) V 2" n~ (v+m+n) (v+m+n-l) ... (v+n) I"+2nH (x). m ==- 0 

2m+2~tl)! 2 (-1)n(v+2n) (v+n-l) (m+n+l) I"+e+2n+J (x) = 
e n=O m+l n 

J
x da jR (v) > -1 (242) 

= I,,_m_2(x-a)Ie+1(a)(x-a)m+2a-' R(e)2-1 
o m=O 

2m+3(m+l)! 2 (-l)n(v+2n) (v+n-l) (m+n+l) I"+2nH (x) = 
n=O m+l n 

14 fx . da ~ R (v) > -1 (243) 
= - I"-m-2 (x-a) sm a . (x-a)m+2 --- ==- 0 

n. a Va m=. 
o 

En substituant f' = - t resp. f' = t dans (238) et (239) on trouve 
après une légère réduction: 

r(v + 1) 2" ~ (-l)n v+2n (2V + 2n-l) I ( )_ 
+ 1 ~ 2 1 "+e+2n+J X -e n=O n n- . 

x • • (244) 

-.[Ie+! (a) cos (x-a) . (x-a)" daa. ~ R (v) > -1 
~ R(e) > ~1 

o 
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r(v) 2" ~ (_1)nv+2n (2v+2n-2)1 ( )= ~ 
+ 1 ~ 2 t-1 v+e+2n+1 X e n=O n- 2n 

. (245) 

= Ie+! (a) sin (x-a) . (x-a)"-1 -, r da ~R(V»-1~' 
• a R(e) >-1 

r(v+ 1) 2"+1 ~ (-1)n v+2n (2v+2n-1) I"+2n+! (x) = 
n=O n n 

x • • (246) 

= 11: f sin a cos (x-a) . (x-at a f;-;; , R (v) > - 1 
o 

r(v)2d1 ~ (-l)n v
2

++2n
1 

(2v+2n-2) I,,+2n+l(X)= 
n=O n 2 n 

x • • (247) 

= 1 /2fsin a sin (x-a) . (X-a)"-1 d a _ , R (v)-1. 
r~ aVa 

o 

La substitution v=O dans (244) et (246) donne (2) et (35), ainsi v= 1 
dans (245) et (248) donne (1) et (34) comme des cas particuliers. 

En substituant v = 1 dans (244) et v = 2 dans (245) on trouve: 

x 

e+1f x-a = -2- Ie +! (a) cos (x-a). -a- d a, 

o 

x 

e+1J . x-a = -2- Ie+! (a) sm (x-a). -a- da, 
o 

R(e) >-1~' . (248) 

I, , (2-19) 

R(e) >-1 ~ 

Substituons nous dans (180) et (181) v=e+ 1 et multiplions nous les deux 

mem bres par e ~ I, alors no us trouvons en ajoutant les deux membres 

aux membres correspondants de (248) et (249): 

Ol 

E (-1)n (2 n + 1) (e + 2n +2) Ie+2n+2 (x) = 
n=O 

x 

(e+ l)xJ da = 2 Ie+! (a) cos (x-a) ---;;-' 
o 

I. . (250) 

R(e) >-1 ~ 
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x 

(e+ l)xJ . da = 2 II!+I (a) sm (x-a) --;;- , 
o 

R(e) >-1 ~. • (251) 

Remplaçons dans I e par e + 1 resp. e + 2 et multiplions les deux 
membres par e + I, alors nous trouvons en ajoutant les deux membres 
aux membres correspondants de (250) resp. (251): 

x 

(e + I) x ~ f d a ~ = 2 ?Ie+dx )+. Ie+l(a)cos(x-a)--;;-~, 
o 

R(e»-I ~. · (252) 

ao 
Z (-I)n (e + 2n +3)2 Ie+2n+3 (x) = 

n=O 

=(e+21)X~Ie+2(x)+ jIl!+da)Sin(X-a)daa~, R(e»-l. .. (253) 

o 

Les intégrales qui paraissent dans (250) jusqu'à (253) avons nous déjà 
rencontrées dans (I) et (2); alors on a (qu'on peut déduire aussi directement): 

ao ao 
Z (-I)n (2n + 2) (e + 2n + 3) Ie+2n+3 (x) = x Z (-I)n Ie+2n+2 (x), (255) 

n=O n=O 

n! (-I)n (e + 2 n + 3)2 Ie+2n+3 (x) = ~ 
(e + I) x ao • • • (256) 

= 2 Ie+2 (x) + x nli, (-I)n Ie+2n+2 (x). 

En vertu des séries (b) et (e) nous trouvons en substituant dans (254), 
. (255) et (256) e = 2 m - 1 resp. e = 2 m (m entier positif ou nulle): 

n! (-I)n (2n + I) (2m + 2n + I) 12m+2n+l (x) = ~ 
• (257) 

x m-I X = (_l)m 2lcosx+lo (x)-2 nli, (-I)n 12n (x)}-2 12m (x), m:=O-O 
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(J) 

I (-I)n(2n+ 1)(2m+2n+2)I2m+2n+2{X)= 
n=O 

. . (258) 

(J) 

I (-I)n (2n + 2) (2m + 2n + 2) 12m+2n+2 (x) = 
n=O 

, X m-I 

= (_l)m "2 I sin x-2 I (-I)n 12n+t (x)j. 
n=O 

• . (259) 

(J) • l I (-I)n (2m + 2n + 2)2 12m+2n+2 (x) = 
n=O 

(261) 
x m-I 

= (-I)m "2 I sin x-2 n~ (_I)n 12n+1 (x)j +mxI2m+1 (x). m =- 0 

Les cas particuliers m = 0 ou m = - 1 avons nous déjà rencontrés; 
voir (210). (213) et (223). 

§ 10. Eu égard à la série connue 1) : 

(J) - 2 Vnx X X ( 1/) - () () n~ (-l)n n I"+2n+1 (x) = - 2- IV~l "2 I~ "2 . (IV) 

nous remplaçons dans (a) v par v -+ 2 n et ensuite nous multiplions les 

deux membres par (- 1)n ( - 1~2 ): alors la sommation sur n de 0 à 00 

et Ie changement des membres nous donne: 

Jx (x-a) (x-a) V x-a I~ -2- IV;I -2- l il+! (a)-a- da = 

o 

V~ (x) (x) ~R (v) >-1 
= e+ 1 IV+~+I "2 IV~1l "2 . ?R(e»-1 

I) NIELSEN. I. c. p. 270. (4). 
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ou en remplaçant v par 2 v. (2 par 2 (2. x par 2 x et a par 2 a: 
x 

J Vx-a 
I~ (x-a) I~-i (x-a) 12e+1 (2 a) -a- da = 

o . • (263) 

V~ ~R(v) >-t 
= 2 (2 + 1 I~+e+1 (x) I~+e (x). ? R ((2) > - t. 

En y substituant successivement (2 = - -h v = O. v = t et v = 1 on 
trouve les formules particulières: 

x ! J . l / x-a da 
I. (x-a) I.-i (x-a) sm 2 a . r-- - = 

a a . . . (264) 

o = 2 Vnx I.+dx) I~-dx). R (v) > - t 

x J 10 (x-a) 12N1 (2a) sin (x-a) :a = 
o 

x J 11 (x-a)I2N1 (2 a) sin (x-a) :a = 
o 

. . . (266) 

. . . (267) 

Après avoir multiplié les deux membres de (265) par sin x resp. cos x 
et ceux de (266) par cos x resp. sin x. nous trouvons par soustraction 
resp. addition des mem bres correspondants: 

x 

J - da 10 (x-a) 12e+1 (2 a) sm a ~ = 
o (268) 

= 2(2 ~ 1 ynt Ie+i (x) I sin x Ia (x)-cos x IN1 (x)l. R (e) > - t 
x r da 

• 10 (x-a) 12a+l (2 a) cos a ~ = 
o (269) 
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La substitution e = - t, e = 0 et e = t dans (265) jusqu'à (269) 
donne les formules particulières: 

x 

x 

j ' da-
Ia (x-a) cos (x-a) sin 2a a V~ =n V2x I~ (x) L~ (x), (270) 

o 

x 

J' da -
Ia (x-a) sin (x-a) sin 2 a a V~ = n V2x Ie (x) I~ (x), . (271) 

o 

x 

JII (x-a) sin (x-a) sin 2a a ~~ =nV2xli (X)Idx), . (272) 

o 

J Ia (x-a) sin asin2a a ~~=n V2x Idx) j sin xLdx)-cosxle(x)l , (273) 

o 

x 

Ia (x-a) cosa sin 2a --_ =n V2x Idx) jcOSXL1(x)+sinxle(x}l, (274) f da-

• aVa 
o 

x 

x J Ia (x-a) 11 (2 a) cos (x-a) :a = sin x Ia (x), . . . (275) 

o 

x .I Ia (x-a) 11 (2 a) sin (x-a) :a = sin x 11 (x), (276) 

o 

.r 11 (x-a) 11 (2 a) sin (x-a) :a = 2~ (sin x-x cos x) 11 (x), (277) 

o 

x J 10 (x-a) 11 (2 a) sin a d; = sin x j sin x 10 (x)-cos xII (x)l, (278) 

o 

x J Ia (x-a) 11 (2 a) cos a :a = sin x j cos x Ia (x) + sin x 11 (x) I, (279) 

o 

x 

J Ia (x-a) 12 (2 a) cos (x-a) :a = t sin x 11 (x), . . . (280) 

o 
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x .. f 10 (x-a) 12 (2a) sin (x-a) d: = 2~ (sin x-x cos x) IJ (x), (281) 

o 

x J IJ (x-a) 12 (2 a) sin (x-a) :a = 2 ~ (sin x-x cos x) 12 (x) , (282) 

o 

x J 10 (x-a) 12 (2 a) sin a :a = 2 ~ (sin x-x cos x) IJ (x), . (283) 

o 

x 

J da sin2 x 
10 (x-a) 12 (2a) cos a ~ = 2X IJ (x) ; . . . (284) 

o 

~ ~ 

§ 11 . En égard aux séries 21:(-I)nI2n+J(x)sinxet21:11n+2(x)= 
n=O n=O 

= sin2 t x nous substituons dans (235) (} = n resp. (} = 2 n + t et ensuite 
nous multiplions les deux membres par 2 (- l)n resp. 2; alors la sommation 
sur n de 0 à 00 et Ie changement des membres nous donne: 

co (-w 
2 n~ 2 n + 1 I~+n+i (x) I~+n (x) = 

x (285) 

= ~J/~ (x-a) I~-i (x-a) sin 2 a . V x-a da, R (,.) > - t 
Vx a 

o 

~ 1 
n~ 2 n + 1 1~+2n+J (x) 1~+2n+i (x) = 

x ~~ 

= ~J/~ (x-a) 1~-1 (X-d) sin2 a. V x-a da, R (v) > -t. 
Vx a 

o 

Si nous substituons dans (285) et (286) successivement v = 0, v = t 
et v = I, no us trouvons comme .formules particulières: 

x 
~ (_1)n I J' da 1: 2 + I In+i(x)/n(x)=V lo(x-a)cos(x-a)sin2a - , (287) 

n=O n 2nx a 
o 

x 
~ (_l)n 1 J . . da 1: 2 +lln+dx)/n+i(x)=V lo(x-a)srn(x-a)srn2a-, 

n=O n . 2nx a 
(288) 

o 
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X 

aJ (_1)n 1 J' . . da I 2 + 1 In+t (x) In+1 (x)= V 11 (x-a) sm (x-a) srn 2a -, 
n=O n 2nx. a 

(289) 

o 

x 

Ë 2 1+ 1 12n+t(x)I2n+l(x)= 1/ 2 Jlo(x-a)cos(x-a)sin2a daa, . (290) 
n=O n r nx 

o 

x 

Ë -2 1+ 1 12n+:{x)I2n+2(x)= 1/ 2 JII (x-a) sin (x-a)sin2a :a. . (292) 
n=O n r nx 

o 

En multipliant les deux membres de (287) par sin x resp. cos x et ceux 
de (288) par cos x resp. sin x on trouve après la soustraction resp. 
l'addition des membres correspondants, et en faisant de même à l'égard 
de (290) et (291): 

aJ (_1)n . 
I 2 + 1 In+l (x) Ism x In (x)-cos x In+1 (x)1 = 

n=O n 

ex> 1 
= I 2 + 1 12nH (x) !cos X 12n+1 (x) + sin x 12n+2 (x)l = 

n=O n 

x 

1 J~l ( )' 2 . da = 0 x-a sm a sm a -, 
V2nx a 

o 

aJ (_1)n . 
I 2 + 1 In+! (x) I cos x In (x) + sm x In+1 (x) I = 

n=O n 

(293) 

x • • (294) 
1 J' . da = V 10 (x-a) sm 2a cos a-, 
2nx a 

o 

ex> 1 !o 2n + 1 12n+~ (x) Isin x 17n+1 (x)-cos X 12n+2 (x)1 = ~ 

x • 

= 1 !TJlo (x-a) sin3 a da. r;x a 

(295) 

o 

§ 12. En remplaçant dans (263) e par e + n et en multipliant les 
(- I)n . 

deux membres par Vx (2 e + 2 n + 1), on trouve après la sommation 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 55 
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sur n de 0 à 00, ayant égard à I et en changeant les mem bres : 

x 

= -= Iy (x-a) Iv-i (x-a) 12e (2a) . V x-a da, 1 r -
Vx. 

o 

ou en posant y . ft - e - t : 

\ R(.» _j 1 (296) 

? R(e»-t ~ 

I (-l)n II'+n (x) I,...+n-\ (x) = 
n=O 

R (al> R (el> -t·l (297) x 

1 r -= Vx. II'-e-i (x-a) II'-e-1 (x-a) 12e (2a) V x-a da , 

o 

En substituant dans (296) e=ft-t et '1'=0 resp. y=t, ainsi Y=ft-t 
et e = - t resp. e = t, on obtient les formules particulières: 

00 

x 

= ~J 10 (x-a) 121'-1 (2 a) cos (x-a) da, 
o 

I (_l)n I,.+n+i (x) I,.+n (x) = 
n=O 

x 

= 1 12Jlo (x-a) 12,.-1 (2 a) sin (x-a) da, Vu . 
o 

00 

I (_l)n I,.+n-t (x) II'+n-1 (x) = 
n=O 

1 (298) 

R(ft) > 0 ~. 

I. (299) 

R (ft) > 0 ~ 

x ~~ 

= 1 JI,.-i (x-a) 1"-1 (x-a) cos 2 a . 1 / x a da , R (ft) > 0 
Vnx V a 

o 

n=O 

x (301) 

= 1 JI,...-i (x-a) 1"-1 (x-a) sin 2 a . V x a da, R (ft) > O. 
Vnx a 

o 
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Multiplions les deux membres de (298) par sin x resp. cos x et ceux 
de (299) par cos x resp. sin x. alors nous trouvons après la soustraction 
resp. l'addition des membres correspondants: 

00 

~ (-I)n lp.+n (x) I sin x lp.+n-l (x) - cos x lwf nH (x)1 = 
n=O 

x • (302) 

= 11 n:'J" 10 (x-a) 121'-1 (2 a) sin a da. R (,u) > 0 
o 

00 

~ (-l)n lp.+n (x) !cos X lp.+n-l (x) + sin x lp.+nH (x)l = 
x • (303) 

= v~J 10 (x-a) 121'-1 (2 a) cos a da. R Cu) > o. 
o 

En multipliant les deux membres de (300) par sin 2 x resp. cos 2 x et 
ceux de (301) par cos 2 x resp. sin 2 x. on obtient après la soustraction 
resp. l'addition des membres correspondants: 

00 

~ (-l)n lp.+n-l (x) I sin 2x lp.+n-! (x)-eos x lp.+n+l (x)l = 
n=O 

x (304) 

= VI Jlp.-l (a) 11'_1 (a) sin 2 a . 11 a da. R (,u) > 0 
nx x-a 

o 
00 

~ (_l)n lp.+n-l (x) I cos x lp.+n-! (x) + sin x lp.+n+l (x)l = 
n=O 

x (305) 

= VI Jlp.-l (a) 11'_1 (a) cos 2 a . 11 a da. R (,u) > o. 
nx x-a o -

55* 



Anatomy. - Hemiballism and Biballism. By C. BAUMANN. (Communicated 
by Prof. C. U. ARIËNS KAPPERS.) 

(Communicated at the meeting of June 28, 1941.) 

Considering the relatively rare occurrence of pure hemiballism and the 
fact that hitherto only one case of biballism is mentioned in liter at ure we 
take the opportunity offered by two patients, one with hemiballism, the 
other with biballism to compare the clinical facts occurring in these cases. 
Since both patients are still alive post ... mortem data cannot be reported, but 
the cases themselves are interesting enough to be published. 

Although the definition of ballism, as given by different authors varies 
in d-etails, ,the most important symptoms may be summarized as follows: 
The non-pyramidal unvoluntary co-movements observed in these patients 
are conspicuous by force and extension. Tohey are usually not limited to 
one group of musdes or to a part of an extremity. but involv~ the whole 
extremity in su eh a way that it makes the impression as if the patient were 
throwiJlg or kicking. This impression arises from the fact th at in hemiballism 
of an arm not only the hand or fore-arm but the whole upper extremity 
including the shoulder girdle is involved. Besides. the movement is usually 
excessive and may include rotation of the trunk and neck. In ballistic 
mov~ments of the leg the pelvic girdle may be involved. Whereas the range 
of the movements is great they are not frequent and compared with the 
movements in chorea Huntingtonia they are less quick. In some cases they 
make the impr~ssion of being phasic in character. Starting quite suddenly 
af ter a few minutes they usually l~ssen, to disappear gradually. 

As stated above the majority of the cases hitherto mentioned are one­
sided. They may apparently be the result of various bra in affeetions. 
Appearing in a rather abrupt way on one si de only, they usually involve 
arm and leg. Involvement of the face (sometimes on one side only) is more 
frequent than that of the trunk. The facial phenomena may include forced 
laughing or dysasthric speech. In a few cases hemrballism is accompanied 
with slight pyramidal dis turban ces on the same side. 

AJl important fact to be noted is that the ballistic side of the body is 
usually hypotonie and that in most cases sensory and coordinative functions 
are entirely unimpaired. The phenomena mentioned increase byemotion 
and disappear in sleep. 

The following case in my observation - the youngest ever described in 
literature - illustrates the facts mentioned above. It concerns a young man 
of 19 years, whose parents were perfectly healthy. Birth was norm al and 
in hisearly youth no infectious diseases of any importance occurred. 
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Although the boy learned speaking and walking wihtin the normal time. 
in the course of the first years the mother noticed that the boy did not use 
his right leg normally. When walking he was inclined to turn his feet 
inside and he showed a tendency to walk on his toes . Apart from th is his 
gait was normal before his 7th year. From that year on it became abnormal 
and the boy developed a pointed foot which could not be changed by 
bandaging with plaster of Paris. Contemporaneous co-movements of arm 
arid leg on one side were first observed in his 8th year. As this caused 
him to fall. patient was sent to school in a car. Also in the intervals 
walking was poor and although patient showed no distinct intellectual 
defects, he had great difficulties in following his lessons. 

Fig . I. 

Patient G. v . K. during an 
attack of hemiballism. The 
right arm is swung entirely 

backward. 

Fig. 2. 

The same patient during a following 
attack. Right arm and right leg are 
jerked backward while elbow and 
wrist are kept in flexure position. The 
right lower leg is moved backward 

and outward. 

Internal organs, urine, bloodserum and liquor were normal. Neurological examination 
revealed no disturbance of surface or deep sensibility. Senseorgans normal. As far as 
concerns motility, the cranial nerves are intact. no nystagmus. no squinting . Using the 
dynamometer the force of his right hand proves to be smaller than of his left. 
Movements in the thumb and the small muscles of the right hand arE\' limited. No atrophy 
and no h,ypotony in the arm muscles can be stated. In both legs active motility is normal. 
The Ie ft foot is kept in normal flexion. but the right foot shows a maximal flexion- and 
adduction-contracture. In walking - which can be only done with the help of others -
patient stands on his toes which influences his en ti re attitude also in standing. PupiIs 
normal. armreflexes high and thumb-carpal reflex positive on both si des. Left abdominal 
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reflex lower than right. Whereas the tonus in the knee is about the same on both sides. 
the right knee reflex is higher than the left. Achilles reflex very high on both sides. Double­
sided Babinski. The contracture in his right boot cannot be taken away. No coordination 
disturbances in the arms. no cerebellar symptoms. Speech. though sometimes stuttering. 
is usual!y normal. No vegetative disturbances. 

The most striking symptoms are the purely monolateral hemiballistic 
attacks in the right arm and leg. These started suddenly with astrong 
backward or sideward co-movement of the right leg. During these move­
ments the knee remained in flexion. At the same time patient started to 
throw out his right arm. which was slung backward in the shoulder girdle. 
while the elbow and wrist were kept in flexure position. 

The ballistic movements appeared once in a second but their frequency 
varied. 

It should be noted th at the bali is tic movements in this patient developed 
quite gradually. not as a consequence of a febrile disease. Apparently we 
have here a pure case of hemiballism based upon 'a gradual degenerative 
process. not an acute case as usually results from an infectious or vascular 
origin. Furthermore it is interesting th at in the intervals. patient developed 
walking distuvbances which finally presented themselves under the image 
of a spastic spinal paralysis. 

We now turn to the case of bilateral ballism. the second hitherto publish­
ed. The first case was described by RAKONITZ ('33). Before analysing that 
case we will give the details of our patient. It concerns a man of 58 years. 

May 1939 this man came to me complaining of walking difficulties. Before that time 
he had always been healthy. No lues. One morning he suddenly feIt dizzy. the world 
round him turned. This was followed by headache without nausea or vomiting. Af ter this 
vertigo patient had difficulties in walking. He feIt as if he were drunk. while at the same 
time he had a feeling as if somebocJ,y poured water over his back. One week af ter th is 
patient returned. telling that one morning when he sat reading he was attacked by sudden 
shocks commencing simultaneously in both legs. which were lifted as if he would kick 
somebody. The frequency was about 1 per second. The ankIe and knee joints were 
stretched and the leg lifted in the hip joint. The first attacks were limited to the legs. 
but soon they spread over the trunk. arms and head. The arms were lifted in the shoulder 
girdle and the elbow and wrist joints f1exed . These arm movements too were practically 
~ymmetric and could not be fully repressed, The movements were large ones, 1 per 
second. like those of the legs. Trunk and head movements were of the same type and 
frequency. Those of the he ad were nodding movements, which could not be repressed 
voluntarily. The attack usually lasted one minute. During this time patient was not able 
to stand or to go and had to wait for the end of it in his chair. Consciousness did not 
leave him a moment and patient could teil all the details of his attack. Dur.ing the attack 
and shortly after speech was considerably impaired and resembIed that of an inebreate. 
Incontinentia and tongue bi te diq not occur. Once during an attack I was able to 
examine his footsole reflex and found a Babinski on the left . Strong perspiration over the 
whole body. During the attack he usual~y was hypersensitive to light and touch. Attempts 
to keep the patient upright failed . as he was inclined to fall backward and every attempt to 
make him take some steps failed in consequence of the throwing movements of his legs. 
When he sat these movements sometimes resulted in a clasping together of the legs. During 



Fig. 3. 
Film fragments of an attack during which patient S. makes nodding movements with his 
head, which slightly rotates, but is mainl'y moved forward and backward. At the same 
time the trunk is somewhat bent and stretched, both arms are moved a little up and down 
in the shoulders, during which elbows and fingers are flexed. The co-movements also 
occur in the legs, which are sometimes strongly aHected. The frequency of the various 
co-movements was usually 1 per second. Of ten patient could tell when an attack was 

coming. They were sometimes announced by increased emotionality. 
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the attack the tonus ot all extremities was strikingly low. Trying the heel-knee and finger­
nose experiments he usual~y made considerable mistakes. 

Sometimes patient was free from attacks for several days. On other days he had several 
attacks, one af ter another, each lasting some minutes. Although his emotionalit.Y was raised 
by his illness patient showed no signs whatever of mental deterioration. 

In the intervals his neurological status was about normaI. his sense of pain and touch and 
deep sense were unimpaired and 50 were vision and audition. Fundus oculi normal, hearing 
left and right 4 M, tune fork audition norm a I on both sides. No hypersensitiveness of the 
labyrinth. No motor disturbances in extremities, trunk or head, no double-vision, no 
nystagmus, pupils normal. 

Arm, leg and abdominal reflexes normal and equal on both sides. Some pointing defect 
in the right finger, but far less than during an attack. On~y the tonus in his right leg was 
evidently lower in the intervals and his ga'it was that of a sailor, legs spread. Blood and 
liquor reactions, norm al. 

As stated before hitherto RAKONITZ has been the only one to give a 
detailed description of a case of bilateral ballism or biballism. Our case 
resembles that of RAKONITZ in all principal features. In both cases we have 
symmetrical wide range movements. Although in my case these movements 
set on in the legs, after the attacks became more numerous the arms were 
most aHected. The movements in the legs could also be repressed some­
what more than those of the arms, 

During the attack our patient had evident speech disturbances and coor­
dination disturbances of arms and legs. 

Since in our case the symptoms probably were of arteriosclerotic origin 
it is not strange that the onset of the attacks had a rather apoplectiform 
character, in contrary to RAKONITZ'S case of biballism and our case of 
monoballism mentioned above, which probably resulted from degenerative 
processes. 

With RAKONITZ I am inclined to accept a double-sided aHection of the 
corpus subthalamicum as the cause of biballism. In hemiballism VON 
ECONOMO (' 12), MARTIN ('27), SANTHA ('32). and others constantly found 
a partialor total atrophy of the controlateral corpus Luysii. A comparison 
of the findings of various authors who had the opportunity to study the 
postmortems of their cases shows th at no lesions of field H, and H2 of 
FOREL, the posterior part of the intern al capsuIa nor of the zona incerta, 
red nucleus or substantia nigra are constant findings in hemiballism. Since, 
however, in most cases the origin of the disease was to be sought for in 
arteriosclerosis or some other vascular disease it is not strange th at focus es 
in these cases are not limited to the corpus subthalamicum only. MATz­
DORFF ('27), WENDEROWIC ('28), PELNAR and SICKL ('29) and BAL THA­
SAR ('30) mention additional dorsal thalamic lesions 1) on the same side 
of the diseased corpus subthalamicum but in SANTHA's ('32) case and 
also in the patient described by HAMPEL ('36) no dorsal thalamic les ion 
was found . 

1) An influence of the thalamus proper on the corp. subthalamicum might be eHectuated 
indirectly by thalamic projections on the corpus striatum and hence by fibres of the ansa 
lenticularis to the c. Lu,ysii. 
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The frontal connections of the corpus subthalamicum are such that 
descencling pathways from the globus pallidus reach it via its capsular 
fibres. Fibres from the corpus subthalamicum to the striate body are pro~ 

bably far less numerous. At any ra te the globus pallidus is superimposed 
on the functions of the corpus subthalamicum. This also explains the fact 
observed by KASHIDA ('25). who noted that lesions of the strio~subthalamic 
pathways may give ri se to co~movements resembling ballistic ones. Since. 
however. in KASHIDA's case a bilateral int'erruption of the ansa lenticularis 
was accompanied with a bilaterallesion of the gldbus pallidus. th is explains 
the hypertonie condition of the ex,tremities in his paNent. As stated above 
hypertonicity is not found in ballism resulting from a degeneration of the 
corpus subthalamicum only. In such drcumscript subthalamic lesions. the 
tonus in the affected extremities is usually lowered. 

Also in RAKONITZ' case as in ours there was a hypotonieity. It is difficult 
to explain this hypotonieity. the more so as MORGAN ('28) in his experi~ 
ments on clogs found lesions of the subthalamic nucleus to be constantly 
accompanied with hypertonicity. Choreatic or ballistic movements are not 
mentioned by MORGAN . The author. however. states that there was a 
partial recovery of all symptoms including the stiffness already in the few 
( 10) days before the animals were killed to be examined for Marchi dege~ 
neration. So the question arises if the symptoms observed by MORGAN 
are complicated by excitation of adjacent tonetic systems. What causes the 
hypotonicity in our and other clinical cases? Does it depend on degeneration 
of tonic fibres reaching the subthalamic nucleus from the cortex or from the 
vestibular re9'ion? In Mammals no labyrinthine connection of the corpus 
subthalamicum has been observed. but the vestibulo~hypothalamic projec~ 
tion. described by WALLENBERG ('07) for birds and lower vertebrates 
make it possible that similar connecticins also exist in Mammals. If this be 
true their interruption might be responsible for the hypotonicity. While for 
the few cases of biballism now published double~sided lesions are to be 
considered first of all. attention should also be given to the possibility of 
commissural connections of the corpora subthalamica of both sides and 
the possibility of crossed and direct descending fibres (fig. '4). 

In this respect HAMPEL'S case of hemiballism may be 'instructive. since 
in his case. where the lesion was distinctly confined to the controlateral 
corp. subthalamicum. in the Iater stages of the disease indications of ballism 
on the homolateral side were added to the prevailing hemiballistic syn~ 
drome. 

For the explanation of speech disturbances and more generalized ballistic 
movements of the trunk. bilateraldescencling or commissural connections 
should also be considered. 

That for the chief symptoms of the ballistic syndrome. the movements 
of arms and legs. the subthalamic nucleus is responsible is also proved by 
the fact demonstrated by MELLA ('23) that normal associated movements 
of the fore~ and hindlegs of the cat are localized in this nucleus. That in 
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man these movements are practically localized on one side - the contro­
lateral side - is best illustrated by BALTHASAR's case in which, notwith­
standing the fact that in addition to the total destruction of the contro­
lateral corpus subthalamicum there was a small lesion in the homolateral 
corpus sUlbthalamicum, yet the arm' and leg symptoms were entirely res­
tricted to the side influenced by the large controlateral focus . 

c;o"'p l..J.Jys 
~ubst. njg"" 

F'd..c.L 

Fig. 4. 

Nu. rub. 

Transverse section through the human thalamus showing the corpus Lu,ysii; sub­
stantia nigra and frontal pole of the nuel. ruber. Descending fibres (f.d.c.L.) leave 

the corpus Luysii at its mesial side. Part of these fibres decussate. 

Whereas the afferent systems to the corpus subthalamicum are more or 
less known, accurate data concerning its descending connections are un­
fortunately very scarce. The experimental data in dogs published by 
MORGAN only reveal short descending pathways to a group of cells 
situated above the pedunculus corporis mamillaris, medially to the sub­
stantia nigra and distinc-t from the latter. In MARTIN'S case the descending 
fibres of the corpus subthalamioum have a different position from those 
experimentally demonstrated by MORGAN which correspond to the system 
mentioned by CAjAL. Whereas in MORGAN'S and CAjAL'S descriptions the 
descending fibres are located medially to the ma in mass of the substantia 
nigra, those indicated by MARTIN run dorso-laterally to the red nucleus. 

The system indicated in our microphotograph of a norm al human 
thalamus corresponds to CAjAL's and MORGAN'S fibres. Eventual post­
mortems of our cases may perhaps give us more accurate data concerning 
the descending pathways of the corpus Luysii. 
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Comparative Physiology. - Der Einfluss von Kohlensäure auf die 
Atmungsbewegungen von Crustaceen. I. Von J. SEGAAR. (Aus der 
Zoologischen Station zu Neapel und dem Institut für vergleichende 
Physiologie der Universität zu Utrecht.) (Communicated by Prof. 
H. J. JORDAN.) 

(Communicated at the meeting of lune 28, 1941.) 

Ei n I e i t U n g. 

Das Verhalten einiger Crustaceen aus dem Golf von Neapel bei Durch~ 
leitung von Kohlensäure durch das Aquariumswasser. 

Die Untersuchungsaquarien bestehen aus einem tiefen Teil und einem 
untiefen Teil, der so zu sagen ein kleines Stück Strand darstellt. Durch das 
Wasser kann Kohlensäure geleitet werden. Wenn man in solch ein Aqu~ 
arium verschiedene Arten von Crustaceen bringt, ergibt sich, dass 
Representanten verschiedener Arten sich sehr verschieden verhalten 
können. Wir lassen eine Uebersicht dieses Verhaltens folgen. 

1. Scyllarus arctus bleibt während einer Stunde unbeweglich auf seinem 
Platz sitzen. Bringt man ihn hernach in ein Aquarium mit normalem See~ 
wasser, so ist das Tier äu:;serlich voIIkommen unverändert und gesund. 

2. Lambrus angulifrons bleibt lange Zeit ruhig sitzen, um schliesslich 
das untiefe Wasser aufzusuchen, wobei er Kopf und Mundteile über den 
Wasserspiegel erhebt. 

3. Carcinus maenas wird sehr bald unruhig. Er läuft hin und her und 
sucht stets aufs neue ,das untiefe Gebiet des Aquariums auf. Kopf und 
Mundteile werden über den Wasserspiegel erhoben, die Ventilations~ 

richtung der Kiemenkammern wird umgekehrt, sodass Luftblasen aus der 
eigentIichen Einatmungsöffnung aufsteigen. 

4. Dromia vulgaris sucht zunächst den untiefen Teil auf uncl atmet 
daselbst an der Oberfläche unter dem Wasserspiegel. Später erhebt das 
Tier drei Viertel seiner Körperlänge über den Wasserspiegel. Es tritt 
Notatmung auf. In einem bestimmten Fall beobachtete ich, dass ein Tier 
einen Stein erstieg und den hinteren Teil des Thorax über den Wasser~ 
spiegel brachte. Hier wurde Luft eingesogen, die an der sich unter Wasser 
befindenden Ausströmungsöffnung in Form von Luftblasen zum Vor~ 
schein kam. 

5. Eriphia spinifrons bleibt mit Scyllarus am längsten unbeweglich im 
tiefen Wasser sitzen. Die Bewegung der Mundteile bleibt ruhig. Es treten 
keine Vergiftungserscheinungen auE. Eine Stunde nach dem Augenblick, 
in welchem Palinurus aus dem Wasser genommen werden musste, da 
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er sonst den Vergiftungserscheinungen erlegen wäre, suchte Eriphia den 
Strand auf und sog Wasser und Luft durch die Kiemenkammern. 

6. Palinurus vulgaris läuft hin und her, ohne eine bestimmte Richtung 
zu bevorzugen. Es treten Fluchtbewegungen auf (abdominalis Schwimmen). 
Schliesslich bleibt er an einer Stelle liegen, legt sich auf ,die Seite und 
würde so z~ Grunde gehen. 

7. Callianassa laticauda Otto schwimmt auf gleicher Weiseohne eine 
bestimmte Richtung zu bevorzugen hin unà her. Das Tier würde auf dieser 
Weise bald an Vergiftung zu Grunde gehen. 

A II gem e i neP rin zip i e n. 

Dieses sehr verschiedenartige Verhalten lässt sich natürlich nicht ein~ 
deutig beschreiben. Verschiedene Grundprinzipien lassen sich aber in 
diesem Betragen erkennen. Zum Teile sind diese in der Literatur schon 
beschrieben worden. 

A. Es besteht offenbar die Möglichkeit, dass Tiere auf erhöhte Kohlen~ 
säurekonzentration innerhalb beträchtlicher Zeiträume gar nicht reagieren. 
Sie leiden dann offenbar auch keinen Schaden durch die Kohlensäure. 
Welche Anpassungserscheinungen kommen bei solchen Tieren var? Kommt 
vielleicht als solche Anpassungserscheinungen Aehnliches var wie durch 
BOSWORTH, O'BRIEN und AMBERSON (1936 1) ) für Homarus americanus 
beschrieben worden ist? Hier soli nämlich der Kalk des Panzers mit der 
eingeleiteten Kohlensaure reagieren, wodurch die Kohlensäure teilweise 
unter Bildung van Bicarbonat gebunden werden soli. Nach PETERS (1938) 
soli auch Astacus fluviatilis einen solchen Abwehrmechanismus gegen 
Kohlensäure haben. 

In zweiter Linie könnte die Anpassung auf einer Erscheinung beruhen, 
die durch Fox und JOHNSON (1934). JORDAN und GUITTART (1938) und 
J. SEGAAR (1934) für Astacus und von VAN HEERDT und KRIJGSMAN (1939) 
für Eriocheir beschrieben worden ist, und die wir in der Tat hei Palinurus, 
Homarus, Dromia und Eriphia gefunden haben (siehe weiter unten). Bei 
diesen Tieren hemmt Kohlensäure bei einer bestimmten Konzentration die 
Atmungsbewegungen. Wenn dann die Skaphognatiten stilIstehen, dringt 
Kohlensäure nur noch durch Diffusion in die Kiemenräume. 

B. Es gibt vielerlei Crustaceen aus der Brandungszone, die das Wasser 
in 'der Richtung nach dem Strande ader nach den Felsen verlassen, wenn 
die ungünstigen Umstände sie als Reiz hierzu veranlassen. Von Eriphia 
spinifrons bericht et KRUMBACH (1927) das folgende: "Eriphia, die an den 
Felsen der Strandzone im Mittelmeere lebt, kann mehrere Tage in der Luft 
bleiben und selbst hohe Temperatursteigerungen aushalten". 

Andere Tiere und übrigens auch Eriphia gehen im untiefen Wasser zur 
N otatmung über (VERWEY 1930, OLTHOF 1936). 

C. Endlich gibt es Tiere, die nicht zur Notatmung übergehen ader das 

1) Zitiert na eh F. PETERS. 1938. 
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Wasser verlassen, ab er trotzdem suchend herumlaufen, um das sie um~ 
gebende Wasser zu verändern, oder sie suchen schwimmend zu flüchten. 
Hierfür nennen wir Palinurus, ein Tier, welches gewöhnlich bei einer 
Wassertiefe von 20 m gefangen wird 1) . 

Es ist recht wohl möglich und in einigen Fällen auch schon beschrieben 
worden, dass bei einzelnen Tierarten verschiedene der genannten Reak~ 
tionsmöglichkeiten kombiniert vorkommen. 

Die Fr a ges teIl u n g. 

Für die in Neapel untersuchten Tiere galt die folgende Fragestellung: 
Lässt sich ein bestimmtes Verhalten bei verschiedenen Crustaceen finden, 
dass in Beziehung zur normalen Lebensweise dies er Tiere steht, d.h. lässt 
sich eine Beziehung finden zwischen dem Ver halten ood dem Umstande, 
dass manche Crustaceen in der Küstenzone leben, andere im tiefen 
Wasser? VAN HEERDT und KRIJGSMAN haben sich diese Frage schon 
früher auf theoretischer Grundlage gestellt. AU! der Hand von Mitteilungen 
in der Literatur, die aul Wahrnehmungen der Reaktion der Skaphognatiten 
beruhten. kommen beide genannten Autoren zum Schluss, dass unter den 
Seetieren die Crustaceen, die in der Brandungszone leben, keine oder nur 
geringfügige Reaktionen auf Kohlensäure zeigen. Dahingegen sollen Arten, 
die nicht in der Brandung leben, deutliches Reaktionsvermögen in diesem 
.Sinne besitzen. Biologisch würde dieses bedeuten, dass die Brandungstiere 
keiner Regulation bedürfen, weil sie ja in gut durchlüftetem Wasser leben. 
Tiere in tieferen Zonen dahingegen, wo die Ventilation des W assers unzu~ 
reichend werden kann, und erhebliche Variationen der Kohlensäure~ und 
Sauerstoffspannung auftreten können, müssen imstande sein sich anzu~ 
passen, vor allem natürlich durch Veränderung der Atmungsfrequenz, um 
der Zustand des Blutes einigermassen von dem der Umgebung unabhängig 
zu machen. 

Das Problem scheint interessant zu sein, ist ab er nicht so einfach als wir 
es dargestellt haben, denn alle Crustaceen, die nach der Häutung Schutz 
suchen, und zwar in kleinen Höhlen, werden hier wenigstens zeitweilig 
unter Umständen zu leben haben, unter denen die Kohlensäureabgabe und 
Sauerstoffaufnahme erschwert ist, ganz ooabhängig davon, in welchen 
Tiefen diese Tiere unter normalen Umständen leben. Dem könnte dann 
allerdings wieder gegenüber stehen, dass die Alkalireserve des Blutes bei 
der Häutung enorm steigt, wodurch die Kohlensäurewirkoog kompensiert 
werden könnte (siehe ARISTIE DAMBOVICEANU 1932). 

Unsere Untersuchungen zwangen uns zu dem folgenden Schluss: 
Palinurus, Eriphia und Dromia werden im Som mer bei Neapel in den 
folgenden Tiefen gefangen: 20, 10 und 1 Meter. Alle drei Tiere zeigen 

1) Für eine weiter fortgesetzte feinere Analyse des Verhaltens dieser Tiere bel Koh­
len5äureëinleltung wird es nötig sein an Stelle von reiner Kohlensäure kohlensäurehaltige 
Gasgemische zu benutzen. Bei Verwendung von reiner Kohlensäure steigt der Kohlensäure­
druck im Wasser zu schnell an. 
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bei Kohlensäuredurchleitung typische Regulation der Atmungsbewegungen. 
Dies gilt auch für Homarus. Die Form dieser Regulation wird weiter unten 
beschrieben werden. 

Met h 0 dik. 

Nach GUITTART (1938), PETERS (1938), VAN HEERDT (1939) darf 
unter keinen Umständen das Versuchsobjekt gefesselt werden urn die 
Bewegungen der Skaphognatiten auf einem Kymographion zu registrieren. 
Die Fesselung reizt das Tier zu übernormaler Atmungsfrequenz (Siehe 
SEGAAR 1934). Dadurch wird es unmöglich, regulatief auftretende Fre~ 
quenzerhöhufl.g von einer Ruhefrequenz zu unterscheiden. Die jetzt ge~ 
brauchte Methode ist dieselbe als die VOD VAN HEERDT (1939). Wichtig 
ist natürlich, vor allen Dingen wenn man, wie <ier Autor,in Neapel im 
Sommer arbeitet, die Temperatur niedrig un<i konstant (16°) zu erhalten. 

PALINURUS VULGARIS. 

Abb. 1. Geringe Kohlensäurekonzentration 1) von 13.4 ccm pro Liter, 
verursacht im Moment, in welchem der Strom VOD kohlensäurehaltigem 
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Abb. 1. Palinurus. 
Anderung der Atemfrequenz nach Zufuhr von Wasser verschiedenen C02-Gehaltes. 
Abszisse: Versuchszeit in Min., Ordinate: Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 

a = Frequenzzunahme. 

1) Was die Methode der Kohlensäurebestimmung betrifft, sei auf die Publikation von 
VAN HEERDT (1939) verwiesen. Wir geben den Kohlensäuregehalt stets in ccm/l an und 
nicht als Partialdruck, da diese Form in den Publikationen gleichen Gebietes gebräuch­
lich ist. 
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Seewasser das Tier erreicht haben kann, eine akute, sehr starke Frequenz­
zunahme. Diese ist offenbar eine Reaktion auE exterozeptive Reizung 
durch die Kohlensäure. Die normale Frequenz stellt sich schnell wieder her. 
Es Eolgt eine normale Frequenzkurve. Bedingung zur Feststellung dieser 
Steigerung ist, dass das Tier im untersuchten GeEäss sich ruhig verhält. 
OEtmals jecioch verursacht die Kohlensäure Unruhe. AuE alle Fälle muss 
man scharE unterscheiden zwischen Frequenzerhöhung ,die selbständig auE 
den Kohlensäurereiz Eolgt (hierbei bleibt das Tier also ruhig) und der 
Unruhe des ganzen Tieres, die ihrerseits Frequenzerhöhung verursachen 
kann. 

In der Ahbildung ist die eigentliche Frequenzerhöhung mit a angegeben. 

Ahb. 2. Eine Kohlensäurekonzentration von 17.72 ccm/l. Es tritt eine 
zweiEältige Reaktion auE. 
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Abb. 2. Palinurus. 
Zweiphasige Atmungsreaktion nach Zufuhr von Wasser rnit einer C02-
Konzentration. die ein Wenig mehr ist als die von Abb. 1. a = Frequenz­

:r:unahme; b = Frequenzabnahme. 

a) Die ers te Reaktion kommt hier nach 1 t Minuten und stimmt mit der 
Frequenzerhöhung von Abb. 1 überein. Nach 2t Minuten ist sie beendet. 
HierauE Eolgt 

b) eine zweite Reaktion, die eigentlich das Gegenteil der erste ist. Die 
Frequenz wird abnormal niedrig. AuE der Abbildung erscheint diese 
Hemmung als 2 nach unten gerichtete Zacken. Auch diese Reaktion ist 
meiner Meinung nach von exteroceptivem Ursprung. Sie ist in der 
Abbildung mit bangegeben. Im ersten Augenblick drängt sich uns der 
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Gedanke auf, es könnte sich bei dieser Hemmung um endoceptive 1) 
Apnoë nach der starken Ventilation von Phase a handelen. Hierfür ist ab er 
wohl Phase a zu kurz. 

Endlich folgt eine sehr regelmässige Atmungskurve auf ungefähr nor~ 
malem Niveau. 

Abb. 3. Kohlensäurekonzentration von 58.24 ccm/I. Hier können wir 
.drei Reaktionsformen unterscheiden. 
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Abb. 3. Palinurus. 
Dreiphasige Atmungsreaktion nach Zufuhr von Wasser mit einer CO2-

Konzentration von mehr als 5 Oio (58,24 ccm/l. a = Frequenzzunahme; 
b .= Frequenzabnahme; c = Frequenzzunahme. 

Abszisse: Versuchszeit in Minuten. Ordinate: Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 

1) Ich habe in einer früheren Publikation in analogen Fällen von proprioceptiven Reflexen 
·gesprochen. Dieser Ausdruck kann jrreleitend sein, da man, SHERRINGTON folgend, daran 
denken könnte, dass die Receptoren für diese Reflexe in den Skaphognatiten selbsf lokali-

Proe. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 56 
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a) Die ers te Reaktion ist die vorübergehende Frequenzsteigerung. wie 
sie sich auch aus den Abb. 1 und 2 ergibt. Sie slägt um in 

b) die zwei te Reaktion von Abb. 2. Auch jetzt sehen wir zwei nach 
unten gerichtete Zacken als Ausdruck dieser Hemmungsphase. Nach 
Massgabe zunehmender Konzentration der Kohlensäure im Seewasser bei 
konstanter Durchströmungsgeschwindigkeit des Seewassers durch den 
Glaszylinder worin sich das Tier befindet. werden die einzelnen Reaktionen 
kürzere Zeit dauern. daher si.nd die Kurven auf Abb. 3 schmäller als auf 
Abb. 1 und 2. 

c) Es tritt neuerliche Frequenzsteigerung auL 
Wenn wir jetzt normales Seewasser geben. dann behauptet sich die 

Frequenzerhöhung noch ungefähr 10 Minuten lang . Hieraus und aus einer 
Vergleichung zwischen dieser Phase c mit der entsprechenden Phase von 
Abb. 4 kann man schliessen. dass Phase c verursacht wird durch Kohlen­
säureanreicherung im Blut (endoceptive Wirkung ·der Kohlensäure) . 

Abb.4. 106 ccm/I. Bei ·dieser Konzentration haben die Reaktionen a und 
b keine Gelegenheit aufzutreten. Unmittelbar erscheint Reaktion c. die sich 
9 . Minuten lang behauptet. und auf der Kurve als regelmässig fort­
schreitende Frequenzerhöhung erscheint. Weiterhin nimmt die Frequenz 
dann ab er nicht mehr zu. Die Narkotisierende Wirkung der Kohlensäure 
macht sich geItend. das kann man auch ohne Hilfsmittel am ganzen Tiere 
beobachten: der Strecktonus der Extremitäten verschwindet. die Extre~ 

mitäten tragen das Tier nicht mehr. dieses muss aus dem Beobachtungs­
zylinder entfernt werden. 

Zusammenfassend können wir also für Palinurus bei steigender Konzen­
tration der Kohlensäure im Atemwasser das folgende feststellen. Es treten 
nacheinander vier Reaktiunen auf. die nach Massgabe der Konzentration 
der Kohlensäure aufeinander folgen. 

a) exteroceptiv verursach te Beschleunigung. 
b) exteroceptiv verursachte Hemmung (Verzögerung). 
c) endoceptiv verursachte Beschleunigung. 
d) Narkose. 

Bei Astacus hat der Vedasser früher (bei Registrierung auf dem Kymo­
graphion) durch Kohlensäure lediglich Hemmung hervorrufen können. Auf 
den Kiemen müssen sich bei diesen Tieren Sinnesorgane befinden. die 
durch Kohlensäure gereizt werden. Der Hemmungsreflex wirkt ausschliess­
hch homolateraI. niemals gekreuzt. Die spezifische Schwelle für diese 
Kohlensäurewirkung befindet sich bei pH 6.17. Bei andern Säuren. z.B. 
bei einem Phosphatpuffergemisch. ergeben sich andere pH Werte für den 

siert sein müssen. Dies wollen wir aber keineswegs behaupten. daher die Ausdruck eD­
doceptiv. 
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Hemmungsreflex, z.B. 3.5. Dies gilt ab er lediglich für diese Versuchsan~ 
ordnung mit Selbstregistrierung. 

Für Astacus fand PETERS, wenn er die Tiere ohne sie zu fixieren unter~ 
suchte, lediglich diejenige Beschleunigung, die ich als Phase c angab. 
Wenigstens ist dieses die Meinung von PETERS selbst. Aus seinem Proto~ 
koll b 30.3.37, Seite 602-603 lese ich etwas anderes. leh finde daselbst: 

21.15 Uhr 
21.20 
21.25 
21.30 
21.33 

21.35 
21.37 

21.43 
21.45 
21.47 
22.08 
22.10 
22.15 

erste Registrierung, Frequenz 30/ Min . 
zweite 28/ Min. 
dritte 28/ Min. 
vierte 28/ Min. 
nach Ablauf der vierten Registrierung wurde auf 
Kohlensäurereiches Wasser umgeschaltet (273.35 ccm 
pro I) 
starke motorische Unruhe 

Nach diesen Unruhen werden die Atembewegungen 
leiser und ihre Zahl sinkt. 
die Atembewegungen sind kaum noch wahrzunehmen. 
eine ganz schwache motorische Unruhe tritt auf. 
fünfte Registrierung, Frequenz 7/ Min. 
sechste 3/Min. 
siebente 149/ Min. 
achte ISO/Min. 

Es unterliegt keinem Zwei fel. dass wir diese genauen Wahrnehmungen 
besser lesen müssen als der Forscher dies selbst getan hat. Keineswegs 
handelt es sich hier ausschliesslich um eine Beschleunigungsphase (7te und 
8te Registrierung) . Diese.n Registrierungen geht eine deutliche Hemmungs~ 
phase voran, die von 21.37 Uhr bis 22.08 Uhr dauert, also nicht weniger 
als eine halbe Stunde. 

Für Astacus fanden JORDAN und GUITTART eine Hemmungs~ und 
Beschleunigungsphase bei Anwendung von 100 ccm Kohlensäure pro I. 
Für Eriocheir fanden VAN HEERDT und KRIJGSMAN eine exteroceptiv ver~ 
ursachte Hemmungs~ und eine endoceptiv verursachte Beschleunigungs~ 
phase. Bei diesen Tieren sind die Antennulae Träger der Sinnesorgane, 
deren Reizung die Hemmungsphase verursacht. Wenn man die Antennulae 
wegnimmt. fällt die Hemmungsphase aus. Die in Frage stehende Sinnes~ 
organe reagieren auf gleiche Weise auf Kohlensäure und auf eine beliebige 
andere Säure, z.B. Salzsäure, mit gIeichem Schwellenwerte, nämlich von 
pH 6.5 . 

SINNESORGANE FÜR KOHLENSÄVRE BEI PALINVRVS. 

a) Die Kiemen. Auch bei Palinurus sind die Kiemen Träger von 
Sinnesorgane, die imstande sind auf eine bestimmte Kohlensäurekonzen~ 

56* 
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tration im Wasser zu reagieren. Man stellt dafür eine Reihe von Gefässen 
mit Seewasser bereit mit verschiedenen Kohlensäurekonzeptrationen. Der 
Schwellenwert für die Reaktion befindet sich bei pH 6. Hierdurch werden 
die Atmungsbewegungen gehemmt. Hierfür ist es nötig dass nur ein sehr 
kleiner Teil der Kiemen mit dem betreffenden Seewasser benetzt wird. Die 
Hemmung ist dann akut und homolateral. Antennulae und Taster spielen 
bei dieser Reaktion keine Rolle. Auch wenn man den KiemendeckeI weg~ 
schneidet, tritt die Hemmung unter den genannten Bedingungen auE. Wenn 
man dahingegen auf einer Seite des Tieres die Kiemen mit Paraffin bedeekt 
oder einseitig die Kiemen wegnimmt, dann bleibt die Hemmung an der 
betreffenden Seite aus. Was die Methode betrifft, siehe SEGAAR 1934, 
allerdings abgesehen von der damals benutzten Fixierung der Versuchs~ 
tiere. 

Die Kohlensäureschwelle ist spezifisch. Wenn man an Stelle von 
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Änderung der Atmungsfrequenz; nach Zufuhr von Wasser hohen C02~Gehaltes 
(mehr als JO %). Phase 8 und Phase b sind weggefalJen. Phase c: endoceptiv 
verursachte Frequenz;z;unahme. Danach tritt Narcose ein. Absz;lsse: Versuchsz;eit 

in Min.. Ordinate: Minutenfrequenz; der Skaphognatiten. 

Kohlensäure Salzsäure nimmt, um den pH zu erniedrigen, dann liegt die 
Schwell~ bei einem pH von ungefähr 3.9. (Nach der Hinzufügung von 
Salzsäure muss Luft durch das Wasser geführt wer·den, um die freiwer­
dende Kohlensäure auszuwaschen.) 
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b) Die Antennulae. Merkwürdigerweise sind auch die Antennulae im~ 
stande um auf eine bestimmte Kohlensäurekonzentration im Wasser zu 
reagieren. 

Abb. 5. Eine Kohlensäurekonzentration von 34.64 ccm/l verursacht 
bei einem normalen Tiere eine Atmungskurve, die aus drei Phasen besteht, 
nämlich a, b und c, die wir schon kennen gelernt haben. Nun entfernen wir 
die Antennulae. Diese bestehen aus drei Schaftgliedern und 2 bis 3 End~ 
geisseIn, von denen eine die Haare trägt, die als Chemorezeptoren anzu~ 
sehen sind (H. BALSS). Nach drei Tagen wiederhohlen wir den gleichen 
Versuch mit diesem Tiere, dem die Antennulae fehlen . Die Kurve ver~ 
läuft nun flacher. Phase a ist weggefallen, Phase bist viel flacher gewor~ 
den, Phase c ist unverändert geblieben. Die zwei ersten Reaktionen werden 
bei Palinurus daher offenbar durch Reizung der Antennulae verursacht. 
Dahingegen Phase c ein endoceptiver Effekt, und daher nicht von 
bestimmten äusseren Sinnesorganen abhängig. I,n beiden Kurven stimmen 
die der Ph ase c entsprechenden Teile mit einander überein. 
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Abb. 5. Palinurus. 

x x x für das normale Tier. 
o 0 0 für das Tier ohne Antennulae. 

Ausbleiben von Phase a und Abschwächung von Phase b nach Amputation der 
Antennulae. In beiden Kurven normale Phase c und in beiden Kurven steil 
Emporsteigen sobald wieder norm ales Wasser gegeben wird, durch hinwegfallende 
Hemmungswirkung von CO2 auf die Sinnesorgane der Kiemen. Abszisse: 

Versuchszeit in Min., Ordinate: Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 

Ich möchte im Obrigen noch eine andere Tatsacheandeuten. Sobald man 
nämlich nach dem Versuch mit kohlensäurehaltendem Wasser wieder nor~ 
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mal es Wasser gibt, steigen beide Kurven steiler als unter früher ange­
wandten Bedingungen empor. Das beweist, dass in diesem Augenblick eine 
Hemmung wegfällt. Wäre nämlich diese Hemmung nicht vorhanden ge­
wesen, dann würden die Kurven soweit sie der Phase c entsprichen, von 
vom herein steilergewesen sein. Nun aber ist Phase c sozusagen die 
Äusserung eines Gleichgewichtes zwischen einer endoceptiven Beschleuni­
gung und einer nicht dut'ch die Antennulae verursachten exteroceptiven 
Hemmung. Offen:bar ist diese Hemmung gleich derjenigen, die wir oben 
besprachen, deren Receptoren auf den Kiemen liegen. Dass diese Hemmung 
in Phase c unserer Kurve lediglich als weniger steiler Anstieg von Phase c 
in die Erscheinung tritt, erklärt sich durch die Tatsache, dass für volle 
Entwicklung ·der Hemmungswirkung durch die Kiemen ·die Schwelle höher 
ist und (bei Palinurus) ein unmittelbares VOl'lhandenseiJl von einer höhe­
ren Schwellenkonzentration nötig ist. Die Kohlensäure scheint nämlich 
bei Palinurus ziemlich schoell in das Blut aufgenommen zu werden: hier­
durch kommt es, ,dass die endoc·eptive Wirkung sich in et'stet' Linie geItend 
macht. Bei Homarus ist, wie wir sehen werden, dies nicht der Fall. 

Für Palinurus erhalten wir das folgende:gleichmässig zunehmende 
Kohlensäurekonzentrationen werden während Phase c durch die Kiemen 
wahrgenommen, aber die Wirkung dieser Reizung mischt sich mit der 
Wirkung derbereits im Blut vorhandenen Kohlensäure. Hohe und akut 
auftretende Kohlensäurekonzentratiollen werden ·durch die Kiemen wahrge­
nommen. 

Palinurus wird daher auf verschiedenen Wegen var ungünstigem Atem­
wasser gewarnt durch die Antennulae und durch die Kiemen. In diesem 
Sinne fasse ich auch Phase a auf. nämlich als ein "Schrecken" dafür "dass 
etwas nicht in Ordnung ist" 1 ) • 

1) Die zweite Abteilung dieser Mitteilung folgt im nächsten Heft. 



Medicine. - De f'immunité contre Ze phosgène. Présence d 'une protéine 
nouvelle dans Ze poumon intoxiqué par ie phosgène (Deuxième 
mémoire). Par ONG SI .\N GWAN. (Communicated by Prof. E . 
G ORTER,) 

(Communicated at the meeting of J une 28, 1941.) 

1. Nous avons montré dans un mémoire précédent que les animaux 
qui ont reçu une ou plusieurs doses inframortelles de phosgène peuvent 
ultérieurement supporter une ou plusieurs doses sûrement mortelles de 
phosgène 1). Pour expliquer ce résultat nous avons pensé que Ie phosgène 
agirait sur les protéines de poumon. Il en résulterait une combinaison 
chimique nouvelle, Cette protéine modifiée agirait comme antigène et il 
vacdnerait l'animal contre Ie phosgène. 

Le but de ce travail est de montrer par des méthodes physiques la pré­
sence de cette protéine nouvelle dans Ie poumon ayant été en contact avec 
Ie phosgène, 

2. Séparation des protéines de poumon. Dans toutes ces expériences 
on a employé des poumons de porc. Les poumons fraîchement obtenus de 
l'abattoir sont fLnement hachés. Ils sont ensuite étalés sur Ie fond d'un 
ballon en verre Jena d'un volume de trois litres. La figure 1 montre com­
ment l'expérience a été réalisée, L'action de phosgène peut être suivi à roeil 

Fig . 1.. 
Dispositif permettant de traiter Ie poumon haché A par Ie phosgène. 

nu. En effet. la pulpe pulmonaire qui au début est d 'une couleur rouge vif 
devient grisätre ou noirätre après quelques minutes seulement de contact 
avec Ie phosgène. De plus Ie poumon Hbère un liquide brun ou noirätre. 
On prend en général 150 gr. de poumon haché et 5 gr . de phosgène pur. La 

1) Proceedings Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterda!l1. 44, 205 (1941) . 
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durée de l'intoxication est de deux à trois heures. On abandonne la: pulpe 
pulmonaire après ce traitement pendant 20 heures au laboratoire et on 
ajoute une quantité égale d'eau salée à 0,9 p. 100 ou d 'eau distillée stéri~ 
lisée. On agite de temps à autre et on laisse macérer pendant 24 h. à la 
température du laboratoire. Ensuite on centrifuge l'extrait ainsi obtenu et 
on neutralise Ie liquide surnageant avec NaOH. 11 se forme un précipité 
gris qu'on élimine par une seconde centrifugation. Le liquide am si obtenu 
est d 'une couleur brun ou noiratre. 

Par la même technique et dans les mimes conditions on prépare un 
extrait du même poumon haché et non mtoxiqué. eet extrait sert de témoin. 

Dans certaines expériences on prépare à partir de ces extraits pulmo~ 
naires des protéines pures par précipitation acétonique et lavage à l'ether. 
On obtient de cette manière des protéines débarrassées de lipides et 
de seis. 

3. Différence de solubilité des protéines de poumon normal et celles de 
poumon intoxiqué par Ie phosgène. Pour déterminer la solubilité de ces 
protéines, on précipite celles~ci dans les extraits pulmonaires par un mélange 
d 'acétone et d 'alcool à 98 p. 100 à parties égales (Méthode de KAYSER). 

Le tableau 1 montre les résultats obtenus. 

TABLEAU I. 

Quantité de protélnes en gr. par 100 cc d'extrait de 
No. des 
poumODS poumon normal 

poumon intoxlqué par 
Ie phosgène 

lH 1.784 0 . 749 

115 2.090 0.785 

116 2 .818 0.958 

117 - 1.204 

118 1 .702 -
119 - 1.205 

120 0851 0.831 

121 1.784 I . Hoi 

122 2 .544 1.218 

123 2.010 1 280 

124 1.482 0.794 

125 3.454 
I 

1. 288 

Total 20 .519 11.456 

Moyennes 2.052 1.041 

En appliquant la méthode statistique on con state que la différence entre 
les deux moyennes 2,052 - 1,041 = 1,011 est réelle. En effet, on trouve 
à l'aide de la loi de t les valeurs suivantes n = 19, t = 4,378 et la pro~ 
babilité pourque t> 4,378 est inférieure à 1 p. 1000. 
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Le même résultat a été obtenu pour la solubilité dans l'eau salée à 0,9 p. 
100 des protéines pures isolées à partir de l'extrait de poumon normal et 
celui de poumon intoxiqué par IE' phosgène. On trouve 

Cn Cp Cn/Cp 

Poumon 121 0,902 0,383 2.4 
Poumon 122 0,839 0.309 2.7 
Po'umon 123 0.651 0.222 2.9 
Poumon 124 0,472 0.196 2.4 
Poumon 125 1.128 0,422 2,7 

Cn et cp indiquent respectivem~nt la quantité en grammes de protéines de 
poumon normal et celle de poumon intoxiqué dissoute dans 100 c.c. de 

solution. Dans tous les cas considérés. on constate que Ie rapport Cn/Cp est 
du même ordre de grandeur. 

Ces résultats montrent que les protéines pulmonaires après l' action éner­
gique de phosgène deviennent moins solubles. Il est probable par consé­
quent, que ces protéines modifiées sont devenues moins hydrophiles, comme 
l'a montré M. A. KL.JNG pour les stérols du poumon après l'action du 
phosgène. du chlore et du brome 2) . 

4. Détermination de l'indice de réfraction. La détermination de l'in-
dice de réfraction est eHectuée à l'aide de l'appareil d·ABBE. qui est basé 
sur la mesure de l'angle limite. La source de lumière était une lampe élec­
trique à vapeur de sodium (2 = 5893 A) . On trouve en général pour 
l' extrait de poumon intoxiqué contenant la même quantité de protéines que 
celui de poumon normaI. un indice de réfraction un peu plus élevé. La 
diHérence des indices de réfraction est probablement dûe à la quantité plus 
importante de chlorure de sodium dans l' extrait de poumon intoxiqué. En 
eHet, Ie phosgène en agissant sur Ie plasme pulmonaire est décomposé en 
adde chlorhydrique qui après neutralisation donne du chlorure ,de sodium. 

Pour savoir si !'indice de réfractio~ des protéines est modifié après 
l'intoxication phosgénique on a fait les deux expériences suivantes: 

a. On ajoutait à l'extrait de poumon normal une quantité de chlorure 
de sodium déterminée, de telle manière qu'on obtenait un extrait contenant 
la même quantité de chlorure de sodium et de protéines que celui du 
poumon intoxiqué. Avec cet extrait ajusté on faisait les mesures des indices 
de réfraction à des concentrations diHérentes. On répétait les mesures avec 
l'e'xtrait de poumon intoxiqué. De cette manière on obtient une courbe de 
concentration en fonction de !'indice de réfraction. La courbe ainsi obtenue 
montre que !'indice de réfraction de l' extrait de poumon intoxiqué est 
légèrement plus élevé que celui de poumon normal. 

Dans cette expérience et dans l' expérience su ivan te les mesures ont été 
faites à l'aide d'un réfractomètre interférentiel de JAMIN, qui donne une 

2) C. R. Acad. Sc. 197. 1782 (1933). 
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précision de l'ordre de 0,00005 3 ). Les mesures ont été eHectuées à la 
lumière monochromatique de sodium. 

b. 11 est probable que dans l'expérience précédente la différence d'indi­
ces de réfraction était dûe à la présence de lipides dans les extraits exa­
minés. On sait d'après M. KLING que les Iipides de poumon sont modifiés 
après contact avec Ie phosgène 2). 

C' est pour cela que dans cette expérience on a déterminé les indices de 
réfraction des protéines pures isolées à partir d' extraits de poumons normal 
et intoxiqué. Les protéines ainsi obtenues, débarrassées de Iipides et de seIs 
furent dissoutes dans l'eau salée à 0,9 p. 100. On constate dans la figure 2 
et dans Ie tableau 2 que la différence des indices ,de réfraction persiste 

8oo,-------,-------,-------,-----' 12-.1 

121 

60 ----- ----+__ 

400r-------r------.~,~-~~+_---

20~------_r-i'79~_r------~--

c 

I ~:-:0,------"<L--=:20:::0,--------"""'2S==0:-------:::30:::0::-----=3-=-SO~x10-. -----_'ft,."'. 
Fig. 2. 

Poumons 121 et 122. Indices de réfraction des protéines de poumon normal et 
de poumon intoxiqué par Ie phosgène. 

c = concentration de protéines en mg. par 100 cc de soIution 
np-ne = différence entre !"indice de réfraction de Ia soIution protéique et 

ceIui de I"eau 
o 0 poumon normal 

I 

I o 0 poumon intoxiqué 

encore. Et ici comme dans les deux expériences précédentes !'indice de 
réfraction des protéines de poumon intoxiqué est plus élevé que celui de 
poumon normal. Ces expériences répétées avec des protéines d'un autre 
poumon 122 donnait une différence d'indices plus marquée, mais !'indice 
de poumon intoxiqué était dans ce cas moins élevé que celui du poumon 
norm al (fig. 2). 

Les courbes obtenues dans la figure 2 sont des droites, qu'on peut 
. représenter par I' équation 

np- ne=aC+ b 

3) NO\l~ remercions vivement M. H. J. R. PERDIJK qui a bien vouIu effectuer ces mes'ures. 
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ou (np - ne) indique la différence d'indice de réfraction de la solution 
protéique et celui de l'eau et c la concentration de protéines en mg. par 

TABLEAU 2. 
Poumon 121. Indices de r .. fraction de protéines de poumon norm al et de 

poumon intoxiqué par Ie phosgène. 

Poumon normal Poumon intoxiqué 

c np-ne C np-tie 

716 0.00329 382.7 0.00261 

596.8 0 .00291 306.1 0.00251 

117.6 0.00271 229 .6 0 .00229 

298.1 0.00231 153 . 1 0.00215 

223.8 0.00223 111.8 0.00206 

119.2 0.00207 76.5 0.00198 

67.1 0.00196 38.3 0.00190 
c = concentration de protéines en mg. par 100 cc de solution. 
np-ne = différence entre les indices de réfraction de la solution protéique et de l"eau. 

100 cc de solution. On trouve les constantes suivantes pour Ie poumon 121 

poumon normal 
poumon intoxiqué 

et pour Ie poumon 122 

poumon norm al 
poumon intoxiqué 

al = 0,201 X 10-5 

a2 = 0,219 X 10-5 

al = 0,238 X 10-5 

az = 0.166 X 10-5 

bI = 177,9 X 10-5 

b2 = 181,3 X 10-5 

bI = 182,7 X 10-5 

bz = 183,3 X 10-5 

Pour savoir si la différence d'indice de réfraction du poumon normal et 
celui du poumon .intoxiqué est réelle on compare les éoefficients de régres­
sion al et a2des deux ,droites. On détermine d'après R . A. FISHER Ie 
rapport t de la différence des coefficients de régress~on lal-a21 à celui 
de I' écart type de la différence de ces coefficients. On trouve ainsi pour 
Ie poumon 121 , t = 1.945, n = 10 et pour Ie poumon 122, t= 11.518 
et n = 6, montrant que dans Ie premier cas la différence est peu signi­
ficative et qu'elle est très nette dans Ie deuxième cas. 

On admet en général que la réfraction est une propriété atomique et que 
la formation des molécules à part ir des atomes et la modification de la 
structure moléculaire ne donnent que des différences secondaires. Les 
résultats obtenus ci-dessus avec les protéines pures semblent donc prouver 
qu'iJ s'agirait ki d'une modification de la structure moléculaire des pro­
téines ayant été en contact avec Ie phosgène. La détermination du pouvoir 
rotatoire va nous donner une plus grande précision . 

5. Détermination du pouvoir rotatoire. On sait que les protéines sont 
des sub stances actives lévogyres. Si une modification de la structure molé­
culaire se produif'ait après l'action de phosgène sur les protéines,la déviation 
du plan de polarisation ne serait plus la même. 
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Les mesures furent effectuées au moyen d'un polaristrobomètre de WILD, 

dont nous avons employé dernièrement pour r étude du sérum sanguin et 
des antigènes 4). Le seul tube employé avait une longueur de 20 cm et 
la source de lumière était une lampe à arc de tungstène, consommant 
2,4 ampères sous 220 volts et quidonnait une lumière blanche très intense. 
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E xtraits de poumon 121 

c = concentration de protéines en mg. 
par 100 cc de solution 

a = angle moyen en minutes dont Ie 
plan de polarisation est tourné 
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Fig. 4. 
Protéines de poumon 121. 

eeci était nécessaire pour la Iilesure des concentrations élevées de protéines, 
qui montraient un obscurcissement -des plag es. Pour des petites déviations 
du plan -de polarisation r éclairage par une lumière blanche donnait Ie même 
résultat que celui par une lumière monochromatique. 

Des mesures préliminaires effectuées sur plusieurs extraits de poumon 
à des concentrations vadables ne nous permettaient pas de faire une 

4) Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdain, 43, 1250 (1940). 
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TABLEAU 3. 
Poumon 12L Extraits de poumon normal et de poumon intoxiqué par Ie phosgène. 

Poumon normal Poumon intoxiqué 

c N I a c N a 

44.6 50 - 0.56 11.4 75 - 9.08 
89.2 70 + 0.91 

I 
34.3 25 -11.18 

107 . 4 25 - 7.61 57.2 20 ·-11.30 
133 .8 25 - 3 .61 I 

I 178.4 50 - 8.38 68.6 25 -10.54 

267.6 75 -10.98 114 .4 I 41 -10.83 

356 .8 50 -23.42 171 .6 70 - 8.92 
446.0 50 -16 . 26 228.8 41 -20.70 
535.2 ! 31 -22 .75 343.2 70 -25.50 

-457.6 45 -39 .68 
572.0 50 -47.41 
686.4 70 -46.44 
800.8 36 -51.00 
915.2 20 -50.52 

1029.6 20 -48.22 

Total 426 608 

c = concentration de prot~ines en mg. par 100 cc de solutioD. 
N = Dombre de lectures. 
a = angle moyen en mlnutes dont Ie plan de polarisation est tourné. 

TABLEAU 4. 
Poumon 121. Protéines de poumon normal et de poumon intoxiqué par Ie phosgène. 

Poumon norm al PoumoD Intoxiqué 

c N a c N a 

10.8 25 -15.43 38 .3 25 - 3.44 
32.5 16 -11.40 57.4 25 - 2.44 
64.9 16 - 6 .80 76.5 25 - 6.48 
90.2 36 -10.08 114.8 50 - 4.30 

108.2 16 -15.65 153.1 16 - 9.65 
140.6 16 -23.22 191.4 75 -12.33 
173.1 25 -17 . 12 229.6 16 -10 .45 
180.3 36 -10.72 267.9 25 - 6.20 
216.4 16 -15 . 12 306.2 41 - 4.61 
225.4 25 -15 .12 344.4 25 -12.08 
270.5 36 -21.94 382.7 16 -10 .78 
315.5 50 -20.52 
360.6 25 -32.04 
405.7 16 -24.34 
450.8 25 -18 .04 

I 540.9 36 - 5.26 

Total 415 339 
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conclusion nette. C' est pour cette raison que des mesures systématiques ont 
été effectuées sur des concen,trations variables du même extrait de poumon 
normal ou intoxiqué. On obtient de cette manière une courbe expérimentale 
C = f (a) . ou c indique la concentrationde protéinesen mg. par 100 cc 
de liquide et a la déviation moyenne en minutes du plan de polarisation. 
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Fig. 5. Fig. 6. 
Extraits de pournon 122. Protéines de pournon 122. 

Pour pouvoir réproduire une courbe à des tempsdifférents avec la même 
substance il faut se placer dans les conditions suivantes: a . faire des lectures 
nombreuses de a sur la même concentration Ci . de sorte qu'on obtient un 
écart type variant entre quelques centièmes et un dixième de la moyenne; 
b. garder toutes les solutions à 0° C; c. faire des mesures consécutives Ie 
plus vUe possible. 

Les mesures que nous avons obtenues sont limitées par l'obscurcissement 
absolu des plages quand la concentration augmente et par la solubilité 
limite de la protéine. 
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En examinant les résultats représentés par les figures 3, 4 , 5 et 6 et les 
tableaux 3, 4, 5 et 6 on peut faire les observations suivantes. 

IJ est clair qu' il existe une différence nette entre la courbe de )' extrait de 
poumon normal et celui de poumon intoxiqué. (Fig . 3 et 5. ) 

Le même résultat a été obtenu pour les protéines pures de poumon nor­
mal et celles de poumon intoxiqué. (Fig. 4 et 6.) 

TABLEAU 5. 
Pournon 122. Extraits de pournon normal et de pournon intox iqué par Ie phosgène . 

Pournon normal Pournon intoxiqué 

c N c N a 

25.44 25 I - 1.42 6 .09 I 20 I I - 5 . 35 
50 . 88 20 

I 
- 5 .76 12 . 18 36 - 2.73 

76.32 25 - 6 30 24.36 20 - 9.77 
89.04 20 -18 . 51 36.54 20 - 7.35 

101.76 20 i -18.46 42.63 20 -14 .35 
114.48 76 [ -20.58 48 . 72 20 -17.67 
127 . 10 20 

I 
-15 . 61 66.99 20 -19.67 

139 .82 20 I -19 . 71 85 . 26 20 -15 . 17 
152 .64 25 I -12.30 97.44 20 -23.72 
178 .08 20 

I 
-10.11 109.62 20 -30.92 

203.52 20 -17 .01 
228.96 

1 

20 
I 

-16.76 

1 

254 .40 25 
I 

-21 .02 

Tota! 336 216 

TABLEAU 6. 
Poumon 122. Protéines de poumon norrna! et de poumon intoxiqué par !e phosgène . 

.. --
Po urn on norma! Poumon intoxiqué 

c N (l c I N I a 

10 .5 20 - 2.70 15.5 40 + 1.96 
21.0 20 - 8.95 30 .9 20 - 2 . 29 
25.2 60 - 7.20 61.9 20 - 3.19 
42.0 45 - 2.56 92 .8 20 - 3.54 
63.0 20 - 4.85 123 .7 20 - 6.34 
83.9 40 - 7.83 154 . 7 20 - 7.19 

125.9 20 - 4.65 185 .6 20 - 4.64 
167.8 20 - 2.15 2165 20 - 8.94 
209.8 40 - 7.43 232.0 40 -20 .09 
251. 7 20 - 4.20 247.4 30 -21 49 
335.6 25 -25 . 73 278.4 20 -24.54 
419.5 20 -16 .85 309 .3 20 -20.89 
503.4 20 - 5.30 

I 

! 
I 

587 .3 25 
I 

-27 .37 
I 

i 
I 

Tota! 395 290 
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On sait qu'en général les courbes C = {(Ii) sont des droites ou des 
paraboles, Les courbes que nous avons obtenues sont très curieuses, parce­
qu 'dles montrent une forme ondulatoire. Dans la figure 4 on voit que deux 
maxima de la courbe de poumon intoxiqué se coïncident avec deux minima 
de celle du poumon normal. Si ron compare la courbe du poumon normal et 
celle du poumon intoxiqué dans les figures 5 et 6, on est frappé par la 
forme semblable. La courbe du poumon intoxiqué pourrait être obtenue en 
comprimant la courbe du poumon normal de haut en bas et en la tournant 
ensuite à gauche. Dans la figure 4 on pourrait obtenir la courbe du 
poumon intoxiqué en comprimant seulement la courbe du poumon normal. 
La courbe du poumon intoxiqué est dans ce cas apia tie. 

6. On pourrait probablement expliquer la forme de la courbe (omme 
suit. E. NAVASSART a montré que Ie pouvoir rotatoire de la solution de tanin 
augmente en même temps avec les dimensions des molécules de tanin 5). 
Si ce résultat pourrait être appliqué sur la solution de protéines, on est en 
droit de supposer que les molécules de protéines s 'agrandissent quand la 
solution a été diluée. Le pouvoir rotatoire devrait ainsi augmenter. L'aug­
mentation du pouvoir rotatoire et par conséquent du volume des molécules 
continuerait jusqu'à ce que la concentration c a atteint une valeur déter­
minée et ensuite on aurait après l'eHet de ;ä dilution, c' est-à-dire, quand c 
diminue, a diminuerait en même ·temps. Ce cyele - augmentation de 
volume des molécules et eHet de dilution - se répéterait de nouveau 
quand c continue àdiminuer. 

La coïncidence du maximum et du minimum dans les courbes de la 
figure 4, nous permet de penser que les deux molécules diHérentes de 
protéines se trouveraient dans un état opposé. 

Quant à la forme semblable de la courbe du poumon normal et celle du 
poumon intoxiqué, die nous montrerait que la diHérence entre le~ deux 
structures moléculaires n ' est pas profonde. La différence devrait être quan­
titative et il s'agirait ici d 'une modification chimique superficielle de la 
molécule de protéine après I'action du phosgène. Ce résultat correspond 
avec celui obtenu par la déterminationdes indices de réfraction des 
protéinesdu poumon normal et du poumon intoxiqué, ou ron constate que 
la différence entre les deux indices est peNte. 

11 est intéressant de remarquer, qu 'une telle modification superficielle de 
la structure moléculaire de protéines de poumon suffit de les rendre anti­
géniques et de permettre ainsi l'individu de se vacciner soi-même contre 
l'eHet mortel d'un des gaz de guerre les plus redoutables: Ie phosgène. 

Ce travail a été poursuivie au laboratoire KAM ER Ll I'\G H ONNES à Leyde. 
Je remercie MM . les Professeurs W. J. DE HAAS et W . H . KEESOM, qUi 
m' ont permis de poursuivre mes recherches. Je remercie également Ie comité 
de la fondation "Toegepast-natuurwetenschappelijk Onderzoek" qui m'a 
facilité de les poursuivre. 

(i) Kolloid Zeitschr. 12. 97 (1913) . 
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Geophysics. - Gravity over the continental edges. By F. A. VENINO MEINESZ. 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

During the gravity expeditions at sea of the Netherlands Geodetic Commission. carried 
out as it is well-known on board of submarines of the Royal Netherlands Navy. numerous 
gravity profiles over the edges of the continents have been observed. the stations having 
been chosen in lines more or less at right angles to the continental slope. At the landside 
some of the profiles end in a station over the continental shelf. some in a harbour-station 
occupied during the stay in port of the submarine, and several profiles observed during 
the expedition of Hr. Ms. K 18 could be continued inland by means of HOL WECK-LE}A V 
observations during excursions from these ports. In total the writer obtained three profiles 
at the end of the ChanneI. one near Lisbon. four at the coast of W. Africa. four at the 
coast of S. Africa. two at the east-coast of the U.S. near the mouth of the Chesapeake 
Bay. four at the west-coast of America between Panama and San Francisco of which 
one is incomplete. six at the east-coast of S. America. two at the west-coast of Australia. 
one at the south-coast of Ceylon and an incomplete one near Socotra. We shall not 
mention here the many coastal profiles in the East and West Indies which can not be' 
considered as continental shelf profil es. In this paper the writer wants to discuss the 
results of the isostatic reduction of these shelf profiles with the new tables for regional 
and local compensation published this year by the Netherlands Geodetic Commission 1) . 

The gravity results of these profiles have formerly been isostatically reduced according 
to three methods. in the first place by means of the HAVFORD-BOWIE tables based on 
the assumption that the isostatic compensation is evenly distributed between the Earth's 
surface and a surface at a dep th of 113.7 km below it. in the second pi ace by means 
of the AIRv-HEISKANEN tables for a normal thickness of the crust of 40 km which assume 
each vertical prism of the crust to float freely on the denser substratum. thus locating 
the compensation of a density of - 0.6 in crustal roots at the lower boundary of the 
crust. and in the third place by means of provisional tables for regional isostatic reduction 
which have now been superseded by the more complete new tables. In nearly all the 
profiles the results of these three reductions have shown an increase of the anomalies 
of 30-W0 mgals when passing from the shelf to deep water. This fairly sudden jump 
in the anomalies brought about positive anomalies at the ocean-side of most of the 
profiles. which in many cases continued to exist over great parts of the ocean-crossing. 
The suddenness of the transition pointed to a cause that can not be deepseated and 
several suppositions have already been made about it. The new reductions have provided 
a simple solution. For a better understanding the writer will begin by shortly recalling 
the principle of these reductions. 

They are based on the AIRV supposition of a rigid crust floating 011 a denser plastic 
substratum; the densities have been assumed to be 2.67 and 3.27, i.e. the values chosen 
by HElS KANEN for his tables for local AIRV reduction. Three sets of tab les have been 
computed v.iz for values of the normal thickness T of the crust of 20 km. 30 km and 
40 km. For local reduction we assume that each vertical column of the crust can adjust 
itself in equilibrium independent of its surroundings. thus bringing about alocal isostatic 
compensation located in roots at the lower boundary of the cru st. The new tab les for 
regional isostatic reduction are based on the assumption that each crustal column can 
not locally adjust itself but that the crust acts as an elastic plate floating on the substratum 
and that it bends under the load of the topography till equilibrium isreadjusted; the 

1) F. A. VENING MEINESZ, Tables for regional and loc al isostatic reduction (AIRV­
system) for gravity values. Waltman. Delft. 1941. 
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isostatic compensation of an element of the topography is thus also located in a root at 
the lower boundary of the crust but the root is much broader than the element and it 
corresponds to the shape of the bending curve. In the practical execution of the tables 
the compensation has been assumed at the same depth as that of the local reduction but 
distributed in a horizontal sense round the element according to the shape of the bending 
curve. This distribution extends as far as the bending goes. I.e. up to a radius R round 
the element depending on the thickness of the crust and its elastic properties. The tables 
have been made for values of R of 29.05 km. 58.1 km. 116.2 km. 174.3 km and 232.4 km. 
and a column has been added for R = O. i.e. for local compensation according to 
HEISKANEN's assumptions. The tables thus allow the comparizon of local compensation 
and of five different ranges of regional compensation. 

The entire gravity material of the gravity expeditions at sea has been reduced with 
these new tables. The reductions have been made with all the values for R and for 
T = 20 km and T = 30 km. A study of the results for the shelf-profiles shows that the 
above-mentioned increase of the anomaHes over the edge of the shelf disappears for 
suitable values of Rand T. In many profiles this is the case for T = 30 km and for 
R = 0 or for small values of R. In many other profiles this occurs for T = 20 km or T 
between 20 and 30 km. in a few also for slightly larger values of T. In cases of profiles 
leading to oceanic basins where the gravity anomalies are positive the transition becomes 
gradual. A detailed investigation of all the shelf-profiles will be given in the final report 
of the gravity expeditions at sea to be published in the next year by the Netherlands 
Geodetic Commission. The writer may give here two examples in fig. 1 and 2. Fig. 1 

.. 1000m. ~ 10 mgdl . 
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Fig. 1. Shelf-profile SE of Canary Is .• horiz. scale 1 : 3000000. 
vertic. scale 1 : 300000. 

is a gravity profile at the west-coast of Africa to the south-east of the Canary-islands 
and fig. 2 one at the south-coast of Africa south of Humansdorp. In both profiles the 
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Fig. 2. Shelf-profile S of Humansdorp (S. Africa). horiz. scale 1 : 3000000. 
vertic. scale 1 : 300000. 

dotted Hne represents the anomalies for T = 20 and R = O. the broken line for T = 30 km 
and R = O. the point-dot Hne for T = 30 km and R = 116.2 km and the drawn Hne for 
T = 30 km and R = 232.4 km. Fig. 1 shows a case where local compensation for 
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T = 20 km fits best the observed anomalie·s and fig . 2 one where local compensation 
combined with a value of T of 30 km meets them best. In the last case the depth-profile 
is more complicated than for tbe normal shelf-profile of which fig. 1 is a good example. 
The drawn curves of both profiles show the sudden increase to positive anomalies at 
tbe edge of the shelf in case the gravity results are isostatically reduced for large values 
of R; the old reductions according to the HAYFORD system, the AIRY-HEISKANEN system 
with a value of T of 40 km or the old regional system with a large degree of regionality 
all gave curves similar to these drawn curves. 

Several shelf-profiles show more complicated curves than those of the figures given 
bere. Obviously otber features are present tbere besides tbe main sbelf-effect. In most 
of tbe cases we can nevertbeless determine or at least surmise wbicb reduction best fits 
tbe shelf-effect. A metbod to eliminate more or less tbe otber features witbout making 
a detailed study of tbem is to take tbe mean of a great number of profiles; tbc different 
irregularities of tbe individual profiles tbus merge in tbe common sbelf-effect. For getting 
a representative figure for tbis purpose for eacb profile, we can take tbe difference of 
tbe- anomaly of tbe station at the continental side and of tb at at tbe oceanic side of the 
profile, eventually of mean va lues of tbe anomalies of more stations at eacb of tbose 
places. In tbis way tbe stations balfway tbe sbelf are 1eft out of account. Taking tbe 
mean of tbe resulting figures for all tbe 26 available profiles we tb us get tbe following 
figures for tbe different sets of anomalies; tbe mean elevations of tbe stations at botb 
ends of the profiles are given in tbe last columns. 

Mean sb elf difference for all the profiles in mgal. 

R= 0 
29 . 05 58.1 116.2 174 . 3 232.4 Depth Depth 
km km km km km shelf ocean 

T=30km - 5 -2 +1 +12 +25 +38 230m 4340m 

T=20km -24 -21 -15 +1 +16 +33 230m i340m 

We see tbat our conclusion is confirmed 1); tbe difference between the sbelf and tbe 
ocean anomalies di sappe ars for T = 30 km and for sm all regionality of the compensation. 
Tbis is likewise tbe case for T = 20 km and somewbat larger regionality but even for 
tbis small crustal tbickness tbe regionality is less tban for many mountain features in 
tbe continents and less also tban for tbe oceanic islands of volcanic origin tb at bave 
been investigated, i.e. the Hawaii arcbipelago, Madeira 2), St. Vincent (Cape Verde Is.), 
Fayal. St. Miguel and Bermudas. 

We may, therefore, conclude tbat the crust becomes rather suddenly mucb thinner at 
tbe edge of the continents or, to put it more accurately, those layers of the rigid crust 
which have less density tban the substratum or at least Ie ss than the deeper layer. The 
boundary between tbese layers does not necessarily coincide witb the boundary between 
rigid and plastic material. Adopting the above-mentioned densities of 2.67 and 3.27 for 
tbese layers and 1.027 for sea-water, indicating the sea-deptb by d and assuming the 
shelf to have zero depth, the amount of th is decrease of thickness of tbe upper layer is 

(1 + 2.67 -;-!.027) d = 3.73 d. 

1) Tbe detailed study of tbe profiles gives a slightly smaller estimate for tbe best 
suited value of T. 

2) VENING MEINESZ, F. A., Gravity over the Hawaiian archipelago and over the 
Madeira area; conclusions about the Earth 's crust, Proc. Ned. Akad. v . Wetensch., 
Amsterdam, H, 1 ( 1941 ) . 
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For values of d of 4000---5000 meter this corresponds to 15-19 km. It is difficult to 
see the cause of this great irreguIarity in the Earth's crust and in fa ct this problem is 
the old problem of the origin of the continents and oceans at the Earth's surface. The 
above-mentioned resuIts give a slight contribution to the nature of the zone of transition 
between the continental and oceanic parts of the crust; it tends to the supposition that 
this transition is rather sudden. 

Further light on this problem is shed by the seismic results, which we may shortly 
recall here. The evidence about crustal structure given by ne ar earthquakes is generally 
interpreted as pointing to the continental crust consisting of at least two principal layers, 
an upper layer usually called the granitic layer of about 15 km thickness and a lower 
layer of about the same thickness generally assumed to be basaltie; on top of the granitic 
layer we may have a sedimentary layer. In a critical discussion of all the European data 
JEFFREYS in 1937 1 ) found a thickness of 17 km for the granitic layer and of 9 km for 
the basaltic or intermediate la,yer as he calls it. In southem California GUTBNB€RG 2) 
found four crustal layers from top to bottom of 14, 11, 6 and 8 km thickness; in northem 
Califomia BYERLY and WILSON 3) obtained three of 13, 12 and 6 km. In both cases 
the top layer is probably the granitic one. For the oceans no near earthquake data are 
in general available, 

About the thinning of the crustal layers ne ar the shelf as it has been deduced from 
the gravity results, we may make several suppositions, We can assume all the layers 
of the crust to become in the same proportion thinner but we can also suppose only the 
upper one to do so or at least this layer to be the main one responsibIe for it. The 
rather sudden character of the change is a slight indication in the latter sense 4). As the 
thickness of the upper layer, according to the seismic resuIts, is about the same as the 
amóunt of thinning, this supposition wouId mean that this layer would entirely or nearly 
disappear at the edge of the shelf. This hypothesis is corroborated by further seismic 
evidence. In fact most seismologists agree to suppose that the granitic layer is absent 
in the central Pacific area and that it is thin or also lacking in the deepest parts of the 
other oceans. This result has been derived from two sources connected with the study 
of distant earthquakes. In the first place the velocity of the surface waves of short period 
through the Pacific is considerably larger than through the continents while those of 
long period show less difference; this effect is given by the Love waves as well as the 
Rayleigh waves. In the other oceans we find results for the veloeities of these waves 
between those for the Pacific and for the continents. These results point to a surface 
layer of lower velocity and probably, therefore, of lower density being present in the 
continents, absent or very th in in the Pacific and thin in the other oceans, or we may 
assume two layers of the same kind being absent or thin in the Pacific and one of them 
absent or thin in the other oceans. GUTENBERG favours the hypothesis that the crustal 
layers of the continents are entirely absent in the central Pacific 5) while BYERLY 6) 

1) JEFFREYS, H., The structure of the Earth down to the 20° discontinuity. M.N.R.A.S. 
Geophys. Suppl.; 3, 401-422 (1936); 4, 13-39 (1937). 

2) GUTENBERG, B., Travel-time curves at small distanees and wave-velocities in 
southem Califomia. Gerl. Beitr. Geophysik, 35, 6--45 (1932). 

3) BYERLY, P. and WILSON, J. T., The central Califomia earthquakes of May 16, 
1933, and JiJne 1. 1934. Seismol. Soc. America, Bull., 25, 223-246 (1935). 

4) The seismie resuIts found by EWING at the east-coast of the U.S, and by BULLARD 
at the end of the Channel seem to point in a contrary direction for these coasts. The 
writer will come back to these results in the coming detailed report. 

5) GUTENBERG, B. and RICHTER, C. F., Bearbeitung von Aufzeichnungen einiger Welt­
beben, Senekenberg, na turf. Ges. Abh., 40, 57 (1925). 

6) BYERLY, P., The dispersion of seismic waves of the Love type and the thickness 
of the surface layer of the Earth under the Pacific. Gerl. Beitr. Geophysik, 26, 156---157 
(1930). 
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advocates the alternative explanation of a deeper layer of the continental series to be 
still present there. The writer is inclined to the latter assumption because otherwise it 
appears difficult to him to explain the isostatie equilibrium of the Hawaii archipelago 
and other islands in this ocean. As there is no evidence of any sinking back of these 
islands we must suppose th is equilibrium to be realized and so we need deficiencies of 
mass lower down for compensating them. For the Hawaiian islands at least we can not 
easily explain these deficienc~s by the blowing out of ma ss during the volcanie eruptions 
that gave rise to these islands 1) because the horizontal spreading out over large areas 
of these compensating masses as it has been stated by means of the gravity results, 
could not weil be understood in this way. An explanation by regional compensation 
according to the AIRY system appears to the writer 2) to be the only acceptable one. 
But th is implies the presence of a crustal layer of ,smaller density than the plastie sub­
stratum and so the writer is inclined to as su me at least one such layer to be present in 
the Pacific area. 

Another argument for the absence of the granitie layer in th is area is given by 
GUTENBERO and RICHTER 3). By studying the amplitudes of the reflected longitudinal 
waves (PP, ppp, etc.) they have found that waves of this kind reflected in the central 
Pacific area and in part of the Arctie basin had smaller amplitudes than those reflected 
in the continents and in the other oceans and they have ingeniously explained this 
phenomenon by remarking that the angle of incidence of the wave at the reflecting surface 
must be larger when no surface layer is present. The writer has not studied this matter 
but he should wish to venture that the explanation seems to him also to hold true when 
the number of crustal layers is smaller under the Pacifie than elsewhere. As far as the 
waves having undergone reflections in the other oceanl' are concemed, it might be 
possible that they have reflected in parts where remnants of the granitie layer must be 
admitted or we might suppose. in case we should have to assurne no granitie layer at 
that place, that one layer more than in the Pacific is present there, causing a smaller 
angle of incidence, although it must be assumed to be larger than in the continents. 

Resuming our subject after th is short transgressIon into seismology, it appean to the 
writer that the most probable explanation of the present seismic and gravimetrie data 
conceming the problem of the presence of oceans and continents at the Earth's surface 
is to assume the granitie layer only to be present in great thickness in the continents 
and to end rather suddenly at the edge of the shelf or, if present in some parts of the 
oceans, to be thin there. The next layer seems to continue under the oceans. perhaps 
somewhat thinner under the deepest parts of the Atlantic and Indian oceans and certainly 
thinner under the central part of the Pacifie east of the andesite line; it may even be 
absent in this last area but in this case we must assume a still deeper crustal layer to 
be present th ere of a smaller density than the layer below it. The principal part of the 
gravimetrie shelf-profiles as weil as of the seismic data could thus be explained. 

1) This explanation was tentatively offered to the writer by Dr. VAN WATER SCHOOT 
VAN DER GRACHT. 

2) VENINO MEINESZ, F. A., Gravity over the Hawaiian archipelago and over the 
Madeira area; conclusions about the Earth's crust, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., 
Amsterdam, H , 1 (1941) . 

3) GUTENBERO, B. and RICHTER, C. F., On seismie waves (2nd paper). Gerl. Beitr. 
Geophysik, 45, 280-360 (1935) . 



Physics. - Cosmie Rag Showers. By J. CLAY. 

(Communieated at the meeting of September 27. 1941.) 

Summarg. 

A summary is given of a number of experiments conceming showers. Especially a 
comparison is made between the divergence and the penetrating power of showers with 
small spreading in the first maximum (1.5 cm Pb) and the second maximum (25 cm' Pb). 
The spreading is greater in the second case and the hardness is less. The proportion of 
the maxima moves between 4 and 3. 

Next a distinction is made between the occurring hard showers (of mesons) and shoft 
showers (electrons) and mixed showers. under thick layers of different matter: air. water. 
aluminium. iron and lead. The variation with the electron density is determined. The 
number decreases with increasing atomie number. 

The meson showers have greater spreading than the electron showers. 

§ 1. When cosmie rays pass through matter bundIes of rays (showers) occur. whieh 
are formed in consequence of the interaction of the rays and the field of the atomie 
nuclei. The process of multiplication is such. that in consequence of the reactions the 
charged corpuscIe throws off part of the energy in the form of a photon and this photon 
loses its energy in forming pairs of electrons. one with a positive. one with a negative 
charge. Thus arises a multiplieation. This process has been treated by many authors. but 
now BRUJNS (1) has succeeded in accounting for it quantitatively. He has been able to 
describe the process that occurs in the higher layers of the atmosphere and from the 
phenomena he has estimated the energy distribution of the original spectrum of the incident 
partic1es. which proves to be mostig identical to the spectrum whieh has been measured 
of the mesons in the atmosphere. 

§ 2. However in thin layers of matter - where the process was originally found -
it is more complieated. because the loss of energy of the particles through ionization is 
a factor not to be neglected. The theory of it has also been indicated by him in principle 
but it has not yet been worked out quantitatively. 

On measuring showers in thin layers of matter there is a difference in relation to the 
geometrical proportion of the experiment; in the first place how many shower partic1es 
are counted and at what distance from the dispersing matter the counters are placed. 

In the past year these circumstances have been carefully studied in this laboratory (2). 
The results have shown in how far the numbers found can be made independent of the 
geometry of the measuring apparatures. 

In thin layers the production is proportional to the square of the atomie number. 
But the location and the height of the maximum of showers of varying number can 
only now be tested with the help of the theory of BRUINS. 

§ 3. There was however another problem to whieh we have given our special attention. 
When the number of the showers formed ·under thick layers is examined. it is seen 

that there must be a second process of a different nature. There is namely a second 
maximum. indieating that there must be a corresponding multiplieation phenomenon. but 
of particles of more penetrating power. For some time it had been suspected that this 
must be meson showers. So faro the phenomena found by different investigators. were 
greatly contradietory (3). 

The second maximum. first found by ACKEMAN and HUMMEL (4) under lead. lies at 
al:out 16 cm and was also found by us in an earlier investigation under iron at about 
21) cm. This was not at all confirmed by some investigators.while under some circum­
stances others found it. being so evident as to exceed even the fitst (ti) . 
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First of all we determined by three different methods that this maximum and a third 
maximum certainly exist (7). 

Secondly, however, these maxima proved always to be much lower than the first in the 
proportion of 3 to 4 times. But an even greater difference may be noted. The second 
maximum, which according to BOTHE and SCHMEJSER (6) consists of more penetrating 
rays, was thought to have less divergence than the showers of soft rays (electrons). 
In a systematic investigation, carried on for a considerable time, we found the opposite 
result. 

In this investigation we made an arrangement as shown in Figure 1. Four counters 
of 1 cm diameter are connected parallel, close under a layer of lead A, successively 

0,9 r--___ ,--___ ,--___ .,--___ -J:)-___ --,o,o3 

SpminpfO 

~ 
Spminp1° 
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0,3 --- 0,01 ---

O~ ______ ~ ____ ~ ______ ~ ______________ ~O 

I A=1,5cmP.b;B-0 

Ia A= '.5cm Pb; B =1 cm Pb 

Fig. 1. Showers under 1.5 cm Pb, 

' 1 SO QUlt 20° 
2 

]I A=25cm Pb;B= 0 
TIa. A = 25 cm Pb;B=1 cm Pb 

and Ia under 25 cm Pb, U and Ua in 
dependenee on their angle of devergence. 

1.5 and 25 cm thick. Under it at a distance a there are two counters of 1 cm, separated 
by 1 cm Pb. The distance a was varied from 30 to 7.5 cm and thereby the angle of 
rays from the scattering lead was varied from ZO-6° to 8°_26°. Above the lowest 
counters layers of lead were placed, varying from 0,5 to 2 cm Pb. in order to measure 
the absorption of the shower rays. Because the opening becomes larger as the distance 
is smaller, the numbers were divided by tlte value of the opening angle and in that way 
comparable figures were found for different spreading. For 1,5 cm Pb above the counters 
the figures are given in column 4, the same for a layer of 25 cm Pb in column 7. All 
observations were continued until at least 150 showers had been observed, so that the 
uncertainty was no more than 8 %. 
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TABLE I. 
Showers under thin lead, Al = 1.5 cm Pb and thick lead, A2 = 25 cm Pb at 

different angles of divergence. 

Divergence AI = 1.5 cm Pb I A2 = 25 cm Pb 

fJ a+fJ Sjmin Sjmin/lo Sjmin Sfminfl o 
max 1.5 cm Pb 

a 
2 25 cm Pb max 

2° 6° 4° 0.256 0 .065 0.062 0.015 4.1 
4° 12° 8° 0.49 0.061 0.12 0.015 4.0 
5° 15° 10° 0.72 0.072 0.22 0.020 3.6 
6° 18° 12° 0.93 0.077 0.24 0.020 3.9 
8° 26° 17° 1.51 0.086 0.54 0.030 3 .0 

The relative increase of the numbers with the angle of divergence are found in 
columns 5 and 8. It is seen that under the thick layer the divergence is greater than 
under the thin one, while further the proportion of the numbers is given in the 8th 
column. It is seen' that th is proportion decreases with the divergence. This is in accordance 
with our experience that the second maximum works out better for greater angles. It is 
contradictory to the result of BOTHE and SCHMEISER, but in keeping with the results of 
ot.her investigators, especially TRUMPY (8), and with our results given in § 7. 

TABLE 11. 
Àhsorption of showers under a thin and under a thick layer of lead at different 

divergences of the rays. 

a+fJ 
-2-

B 
cm Pb 

0 
0.5 
1.0 
2.0 

A A 
1.5 25 

cm Pb cm Pb 

1.00 1.00 

0.56 0 . 50 
0.24 0.37 

8° 

A A A 
1.5 25 1.5 

cm Pb cm Pb cm Pb 

1.00 1.00 1.00 

0.58 0.64 0.44 
0.32 0.29 0.22 

A A A A A 
25 1.5 25 1.5 25 

cm Pb cm Pb cm Pb cm Pb cm Pb 

1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 
0 . 50 '0 . 44 

0.45 0 . 38 0 . 52 0.35 0.33 
0.25 0.22 0 . 29 

Under a thin layer (1.5 cm Pb) the divergence is therefore Ie ss than under 25 cm Pb 
(Tabie I. Fig. I) and the hardness of the showers under the thick layers is not greater 
than under the thin layer (Tabie 11, Fig. 1) . TRUMPY (8) found lately that the hardness 
is even less under the thick layers and we found the same for a greater divergence. 

This is c1ear from Table 11 and Fig. 1. 

§ 4. In order, however, to distinguish between softer electron showers and hard 
meson showers, a separate investigation was made, in which four-fold coincidences were 
measured, but in such a way that the counters were placed two by two above each 
other, 10 cm, sometimes 15 cm Pb being inserted between them, Fig. 2 a. The experiments 
were made with four counter box es of 3 counters, parallel to each other with sensitive 
area of 840 cm2• 

In this way 3 different cases could be distinguished. IE between the two pairs of 
counters 10 cm Pb (B1 and B2) are inserted, it is certain that the two parts necessary 
for a four-fold coincidence must both have been mesons, for already at 5 cm Pb 1011 

eVolts is needed, according to HEITLER's theory, and if the energy increases in the same 
way for the penetration of thicker layers, we arrive at values which do not occur for 
electrons on the surface of the earth. 
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TABLE lIl. 
Absorption of soft and of hard shower particles under different kinds of matter in 

100 min area 840 cm2• 

BI en ~ 0;0 0; 1 0;2 0;3 0 ;4 0;5 0;10 

Open 57 40 40 28 30 28 22 
70 cm water 70 51 50 46 30 
28 cm aluminium 59 44 39 41 23 
33 cm iron 31 24 25 

I 
23 19 17 . 5 

15 cm lead 33 25 21 15 

By leaving the thickness of lead B1 10 cm between one pair, and then stating thc 
decrease which arises when the absorption layer between the other counters is varied 

a. b. 

E 
u 
o 
ID 

Fig . 2. Arrangement of the counters in order to distinguish between electron and 
meson show ers. 

a. Four-fold coincidences in 4 boxes each of 3 counters, each of 6 cm diameter 
and 47 cm long and afterwards 3 counters each 30 cm long and 4 cm diameter. 
b. Four-fold coincidences in four counters each 47 cm long and 6 cm diameter 

in two positions. 

from 5 to 15 cm, we finally obtain the absorption of the meson particles in the showers. 
This is given in Fig. 3 and Table IV. The number is seen to have decreased very little. 

When one takes B1 10 cm Pb, varying B from 0 to 5 cm the absorption is seen to 
be much greater. The additional showers which · are obtained are showers in which one 
particIe must be a meson, but in which the other is most probably an electron. Vide 
Table V. 
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TABLE IV. 

BI and ~ 10: 0 10: 1 10 : 2 10: 3 10 : 4 

Open 
Water 
Aluminium 
Iron 
Lead 

22 18 15 13 
30 24 21 
27 22 20 20 
17.5 13 13 
15 13 

30 

%omin 
25 \ 

4" ~\ 
X • .9. r. ' 20 

15 

]". ' .-. ,"-
~){: ". '. "-\ ". '0. 

~'" '. "0 'x .... -- . -9 '- ". I" . ...... .. .... 
.... ..:.. . ' ... I 10 

~ .... -

10 : 5 10: 10 

11 10 
16 12 
14 9 . 1 
10 9 
11 8.8 

-._.~ 

.. .. ............ 
5 

0 

0 5 t 0 cm Pb. 15 

X Open 
0 H20 

• AI 

0 F. 
A Pb 

10 : 15 

7.3 
12.6 

6.4 

Fig. 3. Decrease of meson showers and mixed showers under air, water, AI, 
Fe, Pb by absorption in lead from 0--5 and from 5-15 cm. The uncertainty 

is given for 4 values, but for all the values it is less than 8 %. 

TABLE V. 
Decrease of soft showers and mixed showers by 1 cm Pb, number in 100 min. 

10: 0-10: 0 10 : 1-10 : 0 
0 : 1-10; 0 

0 : 10-10: 10 1: 10-10: 10 
1: 10-10: 10 

0 ; 0-10 : 0 0 : 10-10: 10 

Open 35 18 0 .52 12 8 0.67 
Water 40 21 0.52 18 12 0.67 
Aluminium 36 21 0.58 22 13 0.59 
Iron 13.5 6.5 0.48 8 . 5 4 0.50 
Lead 18 10 0.55 6 . 2 4.2 0.68 
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These are processes in whieh the meson throws off an electron from the atomie con­
nection, the processes In whieh the secondary electron rays are formed. These processes 
have been observed under thiek layers of different material. water, aluminium, iron and 
lead, in order to attain the condition of saturation (Fig. 4) . 
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''1~ 

o 2 3 cm Pb. .s 
Fig. 4. Decrease of electron showers under thiek layers of air, H20, Al, Fe 

and Pb in lead from 0 to 5 cm. 

That there are here electrons is apparent from the fa ct that the decrease by 1 cm Pb (B2) 
is of the same value, being only little less than that in soft showers. This is seen from 
the figures in Table V , where in column. 2 the soft showers found are given and in 
column 3 the cases in whieh 1 cm Pb is placed in one of the two ways whieh must be 
taken by the showers particle; column 4 shows the percentage of the showers left after 
acsorption by 1 cm Pb. 

The same is given for the mixed showers in columns 5, 6 and 7. From this it is clear 
that in this case the remaining particIe is not a meson but an electron, although the average 
energy is a Iittle greater than in the first case. 

So in this case we are confronted by a coincidence, in which there is certainly one 
meson and certainly one electron. A number of such cases is known from WILSOII:-chamber 
photographs, namely that an electron rich in energy is produced by a meson (9). When 
further we deduce the number of coincidences found with Bi = 10 and B2 = 0 from the 
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number wlth B1 = 0 and B2 = O. there is left the number of showers consisting of soft 
rays i.e. electrons. The decrease of the number In both cases is given in Table V . fig. 4. 

H20 AI Fe Pb 
1.2r--.---.r-------.----.--.--.----~ 

s/. 
/mln 

0.8~------~~~--r-----~~----~ 

0,4 t-------+--------+~---""'"""~------~ 

0 
0 8 16 24 de 32 

0 elec~ronen 
6 gemengd 
0 mesonen 

Fig. 5. Decrease of electron showers. mixed showers and meson showers with 
decrease of the electron density of the material: water. Al. ,Fe. and Pb. 

§ 5. The measurements were all taken under thiek layers of different matter. We see 
that the number of showers under thiek layers decrease~ with the electron density and here 
we have the same phenomenon as when we measured the number of secondary rays 
(electrons) with regard to the number of mesons by whieh they are produced (10) . The 
production is. indeed. proportional to the electron density. but the absorption in the material 
itself Is proportional to the square of the atomic number and consequently. in condition 
of saturation under thick layers. the number of showers under the material will decrease in 
proportion to the atomie number. 

The number of coincldences found. in whieh at least one meson and one electron are 
comblned. is less rapid wlth the electron densi~y of the dispersing mateTia!. Here is. 
however. an irregularity. natnely that wlth lead the number is greater than wlth iron and 
this irregularity was tested several times and therefore seems to be rea!. 

TABLE VI. 
Number of showers observed under different layers with different absorbing layers. 

per 100 min. 'area 360 cm2• 

BI ~ BI B2 BI ~ BI B2 
0 0 o 10 5 10 1010 

Air 29 16 8.8 4.5 
70 cm H20 60 22 10 6.9 
28 cm Al 56 20 10 6.2 
33 cm Fe 17 9 4.9 3.5 
15 cm Pb 18 12 6.1 3.8 



895 

In order, however, to measure this with certainty a measurement was repeated with 
another set of four glass counters, this time in quicker succession, the different layers of 
material being exchanged in order to prevent i'nsufficient constancy of the circumstances 
during the continued measurements necessary for the absorption. The sensitive area of 
these counters was 360 cm2• It was seen that in the proportion of the hard meson showers 
the number had decreased approximatel,y in the same proportion as the sensitive area, the 
proportion for the narrower areas being more favourable for the soft electron showers. 
This means th at in the meson showers there is greater divergence than in the electron 
showers. This was confirmed in a further investigation, which will be described lower. 
The figures found are given in Table VI and these values were obtained from a number 
which was always greater than 150, so that the uncertainty was less than 80/0' The 
values of table VII were deduced from these data and figures were found for AI, Fe, 

TABLE VII. 

Number of electron showers (5), combined showers (5 & H) and meson showers 
(H) under different Iayers of matter of great thickness. 

5 H&5 

Air 0.13 0.115 

70 cm H20 0.38 100 0.15 100 
28 cm AI 0.36 95 0.138 92 
33 cm Fe 0.08 21 0.055 37 
15 cm Pb 0.06 16 0.082 54 

H 

0.045 

0.069 100 
0.062 90 
0 .035 50 
0.038 55 

5 
H 

4 

5.5 
6 
2.3 
1.6 

I 

I 

H&5 
-P-

2.5 

2.2 
2 . 3 
1.6 
2.2 

and Pb with regard to water. From them is seen the decrease, as the electron density in 
the material in which they are produced, increases. 

§ 6. In figure 6 a separate series of figures is given under iron of varying thickness, in 
order to state the influence of the thickness of the producing layer of iron. ~t is se en that 
the number decreases to a greater extent with the thickness than would agree with the 
decrease of the entering mesons, except that with the greater thickness there is an 
irregularity which appears to be greater than onl,y the uncertainty of the observations 

60r-________ .-________ .-______ ~ 

5/ . 
/fOOmln.t-__ 

40 ? 
I--------l 

30r-------~r---------~-----~1~ 

20~ ______ ~ ________ ~ ________ ~ 

o 20 40 cm Fe, 60 
Fig . 6. Meson show ers under thick layers of iron. 



896 

§ 7. In order to investigate the spreading of the two species of showers an 
arrangement waS made as shown in fig . 2 b. We measured under 70 cm of water, the 
number was determlned when the counters were only separated by 1 cm Pb, and secondly 
when p1aced at a distance of 6 cm. The results of the two series of measurements for soft 
and fpr hard showers given in table VIII clearly show that the divergence of the meson 

TABLE VIII. 
Comparison of the divergence of electron and meson showers. 

Electron showers (no lead between the counters) . 

I min. I number S/mln. 

1°_12° 

1

1841 

1 

975 0 . 53 1.00 
6° _18° 1362 i99 0.37 0.70 

For hard showers (10 cm lead between the counters) . 

1°_12° I 2757 I 187 

I 
0 . 068 

I 
1.00 

6°_18° 7593 i07 0.055 0.80 

showers is greater than of electron showers. This might be expected on the ground of the 
theory, but af ter BOTHE and SCHMEISER thought they had found the reverse, 
WENTZEL (11) investigated what modification must perhaps be made in order to bring 
the theory in agreement with the phenomena. Therefore it does not seem necessary to 
inslst in this modification. 

We will not, as some authors have done, from the decrease of the number of particles 
with the thickness of the absorbing layer, determine an absorption coefficient with the 
aid of an exponential absorption formula (12). When one knows the 10ss of energy of 
the particles in dependence on the energy, the spectral energy distribution of the entering 
particles may be deduced from the decrease of the number in layers of increasing 
thickness (9) . This is easy in the case of heavjY particles because the ]oss of energy 
varies very Httle with the energy. In the case of known formulas which have been. tested 
In experiment, one should take into consideration the dependence of electrons on energy. 
For the soft primary rays produced by mesons the distribution is seen not to be 
exponential, but a proportional to E-n, the value of n but Httle differing from 1 (10). It will 
on~y be possible to make a rough estimate in the case of the smal I number of shower 
particles, which can be measured. 

In any case, however, it will only be possible to find the decrease of the electrons and 
the mesons together in th in layers of lead or iron and that of mesons only in thick layers. 
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Botany. - The shape of cells in homogeneous plant tissues. 11. G. VAN 
ITERSON Jr and A . D. J. MEEUSE. 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

4. Suppositions, concerning physical causes of the formation of the 
cubo-octahedral cellform. 

We have communicated that as early as 1807 MIRBEL suggested that 
the cells assume their polygonal shape. owing to the fact th at originally 
they are roundbodies. flattening each other during their growth. 

The idea to connect the form of thecells wÏ'th the shape which plastic 
spheres assume. when assemblages of them are compressed through 
pressure on all sides. or when assemblages of inflatable spherical bodies 
are freed from their interstices by inflation in an enclosed space. has also 
been discussed by later investigators. 

We shall first ·discuss the theoretical side of the problem. 
When the faces with which the spheres on compression from 'all sides 

of the assemblages. or on inflation in an enclosed space. touch and flatten 
each other. cannot slide over each other. the form of the resulting bodies 
will he entirely ,determined by the method of stacking. An assemblage of 
equal spheres wherein the spheres are placed in the corners of a cubic 
partitioning of space will produce cubes. and an arrangement according to 
the closest packing of equal spheres produces rhombic dodecahedrons or 
extended rhombic dodecahedrons (depending on the position of the spheres 
in the successive plane layers of the stack) 1). The way how to pack equal 
spheres in order to produce on compression orthic tetrakaidecahedrons was 
calculated for LEWIS by Prof. WILLlAM C. GRAUSTEIN (11); the spheres 
in the separate plane layers must be placed in squares. but with interstices 
between the .neighouring spheres equal to 0.31 X the radius. the spheres 
of a superior layer must rest on four spheres of a lower layer. 

Experimentally the proof of the correctness of these considerations 
cannot easily be fumished. It is difficult to cause uniform pressure on all 
sides of an assemblage of spheres anditis not easy to find bodies inflating 

1) As early as 1897 W. BARLOW (A mechanical cause of homogenuity of structure 
and symmetry geometrically investigated. etc .• Scient. Proc. Roy. Dublin Soc. 8. 527-540 
(1893-1898)) pointed out the circumstance that an assemblage of equal spheres in dosest 
packing may be constructed in different ways. the centres of the spheres forming point 
systems with different symmetries. B. G. ESCHER (Over de regulaire en hexagonale dichtste 
bolstapelingen en de deformatie hunner bollen tot dodecaëders tengevolge van compactie. 
these Proceedings 43. 1302-1310 (1940)) lately discussed the bodies which are formed 
on allsided compression of such arrangements until there is no space left between the 
spheres. Such bodies are rhombic dodecahedrons and extended rhombic dodecahedrons 
(for the latter see Fig. ld in the first part of this communication). 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 58 
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equally in all spatial directions. Some investigators have caused peas to 
swell in an enclosed space, in imitation of a famous experiment by G. L. L. 
DE BUFFON (2). One of those who tried th is was R. GANE (6) but he was 
not successful. neither withglobes of dough, which he caused to expand 
by fermentation. F. T. LEWIS (20) informs us th at after an experiment 
with peas, which were made to swell in a brass cylinder, he found an 
average number of 12.13 faces on 200 peas, and in another experiment 
with 400 peas the a'Verage was 12.14 faces. When he considered that some 
faces were bounded by intercellular spaces he came to the occurrence of 
averagely 12 contact faces for one pea with other peas. This result was tó 
be expected if the peas were indeed placed af ter a closest-packing-arrange­
ment. Vet - for reasons which will be given later - LEWIS calls this 
experiment .. unfortumate". 

Some investigators have compressed stacks of equal spheres of plastic 
material unilaterally. GANE (6) used for this purpose spheres of plasticin, 
which he wbbed with talc powder and compressed in a cylindrical tumbler, 
in which he first shook them gently. Here hodies were obtained with lateral 
faces the num:ber of which varied between 12 and 14. Yet we cannot attaoh 
great value to GANE'S experiments, seeing th at he also compressed equal 
plastic globes packed as closely as possible in a rectangular space in which 
experiment he did notget rhombic dodecahedrons, but bodies approaching 
the orthic tetrakaidecaihedron. We 'have repeatedly made the salIne 
experiments and we did get rhombic dodecahedrons or extended rhombic 
dodecahedrons. On unilateral compressure of equal spheres these bodies 
naturally di'd not possess edges of uniform length, but on compression of 
ellipsoid bodies the resulting ,bodies had th is property. The main fact is 
that from different stacks of equal spheres bodies with perfectly flat lateral 
faces and with straight edges are obtained 'and further it is of importance 
that on the resulting bodies right and acute angles may be observed and 
that each body may show more than 3 edges meeting in the same vertex. 
In the compressed plastic matter these figurations are perfectly stabie. 

These details exclude the explanation of the tetrakaidecahedral cell 
form with curved edges and curved {aces as a result of compressure of 
originally spherical cells in closest packing and even in a packing af ter 
GRAUSTEIN. 

A short time agoJ. W . MARVIN made some very careful experiments 
concerning the compression of lead shot in cylinders. A provisional com­
munication (22) appeared in 1937 and this is the treatise which confused 
LEWIS, making him attdbute his own observations of swollen peas to an 
unfortunate experiment. MARVIN found an average number of lateral faces 
of 14.17 in shot which had been placed arbitrarily in a cylinder and had 
been compressed in it in such a way that all intervening space had dis­
appeared, the shot located peripherally in the cylinder being omitted on 
counting the faces. This figure strikingly approaches the average value 
which LEWIS found for the number of lateral faces of the cells of elder 
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pith, and led him to doubt whether shot in the dosest packing produces 
rhombic dodecahedrons on compression. 

Since then, in 1939, MARVIN (24) ma,de detailed communications about 
his experiments. Among others he gives pictures of the result of shot 
compressed when packed ' in the dosest way, rightly mentioning that in 
that case rhombic dodecahedrons are obtained. Furhher he investigated 
statistically the frequency distribution of the various lateral faces of com~ 
pressed shot which had been poured into the cylinder without any pre~ 
cautionary measures. There is no doubt that the deviations from the 
rhombic dodecahedron Ïill the latter case are to be ascribed to the fortuitous 
arrangement of the shot in this case. It shouId be borne in mind that even 
if the bottom layer was placed in such a way that each sphere touched 6 
neightbours the arrangement of the shot in the next layers generally would 
not be the dosest possible, as for that purpose the shot of the second layer 
shotild fall Ïil1 fixed hollows of the first layer (these hollows are determined 
ós soon as one of the shot of the secund layer has found a place in one of 
the hollows of t-he :bottom layer) . The compressure of spheres in a fortuitous 
arrangement never can lead to 'a homogeneous assemblage. So in our 
opinion the agreement of the average number of the lateral faces of 
compressed shot Ïill these experiments with the average number of the 
lateral faces of cells in homogeneous plant tissues is of no account. 

Therefore I shall not discuss the certainly 1nteresting experiments of 
E. B. MATZKE (25) who eompressed mixtures of large and small shot in 
different proportions until the air ,in between had disappeared. It will be 
dear that averagely there were produced more lateral faces on the large 
shot than on the smalI. 

Af ter what has been said aoove élJbout the occurrence of tetragonal faces 
in cells in uniform tissues with sides curved outwards, and about the 
occurrence of corresponding faces in bodies of membranes of a solution of 
soap in a homogeneous soap~froth, one might be inclined to consider the 
shape of the cell as the result of the action of surface tension. 

It would be superfluous to recall the fact that there has been a time 
when surface tension was indeed connected with the position of eell 
walls with respect to each other. L. ERRERA (4) and afterwards his 
collaborator E. DE WILDEMAN compared the perpendicular position of 
newly formed cell walls on those present before, and the cell structure of 
mature tissues with respectively the position of membranes of a soap 
solution against a moist solid wall and the position of membranes in soap~ 
froth. Meanwhile the conception that in juvenile as weIl as in mature tissues 
the surface tension is the causal force of the arrangement of the cell walls, 
bas been wrongly ascribed to ERRERA. As a matter of fact the investigator 
referred thebotanist NOLL to an experiment of MACH, when at a congress at 
Wiesbaden-where ERRERA read a paper on ûhis subject- NOLL remarked 
that from their origin cell walls should be eonsidered as asolid and not 
as a liquid matter. From MACH'S experiment, which will be discussed 

58* 
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later. it appears that stretched rubber membranes - which are solid -
may behave to a certain extent like membranes of a liquid. Yet ERRERA is 
himself guilty that people had a wrong impression of his conceptions. for in 
some of his publications he did not a'Void the suggestion that the surf ace 
ten sion plays a part at least in determining the position of juvenile cell 
walls. This can be made clear from the following quotation. which will be 
of interest in our subsequent considerations. "In mature plant tissues the 
passive tension of the cell wall through turgor replaces active surface 
tension. Grouping according to angles of 120° is therefore maintained. or 
is even reached owing to later shiftings in cases wh ere originally angles 
of 90° occurred!" 

G. BERTHOLD (1) formulated the ·difference hetween the arrangement 
of juvenile eell walls and that of walls in older cell tissues thus that ,during 
the development each cell wall tries to become "a plane of minimal area" 
and t:hat in mature tissues the "assemblage of cell walls in its entirety" 
tries to fulfil the requirements of the principle of the minimal area. For 
that latter purpose. he thinks. "the eells willlater sHde over each other and 
be deformed". BERTHOLD is very certain in his opinion that even the 
juvenile eell wall should not be considered as a liquid lamella and he tries 
to account fort:he perpendicular looation of the young wall on the older 
ones by a tendency to equal division of space of the mother cell over the 
daughter cells. 

It is well~known that in his hook mentioned before D'ARCY W. 
THOMPSON enumerated in stances Ïill which the location of the cell walls 
according ,to BERTHOLD's principles may he observed. From the recent 
studies of R. SOUÈGES (30) on the development of vegetabIe embryos other 
instances may he taken. 

Later inrvestigations about the development of young cell walls and their 
deformations after the embryonic stages entirely exclude activety of surface 
tension in the formation of the cubo~tahedral shape. This does not take 
away from the fact that ERRERA' s reference to the experiment of MACH 
and his observations on the activity of turgor as a deforming action on cell 
walls have not lost their significance. Therefore I wish to call the attention 
to that experiment. It was described tby MACH (28) ata congress in Prague 
in 1868. Over the edges of a regular Itetrahedron rubber membranes were 
stretched. af ter whioh the space endosed by those membranes. into which 
a metal tube entere<i, was exhausted. The membr,anes then contracted to 
the same figure as the membranes of a solution of soap assume when a 
wire tetrahedronis immersed in a such a solution. 

K. GIESENHAGEN (7) enclosed rubber balloons in glass vessels and then 
exhausted the space round the spheres; the rubber spheres then expended 
and flattened eaoh other; the partition walls showed positions agreeing 
with those of cell walls in certain tissues. It was necessary. however. to 
moisten the balloons with paraffin oil, so that they could slide over each 

other. 



G . VAN ITERSON Jr and A . D. J. MEEUSE: TH E ~HAPE OF CELL~ IN 

HOMOGENEOUS PLA NT T ISSUES. 

Fig . I. 
Transverse section of the cortica l parench yma of a 

root tuber o f A spara.<7us Sprel1!lcri . Magni f. 50. 

Fig. 3. 
A tetragonal face with curvcd sides and pa rts of 
four adjacen t hexagonal faces of a cubo-octra hedra l 
ce ll of the cortica l pa renchyma of a root tube r of 

A spara.9l1s Spren.9cri . Mag nif. 200. 

Fig. 2. 

Oblique sec tion of the same tissue with many 
te tragonal faces. Magn if. 50. 

Fig. 4. 
The tetragona l plane fac e with curved sides 
and the adjacent faces fo rmed in the centre 
o f a rectangular prisma tic wire model ( the 
sides of which we re 10.2 cm. 8 cm and 
10. 2 cm). Th e faces of the model were entirely 
covered wi th plane rub ber shee t. then it was 
ex hausted by an a ir pump for which purpose 
a small tube entered the enclosed room to the 
centre (this tube is to be seen in the photo­
g raph) . All the fa ces in the ex hausted model 
a re formed by two membranes. The model 
was illumina ted from the back side. w hich 
ca uses the contrast between the tetragonal 

face and the other fa ces. 

Proc. Ned. Akad. v. W etensch .. Amsterdam, Vol. XLIV. 1941. 
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MACH'S experiment may be repeated with other wire figures, for instance 
with the rectangular prism that Sir WILLJAM THOMSON used to demonstrate 
the tetragonal plame faces with curved si des of the cubo~octahedron with 
minimal area (see figure 2 in Part I of this communication ); the rubber 
membranes in the centre of the prism assume a tetragonal shape with 
curved sides (see fig. 4 on the plate), which entirely corresponds with the 
shape observed in the experiment of Sir WILLIAM THOMSON with mem~ 
branes of a solution of soap. 

Now it may be assumed with ERRERA that in plant tissues the ten sion in 
the cell walls is caused by the turgor pressure of tJhe eells. Further, a hypo~ 
thetical explanation might be given of what happens in the development 
of a homogeneous cell tissue with cubo~ctahedral eells with curved edges. 
It may namely he imagillled that the cell walls under the influence of their 
ten sion take up such a position ongrowth that in total they assume a 
minimal area and théllt if they do not attain that 'position without changing 
their mutual arrangement, they will slide overeach other in such a way 
(remember the paraHin oil m GIESENHAGEN'S experiments) that they 
attain that position subsequently. 

5. The significanee of the originallocation and of the growth of the ceLl 
walls for the arrangement of the walls of the mature tissues. 

Originally the senior author of th is treatise aetually thought that the 
explanation of the occurrence of the "body of Thomson" as the ideal cell 
form in homogeneous tissues was indeed that juvenile cubic cells, or juvenile 
cells of a rectangul'ar or a hexagonal prismatic shape, when expending by 
their growth to matul1ity, slide over each other, ehanging their position, 
until the walls of each cell have abtained the minimal area, possible with 
the eontents of the eells . 

. Meanwhile it is true that the possibility of the cell walls sliding over 
each other ,has of ten been assumed, but it has also repeatedly been doubted. 
A dissertation has appeared by A. D. J. MEEUSE (26) in which "the 
problem of the sliding growth in plant tissues" has once more been 
thoroughly studie·d, and from th is it can be seen that in plant tissues such 
growth is out of the question. All the cases in which such growth was 
assumed may be interpreted differently. The exceptional cases in which 
cells get into contact with cells with which originally they had no contact 
must - as is proved by this investigation - be interpreted otherwise than 
by sliding of a eell wall over other cell walls. 

In consequence one may expect the 14 fac·es of contact of the mature 
cell with neighbourilllg cells in homogeneous tissues to be present from 
the very beginning, that ,is to sayfrom the moment the eells had been 
formed through division of other eells. Thisis actually seen to be the 
case in the investigation of meristems from which homogeneous plant 
tissues develop. In those meristems the juvenile cells are hexagonally 
prisma tic, rectangularly prisma tic or cuhic iIll shape and in that form they 
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are already hounded by 14 other cells. The cubo~octahedron develops wh en 
12 out of those 14 faces take up another position when the cells increase 
in size, namely a position oblique to that of the original one. Two of the 
faces, those namely which may be considered as upper and lower, or as 
anterior and posterior faces, only move parallel to themselves. During this 
development all the edges and eight of the lateral faces of the cell body are 
curved. The change in the shape of the ce lis takes place in such a way 
that the ratio of the contents to the area increases; this mayalso he 
formulated hy saying that the cell approaches the spherical shape more 
than would he the case if all the walls had remained plane and the edges 
straight. 

The opposite of the process decribed may be easily pictured, by placing 
a cubo~octahedron (with straight or with curved edges) of plastic material 
with a hexagonal face on a horizontal plane, imagining the body stretched 
vertically in such a way that the six .double broken edges connecting the 
corners of the top and bot tom faces of the cubo~octahedron are changed 
into straight edges, ,the body th us becoming a hexagonal prism. By 
horizontal stretching this prism may be changed into a rectangular prism 
and from that by stretching or compression in two perpendicular directions 
a cube may be obtained. IE the same is imagined to happen to all the cells 
of a homogeneous tissue of cubo~octahedral cells the walls will not slide 
over each other; the hexagonal prisms, the rectangular prisms and the 
cubes that are the result of the deformation will then have 14 contacts with 
neighbouring prisms Ol; with neighbouring cubes. 

On studying juvenile tissues from which homogeneous tissues develop it 
is seen that they must be counted among the column~ or platemeristems in 
the sen se of O. SCHÜEPP (29). As an example we refer to the pictures of 
longitudinal and transverse sections of the meristem of the pith of Juncus 
effusus, occurring in a puhlication by R. A. MAAS GEESTERANUS (21) , in 
these Proceedings. lts cells are hexagonal prisms and in the not too juvenile 
part of the meristem they form vertical columns of cells, owing to the fact 
that almost exc1usively transversely placed partition walls are formed; each 
cell therefore touches one cell a:bove an.d one under itseH. Besides, these cells 
have contact sideways with twelve other cells. The same arrangement is 
found in the columnmeristem from which the cortical parenchyma of the 
tuber of Asparagus Sprengeridevelops . 

When these cells are inflated hy turgor pressure, which will cause 
tension in the cell walls, then on growth of the cells the result will be the 
development of "bodies of Thomson", or of bodies which may be derived 
from them. 

It is not necessary to assume that the bounding faces from the very 
beg inning possess surfaces which bear the same ratios to each other as the 
faces of the "body of Thomson" do. When for instance one of the 
partitional faces is proportionally too smalI, there will on inflation he 
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greater tension in it than in the other faces 1). As aresuIt the face in 
question will be more stetched and by growth will more increase its surface 
than the other faces do. Wh en the inflation is continued long enough, 
and when the increase of the contents of the cell is equally possible to all 
sides, the influences discussed here will cause the curving of all the edges 
and of eight of the faces characteristic of the "body of Thomson", and 
the ratios of the surfaces of the bounding faces occurring in this body will 
also be attained. 

From what has been said it folloows that the shape of the cells in homo­
geneous cell tissues is determined for the greater part, though not entirely, 
in the meristem. In order to account for the occurrence of the "body of 
Thomson", the arrangement of the new cell walls in the meristem has 
therefore to be considered. I shall restrict myself here to a columnmeristem 
constructed from hexagonal columns. If the cuho-octahedral cell form is 
indeed preformed in this meristem, the arrangement of the cell walls in one 
of the ceUs forming such a column,and that of some of the walls of adjacent 
celIs, must be approximately as pictured in fig. 5 (in th is picture is found 
a perspective view of the cell and moreover it is folded out in ,the plane 
of drawing). 

:JC 

2a 2a 2C 

1 

A B 

Fig. 5. 
A. Hexagonal prisma tic meristimatic cell in contact with 14 others. B. The same 

cell. all fa ces folded out in the plane of drawing. 
The horizontal walls are numbered in the order in which they are supposed to 
be deposited; the walls 2a, 2b, 2c and 3a, 3b, 3c are horizontal walls of neigh­
bouring cells; the walls indicated by 2a, 2b, 2c are supposed to be formed 
simultaneously or nearly simultaneously and the same holds good for the 

walls 3a, 3b, 3c. 

If it is assumed that the youngest part of the meristem is found at the 
top of our picture, it is plausible that the horizontal cell walls have 
developed in the order indicated by the figures hy the side of the walls. 
In order to explain why the arrangement of the horizontal walls comes 
about as is shown in our picture, the theory may he brought forward -

1) This becomes clear when one imagines aregular, hexagonal network of equally 
thick and equalily tautly stretched rubber threads, and one of the sides of a hexagon 
shortened. 
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very plausible in the light of newer investigations - that for the formation 
of cell walls a certain substance is necessary which is supplied from the 
ol der part of the meristem, but which is consumed in the formation of 
the wa 11 1 ) . IE at first only wall 1 is imagined to be present and new cell wall 
forming substance is imagined rising regularly , it is more likely that the next 
cell wall will not be formed within the cell pictured, but in an adjacent cello 
IE for instance the formation of cell wall 2a follows ,that of wall 1 it will he 
most probable, owing to the consumption of the substance in cansequence 
of the formation of the new wall, that other new cell walls are formed in cells 
not located in the immediate neighbourhood of wall 2a. Thus it may he under­
stood that wa lis 2h and 2c are formed about simultaneously with wall 2a. 

IE following the deposition of the wa lis 2a, 2b and 2c wall-forming 
substance is imagined to ri se with the same regularity, then, owing to the 
consumption of the substance by the walls which are in course of construct­
ion, it will be the turns of walls 3a, 3b and 3c to be formed. It stands to 
reason that on further supply a new wall in the completely pictured cell, 
so wall 4, will next be formed. 

In a "platemeristem" similar circumstances may account for the pre­
formation of the cubo-octahedral cells, here all-sided supply in the plane of 
the substance introducing the formation of the cell wall must beassumed. 
In a "columnmeristem", constructed from columns of cubic cells, we are 
probably confronted with a case intermediate between a columnmeristem of 
hexagonal columns and a platemeristem. 

Although these considerations are of a purely hypothetical nature, they 
may serve to make it clear that simple circumstances in the meristems may 
cause the arrangement of the cell wa lis according to the scheme discussed. 

We will bring forward' that these considerations likewise explain the 
occurrence of cell shapes deviating from the cubo-octahedron, which 
exceptional shapes occur in great numbers even in highly uniform tissue. 
Slight disturbances in the supply of the substance, which determines the 
deposition of the new cell walls, may cause such modifications that they 
cannot be eliminated by the subsequent regulating activity during the 
further development of the celI. descrroed in the foregoing pages. 

For several of the subjects discussed we finally refer to A . D . J. MEEUSE's 
dissertation, published lately 2). 

Delft. Laboratory of Technical Botany 
of the University College of Technology. 

1) Naturally nucleus division preceeds the formation of a new wall ; properly speaking 
we should therefore say: the supply of a substance causing nucleus division, but in order 
to simplify the trend of thought we indicate it as a substanee necessary for the formation 
of a new wal!. 

2) In some respects the considerations exposed here differ from those of MEEUSE; this 
applies especially to those at the end of this communication. It is to be regretted that 
MEEUSE has not distinguished between the "body of Thomson" imd the "orthic tetrakaide­
cahedron" (see his dissertation page 61). which makes misunderstandings possible. The 
above communication may help to remove those. 
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Mathematics. - Ueber die Figur dreier Ebenen im R5. Von R. WEITZENBÖCK. 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

Drei zueinander windschiefe Ebenen des fünfdimensionalen Raumes R5 bestimmen 
ein System von 001 sokhen Ebenen. die eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit dritten 
Grades M 33 erzeugen. Im binären Gebiete dieser 001 erzeugenden Ebenen der M33 stellen 
die drei gegebenen Ebenen El. E2 und E3 eine binäre kubische Form dar. deren Kovari~ 
anten neue 'erzeugende Ebenen zugeordnet sind. 

Es wird im Folgenden der Zusammenhang Ietztgenannter Ebenen mit den linearen. zu 
den drei gegebenen Ebenen gehörigen. kovarianten Ebenenkomplexen des R5 aufgedeckt. 
Am Schlusse zeige ich. dass die 001 erzeugenden Ebenen der M33 die Doppelebenen der 
in der Schaar .(1 El + ).~ E2 + .(3 E:!> enthaltenen Ebenenkomplexe sind. 

§ 1. 

In den drei paarweise windschiefen Ebenen I, 2 und 3 mit den Gleichungen 

seien Al. A 2• A3. B1 • B2. B3 und Cl. C2. C3 je drei Punkte. Davon wählen wir Al, A2. A3 
willkürlich. Wir verbinden AI mit der dritten Ebene 3; der Verbindungs~R3 schneidet 
die zweite Ebene in Bj. Die Gerade Ai Bj trifft dann die dritte Ebene in Cl ' Diese 
Konstruktion ergibt 

(1) 
und 

(2) 

wobei A23 die Invariante 

bedeutet. Wir setzen 

Nach (1) haben wir, wenn 21 und 22 mit 2 äquivalent sind: 

und dies lässt sich umformen auf 

Setzt man analog zu (1) 

(6) 

und hierin BI von (1) ein. so ergibt sich 

.Ai = 1 (t2 233
) (22 AI 33

), 

oder, nach Umformung der rechten Seite: 

Ai=-tA23A31.Ai. (7) 
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§ 2. 

Wir nehmen jetzt auf den drei Geraden Ai Bi je einen Punkt Ai + fli Bi an; ihre 
Verbindungsebene hat die Gleichung 

Sie ist dann und nur dann erzeugende Ebene der dureh die drei Ebenen bestimmten M33 , 

wenn sie von allen Treffgeraden dieser drei Ebenen gesehnitten wird. Diese 002 Treff­
geraden sind dureh AB gegeben mit 

A=ÀI AI +À7A2+À3A3 ' B=ÀI BI +À2 B2+À3 B3' 
AB trifft die Ebene (8) wenn die Determinante 

(AI + fll BI ,A2 + fl2 B2 , A3 + fl3 B3 , ~ (9) 
ÀI AI + À2 A 2 + À3 A3 , ÀI BI + À2 B2 + À3 B3, X) ~ . 

für jedes X und jedes ). i versehwindet. 
Wertet man (9) aus und setzt die Koeffizienten von ).i ).k gleich Null. so ergeben sich 

die Gleichungen 

(p.3 - fl2) . [(AI A 2 A3 B2 B3 X) + fll (BI B2 B3 A 2 A3 À.)] - 0 ! 
(fll - fl3) . [(AI A 2 A3 B3 BI X) + fl2 (BI B2 B3 A3 AI X)] _ 0 . 

(p.2 - ft.) . [(AI A 2 A3 BI B2 X) + ft3 (BI B2 B3 AI A 2 X)] _ 0 

(10) 

Dies muss identiseh in allen X geIten. Wegen (Al A2 A3 BI B2 Ba) =1= 0 sind die seehs 
Räurne (Al A2 Aa B2 Ba X) = 0 u.s.f. von (10) linear-unabhängig und es folgt 

d.h. aus (8) wird 

oder, entwickelt: 

(AI A 2 A3 n3) + fl· [(A2A 3 BI n3)+(A3 AI B2n3)+(AI A2 B3n3)] + ~ (11) 
+fl2, [(AIB2B3n3)+(A2B3Bln3)+ (A3BIB2n3)] +fl3 . (BI B2B3n3)=0. ~ 
Hier wird der erste Term naeh (3) 

(AI A 2 A 3 n 3)=t (P n 3)=t EI' 
Beim Koeffizienten von fl in (11) ersetzen wir Bi dureh die Ausdrüeke (1) und formen 

(12) 

urn, indem wir Al in den ers ten Klammerfaktor bringen. Hierdureh wird dieser Koeffi­
zient zu 

(AI A 2 A3n3) (23 33)-3 (AI A2 A3 2n2) (22n 33)= 

=t (13 n3) . A 23-i· (13 n2 2) (22n 33)=tA23 EI-i 11"23=-i !"123; 

denn es ist 1 ) 

/."23 = 1,,123 + tAl" A2J' 
Beim Koeffizienten von fl2 in (11) ersetzen wir zuerst Ai dureh A;; na eh (7) wird dann 

(AI B2 B3 n3) = - A 9
A 

(Ar B2 B3n3), 
23 31 

1) Vgl. die se Proeeedings 35 (1932), p. 1029, Formel (12). 
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also nach (6) 

und hier kann man dieselbe Umformung wie bei (12) ausführen und die drei Bi im ersten 
Klammerfaktor vereinigen. Man erhält 

- _9 __ I A\3 (BI B2 B3 n 3) - 3 (BI B2 B3 1 n 2) (1 2 n 33) I, 
A 23 A31 

a1so nach (5): 

Somit kommt sta tt (11), wenn wir den Faktor i weglassen: 

Nun ist 

/"'213 = /"'123 + t (A13 A"'2 + A32 A"'I + A 21 A"'3) 

J"'m = /"123 + -Ir (A 23 EI + A31 E 2 + AI2 E3) . 
und wenn wir die in allen vier Indizes symmetrische Komitante 

8 = 8 123", = T~ I Jm'" 
= /"'123 - i A"'I A 23 + is- A"2 A31 -is A"3 A 12 

8 = 8m ", = /"123 + i A 23 EI - is A31 E2 + is A J2 E3 
einführen, 50 wird 

/"'123 = 8 - i A 23 EI + i~ A31 El - is- A I2 E3 

/"213 = 8 - T~ A 23 EI + i A31 El + -i~ A I2 E3' 
Damit erhält (13) die Gestalt: 

• (13) 

· (14) 

(15) 

(16) 

E I.(1 + t,uA23 +i~,u2 A~3)-E2.i,uA31 (1 + ,uA23 +t,u2 A~3)+ l 
. (17) + E3' i,u A 12 (1-t ,uA23)-,u. 8 (3+,u A 23) = o. 

§ 3. 

Bezeichnen wir den Sehnittpunkt der Geraden Ai Bi mit dieser Ebene (17) dureh Di ' 
setzen also na eh (8) 

Di=Ai+,uBi, (18) 

so folgt nach (2), dass bei 

,uAn = - 315. · (19) 
die Grösse <5 gleich dem Doppelverhä1tnis (AiBiDiCi) wird. Aus (17) folgt dann, wenn 
die Ebene (17) Ba genannt wird: 

Ea=EI .A2)"!(<5-I)(<5-2)+E2. A 31 <5(<5-J)(<5-t)- ~ • (20) 

- E3 . AJ2 t 15 (1 + <5) + 8.915 (1 - 15). ~ 

Hierdurch werden die erzeugenden Bbenen der M33 durch den Parameter <5 dargestellt. 
Den Wuten <5 = 0, 00, 1 entsprechen die Bbenen Bl, B2 und B3. 
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Führt man nach (19) das Doppelverhältnis tJ statt der Grösse p. in die Gleichung (13) 
ein, so ergibt sich 

in Uebereinstimmung mit einer früher abgeleiteten Gleichung 2). Setzt man nämlich in 
(21) nijk = sijk als gegeben voraus, so stellt (21) eine Gleichung dritten Grades für tJ 
dar. Ihren drei Wurzeln entsprechen die drei Transversalebenen der M33, die dem linearen 
Komplexe S ij k angehören. Ist s, j k spezielI, so bedeutet dies, dass diese drei Transversal~ 
ebenen die Ebene S ij k schneiden. Die z~gehörigen Punkte Di sind demnach die Schnitt~ 

punkte der Ebene Sijk mit der M33 • 

§ 4. 

Die 001 erzeugenden Ebenen EJ" werden nach (20) durch ein Polynom dritten Grades 
tJ 

in tJ gegeben, also, wenn man durch tJ = ~ zu homogenen Parametern übergeht, durch 

eine kubische Blnärform l(tJ1 , tJ2) dargestellt. Die drei Basisebenen El, E2 und Ea sind 
dann durch die Form 

dargestellt. Deren kubische Kovariante 00 wird 

Qo = 2 <5~ - 3 <5~ 152 - 3 15 1 <5~ + 2 t5~; 
ihre Nullpunkte sind also durch die Gleichung 

gegeben, was die Parameterwerte 

ergibt. Die hierzu gehörigen Ebenen werden dann nach (20): 

Hieraus folgt 

A3] E2- A I2 E3- 6S =0! 
F2 -A23EI +A\2E3-6S _ 0 
F3- A23EI-A3]E2 -6S-0 

(22) 

(23) 

hierdurch ist der linea re Ebenenkomplex S = 0 als Linearkombination dreier Ebenen 
dargestellt. Es ist aber S auch durch zwei erzeugende Ebenen der Ma3 darstellbar. Die 
HESSE·sche Kovariante der Grundform 10 = tJ] tJ2 (tJ] - tJ2 ) ist bis auf einen Zahlenfaktor 
durch 

gegeben, was auf die Nullpunkte 

15 = t (I ± V - 3) 

führt. Setzt man dies in (20) ein und setzt 

(24) 

2) Diese Proceedings 35 (1932), p. 1125, Formel (12). Bei dieser muss im dritten 
Term 14213 statt Tta42 stehen. 
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so erhält man die beiden erzeugenden Ebenen 

wonach also 

H1=S+-h-V 3 Tl 
H2=S-hV-3 T' 

(25) 

(26) 

Die geometrische Bedeutung der linea ren Ebenenkornplexe T = 0 und S = 0 ist leicht 
anzugeben. Wenn die durch (21) gegebene kubische Binärforrn mit der Grundforrn 

fo=d 1 <52 (<5 1 -<52) 

konj ugiert (apolar ) sein soli, so folgt T = 0; ist aber (21) zur Kovariante 

Qo=2 d~ - 3 di <52 - 3 <5 1 <5~ + 2 <5~ 
konjugiert, so folgt S = 0, wie schon E . A. WEISS bewiesen hat 3). 

§ 5. 

Für die beiden Ebenen H von (25). die irn binären Gebiete der erzeugenden Ebenen 
der M33 den Nullpunkten der HESSE'schen Kovariante von fo entsprechen, lässt sich leicht 
eine geometrische Deutung in Bezug auf die Kornplexe T und S geben. 

Zunächst eine Vorbernerkung. Ein linearer Ebenenkornplex K irn R5 

(27) 

hat eine Kornitante 

(28) 

die, gleich Null gesetzt, wieder einen linearen Ebenenkornplex darstellt. Die biline are 
Invariante 

(29) 

der beiden Kornplexe RK und Kist die einzige Invariante des Kornplexes K. 
Die beiden Komplexe 

(30) 

sind dann speziell und geben die sogen. "Doppelebenen" des Kornplexes K. Bei J K =t 0 
ist die Beziehung zwischen K und R K gegenseitig, d.h. RRK führt auf K zurück. Man 

hat nämlich 

RRK=-...js fk·K. 

J -A - I J2 A-I J3 RK- · RRKRK--'JS K' KRK-n K 

Wir setzen nun K = T (Gleichung (24)) . Dann folgen 

A T1 =O. A T2 =O. AT3=O. 
und nach leichter Rechnung 

Es ist also S der zum Komplexe T kovariante Ebenenkomplex und umgekehrt. 

3) Diese Proceedings 36 (1933) , p. 74-75. 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 
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Welter folgt für die Invariante von T: 

h= 2 (A 23 A31 Ad2. 

Aus (31) und (34) ergeben slch 

4 
Rs = - 65 A 23 A31 A\2' T. 

und nach (30) 

Hr=6A23A31 A l2 (8±n-V-3 T) 
In Ueberelnstimmung mit (25). 

§ 6. 

. (35) 

(36) 

. (37) 

Zu den erzeugenden EbeIien der Ma3 gelangt man noch auf einem anderen Wege. Die 
drel Ebenen Ei bestimmen eine Iineare Schaar von 00 2 linearen Ebenenkomplexen. die wir 
In der Gestalt 

schreiben. Für den zu :2 kovarianten Komplex RI (Gleïchung (28)) erhält man: 

RI=/~aa,,=201 02 03 A 23 A 31 A 12 . Z /t23,,+ i 
+tA23 A 31 A\2' f:1 A 23 (03 01- 01 °2- 0203)EI . , ~ 

wobel :2 zyklische Summierung andeutet. 
c 

Da nun nach (15) und (24) 

(39) 

Z /123" = /t23" + /231'" + b12'" = 38 + t T=3 8 + t Z A 23 EI (40) 
c c 

wird. ergibt slch 

RI=/aaa",=601 0203A23A31A12 .8+tA23 A31 A\2 Zo;(03-02)A23EI (41) 
c 

Wegen 

ASI = t A31 All' AS2 = t A\2 A 23• AS3 = t A 23 A31 (42) 

AII=A3IAI2(02-03)' A2I=A\2A23(03-01)' A3I=A23A31 (°1-°2) (43) 

folgen 

ASI = t A23 A31 A\2 (Ol + 02 + 03) . (44) 

h=ARII=t(A23A3IAd2[201 °2°3(°1 +02+03)- fO;(02-03)2J=! 

=-t(A23 A 31 A 12)2 [(Z02 03)2-401 02 03 (ZOI)]' . (45) 
c c 

Für 

ist also :2 hal~speziell und RI wird speziell und hat wegen Alk "::f 0 nach (41) die 
Glelchung: 

• (47) 
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Gehen wir hier zu inhomogenen Parametem 

0, 02 0=-, t=-
03 03 

über und setzen 

so ergibt sich aus (46) 

undaus (47) wird 

in voller Uebereinstimmung mit (20) . 
Die erzeugenden Ebenen der M33 sind a/so die Doppe/ebenen.der in der Schaar ent· 

ha/tenen ha/bspezie/len Ebenenkomp/exe. 
Die Doppelebenen Hxvon 2 haben nach (30), (41) und (45) die Gleichung 

S - Tg Z( OJ (02 - (3) ±_1_ ,I (Z02 (3)2- 4 0\ °2°3 (ZO\)) A 23 E\ = O. 
c 02 °3 02 03 Vee 

(48) 

Setzt man hier 

~ =-2 1 (0203 + 0\ 02 - 0\ 03 ± , /(Z 02 (3)2 -40J °2 °3 (Zo\)) (49) 
~~ Vee 

so ergibt sich wiederum (20). Die Doppelebenen aller Komp/exe 2 sind also erzeugende 
Ebenen der M3 3 • Im Besonderen ist Er; von (20) Doppelebene aller 2 mit 

(50) 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV. 1941. 59 



Mechanies. On the elastic behaviour of the so~called "Bourdon" 
pressure gauge. 11. By C. B. BIEZENO and J. J. KOCH . 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

4. The ite.rative method. Provisionally we introduce in the endplanes 
V 1 and V 2 a system of tangential stresses alo such that: 

1°. each plane is loaded by an equilibrium system, 
2°. the material points of V 1 and V 2 remove to planes VI and V;, the 

relative position of which is defined by the specific quantities El 

and W 1, (differing from the definitive values EO and Wo nientioned 
in § 3). 

30. for the points of any cross~section the displac~ments in the direction 
y are given by vl' 

These stresses can easily be found by considering a fibre intersecting 
the meridional plane of symmetry of the ring in the point (x, y). The 
original length of this fibre is (r + y) dV' whereas its new length is given 
by: 

The specific elongation E therefore is: 

VI dV' + EI rdV' + (y + VI) WI dV' 
E= k+y)dV' . 

In the numerator we neglect the product V1 W1 against terms of the first 
degree in v1' El and w1; in the denominator y in all actual cases is 
negligible with respect to r. Hence: 

and consequently 

OI=EE=E[:1 +EI+ ~ WI} 

The equilibrium of the force~system produced by the stresses al requires 
- if dF denotes the surface element on which al acts -

JE [:1 + EI + ~ WI J dF = 0 
F 

f E['; + EI + ~ WIJ ydF=O. 
F 
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On account of symmetry J y dF as weIl as J V1 dF is zero, so th at the 

equations pass into: 

from which we derive: 

F F 

Ee) F=O 

-; J[V) + w) y] ydF=O 

F 

JV)ydF 

F 
w) = - -'--=---Jy2 dF 

F 

With these values al becomes 

As a matter of course we replace the integralsJ V1 y dF and J y2 dF by 

F F 
the sums ~ V1 Y 6 F and ~ y2 6 F, wh ere 6 F stands for the meridional 
surface of a segment of the length s. 

The product V1 y, the sums i ~ V1 Y 6 F and t ~ y2 6 F and the expression 

• ~Vl Y 6. F 
v) =v)- ~y2 6. F Y 

can be read from the columns 20-23 of table I. 
The i-ntroduction of the stress systems 

E • 
o)=--;:-v) 

in the endplanes V 1 and V 2 unfortunately does not bring our problem to 
an end. For the forces al 6 F in two corresponding elements of the plan es 
VI and V 2 include an angle d1j!, and therefore produce a resultant force 

in the direction of the negative y~axis . 

Consequently the ring is submittoo to a new flexure due to forces P2y 

59* 
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----

P2Y =:: 

i~intl x Y 6.x 6.y E * K2y K2y 6. x 
- -;:6. Fv ) 

r 

0 o 262 -1703 
75 -1 1703 128 

1 75 261 -31604 
75 "':"3 4867 365 

2 150 258 -2457 
75 -6 7324 549 

3 225 252 -1364 
75 ;-9 86B8 . "652 

4 300 243 - 94 
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5 374 232 1434 
74 -17 7348 544 
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T ABLE 11. 2nd iteration. 
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2 

M** 
2 M 2 6. 'P2 'P2 
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- 986 

128 -1973 -1845 -1845 
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parallel to the y~axis of the .magnitude (pro ünit of surf ace ) : 

P2y = _ 0 1 6.: dtp = _ E ~ F vr. 
. l' tp l' 

The displacements V2 caused by this load can be calculated aEter the scheme 
of table I (see table 11. column 1-15). They renew the problem in as far 
as they are responsible Eor a new distortion of the endplanes V 1 and V 2' 

Therefore a new set of normal stresses has to be introduced in these 
planes. which on their part give rise to other displacements V3 a :s.o. 

If the process of .iteration herewith described. converges. we get three 
series oE quantities Mi.Wi.Oi. which summed up. give rise to the ultimate 
bending moment M. the ultimate Wo. and the ultimate tangential stress a. - -

As will be seen from the two tables 11. 111. the 'Set of values M 3 is nearly 
proportional to the set oE values M 2' 

Therefore the iteration needs not to be continued any longer; for iE we . 
put M 3 : M 2 = A. obviously M4 : iM 3 will be A tOOt a.s.o. so th at 

Analogous remarks hold Eor wand a. 

S. Numel'ical results. It follows from table I. 11 and 111 that 

_ ~vly6.F_ 13014 10-I. sa3 _ sa3 
WI - - ~ y2 6. F - - 4508' E* I p3 P - - 0.2887 E* I p3 P 

_ ~V2 Y 6. F _ 2564 10-1 E S 3 ha7 _ sa3 ES2 ha1 

W2 - - ~y2 6.F - + 4508' E* J2rl pS1'2P-O,05688 E* I p3' E* Irlp21'2 P 

_ ~v3y6.F _ 5828 1O-2E2s5h2all _ sa3 [ Es2ha1 J2 
W 3 - - ~y2 6.F -- 4508' E*2 J3 1'1 p7 1'1 P- -0.01293 E* Ip3' El1'2p21'2 P 

W 3 0.01293 ES2 ha1 

A = W2 = - 0.05688' E* 11'2 fP 1'2 . 

With r = 3.15 cm. h = 0.06 cm. s = 0.075 cm. E = 106 kg/cm2 (the 
data of the pressure gauge under consideration). we find: 

For the standard pressure gauge itself. we get - putting a = p = l' = 1 -

W = 0.8465 . 10-3 p. 
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Experiments made on this gauge gave 

w = 0.7260.10-3 p. 

The agreement of both results is quite satisfactory. and probably would 
have still been better if we had used the real modulus of elasticity instead 
of the standard value 106 kg/cm2 • 

For the moment M we get in a similar manner: 

- r a 4 0.0314 (IJ~:2 y ] 
M - MI + 0.1772 IJ2,,2 M2+ a 4 M3 

1 + 0.403 tJ2 "i 
In this formula the values of MI' M 2. M 3. fo11owing from table I. 11. 111. 
for the point (i) have to be substituted iE the total bending moment at th is 
poin,t (i) is required. The greatest bending stress Ob is given by 

Fina11y the total tangential normal stress isgiven by 

r 
( 4)2 J 0.314 _a _ 

_ E * a 1 * IJ2 ,,2 * 10- 5 sa4 
at - - VI + 1.772 R2 2 V2 + 1 V3 E. I R3 p. 

"r fJ " 1 + 0.403 IJ~ ,,2 fJ 

Again the values V;. v~. V; fo11owing from table I. 11. III for the point (i) 
have to be substituted in th is formula iE the total tangential stress at this 
point (i) is re'quired. 

To conc1ude we reproduce in table IV the stress distribution of the 
standard gauge. characterized by the parameters a = IJ = " = 1. 

The columns 1. 2. 3 contain the values MI' M 2 and M 3: (I-À); the value 
of À used in the third column ag rees with the value of À. used with the 

quantity W (À = - ~:~!~:: = -0.403). The total moment M is inserted 

in column 5. The common multiplying factor of all columns 2-5 is 10-4 p. 
The quantities occurring in the fo11owing columns are expressed in kg/cm2 • 

and relate to the pressure p = 60 kg/cm2 , for which the gauge was said 
to be designed. Column 6 gives the greatest ben ding stress, column 10 the 
total tangential stress as a sum of the stress es 01' 02 and 03: (I-À) = 
03: 1.403. and column 11 the so.-called "i,deal" stress. which is equal to 
the absolute value of the difference of the extreme principal stresses. In 
calculating this stress, it must be observed. that Ob (column 6) bas been 
calculated for the outer surface of the gauge, and ,that an equal bending 
stress. but of opposite sign. occurs at the inner surface. From two 
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corresponding points of the outer and inner surface, that point is to be 
considered as the most dangerous one, for which the difference of the two 

TABLE IV. 

~' 
4 5 6 7 8 I 9 10 11 

--------- --
M) M2 ~ M ob 0) °2 I °3 Ot °ld. 1.403 1.403 

0 722 -349 103 476 4760 2534 -1109 323 1748 6508 

1 697 -327 96 466 4660 2354 -1018 286 1622 6282 

2 621 -262 76 435 4350 1828 - 761 221 1288 5638 

3 494 -165 46 375 3750 1015 - 381 109 743 4493 

4 319 - 49 12 282 2820 70 70 - 23 117 2937 

5 97 66 -21 142 1420 -1067 527 -154 - 694 2114 

6 -170 162 -48 - 56 - 560 -2126 902 -261 -1485 2045 

7 -452 218 -62 -296 -2960 -2783 1082 -312 -2013 4973 

8 -689 225 -64 -528 -5280 -2580 944 -271 -1907 7187 

9 -836 208 -59 -687 -6870 -1529 538 -155 -1146 8016 

10 -884 198 -56 -742 -7420 0 0 0 0 7420 

110-4 P 110-4 P 110-4 P 110- 4 
P 1 

extreme principal stress es is the greater; and it is seen at once that th is 
is the point for which Ob and at have opposite signs. With this rem ark in 
mind the absolute value of Oid is obtained by adding the corresponding 
absolute values of Ob and at. 

A glance at column 11 learns that very high stresses indeed occur, and 
that the manifold ruptures of pressure-gauges which are registered in 
practice, are in full accordance with what has to be expected. It is worth 
while to state, that the greatest ideal stress occurs in the neighbourhood of 
point 10, and not in the point 10 itself, which is in full agreement with the 
experiment. 

Finally it must be remarked that our calculations only hold for gauges, 
the cross section of which is similar to that of our standard gauge. To get 
reliable results for other cross sections, the <:alculations given here .are to 
be repeated. 



Medicine. - A new lorm ol position nystagmus. By D. vüN DEVIVERE and A. DE KLEYN. 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

Position nystagmus is a nystagmus, developing when a certain position of the head 
exists; this can be a position of the head in spa ce or a position of the he ad with relation 
to the trunk 1). In su eh cases the stimulations caused by that special position are nearly 
always sufficient to elicit a nystagmus. 

Only a few cases exist where the nystagmus also develops wh en a certain position 
of the head is present but where this position must be accompanied by another stimulation. 

In 1936 this phenomenon was observed for the first time in a patient of 38 years of 
age. Therefore the medical history of this patient will be recorded somewhat more 
extensively. Owing to some circumstances the examination was not complete. however. 

Mrs. B. consulted the clinic on October 26th 1936. She stated the following previous 
history: 

Since August 1936 she suffe red from dizziness as soon as she lay down. It appeared 
that these attacks only developed when the patient turned to her lelt side alter ha ving 
lain on the right side lor some time. No dizziness developed when the patient. in dorsal 
position. turned immediately to the left lateral position. or. when in sitting position. 
turned the head to the right. 

She had always been in good health and the previous medical history showed no 
abnormalities except the fact that about a year ago the patient had suddenly become 
dizzy on a station. which she did not remember. however. 

The above-mentioned attacks of dizziness being of short duration. were not accom­
panied by nausea. 

Present history: Internal examination: no abnormalities except a congenital vitium cordis. 
Both the WASSERMANN reaction and the reaction of SACHS GEüRGI were negative. The 
blood-pressure was low (\05/70); the blood-picture and sedimentation rate were norm a\. 
The basal metabolism was -18 %. 

Neuro/ogical examination: The fundi showed no abnormalities. Sometimes the ab domina I 
reflexes we re absent. on other occasions these could be elicited. The BABINSKI reflex was 
present on the right. though not constantly. No further abnormalities. the lumbar fluid 
was completely norm a!. 

Acoustic: examination: The whispering voice was heard bilaterally at a normal distance. 
Vestiblliar examination: No spontaneous nystagmus in different directions (patient in 

dorsal or sitting position) ; no spontaneous past-pointing. no abnormalities wh en walking 
with c10sed eyes. during test of RÜMBERG. etc. 

Post-rotation nystagmus: horizontal nystagmus: 
10 X to the right. 28 movements in 20" 
\0 X to the left. 34 movements in 23". 
Stimulation of the right labyrinth. either with cold or warm water gave normal 

results; a typical past-pointing was present. 
Contrarily to this stimulation of the left labyrinth. both with cold and warm 

water. gave no reaction; reactive past-pointing was also absent. 

Moreover the following ' disturbances were found : 
On the first examination. a nystagmus with its quick component upward (t). developed 

immediately af ter turning the head backward and then to the left lateral position. As is 
known this movement causes a disturbance of the circulation in the right arteria verte-

1) DE KLEYN. A., Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• Amsterdam. H. 153 (1941). 
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bralis 2) . The above-mentioned fact could be noticed once again; as for the rest every 
nystagmus was absent on tuming the head backward and then to the right or left lateral 
position. Yet. under other circumstances. it was quite possible to elicit a nystagmus. 
Later examination on several days. gave always the following results: 

I. No nystagmus developed if the patient (in sitting or dorsal position) tunied the 
he ad backward and then .to the right or Ie ft lateral position. 

11. When the head of the patient. who was lying on a stretcher for 5 minutes. -
either in the right lateral position (the head symmetrically in relation to the trunk) or 
in dorsal position with the head in the right lateral position - was tumed backward 
and then to the Ie ft lateral position. astrong vertical nystagmus upward developed 
immediately. lasting for 14". Sometimes this nystagmus was combined with a rotatory 
nystagmus. 

111. No nystagmus developed if the head was kept in the right lateral position for 
5 minutes and after this tumed backward and to the right lateral position. 

IV. IE the patient was completely or only with the head in the left latera! position. 
no nystagmus developed. The same thing took place if the patient was in the dorsal 
position for 5 minutes af ter which the head was tumed backward and to the lelt lateral 
position. 

That the vertical nystagmus was for the first time obscrved when the head was tumed 
backward and to the Ie ft lateral position accounted for the fact that in further examinations 
we always brought the head into that position. As mentioned above. a disturbance in 
the circulation of the arteria verte bra lis is then caused. An examination made to see if 
the nystagmus also developed when the head of the patlent or the patient herself was 
brought into the left lateral position without tuming the head backward. thus no~ causing 
the disturbances of the circulation in the arteria vertebralis. was omitted. but this 
development is most probable as. according to the previous history. the attacks of 
vertlgo also developed when the patient lay in bed for some time in the right lateral 
position and after this tumed to the left lateral position. 

The complaints gradually diminished in the next half year and then they disappeared 
completely. 

Summary: ThUJ patient always showed a vertical nystagmus with its quick component 
upward, provided she kept her head lor some time in the right lateral position alter 
which it was turned backward and to the lelt lateral position. 

It was hardly ever possible to elicit such a nystagmus if the he ad was immediately 
tumed backward and to the left lateral position. without being kept previously in the 
right lateral positIon. 

Patient n. 
This patient has already been described by one of us 3) . She suffered from a spondylitis 

tuberculosa. A rotatory horizontal nystagmus to the left developed with the patlent in 
the left lateral position. provided this position was preceded by a right lateral position 
of the head; the same nystagmus. tumed to the right. was seen after a preceding left 
lateral position of the head with the patient in the right lateral position. 

When the he ad was kept in the dorsal position for some minutes and then tumed to 
the right or Ie ft lateral position. no nystagmus developed (for further details see the 
artic1e in the Conf. Neuro!.) . Owing to the general condition of the patient an extensive 
examination could not be performed. 

Patient m. 
This female achondroplastic patient. 36 years of age. showed. in 1938 symptoms 

analogous with those of patient i. Her previous history was also typica!. She stated 

2) DE KLEYN. A. and NIEUWENHUYSE. Acta Oto-Laryng .. 11. 155 (1927) . 
3) DE KLEYN. A .. Confinia Neurologia. 2. 257 (1940). 
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spontaneously that the attacks of dizziness only developed if she had been Iying in the 
right lateral position and af ter this turhed to the left lateral position. The patient also 
sltffered from a bilateral otitis media. Extensive examination proved that a gross long­
lasting horizontal nystagmus to the left only developed when the patient (either in 
symmetrie or in non-symmetrie position with relation to the trunk) kept her head in 
the right lateral position for some time (2 minutes or more) and then turned it to the 
left lateral position. It made no difference if the patient turned completely to the left 
lateral position or when the trunk reIilained in the dorsal position and the he ad was 
turned to the left lateral position. Such a nystagmus was not se en jf the head was first 
kept in the dorsal position; neither was it se en when the head was kept for some time 
in the left lateral position and then turned to the right lateral position. 

Except a slight horizontal nystagmus to the Ie ft in all directions and positions. no 
other vestibular disturbances were found: the separate forms of post-rotation nystagmus 
(horizontal. vertieal and rotatory) on turning to the right and to the left were symmetrie 
and of equal duration. The tilting reactions of RADEMAKER-GARCIN showed no disturbances. 

Prom the extensive examination we mention the following facts: 
Intemal examination: no dis turban ces ex cept a typieal achondroplasia. 
Extensive neurological examination (Department of Professor BROUWER) gave the 

following diagnosis: achondroplasia + brachialgia 4). 
Since January 1941 the patient had been admitted again to the neurologieal Department 

with a left-sided hemiparesis. probably due to a thrombosis cerebri (arteriosclerosis). 
Roentgenological examination: On neither side pneumatisation of the ossa petrosa. 

Examination of the extremities revealed typieal achondroplastie symptoms. 
Rhinological examination: no abnormalities. 
Acoustic examination: On the right the whispering voiee was heard at about 6 metres; 

there was a small perforation without secretion. On the left the whispering voice was 
heard ad concham; also on this side a small perforation without secretion was found. 
The tuning-fork tests were ~ypieal for a middle ear affection. 

Summary: This patient only developed a definite slow horizontal nystagmus to the 
left when. alter having been in the right lateral position. she tumed her head to the 
left lateral position. 

Patient IV. 

This patient. 46 years of age. suffered from a middle ear deafness due to a prior 
otitis media. She now had heavy attacks of turning dizziness with vomiting. Extensive 
internal. neurologieal. ophthalmologieal and roentgenologieal examination revealed no 
disturbances except some symptoms of a vasomotorie affection. Vestibular examination 
proved that the right labyrinth could be more easily stimulated than the left one. 
Spontaneous nystagmus was absent. A ro'tatory nystagmus to the left developed if the 
head. af ter having been for some minutes in the right lateral position. was brought from 
this position into the left lateral position; a rota tory nystagmus to the right if the head 
took the right lateral position after having been in the Ie ft lateral position. 

Summary: A woman, suffering from attacks of dizziness, developed a rota tory nystagmus 
in both lateral positions, provided the head had · been kept for some time in the opposite 
direction. 

Patient V. 
Previous history: 4 weeks before examination. af ter an influenza the patient developed 

attacks of turning-dizziness with vomiting. The surroundings seemed to turn in the 
opposite way of the direction of the hands of the clock. Her gait had become unsteady. 
Except some childhood diseases she had never had any serious affection until she was 

4) BIEMOND. A.. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetenseh .. Amsterdam. 42. 370 (1939) 
(Patient 2). 
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21 · years of age: she then developed pneumonia with pleuritis; when she was 27 years 
of. age she had typhoid. Information from the 'Valeriuskliniek" revealed that in 1934 
the patlent had a neuritis of the rlght plexus brachlalis whïch complalnts perslsted in 
later years. Family history: no abnormalities. 

Internal examination: no dlsturbances. Reactions of WASSERMANN. SACHS GEORGI and 
KAHN were negative. 

Ophthalmo/ogic examination: no abnormalities. 
Neuro/ogieal examination (Department of Professor Dr. BROUWER) : revealed that no 

distinct symptoms of the right plexus brachialis were present; the following facts. however. 
were now noted : tongue protruded to the right; hypaesthesia of the right auricle and 
on the right cheek (which could not be circumscribed). 

The lumbar fluid was normal. 
The most probable diagnosis was a right-sided neuritis of the plexus brachialis (marked 

in 1934. scarcely present in 1938) and a neuritis of the cerebral nerves (right vestibularis. 
right trigeminus. right hypoglossus) . 

Rhinologieal examination: no abnormalitles. 
Acou.stic examination: the whispering voice was heard bilaterally at a normal distance. 

Tuning-fork tests: no abnormalities. 
Vestibular examination: neither a spontaneous nor a simple position nystagmus was 

found. Horizontal post-rotation nystagmus: 

10 X to the right. frequent after-nystagmus during 30 minutes. to the left. 
10 X to the left: less frequent af ter-nystagmus during 15 minutes to the right. 

Calorie examination of both labyrinths with cold and warm water gave normal reactions 
and revealed that a distinct ··Nystagmusbereitschaft·· was present for a nystagmus with 
its quick component to the left. e.g.: 

5 cc. 3~· c. right ear: nystagmus to the left. 
5 cc. 36· C. left ear: no nystagmus. 
5 cc. 39· C . . right ear: no nystagmus. 
5 cc. 39· C. left ear: nystagmus to the Ie ft. 

On examination of the singular form of position nystagmus which is the subject of 
this paper. the following appeared: 

I. Patient in dorsal position. head in left lateral position during two minutes: no 
nystagmus. 

11. Af ter this the head was brought into the right lateral position: horizontal-rotatory 
nystagmus to the left (r)) preceded by some movements downward ("'). 

111. Patient completely in left lateral position during 2 minutes: no nystagmus. 
IV. Af ter this patient was brought into the right iateral position: horizontal nystagmus 

to the left (-+). preceded by some movements downward ("') . 
V. Patient in right lateral position during two minutes: no nystagmus. 
VI. Patient tumed in left lateral position: no nystagmus. 
VII. Patient in dorsal position during 2 minutes: no nystagmus. 

VIII. Head brought Into right or left lateral position: no nystagmus. 
Summary: In this case the nystagmus could only be elicited when the head was brought 

into the right lateral position alter ha ving been kept lor some minutes in the lelt lateral 
position. 

Summarizing it appears that the common symptom shown by the 5 patients described 
above, is a position nystagmus developing when the head was brought into a certain 
lateral position alter it had been in the opposite lateral position lor some minutes. 

Thls position nystagmus showed different forms: once a horizontal. once a rotatory. 
once a vertical and once a rotatory-horizontal nystagmus developed while in the last 
case some vertical movements were followed by some horizontal ones. Of the horizontal 
and rota tory nystagmus the quick component was in 3 cases directed to the left wlth 
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patient in leEt lateral pesitien. and te the right with patient in right lateral pesitien. 
In ene case (patient V) the nystagmus had its quiek cempenent herizentally te the left 
with the patient in right lateral position. In one case an unaldulterated vertical nystagmus 
upward was found. 

It is very prebable that inductive symptems of SHERRINGTON play an important part 
-in this form of pesition nystagmus. 

Te cemprehend this symptom the patients must be suppesed to have a "Bereitschaft" 
fer a pesitien nystagmus when being in a certain lateral position. e.g. in the left ene; 
however. this mere lateral position .offers ne sufficient stimulation to elicit the nystagmus. 
IE. however. the eppesite (right) lateral pesition by which the irritability .of the anta­
genistie ('entra is enlarged (induction .of SHERRINGTON) is taken first. the changing te 
the Ie ft lateral position accounts sufficiently for the eliciting of a position nystagmus. 

All patients shewing the abeve-mentiened ferm of pesitien nystagmus were females. 
However. the number (5) was toe small to draw cenc1usions. 

In literature we found enly ene case 5) whieh more er Ie ss belenged to this category. 
In 1916 at the Otelogieal Society .of Vienna. VIKTOR URBANTSCHITSCH demonstrated a 
patient suffe ring from a chronie purulent discharge of the ear and formation .of chele­
steatoma together with a fistula symptom whieh when eperated upon preved te be 
due to a fistula in the horizontal semi-circular canal. Seme days af ter eperation patient 
stated that he became dizzy and nauseated when lying on the right side. Extensive 
examination by URBANTSCHITSCH revealed the fellewing facts: 

Lying in dersal or left lateral position caused no dizziness. When patient was lying 
in right lateral position he became dizzy. at the same time a marked rotatory nystagmus 
could be seen. previded pressure was breught to bear on a small spet at the back of 
the head near the pesterier edge .of the precessus mastoideus. This nystagmus lasted 
enly 5 seconds. a repeated attempt to elicit this nystagmus was only successful af ter 
y.;-Yl hour. Simple pressure (Patient in dersal er sitting pesition) was not sufficient te 
cause a nystagmus. 

IE patient in sitting position strongly inc1ined the head to the right side. in this way 
bringing the head inte the right lateral positien af ter whieh pressure was brought to 
bear on the above-mentioned spet. a nystagmus developed immediately. This was net 
the case iC the pressure was exerted with the head inclined backward or to the Ie ft. 

This nystagmus cannot he explained merely as a fistula symptom: chleraethyl-anaes­
thetization of the above-mentioned spot prevented the develepment of the nystagmus. 
whereas. as soen as the anaesthetization had ended. the nystagmus could be elicited. 

Anether entirely analogous case was alse recerded by URBANTSCHITSCH. A woman 
with completely healthy ears (with the head in right lateral positien) after pressure en 
the same abeve-mentiened place. also developed a rota tory nystagmus 6); this however. 
made the siekness se bad. that the patient had to change her pesitien immediately. 

URBANTSCHITSCH identifies these cases with those with a reflectery nystagmus. witheut 
complaining further why this nystagmus enly developed in the right lateral pesitien. 
His cases in se far agree with the above-mentioned cases that these patients also had a 
"Nystagmusbereitschaft" with the head in right lateral position. theugh there exists ene 
difference: in the cases of URBANTSCHITSCH a sensible stimulation was sufficient to cause 
the nystagmus. whereas in eur case this had to be preceded by the oppesite lateral 
positien and the accompanying inductive symptoms. The reasen why in the cases .of 
URBANTSCHITSCH pressure on a certain spet .of the skull was necessary to elicit the 
nystagmus. has not vet been explained. 

5) URBANTSCHITSCH. V .• Menatschr. f. Ohrenheilk.. 50. 199 (1916). 
6) The directien was not mentioned. 



Phylici. - Recherches SUl' quelques phénomènes d' interférence des courbes de vibration. 
(Suite.) Par J. W: N . LE HEUX. (Communicated by Prof. P . . ZEEMAN.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

1. Dans I'étude suivante, je me propose de donner une explication de la naissance des 
franges noires, dites isogyres principales, que I'on observe dans une lame cristaIIine 
biaxale, ccrupée perpendiculairement au Ier diamètre, en lumière convergente et homogène. 

Cette explication résulte de I'étude de la courbe générale 

x = B cos a cos cp , Y = B cos (a + 0 ) cos (cp + L,), 

déjà publiée dans mes recherches antérieures et ainsi eIle diffère de la méthode usueIIe, 
qui s'occupe de la discussion de la formule 

exprimant l'intensité de la lumière. 
2. Proposition: Apparemment, !'image d'interférence des cristaux biaxials 'ne montre 

qu'un système de lemniscates. 
En réalité, il y a deux s,ystèmes. Chaque exemplaire d'un système coïncide en partie 

avec deux exemplaires consécutifs de I'autre système. Les parties non-coïncidentes des 
deux systèmes forment les isogyres principales. 

Dans la position normale, les grands axes des lemniscates sont croisés, dans la position 
diagonale, ils coïncident. 

3. Dans un travail antérieur 1), j' ai fait les deux observations suivantes: 
a . L'image des lemniscates se produit par la superposition de deux spirales eIIiptiques 

8 1 et 83 qui satisfont à de certaines conditions. 
b. Chacune de ces deux spirales n 'est que la moitié d'une courbe de vibration C. Ainsi , 

la courbe Cl est composée d'une spirale verticale 81 et d'une spirale horizontale 8 2 et la 
courbe C2 est composée de 8a et 84,. Comme les spirales 81 et 82 (et de même 8a et 84,) 
sont symétriques par rapport à la blsectrice de I'angle droit des coördonnées et que cette 
blsectrice est aussi axe de symétrie pour !'image des lemniscates, il s'ensuit que les splrales 
82 et 84 donneront une image d 'interférence, qui coincide avec !'image des spirales 
81 et 8a. 

4. .Les images d'interférence furent tracées à I'aide d'uil appareil à quatre pendules. 
Cet appareil permet de dessiner par approxlmation un système de six ou huit lemniscates, 
chaque fois que les conditions trouvées sont remplies, mais il ne permet pas (à cause de 
I'épaisseur des traits d'encre) de dessiner une superposition de deux systèmes de lemnis­
cates, c'est à dire de quatre spirales superposées. Donc, il faut conclure par raisonnement 
à I'énoncé ci-dessus, concernant la coïncidence des deux systèmes de lemniscates. Ce pen­
dant, une observatIon plus exacte révèle deux points de vue nouveaux, savoir: 

a . Dans un système de lemniscates, obtenu par la superposition de deux spirales ellip­
tiques, les courbes suivent Ie mouvement de I'ellipse intérieure à I'ellipse extérieure, c'est 
à dire, eIIes semblent tourner d'un angle de 45° . 

b. Les spirales 81 et S2 peuvent être symétriques par rapport à la bisectrice, mals en 
général. eIles ne Ie sont pas. 

1) Proc. Kon. Ned. Akad. v . Wetensch., Amsterdam, 43, N° 1 (1940) . 
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5. Quant à ia, ce phénomène se présente Ie mieux, quand !'image d'interférence est 
composée d'anneaux elliptiques. (Voir Table X, fig. 1.) On voit que Ie grand axe de 
I'anneau intérieur est à peu près vertical, tandis que Ie grand axe de I'anneau extérieur 
fait un angle de iSo avec Ie verticaI. 

Appelons les spirales composantes et verticales Sl et S3. Comme nous r avons dit (3), 
ces spirales sont les moitiés de deux courbes de vibration Cl et C2. Les autres moitiés 
sont les spirales horizontales S2 et S4, qui donneront un système d'anneaux elliptiques, 
dont I'anneau intérieur est presque horizontaI. tand is que I'anneau extérieur coïncide avec 
eelui de Cl (TabIe X, fig. 2). 

Done: la superposition de Cl et C2 donne deux systèmes d'anneaux eroisés, ou, en 
général, deux systèmes de lemniscates croisées. 

6. Quant à ib, iJ faut répéter la construction d'une spirale elliptique qui, du reste, 
confirme Ie changement de direction des ellipses. 

La formule x = B cos a cos cp, Y = B cos (a + 8) cos (cp + .6.), qui sert de base 
à toutes nos recherches, comprend I' ensemble des ellipses x = cos cp, Y = cos (cp + .6.) 

Fig. 17. 

(.6. constant) inscrites dans les rectangles sur les doubles coördonnées des points de 
I'ellipse x = B cos a, y = B cos (a + 0) (8 constant) et unies par une courbe continue 
ClOU C2). 

Cette courbe est composée de deux spirales Sl et S2. 
Les ellips es qui fournissent la spirale Sl (voir fig. 17) sont inscrites dans les rectangles 

A. B. C. D. E et F - les ellipses de la spirale S2 sont inscrites dans les rectangles 
G. H. K. L. M et N. 

Les ellipses, symétriques aux dernières par rapport à la bisectrice sont pointillées et 
I'on voit, qu'elles ne peuvent pas coïncider avec les ellipses tracées. 
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Il s'ensuit que les deux spirales Sl et S2 sont différentes: une est,. par manière de dire, 
la .. négative" de I'autre, 

Dans Ie seul cas, OÛ les points de la partie supérieure de I'ellipse x = a cos a, y = 
a cos (a + 8 ). l't les points de la partie inférleure sont choisis de façon à être symétriques 
par rapport à la bisectrice, on trouvera deux spirales égales Sl et S2. 

Pour se faire une idée nette d'une courbe C, on peut procéder de la façon suivante. 
Dessiner toutes les ellipses de la figure 17, copier les ellipses tracées et dessiner la spirail' 
Sl, qui les réunit. De même, sur une autre feuille de papier transparent, copier les ellipses 
pointillées et dessiner la spirail' S2. Faire incliner cette spirail' d'un angle de 90°, puis 
tourner Ie papier et faire coïncider les axes. Les deux spirales formeront ainsi une courbe 
continue. 

Pour les spirales Sa et Si (courbe C2) on peut dire la même chose: en général, ces 
spirales ne sont pas égales. Surtout, quand elles sont composées d'un très grand nombre 
d'ellipses, iJ est permis de dire que la spirail' Si est la .. négative" de la spirail' Sa. 

Cela posé, nous conduons que J'image d'interférence des spirales S2 et Si se~a la 
.. négative" de !'image des spirales Sl et Sa, c'est à dire: après la petite rotation, déjà 
mentionnée (5), les anneaux dairs d'une figure coïncideront avec le~ anneaux obscurs de 
I'autre (voir Table X, fig. 1 et 2). 

7. En combinant ces deux nouvelles observations, ce lil' du changement de direction 
des exemplaires d'un système et celle de la différence des deux spirales d'une même courbe 
de vibration, nous trouvons: 

J'Image des lemniscates, résultant de la superposition de deux vibrations elliptiques 
complètes, est composée de deux systèmes de courbes. Chaque exemplaire d'un système 
est situé entre deux exemplaires consécutifs de I'autre, mais un peu croisé, ce qui admet 
la possibilité de quatre parties communes. Pour iIIustrer cet énoncé, les anneaux d'inter~ 
férence des figures 1 et 2 de la table X sont réunis dans la fig. 3. Les lignes .. en zig~zag" 
des parties non~coïncidentes forment les isogyres principales dans Ie cas de la position 
normale. 

8. Etudions maintenant I'effet d'une petite rotation de la courbe C2. 
Comme la courbe Cl est composée des deux spirales Sl et S2 et la courbe C2 des deux 

spirales Sa et Si, nous avons effectué cette rotation par celles des spirales Sa et Si, 
toutes les deux dans Ie même sens et d'un angle égal (Tabie X, fig . -4 et 5) . 

I'Image d'interférence des spirales Sl et Sa change un peu et devient une figure, qui est 
symétrique par rapport à la deuxième bisectrice. I'Image des spirales S2 et Si se comporte 
de la même manière. Maintenant, les grands axes des anneaux ou des lemniscates coïn~ 
cident avec la bisectrice. Après avoir réuni les anneaux d'interférence des fig . -4 et 5 dans 
la fig. 6, on voit qu'après la rotation, les parties coïncidentes sont situées sur les extré~ 
mités des deux axes des anneaux. Entre ces parties, on voit de nouveau quatre lignes 
.. en zig~zag", qui forment les isogyres principales dans la position diagonale. 

9. Avec la théorie précédente, il devient possible de deviner les parties des courbes, 
cachées derrière les franges noires dans les photos usuels des phénomènes d'interférence. 

Les figures 7, 8, 9 et 10 de la Table X en donnent quelques exemples, empruntés à 
I'ouvrage de HAUSWALDT 1). 

Fig. 7 et 8, qui sont les plus simples, . montrent (en gris) !'image de Sanidine, à droite 
dans la position diagonale, à ga uche dans la position normale. Dans ce dernier cas, iI est 
également possible que la deuxième courbe intérieure est composée de deux ovales. 

Dans les fig. 9 et 10 on voit un cas plus compliqué (ammonium - magnésium -
phosphate), qui explique la naissance des petits traits, qui traversent les ovales les plus 
petits dans !'image totale. Un tel ovale, avec son diamètre apparent, consiste donc en 
réallté en deux ovales. dont un est la moitié de I'autre et qui se touchent à !'intérieur. 

1) Interferenz~Erscheinungen an doppeltbrechenden Krystallplatten im konvergenten 
polarisirten Licht. Photografisch aufgenommen von HANS HAUSWALDT in Magdeburg. 
Mit einem Vorwort von TH. LIEBISCH in Göttingen. Magdeburg 1902. 



J. W. N . LE HEUX: RECH ERC HES SCR QUELQUES PHÉNOMÈN ES D'INTERFÉRENCE DES CO U RRE S D E VIBRAflON. ( SU ITE) . TABLE XI 

TABLE X 

Proe. Ned. Akad. v . W etenseh .. Amsterda m, Vol. XLIV, 1941. 
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Dans la position normale les traits ne peuvent pas être en ligne droite à cause de la 
rotation. 

Dans les photos, on constatera qu'un est situé plus bas que Ie prolongé de I'autre. 
Les taches blanches font voir que les courbes d 'interférence ont une certaine "épaisseur 

variabie", qui dépend de I'angle, sous lequel les spires des spi ral es se coupent et qui 
contribue au contour et à I'aire des isogyres. 

Fig. 11 de la table XI. zirkonium, est un exemple d'un cristal unaxial, qui ne semble 
pas se distinguer de la fig . 7. 

10. Maintenant, iJ est possible de dessiner des projets d'un grand nombre d'images 
d'interférence. 

En augmentant Ie nombre des ovales autour d 'un pöle, Ie dessin ressemble à la con­
struction d'une familie de cercles, dont chaque exemplaire est tangent au précédent et au 
suivant dans les extrémités d'un diamètre. Pour beaucoup d'ovales, les parties non-coïnci­
dentes formeront les deux franges noires de J'image dïnterférence d'un cristal biaxial, 
coupé sous un angle droit avec une binormale en lumière convergente. rai discuté une telle 
construction dans une étude antérieure 1) et pour des cercles de rayon r = a cos n a 
(a très petit) . lei on peut remarquer, qu'en dessinant ces cercles pour les valeurs paires 
de n et puls séparément pour les valeurs impaires de n, la première figure est "Ia négative" 
de I'autre. Par une petite rotation (ou, ce qui revient au même, une petite translation) 
on voit paraître les lignes "en zig-zag", qui forment les isogyres. En répétant ce dessin 
pour un deuxième pöle et après avoir dessiné p.e. six ovales, iJ faut envelop per les deux 
systèmes de lemniscates. A ce moment, les isogyres, limitées jusqu'ici par des lignes droites , 
font une courbure et les con tours de ces taches noires ressemblent quelque peu à des 
hyperboles. 

Les dessins (fig. 12, 13 et 14) donnent en outre une explication de la variation en 
épaisseur des courbes que I'on voit en observant les photos des images dïnterférence. 

Les figures 15 et 16 montrent les deux systèmes d'ovales, qui, par superposition, donnent 
les deux isogyres de J'image d'une lame de topaze, coupée perpendiculairement à une bi­
normale (position diagonale) 2) . 

LITTERATURE. 

Pour Ie problème fondamental : 
D. J. KORTEWEO, Verslag Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam, Afd. Natuurk. Vol. 5, 

No. 8 (1897) ; Arch. Néerl.. Vol. I, série 2, pp. 229-260. 
Pour la théorie des courbes-enveloppes: 
H . J. E . BETH, Verslag Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam, Afd. Natuurk. , Vol. 27 et 28 

(1919120) ; Phil. Mag. Aug. 1913. 
Pour les images d'interférence obtenues à I'aide d'un appareil à quatre pendules, les 

communicati'ons suivantes de ma main: 
J. W . N. LE HEUX, Verslag Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam, Afd. Natuurk., Vol. 23, 

No. 8; Vol. 24, No. 4 et 5; Vol. 25, No. 3 et 4; Vol. 32, No. 10 (1929) ; 
Vol. 41. No. 4 (1938); Vol. 43, No. 1 (1940) . Avec la littérature qui 
s'y rapporte. 

1) Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, 41. N°. 4 (1938) . 
2) POCKELS, Kristalloptik, Tafel V, Fig. 1. 

Proc. Ned. Akad. v . Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 60 



Physics. - The orientation of watermo/ecuks round charged partie/es. By J. F . VAN 
ELTEREN. (Communicated by Prof. J. D. VAN DER WAALS Jr.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

The question is. how watermolecules are arranged round colloidal particles or. generally 
speaking. round charged parti'des. We must distinguish between positively and negatively 
charged particles. No question can arise about the orientation of the watermolecules round 
the positive particles. for the place of the points of charge in a watermolecule is known 1) . 
(Fig. 1.) With a positively charged particIe the negative pole of the watermolecule will 

Fig. 1. 

be directed to that particIe; but both the positîve charges are turned away. With negative 
particles the matter becomes more complicated. It is impossibIe to say at flrst si'ght. what 
the direction of the watermolecule will beo Two positions are possible. one symmetrieal. 
the other non-symmetrical. In the non-symmetrical position ene of the positive charges 
approaches as near as possi'ble to the charged particIe. We can. however. state at once. 
that in the non-symmetrical position the potential energy will decrease more quickly in 
proportion to the di'stance of the centre of the charged particIe than in the symmetrical 
position. For. generally spealdng. the potential energy of a dipole in its relation to a 
charged particIe is inversely proportional to the square of the distance. whereas for a 
quadrupole it is inversely proportional to the cube of the distance. The forces operating 
between a dipole and a charged particIe wil! cause a symmetri'cal orientation. but a non­
symmetricaJ orientation in the case of a quadrupole. To show the working of this process. 
small rounds of blottingpaper. di'pped in paraffin. on which little magnets had been placed. 
were brought on a surface of water. One of the poles of a magnet represented an ion. 

1) FOWLER-BERNAL. Trans. Far. Soc .• 29. 1049 (1933) . 
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the diameter of which was represented by test-tubes of vari'ous sizes. It appeared. (Fig. 2. 
3. 4) th at with a small ionic radius the non-symmetrical position was stabIe. and with a 
greater ionic radius the symmetrical position. Hence it was c1ear. that between water and 
single-charged i'ons both positions were possible. 

Fig. 2. 

negative ion 
small ionic radius 

Fig. 3. 

negative ion 
great ionic radius 

Fig. 4. 

positive ion 

The potential energy of the watermolecule in relation to a charged particIe was 
computed in dependence on the radius of the charged particIe. The result of this 
computation i's shown in the graph. (Fig. 5.) The ionic radii of F. Cl, Br and J. and of K. 
Na. Rb. Cs are shown on the absciss. From this graph some conclusions may be drawn. 

13 -L: ~ 

11 

9 

5 

ionie ,.aliiu. _ Na r Ir Hl; Cs Cl Er 

Fig. 5. 

The F-ion takes up a peculiar place. In the first layer round the F-ion the watermolecule 
will take up a non-symmetrical position. In former computations of the hydration-energy 
this had never been taken into account. The Iyotropic numbers are connected with this 
h,ydration-energy according to: I1H = aL + b. Here Hand L are respectively the 
hydrati'on-energy and the Iyotropic number; a and bare constants. It of ten appears. that 
the F-ion does not correspond to the Iinear relation between this Iyotropic number and the 

60* 
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effect obtained 2) . The deviations can be explalned by the particular position of the 
watermolecules. 

We cannot conclude from thls, how their position will be round colloi'dal particles. We 
shall have to give an answer to the question, whether the charge of these colloidal partIcIes 
must be considered as points of charge which are found on the surface and each of whlch 
blnds the watermolecules, or whether we are allowed to conslder the charge as concentrated 
In the centre of the colloldal particIe. 

From the graph it Is c1ear, that in the case of positive particles - I e/r is greater than 
In the case of negative ones. In the Iiterature on thls subject it is assumed, that with an 
equal ionic radius negatlve ions will have a greater hydration-energy than positive ones; 
for the positive pole of a water dipole is situated nearer to the perlphery than the 
negative one 3) . Exactly the opposite, however, appears from our own computatlons, as 
the computed numbers are a measure of this hydratlon-energy; ·which Is evident from 
the tabIe. Here the relatIons to the hydration-energy are shown. Indications of thls may 
also be found in the Iiterature of the colloid-chemistry. E .g. SPEELMAN 4) states, th at In 

I· - Ie/r H - Ie/r/H 

F 5.8 123 0.047 

Cl 3.65 84 0.04"1 

Br 3,4 73 0.047 

3.0 64 0.047 

f]occulation-experiments with serumalbumen the alcohol number appears as non­
symmetrical on both sides of the iso-e1ectric point. With a low PH' therefore with 
positively charged particles, the alcohol number is greater than with a high PH' Which 
points to a stronger binding of the watermantIe to positive particles. 

Measurements of viscosity and other properties render a simi'lar result. 

SUMMARY. 

1. F appears to deviate from Cl, Br' and J. Experiments have borne this out. 
2. In case of an equal lonic radius positlve lons seem to bind the watermolecules more 

strongly than negatlve ones. 
3. A possibility of computlng hydratlon-energies i's offered, in which, of course, the 

various correcting factors must be taken into account. 

In a following article we hope to speak on thi's subject more at large. My thanks are 
due to Dr. E . H . BÜCHNER, who suggested the idea on which these considerations 
are based. 

2) BÜCHNER, Recueil, 59, 703 (1940). 
SARLUY, Thesis, Amsterdam (1940). 

3) VAN ARKEL en DE BOER, Chemische Binding (1930). 
4) SPEELMAN, Thesis, Amsterdam (1937) . 

Chemical Laboratary of the University, 
Col/aid Chemistry Dept., Amsterdam. 



Mathematics. - "Sätze über topologische Erweitcrung von Abbildungen". By J. DE 
GROOT. (Communicated by Prof. L. E . J. BROUWER.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

1. Fragestellung. Unter einer Erweiterung topologischer Abbildungen versteht man 
folgendes : man betrachtet eine Punktmenge A eines Raumes und in demselben oder in 
einem anderen Raume eine mit A homöomorphe Punktmenge A'. Bisweilen ist es jetzt 
möglich zwei (zu A und A' fremde) Punktmengen B und B' zu finden von der Art, dasz 
A + B topologisch abzubilden ist auf A' + B', während die durch diese Abbildung 
induzierte Abbildung von A auf A' mit einer vorgegebenen topologischen Abbildung 
übereinsÜmmt. Die Abbildung von A auf A' ist also erweitert zu einer topologischen 
Abbildung von A + B auf A' + B'. 

Dieses Problem ist unter verschiedenen Voraussetzungen der Mengen A. B. A' und B' 
schon wiederholt bearbeitet worden. leh nenne z.B. die Namen: L. ANTOINE (J. Math. 
Pures Appl. (8) 4 (1921) , S. 221). H . M. GEHMANN (Trans. Am. Math. Soc. 28 (1926) , 
S. 252; 31 (1929) , S. 241. Am. J. of Math. 51 (1929) , S. 385. Bull. Am. Math. Soc. 42 
(1936), S. 79). M. LAVRENTIEFF (Compt. Rend. 178 (1924) , S. 187. Fund. Math. 6 
(1924). S . 149) . S. Smïl:OW (Rev. Math. Union Inter-Balkan 1 (1936), S . 97). H . WOL­
KENSTÖRFER (Dissertation, München 1929). Man sehe auch die Fusznote auf Seite 3. 

I. I. Wir werden im aIlgemeinen die Terminologie von P. ALEXANDROFF und H . HOPF 
verwenden 1) . 

Unseren Betrachtungen legen wir einen normalen Raum R mit abzählbarer Basis (bis­
weilen auch den n-dimensionalen Zahlenraum Rn) zugrunde und beschränken das 
Problem in folgender Weise: 

1° Bist eine Teilmenge der abgeschlossenen HüIle Ä der Menge 'A , also B cA. 
Ebenfalls gilt B' cA'. 

2° Es soli jede topologische Abbildung von A auf A' erweiterungsfähig sein. 

2. Der denkbar einfachste Fall ist wohl der. dasz B (bzw. B') nur einen Punkt P 
(bezw. P') enthält. Es gilt folgender einfacher Satz: 

Satz I. In R sind gegeben zwei (in sich) kompakte Mengen A + P und A' + P'; 
sind A und A' homöomorph. so kann man jede topologische Abbildung van A au! A' 
erweitern zu einer Abbildung von A + P au! A' + P' . 

Beweis. Ist P ein isolierter Punkt der Menge A + p , so ist P notwendig isolierter 
Punkt von A' + P'. Sonst würde A kompakt und A' nicht-kompakt sein in widerspruch 
znr Homöomorphie. Somit liegen beide Punk te isoliert und es ist nichts zu beweisen. 

Wir nehmen also 8:1 P cA und P' c A'. Denken wir uns jetzt eine beliebige. aber im 

Folgenden festgehaltene topologische Abbildung T von A auf A'. Eine gegen P kon­
vergente, zu A gehörige Punktfolge ai wird abgebildet auf ei ne Folge ai cA', welche 
",enig stens einen Häufungspunkt Q' c A' + P' besitzt. Es ist aber Q' cl: .4,', denn sonst 
würde es eine gegen Q (Q cA) konvergente Teilfolge von ai geben, weil T-I topolo­
gisch ist. Es musz also Q' = P' sein. 

Das Bild jeder gegen P konvergenten und zu A gehörigen Folge ist somit eine gegen 

1) P . ALEXANDROFF, H. HOPF, Topologie I, Berlin, Springer, 1935. 
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P' konvergente und zu A' gehörige Folge. und umgekehrt. M. a. W.: das Bild jeder 
Umgebung von P in der Menge A + P (abgekürzt: U (PJA + P)) ist eine U (P'/A' + 
P'). und umgekehrt. wenn die Punkte P und P' einander zugeordnet werden. 

2. 1. Fordert man in Satz I sta tt Kompaktheit zum Beispiel totale Beschränktheit 1 ) 

oder Abgeschlossenheit. so verliert er seine Geltung. Man nehme etwa für A + P den 

zweidimensionalen Zahlenraum R2. und setze A' = A. P' = P . q/ = <po r' = ...!... (P = 0.0) 
r 

gibt eine topologische Abbildung von A auf A'. welche nicht erweiterbar ist. Ebenso 
le:cht konstruiert man Abbildungen VOD total-beschränkten. aber nicht abgeschlossenen 
Mengen aufeinander. welche nicht erweiterungsfähig sind. 

2. 2. Betrachten wir jetzt den Fall. dasz die Mengen B und B'. jede für sich. endlich 
viel Punkte enthalten. Das Analogon des Satzes I ist schon unrichtig. Dieser Tatbestand 
erhellt folgendermaszen: man verbiege ein Dreieck ABC in der Weise. dasz die Punkte 
B und C zusammenfallen; ein mit ABC kongruentes Dreieck A'B'C' verbiege man in der 
Weise. dasz A' und B' zusammenfallen. Aus der ersten verbogenen Figur entferne man 
die Punkte A und B (= C). aus der zweiten C und A (= B) . Eine kongruente Ab­
bildung von ABC (ohne Eckpunkte) auf A'B'C' (ohne Eckpunkte) induziert eine 
topologische Abbildung der beiden soeben konstruierten Figuren. Es leuchtet unmittelbar 
ein. dasz diese Abbildung sich nicht erweitern läszt zu einer Abbildung der beiden ver­
bogenen Figuren. 

Sind aber im n-dimensionalen Zahlenraum Rn die Punk te von B (bzw. B') innere 
Punkte der Menge A + B (bzw. A' + B') in bezug auf Rn' so gilt 

Sau U. In Rn (n :2: 2) sind gegeben zwei beschränkte abgeschlossenc Mengen 
A + B und A' + B'; A und A' sind homöomorph, während B (bzw. B') eine (endliche 
oder unendliche) isolierte Punktmenge ist, deren Punkte innere Punkte der Mengc A+ B 
(bzw. A' + B') in bezug aul Rn sind. 'ede topologische Abbildung von A aul A ' ist 
jetzt erweiterbar zu einer Abbildung von A + B aul A' + B'. 

Der Beweis folgt nachher. 
Dieser Satz gilt nicht für n = 1. da A und A' in diesem Falie nicht zusammenhängend 

sind. Man nehme zum Beispiel in Rl nacheinander die Punkte A, Pl. P2• B und B'. 
Q]. Q2. A'. Das lineare Bild von API (ohne PI) sei A'Q2 (ohne Q2). von PIP2 · 
QlQ2. und von P2B (ohne P2) Q 1B' (ohne Qd. Entfernt man aus den Strecken AB und 
B'A' die Punkte Pl. P2. Ql und Q2. so hat man durch diese Abbildungen zusammen eine 
topologische Abbildung der Restmengen aufeinander. Man kann aber nicht die Punkte 
P und Q einander zuordnen in der Art. dasz die genannte Abbildung erweiterbar ist. 

2. 3. Es erhebt sich jetzt die Frage nach Aussagen für den Fall. dasz B und B' allge­
meinere Punktmengen sind. In 3 werden wir diese Frage beantworten. B und B' werden 
dab ei nulldimensionale 2) Punktmengen sein. Für n-dimensionale (n > 0) Punktmengen B 
und B' wird es aber schwer. wenn nicht unmöglich sein. etwas Allgemeines und Positives 
allszusagen. Wir erläutern diesen Tatbestand an folgendem einfachem Beispiel. wobei 
B und B' zwei eindimensionale Simplices sind. welche sogar ganz im Inoefen der Mengen 
A und A' liegen. In der gezeichneten Figur sind die beiden von den Rechteeken be­
randeten Flächenstücke die Mengen A + B und A' + B'; B und B' sind die Strecken XY 
und X' Y'. Man konstruiert leicht eine topologische Abbildung von A auf A'. bei der das 
Dreieck SPA (ohne A) übergeführt wird in das Rechteck S' P' Q' R' ( ohne I? Q') . 
Diese Abbildung ist aber nicht erweiterbar. denn sie kann nicht einmal eineindeutig sein. 

1) Eine Menge heiszt total beschränkt. wenn sie sich für jedes d > 0 als Summe endlich 
vieler Mengen von Durchmessern :s; d darstellen läszt. 

2) Im BROUWER-URYSOHNschen Sinne. 
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3. Wir brauchen folgendes Lemma. 

Lemma. In Rist gegeben eine Menge A + B; es gilt B c A. 
Wenn eine eindeutige Abbildung t von A + B auf eine Menge A' + B' in jedem 

Punk te von A + B stetig in bezug auf A ist, so ist f eine stetige Abbildung von A + B 
auf A' +B'. 

Beweis. f ist eine stetige Abbildung von A + B auf A' + B' , wenn es zu jeder Um­
gebung U (P'/A' + B') eines Punktes P' c A' + B' eine Umgebung U(P/A + B) gibt, 
deren Bild zu der U (P' /A' + B') gehört. Wir dürfen annehmen, dasz die Umgebung 
U (P'/A' + B') eine abgeschlossene Menge ist. Der Durchschnitt von U (P' /A ' + B') 
und A' + P' ist eine Umgebung U (P' /A' + P'). Da f in P stetig in bezug auf A ist, 
gibt es eine Umgebung U(P/A + P) , deren Bild in der U(P' /A ' + P') enthalten ist. 

Die Menge U (P/A + P) und die Menge der zu A + B gehörigen Häufungspunkte von 
U(P/A +P) geben zusammen - wie man leicht einsieht - eine Umgebung U(P/A+B). 
Jede gegen den Punkt Q c A + B konvergierende Punktfolge a i C A wird aber ab­
gebildet auf eine gegen Q' konvergierende Folge ai. Aus dem Obi gen geht also jetzt 
hprvor, dasz das Bild der konstruierten U(P/A + B) zu der U(P'/A' + B') gehört, was 
ZI1 beweisen war. 

Bemerkung. Wenn auszerdem A + B (in sich) kompakt und f eineindeutig ist, so leitet 
man - mit Hilfe eines bekannten Satzes - sofort ab, dasz f topologisch ist. 

3. I. Mit Hilfe dieses Lemma beweisen wir folgenden Satz. 

Satz lIl. In R sind gegeben zwei kompakte Mengen A + B und A' + B'; A und A' 

sind homöomorph. und es gilt B c A. B' cA'. 
Wenn die Mengen A + B und A' + B' die Eigenschaften 1 und 2 besitzen. so ist 

jPde topologische Abbildung von A auf A ' erweiterbar zu einer Abbildung von A + B 
aul A' +B'. 

Die Eigenschaften 1), ausgesprochen für die Mengen A und B, sind: 

1) H. FREUDENTHAL - dem ich an dieser Stelle herzlichst danke für seinen wertvollen 
Rat - war so freundlich, meine Aufmerksamkeit zu lenken auf seine Dissertation "Ueber 
die Enden topologischer Räume und Gruppen" (Math. Z .schr. 33 (1931)), insbesondere 
Satz 7, und auf einen Aufsatz von L. ZIPPIN "On semicompact spaces" (Am. J. of Math. 
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1. die Menge A ist zusammenhängend im kleinen in der Nähe der Menge B. Das 
heiszt: für jeden Punkt P e B gibt es be!iebig kleine Umgebungen U (PIA) , welche 
zusammenhängend sind 1). 

2. Bist einé nulldimensionale Punktmenge (zum Beispiel: Bist eine diskontinuierliche 
Pa-Menge2)). 

Beweis. Wenn B nulldimensional ist, so gibt es offenbar zu jedem Punkt P e B beliebig 
kleine (offene) Umgebungen U(PIR), deren Begrenzungen keine Punkte von Benthalten. 

Unser Ziel ist jetzt zu beweisen, dasz elne bellebige Umgebung U(PIA + P) eines 
Punktes P e B übergeführt wird in eine U(P'IA' + P'), wenn wir eine gewisse topo­
logische Abbildung von A auf A' betrachten, und die Punkte P e B und P' e B' ein­
ander in geeigneter Wei se zuordnen. Wir brauchen dazu folgenden bekannten Satz: 
Wenn eine zusammenhängende Menge S sowohl mit der offenen Menge U wie auch mit 
der Menge R-U wenigstens einen Punkt gemein hat, so hat S wenigstens einen Punkt 
mit der Begrenzung von U gemeinsam. 

Eine beliebige U' (PIA + P) ist Durchschnitt von A + P und einer U' (PIR). Wir 
nehmen eine (offene) U(P/R) mit U(PIR) e lI'(P/R) , deren Begrenzung G zu B fremd 
ist. Der Durchschnitt von U (P/R) und U' (PIA + P) ist wieder eine U (PIA + P). 

G und A + B sind abgeschlossene Mengen; die Menge N = (A + B) . G !st also 
ebenfalls eine (vielleicht leere) abgeschlossene Menge. Das Bild N' e A' ist wieder 
abgeschlossen. 

Betrachten wir eine zu U(pIA + P) gehörige und gegen P konvergente Punktfolge ai' 
Die Bildfolge al hat wenigstens einen Häufungspunkt P' mit P' eB'. Wir ordnen P' 
dem Punkte P zu (später wird hervorgehen, dasz P diesen Punkt P' eindeutig bestimmt). 
Angenommen, das Bild von U (PIA + P) sei keine Umgebung U(P'IA' + P'); dann gibt 
es in jeder Nähe von P' einen Punkt Q' e A', der nicht zum Bilde von U(P/A + P) 
gehört. Der Originalpunkt Q von Q' gehört also nicht zu U(PIA + P) und auch nicht 
zu U(P/R), weil Q zu A gehört. Wegen Eigenschaft 1 gibt es beliebig kleine zllsammen­
hängende Umgebungen U(P'IA'). Wir w.ählen diese U'(P'IA' ) in der Weise, dasz der 
Durchschnitt von U(P'/A') und N' leer Ist (die Menge N' ist abgeschlossen!). 

In U(P'IA') liegt ein Punkt Q' der oben erwähnten Art und ein Punkt ak; diese beiden 
Punkte sind also verbunden durch die Menge U(P'IA'). Die inverse topologische Abbildung 
bildet U(P'IA') ab auf eine zusammenhängende Menge Me A. welche Q und ak ent­
hält. Es gilt offenbar Q e R-U(PIR) , ak e U(PIR); M hat also wenigstens einen Punkt 
roit N gemeinsam in Widerspruch zu der Tatsache, dasz das Bild U(P'IA') von M keinen 

57 (1935)), welcher Erweiterungen von FREUDENTHALs Arbeit enthält. Durch ZIPPIN 
wird U.a. ein Satz abgeleitet, welcher, an Stelle der Bedingungen 1 und 2, die folgenden 
Bedingungen fordert: a . A ist zusammenhängend; b. A ist im kleinen zusammenhängend; 
c. Bist eine diskontinuierliche F~ -Menge; d. Bist "totally avoidabie" , d.h. in jeder zusam­
menhängenden, in A + B offenen Menge D mit De A + Bist D · A zusammenhängend. 
Aus diesen vier Bedingungen sind sofort die Bedingungen 1 und 2 abzuleiten; das Umge­
kE'hrte ist aber nicht der Fall. Tatsächlich ist es möglich, BeispieIe ausfindig zu machen, 
welche den Anforderungen 1 und 2. aber nicht a und (oder) b entsprechen. Unser Satz 111 
sagt also wesentlich Neues aus. 

Von diesem Berührungspunkt abgesehen kann man ZIPPINs und unsere Resultate nicht 
miteinander vergleichen, da wir verschiedene Ausgangspunkte und Ziele haben. 

1) Man bemerke, dasz U(P/A) den Punkt P nicht enthält. 
2) Pa = I F n' jedes Fi abgeschlossen. Eine abzählbare Menge ist z.B. ein P ~ . 

n 
Ein diskontinuierliches Pa ist ei ne nulldimensionale Menge, denn jede Menge F i Ist 

eine abgeschlossene und diskontinuierliche, also eine nulldimensionale Menge (sehe z.B.:· 
K. MENGER, Dimensionstheorie, S. 213). Aus dem "Summensatz" der Dimensionstheorie 
geht jetzt die Behauptung hervor. 
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Punkt von N' enthält. Das Bild jeder U(P/A + P) ist also eine U(P'IA' + P'). Es geht 
jetzt auch unmittelbar hervor. dasz P' der einzige Häufungspunkt der Folge ai ist. Gäbe 
es nämlich zwei Häufungspunkte P' und Pil. so könnte man die inverse topologische 
Abbildung von A' auf A betrachten. und genau wie oben nachweisen. dasz jede 
U(P"/A' + Pil) und jede U (P'/A' + P') übergeführt wird in Umgebungen U(PIA + Pl. 
Wählt man die Umgebungen von P/ und pil fremd zueinander. so erhält man leicht einen 
Widerspruch. Die Beziehung zwischen den Punkten P C 8 und P' c 8' ist also ein­
eindeutig. 

Mit Hilfe des Lemmas schlieszen wir jetzt sofort auf die Erweiterungsfähigkeit der 
Abbildung. 

4. Als erste Anwendung des soeben bewiesenen Satzes nennen wir Satz 11. Es ist 
einleuchtend. dasz die Daten den Anforderungen entsprechen. Uebrigens kann man Satz 11 
auch direkt - ohne Hilfe des Lemmas - beweisen; dazu braucht man nur einc Verein­
fachung der im Satze 111 angewendeten Beweisführung. 

4. 1. Urn zu einer zweiten Anwendung zu gelangen. teilen wir die Punkte des Zahlen­
raumes R nin zwei Klassen ein: in die erste Klasse die Punk te mit ausschlieszlich rationalen 
Koordinaten. das sind die "rationalen" Punkte; in die zweite Klasse die übrigen. das sind 
die "irrationalen" Punkte. 

Satz IV. Jede topologische Abbildung der irrationalen Punkte zweier n-dimensiona?er 
Elemente in R n (n > 1) aufeinander ist erweiterbar zu einer Abbildung der beiden n-dimen­
sionalen Elemente. 

Beweis. Die rationalen Punkte bilden eine abzählbare. also gewsiz eine nulldimensionale 
Punktmenge. Wir haben also nur mehr Eigenschaft 1 nachzuprüfen. Diese Eigenschaft 
ist aber unmittelbar klar für die inneren Punkte eines n-dimensionalen Elementes E. 

Zum Nachweis für die (rationalen) Randpunkte bilden wir E topologisch ab auf eine 
n-dimensionalen Vollkugel E'. Das Bild U(P/JE') einer Umgebung U(P/E) eines rationalen 
Randpunktes PeE enthält eine U, (P'/E') . Je zwei zu dieser Umgebung gl'hörigen 
Punkte kann man verbinden durch eine in der Umgebung liegende Strecke. Die Original­
menge U'(P/E) von U, (P'/E') ist also ebenfalls stetig zusammenhängend. Wir haben 
jedoch nachzuweisen. dasz jede zwei zu U' (P/E) gehörigen irrationalen Punkte zu ver­
binden sind durch l'inl'n nur irrationalen Punkte enthaltenden einfachen Jordanbogen. Wir 
erreichen jetzt unser Ziel durch eine Approximation. 

Angenommen die zwei irrationalen Punkte. welche wir verbinden wollen. gehören nicht 
zum Rande S von E. Ein die zwei Punk te verbindender zu U'(PIE) gehöriger Jorc1anbogen 
hat eine positive Entfernung ~ von der Menge S + G (G bedeutet die Begrenzung der 
offene Menge U'(P/E)). Wir konstruieren jetzt eine Einteilung des Rnin n-dimensionale 
VVürfel. deren Randpunkte alle irrational sind. Die Kantenlänge jedes Würfels wählen 

wir < i . Betrachten wir die Menge der Würfel. welche wenigstens einen Punkt mit dem 
n 

Jordanbogen gemeinsam haben. Man ist nun sofort im Stande einen zur Menge der Würfel 
und deshalb zu U' (P/E) angehörigen Weg von irrationalen Punk ten zu bestimmen. welcher 
die zwei irrationalen Punk te verbindet. 

Wenn einer der beiden irrationalen Endpunkte K des Jordanbogens b zum Rande 
S von E gehört. so bestimmen wir eine Einteilung von b in eine Folge von einfachen 
Jordanbogen bi 

b = b1 +b2 + .. .. .. ... 
derart. dasz bk und b k + 1 genau einen Punkt gemeinsam haben und die Folge der 
Bogen bi gegen K konvergiert. Jetzt approximieren wir jeden Bogen bi durch einen 
Weg w i in der oben angegebenen Weise. Setzen wir 

w = Wl + W!!+ ........ . . 
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so konvergieren die w i gegen den Punkt K. Die Menge w + Kist also ein Jordanbogen, 
der den Anforderungen entspricht. 

Gehören die beiden irrationalen Endpunkte des Jordanbogens b zum Rande S, so führt 
natürlich eine analoge Betrachtung zurn Ziel. 

4.2. Bekannt ist folgender Satz: jede abzählbare überall dichte Menge A im Rn ist 
der Menge A' der rationalen Punkte des R n homöcmorph. Man kann sogar eine topolo­
gische Abbildung von A auf A' bestimmen, welche sich erweitem läszt zu einer Selbst­
abbildung des ganzen Raumes R n' Diese Behauptung gilt aber nicht für jede topologische 
Abbildung von A auf A' 1). Ebensowenig gilt Satz IV, wenn wir das Wort irrational 
durch das Wort rational ersetzen. Erläutem wir diesen Tatbestand durch folgendes 
Beispiel 2) : 

Ein Quadrat mit irrationalen Seiten teile man durch eine irrationale Strecke in zwei 
irrationale Rechtecke ABCD und CDEF. Wir dürfen annehmen. dasz bei der kongruenten 
Abbildung von ABCD auf DCBA die rationalen Punkte in rationale Punkte übergeführt 
werden. Diese Abbildung gibt zusammen mit der identischen Abbildung des Rechteckes 
('DEF ei ne topologische Abbildung der rationalen Punkte des Quadrates. welche offenbar 
nicht erweiterungsfähig ist. 

Jetzt bringen wir noch eine einfache Anwendung des Satzes IV. 
Korollar. Jede topologische Abbildung der irrationalen Punkte zwei er n-dimensionalen 

Elemente in R n (n > I) aufeinander ist eine gleichmäszig stetige Abbildung. 
Die Abbildung ist nämlich erweiterbar zu einer Abbildung von zwei beschränkten 

abgeschlossenen Mengen. Diese letzte Abbildung. und also auch die erste. ist gleichmäszig 
stetig . 

4. 3. Erwähnen wir noch eine letzte Anwendung des Satzes lIl. 

Sat: V. In der Ebene R2 sind gegeben zwei bescIJränkte abgeschlossene Mengen 
A + B und A' + B'; A und A' sind homöomorph. B (bzw. B') ist eine (beschränkte) 
abgeschlossene diskontinuierliche Punktmenge. während die Punkte von B (bzw. B') 
innet'e Punkte der Menge A + B (bzw. A' + B') in bezug auf R2 sind. 

Es ist jetzt jede topologische Abbildung von A Buf A' erweiterbar zu einer topologischen 
Abbildung von A + B auf A' + B'. 

Beweis. Ein bekannter Satz besagt. dasz man durch B (bzw. B') eine Jordankurve J 
legen kann. Zu jedem Punkte PcB gibt es auf beiden Seiten von P auf J ei ne nach P 
konvergente und zu A gehörige Punktfolge. da B ei ne diskontinuierliche Menge ist. Auszer­
dem ist eine Jordankurve in jedem ihrer Punkte glatt und erreichbar. sowohl für das 
Innere wie auch für das Aeuszere der Kurve 3); mit Hilfe dieser Eigenschaften leuchtet 
sofort ein. dasz die Eigenschaft 1 vorhanden ist. 

1) Für den Beweis dieser und analoger Sätze sehe man L. E. J. BROUWER. Some 
remarks on the coherence type 7). Proc. Kon. Akad. v . Wetenseh .• Amsterda1D. 15. 
S. 1256---1263 (1913). 16. S. 336 (1913). 

2) Andere Beispiele gibt L. E . J. BROUWER. I.c .• S. 1262. 
3) Siehe: A. SCHOENFLIES. Math. Ann. 62 (1906). S. 296 oder B. V. KERÉK}ÁRT6. 

Vorlesungen über Topologie. S. 65. 



Mathematics. - Sur la représenfation des {oncfions harmoniques. Par A . F. MONNA. 
(Communicated by Prof. W . VAN DER WOU DE). 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

1. Dans Ie numéro précédent de ce journal j'ai fait quelques remarques concernant la 
possibilité de la représentation des fonetions harmoniques dans un domaine par une 
intégrale de STIELTJES-RADON. Aucune condition ne fut imposée au domaine Q et les 
fonctions harmoniques ne furent supposées que d 'être bornées supérieurement. Cependant 
une étude de plus près m'a fait voir qu'il est difficile à rendre la démonstration exacte 
sans quelques condltions. qui sont données dans ce qui suit. 

On remarque d'abord que les fonctions d'ensemble fl~ . ') ~O , etc, peuvent être considérées 

comme déllnies sur tous les ensembles de I'espace trois-dimensionnel (pour autant qu'ils 

sont mesurables relativement à fl~. etc.r. en les posant zéro hors I. 

2, Dans la démonslration est utilisée que les intégrales 

f yP (Q) d (jPo (Q), f y~ (Q) d (j~o (Q). (1) 

e 

oû e et en désignent respectivement des sous-ensembles de 2: et de In' ten,dent vers zéro 

avec la mesure harmonique de e et de en 1) . Puisque yP et y~ sont bornés et positifs, 

il faut et il suffit pour cela que oPo et B~O s'annulent sur les ensembles de mesure harmonique 

nulle. Posons alors u (P) = - 11 (PI. On a alors 

(j~o (e) = f V (Q) dfL~o (Q). (2) 

en 

11 (Q) est continu sur In fermé, et donc borné ; 11 -< M n . Donc 

Par conséquent O~O (en) -+ 0 si fl~O (en) -+ O. Si 11 est borné dans Q (donc si u est non 

seulement borné supérieurement. mais aussi borné inférieurement), M n ~ M , un passage 

à la limite montre que Ie même est vrai pour opo. Cependant, pour conclure que 

OPO(e) -+ 0 si fl PO(e) -+ O. il n'est pas nécessaire que 11 est borné. 
II {aut et il suflit que les intégrales (2) sont uni{ormemetlt et absolument continlIes 

par rapport à la mesure harmonique suc Ie In corcespondanf, c. a , d. s11 existe pour 
tout e> 0 donné un nombre ó (el> 0 tel que 

(j~o (e)= fv(Q)dfL~O (Q) < E 

e 

pour n> N (e) dès que fl~O (e) < Ó (e) . 

1) On ne I'a utilisé que pour les ensembles e = I - I ' et en = In - I~ . 
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Ceei résulte immédiatement de ce qu'on a lim ft~· (e) = ftP(e) et Um O~·(e) = OP·(e) 
n-+<J> n-+<J> 

pour tout e ainsi dit .. régulier". 
Remarquons que toute intégrale (2) est absolument continue sur Ie In correspondant 

(u étant supposé seulement bomé supérieurement), de sorte que seulement l'uniformité de 
cette continuité déslgne unt' restriction. 

La condition imposfe à u (P) est super8ue si la dérivée de ftP (e) par rapport à 

ftP• (e) existe en chaque point Q de I. 

3. Pour pouvoir conclure à la convergence de r~ (Qn) vers rP (Q) sur les I~ il faut 

imposer une condition a Q . A savoir, il n'est pas certain saDS plus qu'il existe un 
ensemble e de mesure harmonique positive, tel qu'on a 

I 
,uP (e) P (Q) I 1 I ,u~ (e) P (Q ) I 
,up. (e) -Y < "!"E; ,u~. (e) - Yn n < t E (3) 

et la possibilité de ceei est essentielIe dans la démoDstration. 
On peut arriver à une condition suffisante comme il sult. 

A. Supposons que la {rontière I de Q est telle que la portion de Icontenue dan.s 
une sphère de rayon (1 et centrée dans un point Q quelconque de I, a une mesure 
harmonique positive. 

Solt alors I Qn I une suite de points de I In I tendant vers Q. Désignons par en 

l'intérieure de la sphère de rayon (1 et de centre Qn; de même par e l'intérieur de la 

sphère de rayon (1 et de centre Q. Pour s > ° donné arbitrairement il existe un nombre 
(1n (s) > ° tel que pour (1 ~ (1n 

(4) 

De même il existe un Dombre (1* (s) > ° tel que pour (1 ~ (1* 

I 
,uP (e) I 
,up. (e) - yp (Q) < t E. (5) 

On a supposé iei que les dérivés de ftP et ft~ existent en Q et Qn (en vertu de no. 1 

les autres points n'oDt pas d'importance). Remarquons que ceci est, comme conséquence 
de la condition A, compatible avec la supposition que Qn .... Q. Supposons maintenant que 

B. Pour n>N(s) on a (1n>'1>O. 

Alors, à partir d'un certain nombre n, les sphères de rayon (1n contlennent tous Q. 

En prt'nant les (1n suffisamment petits, on peut arranger que toutes ces sphères sont 

contenues dans la sphère de rayon (1* et de centre Q. Alors évldemment l'intérieur eo de 
la sphère de rayon '1 > ° et de centre Q satisfait aulC inégalités (3); en vertu de A cet 
ensemble a une mesure harmonique positive. 

La condition B doit être vérifié dans tous les points 'de I', c.a.d. partout sur I sauf 
aux points d'un ensemble de mesure harmonique nulle. Alors rP (Q) est presque partout 
continu sur I, donc sauf aux points d'un ensemble de mesure harmonlque nulle. 

La condition B, de même que A, signifie une restriction pour Q et non pour la 
fonctlon harmonlque considérée. 

4. La condition A est certalnement vérifiée en tout point de I si Q n'a qu'une 
frontière extérieure. Pour montrer cela, soit Se la partie (fermée) de la surface de la sphère 
de rayon (1, située dans Q + I et soit Ie la partie de I située dans cette sphère. I e et 
Se constituent la frontière d'un domaine Qe . La mesure harmonique de Ie relativement à 
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n vaut au moins la mes ure harmonique de Ie relativement à ne (principe de CARLEMAN 
de l'extension du domaine). 11 suffit donc de montrer que cette dernière mesure est positive. 
Or. on a, en désignant la mesure par rapport à ne par /L. 

ft (...re + Se) = 1. 

ft (...re) + ft (Se) = 1. 

11 faut donc montrer que /L (Se) < I. Désignons par /L * (Se l la mesure harmonique de 
Se relativement à l'intérieur de la sphère. Par Ie même principe on a /L* (Se) :> /L (Se l. 
Maintenant /L* (Se) est < 1. puisque Ie complément de Se par rapport à la surface de la 
sphère a des points intérieurs (Ia frontière est extérieure) et a donc une mesure harmonique 
positive (Ia somme des mesures des deux par ties de la surface vaut I). 

11 est aisé de généraliser ce résultat pour des cas particuliers de domaines ayant une 
frontière intérieure. 

La condition B n'a qu'un rapport très indirecte aux propriétés de I. Le problème 
se pose donc de chercher des conditions ,,"un caractère plus géométrique. Des conditions 
nécessaires et suffisantes (s'il faut poser des conditions) ne sont pas connues. 11 semble 
cependant que la condition B. qui doit être vériliée presque partout. ne signilie pas une 
reitriction grave pour n. L'exemple facile suivant montre p. ex. que la régularité de n, c.a.d. 
la possibilité de la résolution du problème de DIRICHLET, pour des valeurs-frontière 
continues quekonques. n'est pas nécessaire pour la représentation intégrale. 11 suffit de 
prendre. si E C I, 

ftP(E) J yP(Q) dliPO(eQ) 

I 

si 

liP. (e) = ~ ftp·(e) pour e C E 
? 0 pour e C ...r-E 

et de remarquer que /LP (E) est une fonction harmonique de P. 
. On peut voir comme il suit que la condition B est compatible avec l'irrégularité de n. 
Montrons cela d'abord pour la condition plus restrictive. 

B'. Pout' n > N (E) on B en> 'Y} > 0 quelque soit la suite croissante In nl tendant 
vers n. 

Supposons donc que B' est vérifié dans Ie point 00. Soit alors Be la sphère fermée de 
rayon e arbitrairement petit et de centre Q. Soit Innl une suite quekonque de domaines 

croissants, tendant vers n, et telle que n n + In C n + I; supposons de plus que n n 
et n. donc aussi In et I. coïncident dans Be. Pour nn les fonctions /L~. (e) et r~ (Q) 

sont bien délinies. Par un raissonnement comme dans l'artic1e précédent on voit alors 

que r~ (00) tend vers rP (Qo) si n"" O(): la restrietion dans B' .. quelque soit la suite 

croissante In nl tendant vers n" est iei essentielIe. rP (Q) est done une fonctionnelle contin ue 
du domaine dans Ie sens mentionné. 

/L~ (e) 
Le même est vrai pour Ie quotient -p.-- (si la mesure harmonique est positive). On 

/Ln· (e) 

en tire que la conditIon B'. vérifié dans 00, a un caractère local. c.a.d.reste vérifié si Ie 

domaine hors Be diminue tandis que eest arbitrairement petit. En elfet. Soit [j Ie 

domaine varié et d '* 0 la plus grande distance de sa frontière 2 à I. On peut choisir 

[j, en prenant d assez petit. tel que pour n > N (l) les quotients 
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diffèrent moins que Ie nombre À. > 0, donné arbitrairement : remarquons seulement qu' on 

peut arranger que les. suites crolssantes de domaines tendant vers Q et Q coïncident 
dans Be, Pour n sullisammeot grand, n > N (a), et d sullisamment petlt la quantlté 

varie donc moindre qu'un nombre a> 0, donné arbItrairement. Remarquons alors qu'on 
peut choisir dès Ie début les rayons (! (e) tels qu'on a, pour tous les n sullisamment grand,l) 

Alors les inégalités (4) subsistent pour Ie domaine varié Q. 

En partant de Q on peut répéter Ie procédé, 
11 suit de ce qui précède que, serait-il donc impossibie que B' soit vérifié dans un point 

Irrégulier, il est cependant possible que Q a des points irrégullers : par une diminutIon 
convenabie de Q hors Be on peut arranger que Ie domaine a un point irrégulier hors 
Be et la condition B', si vérifiée dans Qo, reste alors vérifiée, 

A fortiori, la condition B, qul est moins restrictive, est donc compatible avec l'Irrégu­
larité de Q , 

La possibilité de la représentation intégrale fut démontrée en admettant que B est vérifié 
presque partout (,u) sur I, Cela signifie cependant par une restr!ction quant à la possibilité 
de points irréguliers sur I , puisque les points irréguliers constituent un ensemble de 
capacité nulle, donc de mes ure harmonique nulle, 11 est donc probable que la représentation 
intégrale des fonctions harmonlques qui vérifient la condition donnée ci-dessus de continuité 
UDiforme est possible pour des domaines très génét'aux, 

Pour des domaines à frontière sullisamment régulière (p, ex, l'intérieure ou l'extérieure 
d'une sphère) la condition Best satisfaite en tout point 2), Ceci résulte de ce qu'on a alors 

1 JOG p.P(e) = - - - do 
in On 

e 

G étant la fonction de GREEN de Q avec pöle P : n la normale intérieure, 11 s'en suit 
que la représentation intégrale est possible pour tout domaine dont la frontière, entièrement 
extérieure, consiste en un nombre fini ou une infinité dénombrable de parties de telles 
surfaces, puisque les points OÜ B n'est peut être pas vérifié constituent alors au plus UD 
ensemble dénombrable d'ensembles de mesure harmonique nulle, qui a donc lui même 
UDe mesure nulle, 

Dordrecht, aoGt 1941. 

I) En effet, si cette inégalité n'est pas vérifiée, on change la correspondance de (!n et 

e en faisant correspondre les ensembles de rayon (! n au nombre e + 3 a et donc les en­

sembles de rayon (!n (e - 3 a) à e (prendre a tel que e - 3 a> 0). 

l) Dans Ie cas deux dimensionnel p, ex, la condition B est satisfalte si I est une 
courbe analytique sans points singuliers. 



Mathematics. - Eine Verallgemeinerung des SCHURschen Satzes. Von W. WRONA. 
(Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

In einer früheren Arbeit 1) haben wir den Begriff der skalaren Krümmung einer m­
Richtung in einer RIEMANNschen Mannigfaltigkeit V n eingeführt. Unter die skalare 
Krümmung einer m-Richtung verstehen wir nämlich die erzwungene skalare Krümmung 
einer in V n eingebetteten V m' die diese m-Richtung enthält. Für m = 2 fäJIt dieser Begriff 
mit dem des RIEMANNschen Krümmungsmasses 2) zusammen. 

Eine wichtige Eigenschaft des RIEMANNschen Krümmungsmasses drückt der bekannte 
Satz von F. SCHUR aus. Dieser Satz lautet: [st das RIEMANNsche Krümmungsmass einer 
V n örtlich konstant (d.h. unabhängig von der gegebenen 2-Richtung), so ist es auch 
unabhängig vom Ort 3). 

Im Folgenden werden wir mit Hilfe des Begriffes der skalaren Krümmung eine VeraJI­
gemeinerung des SCHURschen Satzes beweisen. 

Hauptsatz. I. [st in einer V n für ein bestimmtes m, wobei 1 < m < n ist, die skalare 
Krümmung einer m-Richtung örtlich konstant, sc ist sie auch unabhängig vom Ort. 

11. Darüber hinaus folgt unter derselben Voraussetzung, dass 
1) für m < n-l die V n eine Sn (eine Mannigfaltigkeit konstanter Krümmung) ist, 

2) für m = n -1 die V n eine EINSTEINsche Mannigfaltigkeit ist. 
Beweis. Den FaII n = 3 brauchen wir nicht zu betrachten, weil in diesem FaJIe unser 

Satz mit dem SCHURschen zusammenfäIIt. 
Für n > 3 müssen wir zwei Möglichkeiten unterscheiden und zwar: 1) m < n - 1 und 

2) m = n-1. 
1 ) m < n - 1. Betrachten wir in einem Punkte der V n zwei m-Richtungen, welche 

eine gemeinsame (m - 1) -Richtung besitzen. Die diesen zwei m-Richtungen entsprechen-

den Fundamentaltensoren bezeichnen wir mit bi,}' und b",l. Man kann sie in folgender 
Form ausdrücken: 

b",l = C",l + e p'" pl 

P 

b",l = C",l + e q"'ql 
q 

(1) 

wo pX und qX zur (m -1)-Richtung senkrechte Einheitsvektoren sind und der Funda­
rnentaltensor der (m - 1) -Richtung mit cxl bezeichnet ist. Die skai aren Krümmungen 
dieser zwei m-Richtungen sind entsprechend gleich: 

k - 1 Kb"'}' bvx 
m - m (m-1) ,.",lx , 

-k 1 K -b;' bof). 
m = m (m-1) ,.",;.x '" ,.x (2) 

1) J. HAANTJES und W . WRONA, Ueber konformeuklidische und EINSTEINsche Räume 
gerader Dimension. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .. 42, 7, 626---636 (1939). 

2) J. A. SCHOUTEN und D. J. STRUIK, Einführung in die neueren Methoden der Dif­
ferentialgeometrie I, Noordhoff Groningen, S. 117 und 11, S. 134. Weiter zitiert als Ein­
führung. L. P. EISENHART, RIEMANNian Geometry. S. 79-81. 

3) T. LEVI-CIVITA, Der absolute DifferentialkalküI. Springer Berlin, S. 136. L. P. 
EISENHART, l.c. S. 82. 

4) J. HAANTJES und W. WRONA, l.c. S. 626. 
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Nach Vorausseuung bekommen wir aus (1) und (2): 

K"I'Àx (d'À eH + 2 E d'À p" pX + pI' pÀ p" p') = 
p 

und daraus 

K"l'h (d'À e"X + 2 E d'À q" qY. + ql' qÀ q" qY.) 
q 

E K"I'Ày. el'À p" pX = E K"I'Ày. ep.À q" qX. 
P q 

(3) 

Die leute Gleichung gilt für alle zu der (m - 1 )-Richtung senkrechte Einheitsvektoren 
pA. und qA. Daraus geht hervor 5), dass 

(4) 

ist. wo r" und s" zwei beliebige, gegenseitig und zu der betrachte ten (m - 1) -Richtung 
senkrechte Vektoren sind. D1ese Gleichung kann man nun wieder für m - 1 ~ 2 für ver­

schiedene ~Àx und ~Àx, die zwei (m-l)-Richtungen mlt gemeinsamer (m-2)-Richtung 
entsprechen, anschrelben: 

K"I'Ày. cl'À r" sX = O. K"I'Ày. (:I'À r" sY. = O. 

Wenn wir die leuten zwei Gleichungen voneinander subtrahieren, ergibt sich in ähnlicher 
Weise wie oben 

(5) 

für ledes System von vier gegenseitig senkrechten Vektoren uX, "x, rX , sX. Im Falie 
m = 2 ist die Beziehung (5) eine unmittelbare Folge der Gleichung (i); dieser Fall wurde 
aber schon von SCHUR erledigt. 

Aus (5) geht durch Verwechslung von vX und sY. 

K"V<X)À u" vY. rI' sÀ = 0 

hervor. Subtraktion der leuten zwel Gleichungen ergibt wegen K["I'ÀIX = 0 

3 K"l'h u" V
X rI' sl = O. 

(6) 

(7) 

Für ledes orthogonale Bezugssystem verschwinden also alle Bestimmungszahlen des 
Krümmungsaffinors mit vier ungleichen Indizes. Die V n ist demzufolge konformeukli­
dlsch 6) und der Krümmungsaffinor nimmt folgende Gestalt an 7) 

K",..h = 'n 4 2 a[" [À LI'l y.1. (Ll'x = - KI'y.. + 2 (n~ 1) K al'x). (8) 

Für die skaI are Krümmung km einer m-Richtung bekommen wir leut folgenden Ausdruck 

wo bw der Fundamentaltensor der betrachteten m-Richtung darstellt. 
Um jeut zu schliessen, dass unsere V n eine Sn ist, würde es nach dem bekannten 

Resultat von SCHOUTEN und STRUIK 8) genügen noch nachzuweisen, dass unsere V n 

EINSTEINsch ist. Wir kommen aber schneller zum Ziel indem wir direkt zei gen werden, 
dass Lw proportional zu BW ist. Zu diesem Zweck schreiben wir nim den Ausdruck (9) 

5) J. HAANTJES, Eine Charakterlsierung der konformeuklidischen Räume. Proc. Ned. 
Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, 43, I, 91-9i (19iO). 

6) Einführung 11, S. 204. 
7) Einführung 11, S. 202. 
8) L. P. EISENHART, I.c .. S. 93. 
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für beide in (I) angegebenen Fundamentaltensoren bw und bI" an. Nach der Voraus­

setzung (km = km) erhalten wir 

EL", p" p' = E L.u, q" q' (10) 
p q 

für jede zwei Einheitsvektoren p' und q' . Aus (10) folgt , dass die mit Lft., gemessene 
Länge der Vektoren proportional zu der mit aw gemessenen Länge ist. Es ist also 

Der Krümmungsaffinor nimmt also folgende Gestalt an: 

Setzen wir nun in (12) 

so erhalten wir 

n-2 
a=--2-'" 

K""!,, = - 2 Y. a[l' [I. a,ul zl • 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Die V n ist daher eine Mannigfaltigkeit konstanter Krümmung 9) und folglich ist " ei ne 
Konstante. Aus (9) , (11) und (13) finden wir 

km =". (15) 

Die skai are Krümmung einer m-Richtung ist daher eine Konstante , die auch von m 
unabhäng:g und gleich der skalaren Krümmung der V n ist. Damit haben wir den ersten 
Teil des Satzes bewiesen. 

2) m = n - 1. In diesem Falie können wir die Fundamentaltensoren dw und df" 
zweier beliebigen (n - 1) -Richtungen in folgender Form ausdrücken 

d" Z = a'" - E p" pZ 
P 

d"Z = a'" - E q" qZ 
q 

E = p" p" = ± 1 ! 
p • 

E=qU qu =± 1 
q 

Nach Voraussetzung bekom men wir 

woraus nach (16) 

K - 2 EK,,!. p" pJ. = K - 2 E KIt!. q'v. q!' . 
P q 

also 

E K"À p" pi. = EK,,!. q" q!' 
P q 

hervorgeht. Aus (19) folgt (vgl. (10» 

K,,!. = ). a,<I .• 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

Die V n ist daher eine EINSTEINsche und Ä ist bekanntlich eine Konstante. Rechnen wir 

9) Einführung I. S. 126. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 61 
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jetzt die skalare Krümmung kn_1 einer (n-l)-Richtung aus. Nach (18) erhalten wir 

11 ' 
kn- I = (n-I) (n-2) [K -2! 1 al'). pI' pl.] = (n-l) (n-2) (K -21). (21) 

Aus (20) folgt aber, dass 

(22) 

ist, daher 

K 
kn- I = n (n-I) =" 

ist, wo x die skalare Krümmung der V n bezeichnet. Daraus sehen wir, dass die skaI are 
Krümmung der (n - 1 )-Richtung konstant ist . Damit haben wir auch den FaIl m = n - 1 
erledigt. 

Bemerkung 1. Den FaU n = 3 haben wir vom vomherein ausgeschlossen, ~a er durch 
den SCHURschen Satz erledigt Ist. Das obige Verfahren gilt aber auch für n = 3 und 
zwar deswegen, da elne EINSTEJNsche V 3 immer konformeuklidisch, also auch von 
konstanter Krümmung ist. 

Bemerkung 2. Aus obigem Beweise kann man sofort folgende zwei Sätze schliessen. 
I. [st in jedem Punkte einer V n für ein bestimmtes m (1 < m < n) die ska/are Krüm-­

mung einer m-Richtung von der besonderen Wah/ dieser m-Richtung unabhiingig, so ist 
die V n EINSTEINsch. 

11. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine V n (n::=:: 3) 
EINSTEINsch sei, besteht darin, dass in jedem Punkte die ska/aren Krümmungen aller 
(n - 1) -Richtungen einander g/eich seien. 



Mathematics. - Likelihood as conditioned probability. By Prof. M. J. 
VAN UVEN. (Communicated by Prof. H. A. KRAMERS.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

In his paper "On the Mathematical Foundations of Theoretical 
Statistics" I) Prof. R. A. FISHER has recommended the "Method of 
maximum Likelihood" for determining the likeliest va lu es of the a~priori 
probabilities ruling a given frequency distribution, c.q. of the variables 
on which these probabilities depend. Here Prof. FISHER emphasizes the 
distinction between the concept of probability and the concept of 
"likelihood". which. according to him, only formally agrees with inverse 
frequency distribution. However. likelihood may be considered as (the 
density of) conditioned probability. and the efficacy of the method of 
maximum likelihood is due, as it appears to us. to the circumstance. 
that this con dit ion e d probability is independent of the choice of the 
variables on which the a~priori probabilities are considered to depend. 
and that the formulae for the most probable values and their accuracy 
are proof against transition from one set of variables to another. 

An experiment may have n different events Eh (h = 1 •.... n) mutually 
excluding each other and having the a~priori probabilities ' 

n 

Ph (h = 1 •...• n. ~ Ph = 1). 
h=1 

Then the probability that out of N experiments Fh have the event 

NI 
w!j)= tV (FI • ...• Fn; PI" .. • Pn) = n F~ I ITpth. . (1) 

Hence tV (FI • ...• Fn; PI' ...• Pn). or. abbreviated. tV (F; p). is the pro~ 
n 

bability of the frequency set [Fh] (~Ph = N). 
h=1 

tV (F; p) satisfies 

N N-F, N-F,- ... -Fn-2 

~ ~ ... ~ tV(FI ..... Fn;PI.· ... Pn)=1. 
F,=O F.=O Fn_1 =0 

. (2) 

The a~priori probabilities Ph may be connected. besides by ~ Ph = 1. 
by some other relations; then they may be (univalent) functions of a set 
of s indepedent continuous variables Ck (k = 1 •...• s; s -== n - 1); these 
functions Ph (Cl' ...• Cs), or. shorter. Ph (C). must satisfy the identity 

n 
~ Ph (C) _ 1. (3) 

h=1 

1) Phil. Trans. Ser. A, Vol. 222 (1922) , pp. 309-368. 
61* 
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The Ck, being continuous, have infinitesimal probabilities. We suppose 
that the s~t [Cl has the a~priori probability (irrespective of Ph): 

dw; = X (Cl' ... , Cs) dC I ... dCs, 
or, briefly, 

dWç = X (C) dCI ... dCs . . . (4) 

If Ck ranges from ak unto {h, we have 

f3 , f3s f .. · f X (C)dC I .. . dCs= 1. . . . (5) 

ç,="" t;s = "'s 

The probability differential (4) is also the probability of the set Ph (C), 
as Ph (C) is wholly determined by Cl"'" Cs. It is the a~priori probability 
of the set [Cl (or of the set [ph (Cm withoUt any supposition concerning 
the (empirical) frequencies Fh' 

The compound probability 10 that the variables Ck assume given 
values (with ranges dCk), 20 that, with these values of Ck, the frequencies 
Ph occur, amounts to 

dWF;ç = dwç • w'fJ = JU (F; p (C)) . X (C) dCI ... dCs. . . . (6) 

Denoting the probability WF of the frequency set [Fh ], occurring with 
an y set [C], by g (FI' ... , Fn), or, shorter, by g (F), we obtain this 
a~pr;ori probability of the set [Fh] by integrating (6) over Cl"'" Cs; hen ce 

11, f3s 

wF=g(F)= f .. · J'JU(F;p(C)) .x(C)dCI ... dCs . .. (7) 

ç,="" çs=",s 

Of course g (F) satisfies 

N N-F, N-F,- ... -Fn- 2 

L L. . . L g (F) = 1.. . . . . (8) 
F,=O F. =O Fn_ I=O 

Now we consider the (infinitesimal) probability dw!() of the set [Cl with 

9 i ven frequencies Fh , hence the conditioned probability of the set [C]. 
lts density being w(C1, ... ,Cs;FI, . .. ,Fn), or, abbreviated, 'w(C;F), 
we have 

dwr) = w (C; F) dCI ... dCs. . . . (9) 

So we find for the compound probability: 10 that the frequencies Fh 
assume a given set of values, 20 that these frequencies are accompanied 
by the va lues Ck, the expression : 

Now this compound probability equals the compound probability (6). 
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For the probability dw~ of the set [Cl. ir r esp e c t i v e of the frequency 
set [Fhl. we have . 

N N-F, N-F,- .. . -Fn_2 

dwç = L L... L dW;;F' 
F,=O F,=O Fn_l=O 

or. by (4) and (6 bis). 
N-F, N - F,- ... - Fn_2 
L ... ~ g(F).w(C:F) .... (10) 

F.,=O Fn_l=O 

As tV (F: pa:)) has a well~defined shape. the equation (7) determines 
g (F) when X (C) is known. whereas X (C). g (F) being given. can be com~ 
puted by solving (7) as integral equation. 

The conditioned probability of the set [Cl. with given frequencies Fh. 
follows by equating (6) and (6 bis). lts density is 

(r'F)_tV(F:p(C)) (r) (11) 
w .,. - g (F) . X ... • • • • • • 

As a rule the function X (C). hence also the function g (F). is u n kno w n. 
So the density w (C: F) of the conditioned probability. depending. by 
(11). on the a~priori probability distribution X (C) of the set [Cl. also con~ 
tains an element of uncertainty. 

The problem: to fiod the most probable values CZ of Ck. when the 
frequencies Fh are given. might be solved by postulating that the most 
probable set [Cl makes the (conditiooed) probability density w (C: F) a 
maximum. But theo the transition from ooe set of variables [Cl into 
another set ft = 8dCI ..... Cs) (i = l. .... s) would alter the probability 
density. and 50 also its maximum. and the most probable values ft of ft 

would not correspond to the most probable values CZ in virtue of the 
relations ft=8 t (Cl •.•.• Cs). 

We may avoid this drawback by passing from the general variables 
Ck to particular. so~cal1ed "canonical" variables ZI ••••• Zs. which range 
from 0 to 1 with constant probability density. so that the probability 
that Z{ lies within the interval dZ t precisely equals dz t : 

dWzt=dzt .• 

So the probability of the set [zl is 

dwz = dZI '" dzs. 

. • (12) 

From dWç ~ dwz follows. that the canonical variables are such func~ 

tions Zt (Cl' .•. • Cs) of Cl' ...• Cs. that 

dZ J ••• dzs ~ x(C) dC I ••• dCs. 
or 

. . . (13) 

In order to provide an example of canonical variables. we suppose. 
that the variables Ck are the probabilities PI' ...• pn-I themselves. and 
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that Ph runs trough the interval 1 - PI ... - ph-I with constant proba~ 
bility density. Then we put 

PI = ZI' P2 =: (1-PI) Z2. P3 = (I-PI-P2) ZJ •...• pn-I = (I-PI- ... -Pn-2) Zn-t. 

whence 

PI = ZI' P2 = (l-zl ) Z2' P3 = (l-z l )(l-z2) Z3' •••• 

pn-I = (1-ZI) (l-z2)· • • (l-zn- 2) Zn-I. 

The equation (11) must now be replaced by 

( . F) _ ro (F: P (z)) 
u Z. - g (F) (14) 

Reintroducing the former (general) variables t;k. the function u (z: F) 
is transformed into the function 

(t;. F) - ro (F: P (t;)) 
g;. - g (F) (14/) 

Before we attack the main problem: to obtain the most pro ba bie 
values of t;k. and. moreover. to compute their accuracy (represented by 
the asymptotically averaged error~squares (variances) and error~products). 
we will derive a preparatory theorem. 

We consider a function y = tp (t;) of the s quantities t;k. This function 
may. by the substitution t;k ~ ZI (t;I' ...• t;s). be transformed into the 
function y = v (ZI' ...• zs). or. briefly. y = v (z). Hence 

y = tp (t;) = v (z). • (15) 

In the following we make use of the notation with lower and upper 
indices, applied in Tensor Analysis. and drop the summation sign L 
over corresponding upper and lower indices (contraction). The covariant 
forms are denoted with upper indices. the contravariant forms with lower 
indices. 

So we put I) 

k - otp kl - 02 
tp \Ir - I kil Hr - 0'1' 

tp = OCk' Ijl = OCk oC/ T = tp • Tkl = Otpkl 

(complementary minor of tpkl) 

I - OV IJ - 0
2 

V V - I IJ I V - 0 V 
v = OZI' V = OZIOZJ' = V • IJ = oviJ (16) 

(complementary minor of v/j) 

k - OZI kl - 02 
ZI Z -I kl 

ZI=OCk' Z, =ÖCkOCl' = Zj' 

1) The determinants 'I' and Vare written without indices, though they are not 
invariant; but there is no danger of misunderstanding, as we are mainly concemed with 

W V 
the quotients 'Pkl = ----'!..!.. and VjJ = ---.!J... . which are really contravariant with respect to 

qr V 
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whence 

. (17) 

Moreover 
wk = Vi Z~ • wkl = Vi zkl + vij Zk zl . 
'r I 'r I I J 

At the extremum of y = tp (C) = V (z) we have 

tpk = 0 (k = 1 •.... s) and Vi = 0 (i = 1 ..... s). 

Therefore 

At y extr. 1IJki = vii z~ Zl . • 
'r I J (18) 

whence 
At y extr. '1'= VZz. . (19) 

Let Ci. resp. zÎ. be the va lues of Ck. resp. Zi. for which y has its 
extremum. and 6 Ck = Ck - Ci. 6 Zi = Zi - zj the deviations (errors) in 
the neighbourhood of the centre C~ (z~). Then. for small deviations. we 
have approximately 

6 Zi =z~ 6 Ck; 

oz · 
here z~ represents the value of oC~ at the centre. 

The asymptotic error~products are respectively 

flkl=(6Ck.6CI) • mij (6z i .6zj ) ; 

they are connected by the relation (6 Zi' 6 Zj) = z~ z} (6 Ck . 6 Cl)' or 

(20) 

Putting 

we derive from (20) 

M=MZZ .. (21) 

whence. by (19). 

VM='I'M 1). . (22) 

By differentiating 'I' with respect to vij we find on the one hand. by (19). 

0'1' oV 
ovij = ZZ ovij = ZZVij • 

on the other hand. by (18). 

0'V _ 0'V Otpkl _ k I 
~ ij - ~ kl' ~ - 'I' kl . Z . Z. uV utp uv'J IJ' 

1) Another simple relation follows from (18) and (20) : 

mij vij = flkl vii z~ z} = flkl tpkl. 
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Hence 

At y extr. . (23) 

or 

so. by (19). 

At y extr. (23 bis) 

Let e be an invariant function. c.q. a constant. Them from (20) and 
(23 bis) follows 

A Vij _ ( q; kl) k I t Y extr. mij-() V - flkl-e\p" Zi Z, . . . • (24) 

Therefore. if for one set [C] 

At y extr. flkl- e q;~1 = 0 ( ~ ~ = 1, ...• s)-

then also for any other set [z] 

At y extr. V ij (q ) mij - e V = 0 j ~ = 1, ...• s 

holds. Hence 

At y = 1jJ (C) = v (z) extr. : 

From flkl-e q;~1=0(~~=1 • . ..• S) follows 

. (25) 
mij- e ~ =0 (; ~= 1. ... . s} 

where 

021jJ oq; 
flkl - (6, Ck. 6, Cl); 1jJkl - OCk OCI' q; _ 11jJk/ l. q;kl 01jJkl' 

( 1\ 1\ ) 0 0 02 
V V I 0 o l V 0 V 

mij L..:l Zi . L..:l Zj ; V'} - OZi OZj' v'}. ij ovij ' 

This is the preparatory theorem alluded to above. 
We now return to the (conditioned) probability density cp (C; F). and 

we suppose. that. at its maximum. it has approximately the character of 
nor mal co r rel a t ion. This supposition is. as a rule. the more justified 
the larger the total sum N of the frequencies is. 

Introducing the true errors 7:k = Ck - Ck . we may represent cp (C; F). 
at its maximum. by 

cp (C; F) ~ -V(2~)s ' e-i aû.,., Tl with A = I a zJ. I .... (26) 
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In order to derive our conclusions more easily, we shall sometimes 
distinguish f 0 r mali y ak I from alk (resp. a'" from aÀ

'). 

Putting 1jJ (C) = -log cp (C), we have 

s 
1jJ (C) =2" log (2n) - t log A + ta/À l, IÀ = 

= ; log (2n) -t log A + t lal\ TI TI + (a 12 + a 21
) lll2 + ... + aSS ls lsl: 

hence 

1jJk a1jJ = à1jJ = t 12 akk lk + L (akJ. +- aÀk) lÀ I = .;, akI.. l!.. = akI.. l!.. 
aCk alk !..1-k 1..=1 

and 

whence 

Here we have 
+00 +00 

f-lkl - (6Ck. 6CI) = (lk ll) = J ... J Ik II cp (C: F) dl l ... dls= 

As 

we may write 
+00 +00 

f-lkl = V(2~)S . -2 a:kl .r·· ·.f e-1az!.. TzT,! dl l ... dls. . (27) 
,:",= - 00 ':'s = -OO 

Now 
+00 +00 J', .. J" cp (C: F) dIl'" dTs = 1. 

':"1= - 00 7 S = - 00 

or, by (26), 

+00 +00 

J., ,Je- !az!..T/7}, dIl' ,.dTs=(2n)~A-i: 
T1=-OO 'r'S=-CXl 
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hence 
+00 +00 

o J J -laÛT Tld d -(2)~ tA- t àA - t(2)~ Aki. oakl • • • e x 1'1'" fs- :Tl • - oakl -- :Tl. A i . 
'f.=-Ol T's=-GCI 

50 equation (27) furnishes the well~known result 

Aki 

or. in the 1jI~notation 

flkl= A' 

'Ykl 
flkl = qr' 

Since cp (C; F) maximum corresponds with 1jI (C) minimum. we may 
apply (25). and 50 obtain. with e = 1. 

mlJ- V~ = 0 (; ~ = 1. .... s). 

where 

miJ = (6,. ZI . b. Z J >; v (z) = - log u (z; F) . 

IJ- 02V oV 
V - ~--. V = I ViJ I. Vij = ~ViJ • 

VZi àZJ v 

u (z; F) being the function into which cp (C; F) passes by changing the 
variables Ck into the variables Zi. 

Therefore: 
If cp (C; F) at its maximum behaves as the probability density of 

normal correlation. we have for any other system of variables. c.q. [z]: 

At u max. mij = V~ ( ; ~ = 1. .... s ). 

where 

miJ = (6,. Zi • 6. zJ>; v (z) = -log u (z; F). 
(28) 

iJ- ö
2

v V-I Ijl V _ öV v - ~. - v • ij - ~ Ij' 
VZi vZJ vV 

N ow for canonical variables the density of conditioned probability 
coincides with the density of unconditioned probability (dwz = dZ I ••• dzs). 

Hence. using canonical variables ZI. we may safely consider that set 
[z] as the most probable one. which maximizes the probability density 
u (z; F), and th us minimizes the function v (z) = -log u (z; F). 

So the most probable va lues zi derive from 

Vi = ~v = 0 (- lo~ u (z; F)) = 0 (i = 1 ..... s). • • • (29) 
- vZI - Xi 



955 

and their error-products from 

(V,') mij _ ( 6. Z; . 6. Z j) = -iJ-
v min. 

. (30) 

The formulae (29) and (30) have been deduced for tbe canonical variables. 
But the theorem (25) enables us to apply the formulae (29)and (30) 

also to any set [C] of (independent) variables Ck. Hence: 
The most probable values Ci; of Ck are those for which 

k- OlP _o(-logq;(C:F)) 
lP = OCk = OCk = 0 (k = 1. .... sj. 

where 

(r 'F)= ro(F:p(C)) I) 
q;... - g (F) . . . . . . (31) 

Here the solution-values Ci; and zÎ are really connected by the general 
substition-formulae z;(C I • • •• • Cs) : z;=z; (C; ••.•• C:). 

The error-products (c.q. variances) are furnished by 

The equations (31) and (32) are the well-known formulae of Prof. 
R. A. FISHER' 5 method of maximum likelihood. 

It is particularly the property (25) at the extremum of a function 
y = lP (C) = v (z). which releases us from distinguishing between the concept 
"likelihood" and the concept "conditioned probability (density)". in such 
cases wh ere the frequency distribution [Fh] is given. and where we are 
concerned with the most probable values of the variables Ck. on which 
the a-priori probabilities Ph depend. and with their error-products. c.q· 
variances. 

1) The particular from (14') of ({J (e; F) is irrelevant. 



Mathematics. - lnégalités remplies par les fonctions univalentes. Par Prof. J. WOLFF. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

Dans la présente communication on suppose que f(z) = f(x + i y) soit holomorphe. 
bornée et univalente dans Ie demi-plan D(x > 0) . d'ou 

JJIf' 1
2 dxdg < CO • (I) 

D 

THÉORÈME J. x f' (70) tend vers zéro quand x tend vers zéro, c'est à dire: 
toute suite zn dans D, sur laquelle X o - O. satisfait à xn f' (zo) _ O. 

DéT7Wnstration. Dans Ie cas contraire iJ existerait un nombre E > 0 et une suite zn 

dans D satisfaisant à x n -+ 0 et x n I f(zn)1 > E. n = 1. 2 • .. .. Dans Ie cercle de centre zn 
et de rayon x n f(z) est holomorphe et univalente. Le théorème de KOEBE permet de 

conclure que dans Ie cercle 'In de cent re zn et de rayon xnh 

I f ' (Zn) I > ~. k 
xn 

= constante positive. 

Donc 

lrr '2 x; kJ e2 _ k2 1le2 

J I f I dx dg > 1l • 4' x~ - -4-' (2) 

"In 

Parce que X n -+ O. (2) est valable pour une infinité de cercles 'In extérieurs J'un à 
J'autre. en contradiction avec (1) . 

11 est c1air que dans J'énoncé on peut remplacer x n -+ 0 par zn -+ 00. 

Poor les fonctions q> (z) holomorphes. bornées et univalentes dans Ie cercle-unité 
. I z I < 1 Ie théorème équivaut au 

THÉORÈME IA. (1 - I 70 I) q> I (70) _ 0 quand I 70 1_1. 
On Ie voit au moyen d'une homographi-e. Ce dernier théorème entraine une propriété 

de la longueur L(!') de J'image du cercle I z I = !'. 0 <!' < 1 réalisée par la représentation 
conforme w = q> (z ) . En effet 

2:< 

(l-g) L (e) = (I-g) J' I qJ' (geil') I g dg;. 

o 
donc. parce que (1 - !') q>' (!' ei!') -+ 0 uniformément (O :S; tp :s; 2 n) pour!, -+ 1. iJ vi ent 

(l-g)L(g)-O pour p-I. 

Cependent, tout en restant dans Ie même ordre d'ideés nous allons améliorer ce résultat 

en montrant Ie 

THÉORÈME 11. (1 - (1)1 L ((» _ 0 pour (! _11). 

1) M. A. DENJOY (Comptes Rendus de J'Ac. des Sc., Paris, 23 Juin 1941. p. 1072) 
a montré que ( 1 - !')t L (!' ) -+ 0 approximativement. La même page conti ent Ie 

théorème IA. 
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Démonstration. Remarquons d'abord que 

1 2" jJ I 'P /
12 e de dtp < co. (3) 

o 0 

D'autre part, en vertu de l'inégalité de SCHWARZ: 

2" 2" 

I L (e) 12 = ~ ,f I 'P' (ee i !,) Ie dtp r --== 211: j'l 'P / 12 e2 dtp (4) 

o 0 

D 'après (3) et (4) : 

1 f I L (e) 12 de < co (5) 

o 

Soit E > O. Admettons pour un instant qu'i! existe une suite fin ....... 1 telle que 

n = 1. 2 .... (6) 

Soit a = (J n ei? un point arbitraire du cercle I z I = (J n' Dans Ie cercle de centre a et de 
rayon 1 - en la fonction q, (z) est holomorphe et univalente, donc dans Ie cercle de cent re 
·u et de rayon (I - (Jnl/2 on a en vertu du théorème de KOEBE 

I'P ' (z)1 > k I'P ' (a)l. 

En vertu de (6) et (7), pour (Jn -< e -< (I + rJ n )(2: 

1+l'n 
-2-

fIL(e)Fde> lk2~n' 1 /n=k
2

2
f.

2

• 

I'n 

(7) 

(8) 

Cela étant pour une infinité de nombres 0 < (!n --+ I nous aboutissons à une contra­
-diction avec (5), ce qui démontre Ie théorème 11. 

Revenons au demi-plan D. Considérons une droite verticale x = c > O. Admettons 
pour un instant que sur x = c : 

(9) 

-aJ 

.Le théorème de KOEBE montre immédiatement que 

aJ 

J I f ' 1·2 d - '1 -c:::: ,...;;::: 3 g = 00 sur X - c • 2- C = C ="2 C. (la) 

-aJ 

.or (I) contredit (10). Par conséquent 

aJ 

j'l f' (c + ig) 1
2 dg < co. c> o .. (11) 

-aJ 

lndiquons par L (n) la longueur de !'image du segment rectiligne x = c, 0:;;; y ;;;; n. 
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Alors d'après l'intégalité SCHWARZ, N étant un nombre positif fixe , 

n n n 

L(n) fit' I dy=L(N)+ Jlt' Idy-== L(N)+(n-N)l~JI t'12dy f n>N. 
o N N 

~ > 0 étant donné, fixons N tel que 

Alors 

L (n) -== L (N) + E (n-N)l. n > N. d'ou 

n- l L (n) < 2 E pour n suffisamment grand. 

Nous avons démontré Ie 

THÉORÈME 111. Sur toute droite x = c> 0 Ja Iongueur L (y) de rimage 
du segment Ic. c + y i1 satisfait à 

L (y) = 0 ( I Y li) pour I y I -+ 00 • 

Pour les fonetions ~ (z) holomorphes, bornées et univalentes dans Ie eercle-unité I z I < 1 
no us avons done Ie 

THÉORÈME lilA. Sur toute circonférence tangente intérieurement à la 
circonférence I z I = 1 la Iongueur L (z) de l'image de rarc entre un point 
initial Zo et un point z tendant vers Ie point de contact a satisfait à 

L (Z) = 0 (I z-a I-i) 

Considérons dans D une demi-droite d(y = m x) . - <Xl < m < <Xl . Indiquons par L(z) 
la longueur de l'image d'un segment zoz de d. Du théorème I résulte immédiatement Ie 

THÉORÈME IV. ZO étant &xe et z tendant vers zéro on a 

L (z) = 0 I log I z 11. 
Même majoration pour z ~ <Xl. 

Pour ~ (z ) holomorphe, bornée et univalente dans Ie eercle-unité I z I < 1 iJ vient 

THÉORÈME IVA. Sur toute corde a (l du cercle~unité Ia longueur L (z) 
de l'image du segment zoz, Zo étant fixe et z tendant vers a, satilifait à 

L (z) = 0 ( I log I z-a II ). 
Soit p> 0, a > 0 et eonsidérons dans DIes eourbes Ft d'équations 

y=ax- P + t. -oo<t<oo, . (12) 

L'inégalité (1) exige que 

(I 3) 

Montrons que 

-oo<t<oo. (14) 
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En admettant que pour une certaine valeur de t 

JI f' 1
2 dx = CD, (15) 

rt 

soit z = x + i Y un point de r t et Zl = Xl + i Y un point de r t,' ti i= t, ayant même 
I 

ordonnée!l que z, Alors Ie rapport xlix = (y - tly - tI) P tend vers I'unité quand 
y -+ + 00, c'est à dire quand x -+ 0, Le théorème de KOEBE assure I'existence d'une 
constante positive K telle que I t'(Zl) I> K I t'(z) I pour les valeurs suffisamment petites 
de x, D'autre part considérons sur r t, un point z' = x + i y' ayant même abscisse x 
que z, Pour x suffisamment grand Ie disque circulaire de centre z et de rayon xl2 contient 

z'; Ie théorème de KOEBE assure I'existence d'une autre constante positive K telle que 

I f'(z') I> K It'(z) I pour les valeurs suffisamment grandes de x, Donc (15) entraine la 
divergence de cette intégrale pour toutes les valeurs de t, en contradiction avec (13); par 
suite (14) est démontré, 

Soit L(n) la longueur de !'image de I'arc [y - t = a x-P, t + 1 :;;;; y :;;; n] de r t, 
réalisée par la représentation conforme w = f(z), Etant fixé un nombre E > 0, fixons un 
nombre N > t tel que sur r t 

<IJ J I f' 1

2 dx < f.2, 

y=N 
Alors sur r t pour n -+ co i! vient en vertu de !'inégalité de ScHWARZ 

n n 

L(n) = LN + O~JI f' I dY~ =LN+ 0 ~ JI f' I x-p-I.I dxl~= 
N y=N 

<IJ n 

= LN + 0 ~ j'l f' 12 ,I dx I. J x-2P-2.1 dx I ~i = 
y=N y=N 

n 

=LN+ f. 0 ~Jy'+~ dyf =f.O(nl+h). 
N 

E étant arbitraire nous concluons que L(n) = 0 (ni + 21p) , 

Nous avons démontré Ie 

THÉORÈME V. La longueur L (70) de l'image de l'arc de rt entre un point 
initial ZO et un point 70, dont l'abscisse x tend vers 7Oéro, satisfait à 

L (z) = 0 (I z II+h). 
Une homographie conduit au théorème correspondant pour les fonctions holomorphes, 

bornées et univalentes dans Ie cercle-unité I z I < 1: 

THÉOR~ME VA. Sur toute courbe dans I 70 I < 1 tangente au cercle 170 I = 1 
et dont l'équation au voisinage du point de contact a est 

la longueur L(z) de !'image de I'arc entre un point initial Zo, et un point z tendant vers a, 
satisfait à 

L (z) = 0 (I z- a 1- -h) . 
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Dans ce qui précède les majorations sont valables au voisinage de chaque point de la 
frontière x = 0 ou 1 z [ = 1. Nous allons montrer que la frontière contient toujours un 
ensemble considérable de points, aux voisinages desquels les majorations peuvent être 
améliorées et ou en out re f(z), q, (z) respectivement, montre une conduite assez régulière. 

Appelons avec M. DENJOY "plénitude" d'un ensemble E tout sous-ensemble e de E tel 
que E - e est de mesure nulle. 

Considérons dans Dies courbes r t convexes vers la gauche d'équations 

Y = 1jJ (x) + t, 1jJ (x) > 0 pour x> 0, 1jJ (0) = 0, - 00 < t < Ol, 

L'inégalité (1) exige que J'axe imaginaire contienne une plénitude de points it tels que 

J I f' 1
2 dx < 00 (16) 

rt 
D'autre part J'axe imaginaire conti ent. en vertu d'un théorème de FATOU, une plénitude 

de points it tels que la Iimite 

firn f(x+it)=l(t) existe (17) 
x-+o 

Sur la plénitude e commune aux deux plénitudes > < (16) et (17) sont vrais. Sans perte 
de généralité supposons que rorigine O(z = 0) appartienne à e. 

Admettons pour un instant que ro conti enne une suite zn ...... 0 telle qul' 

I f' (Zn) I :::=- E V Yn, n = 1. 2, .. . 
Xn 

(18) 

Soit Qn Ie carré [lx-xnl~xn!2,IY-Ynl<xnh]. Le segment de droite OZn 

coupe la droite y = Yn-xn/2 au point d'abscisse x -(x~/2Yn)' Or de la convexité de ro 
il suit que sur rare )'n de r o, qui traverse Qn' la variation de x surpasse la quantité 

x~/2Yn ' II existe par conséquent en vertu du théorème de KOEBE une constante positive k 

indépendente de n, telle que sur "n: 1 f' 1 > kif' (zn) I, donc d' après (18) 

If'I2 d ===k2 2_n Yn=_l_ 12 J X2 k2 2 

x_ E 2 . 2 2 ,n=, ... 
Yn x n 

(19) 

Yn 

Cela étant sur une infinité d'arcs "n extérieurs run à rautre, nous rencontrons une 
contradiction avec (16). N ous avons donc démontré Ie 

THÉ6R~ME VI. L'axe imaginaire contient une pIénitude e de points i t 
teIs que, :zo tendant vers i t sur une courbe convexe vers Ia gauche, 

f' (z) = 0 (V~). 
Pour les fonctions q, (z) holomorphes, bornées et univalentes dans Ie cercle-unité nous 
avons donc Ie théorème 

THÉOR~ME VIA. La circonférence C (I:zo 1 = 1) contient une plénitude de 
points a tel. que, :zo tendant vers a sur un arc de courbe qui est convexe 
dans la direction 0 a 

11\' ( ) _ (VI z-a I) I) 
't' Z -0 l-lzl . 

1) M. DENJOY a acquis ce résultat pour les courbes satisfaisant à 

I· log (1 - I z I ) -== 2 
Irn Sup I I I = . z-+ Cl( og z-a 

(Comptes ren dus de rAc. des Sc., Paris, 21 Juillet 1941. p. 117) . 
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Prenons. comme exemple. pour cette courbe convexe un arc de cercle tangent à C en 
un point a de la plénitude. Nous trouvons 

ep' (z) = 0 ( I z-a 1- :). 
donc. en utilisant la notation du théorème lIlA. 

L (z) = 0 (I z-a I-i). 

Nous ne trouvons rien de nouveau. car Ie théorème lIlA est beaucoup plus généraI. 
Mais prenons unI' corde a {J. a étant sur la plénitude. Nous trouvons 

ep' (z) = 0 (I z-a I-I). 

donc. en utilisant la notation du théorème IV A. 

L (z) est fin ie. 2) 

résultat dépassant largement celui énoncé par Ie théorème IVA pour toutes les corde~ 

du cercle. 
Prenons les courbes du théorème VA; a étant sur la pJenitude. nous trouvons pour z ~ a 

donc 

L (z) = 0 (I z-a I ~ - t) . 
Or. si q > t. ~ - t> - -k. donc la majoration dépasse alors celIe du théorème VA. 

Enfin considérons dans DIes courbes r t d'équations 

y = a x q + t • a > O. 1 ~ q ~ -?i • - (Xl < t < (Xl • 

Sur une plénitude e de points i t de J' axe imaginaire (16) et (17) sont vrais. Supposons 
que J'origine appartienne à 1'. Ecrivons J'inégalité (1) en coordonnées polaires : 

f f I f' 1
2 

e de dtp < (Xl 

D 

(20) 

Soit E > O. Montrons que. pour (J suffisamment petit. Ie segment d'extrémités (J12 et I! 

conti ent au moins un point (J' tel que la longueur L( e') de J'image du demi-cercle 

1 z 1 = (J '. - ~ < q; < ~ soit < f. donc que 
2 2 

2 

L (e') = f I f' (e' ei?) I e' dtp < f. 

-2 
En effet. dans Ie cas contraire il existerait unI' suite (!n ~ 0 telIe que 

I!n 

JOl L (e) F de ~ e
2

2
en • n = 1. 2 .... 

(21) 

(22) 

2) Voir les notes de DENJOY et de WOL.FF. Comptes rendus de J'Ac. des Sc .• 23 Juin 
1941. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .• Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 62 
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Donc. en vertu de I'inégalité de SCHWARZ. C n étant la couronne (!2n -< (! =::;; (!n' 

(23) 

De (23) on conclut que les aires des images des couronnes Cn. n = 1. 2 • .. .. surpassent 
e2/zn ce qui contredit (20). Par suite J'énoncé est vrai. 

Cela posé. soient Zl et Z2 deux points sur ro. Posons 1 zl1 = (!l . 1 z21 = (!2. Aux valeurs 
suffisamment petites de (!l et (!2 correspondent des nombres (!t' et (!2' satisfaisant à 

(24) 

Les demi-cercles dans D de rayons (!l' et (!2' coupent ro en deux points Zl' et Z2'. 11 vient 

Supposons dorénavant (!l et (!2 suffisamment petits. Alors d 'après (17) 

I!/ IJ f' dz I = If(e;)-f(e;) 1 < E. (26) 

I?, ' 

D'après (21) et (24): 

IJl' Z.z' I(J + J')f' dz l<L(e;)+L(e;)<2E. (27) 

ZI' e,/ 

Enfin calculons les deux dernières intégrales dans (25) sur r o. en utilisant l'inégalité de 
SCHW ARZ et J'hypothèse 1;;;;: q ;;;;:!. 11 vient 

D' après (16) et (24) iJ vi ent donc 

IJr' dz I <, et de la 

z, 

même manière IJ' f' dz I < e. 

z' z,' 

De (25). (26). (27) et (28) résulte que. pour (!l et (!2 assez petits, 

If(Z2)-f(zt)1 <eo 

(28) 

Nous avons donc démontré que. z tendant vers 0 sur ro. f(z) tend vers une limite. 

·qe même sur la courbe to d'équation y = - a xq. Par suite. z tendant vers O. en restant 
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dans Ie domaine y2 < a2 x 2q, f(z) tend vers une limite unique 1(0). Nous avons démontré Ie 

THÉOR:aME VII. L'axe imaginaire contient une plénitude de points i t 
tels que, z tendant yers i t dans Ie domaine I y - t I < a x q

, q ~ t. f (z) tend 
vers une limite unique I (t) 1). 

Traduisons ce théorème en un théorème sur les fonctions holomorphes, bornées et 
univalentes dans Ie cercle-unité, en nous bornant au cas q = t. Faisons d'abord une 
remarque: q étant fixé, la plénitude figurant dans Ie théorème VII dépend de a. Mais 
soit a n une suite de nombres positis tendant vers I'infini. Les plénitudes correspondantes 
en ont en commun une plénitude e, et sur e l'énoncé VII est vrai, quelque soit a> O. 
1: est clair que dans la traduction les nouvelles courbes peuvent être remplacées par des 
cercles tangent au cercle-unité. 

Nous avons donc Ie 

THÉOR:aME VIlA. Etant donnée une fonction cp (z) holomorphe, bornée 
et univalente dans Je cercle.unité, la frontière C (I z I = 1) contient une pléni­
tude de points a tels que, z tendant vers a dans un cercle quelconque tangent 
à C en a, cp (z) tend vers une limite unique I «((). 

1) M . DENJOY a obtenu ce résultat pour les courbes satisfaisant à 

I" log X < 2 
I';' -+ f~P log I y-ti ' 

(Comptes rendus de I'Ac. des Sc. Paris, 7 Juillet 1941. p. 15) . Cet ensemble de courbes 
ne contient pas les courbes du théorème VII correspondant à q = 2. 
Les théorèmes VI et VII se trouvent dans deux notes de J. WOLFF, à paraître aux 
Comptes rendus. 



Mathematics. - Stark konvergente Entwicklungen für die vollständigen dliptischen 
Integrale erster und zweiter Art. I. Von S. C. VAN VEEN. (Comrnunicated by 
Prof. J. G . VAN DER CORPUT). 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

Einleitung. 

Seit den bahnbrechenden Arbeiten von JACOBI nnd WEIERSTRASS in Bezug auf die 
Theorie der Theta-Funktionen ist es üblich geworden. speziel1 bei numerischen Rechnungen. 
die älteren hypergeometrischen Reihenentwicklungen für die vol1ständigen elliptischen 
Integrale erster und zweiter Art. nämlich 

2 

J dep :n 
K (k) = = -2 F (t. t; I ; k2

) 
VI-k 2 sin 2 ep 

o 
und 

2 

E(k) J'VI-k2Sin2ep dep=; F(-t.t: I:k2) . 
o 

wegen ihrer oft ungenügend starken Konvergenz. durch ein unvergleichlich s tärkeres 
konvergentes Rechnungsverfahren mittels der Theta-Reihen zu ersetzen. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt. dass die obengenannten hypergeometrischen 
Reihen in prinzipiel1 einfacher Weise in andere. ebenfal1s hypergeometrische Rethen. deren 
Konvergenzstärke der der Theta-Reihen nicht nur gleichkommt. sondern beliebig weit 
übersteigen kann. transformiert werden können. Dazu kommt. dass in formeller Hinsicht 
diese Entwicklungen. als hypergeometrische Reihen. einfacher und regelmässiger als die 
notwendigen Umkehrungen der Theta-Reihen gebildet sind. 

Diese Konvergenz ist dermassen stark. dass schon das sehr einfach gebilde te Hauptglied 
in allen vorkommenden Fällen für reel1es k eine zehnstellige. ja sogar oft eine flt:un=ehll­
stellige Genauigkeit verbürgt. 

Im § 1 betrachten wir den Fal1. dass k nicht in der Nähe von I liegt. Vorläufig wird k 
reell vorausgesetzt. mit 0 ~ k < 1. Unter wiederholter Anwendung der LANDENschen 

Transformation wird die hypergeometrische Reihe F (t. }: 1 : k2) in F (t. ; : I : k~) trans­

formiert. wo k n nach einigen Transformationen sehr klein ist. selbst wenn die Dilferenz 

zwischen 1 und k ziemlich klein ist. Das Bildungsverfahren der Grössen "" wird dabei 

wesentlich auf das klassische Verfahren des arithmetisch-geometrischen Mittels von GAUSS 
zurückgeführt. (Satz I) . 

Als Beispiel dieser Entwicklungen nennen wir 

K(k)- 2:n F(l t. l' (1- rVt=-k2)4') 
- (1 + \V I-k2)2 ~.,' 1+ \V I-k2 " 

(K III) 
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deren Ha llPlglied 

2:Tl 
K(k) ~ --------- 2 

( U 4'--) COS -i + fY cos a 

__ 1 

für 0 :::0: 'I -Oe 4 eine zehnsteJlige Genauigkeit verbürgt. Im Allgemeinen ist für kleines k 

k ~ ~in2n-l ft 

n ~ 22n- 2 . 

Diescs Vcrfahren kann in sehr einfacher Weise beliebig weit fortgesetzt werden und 
Iiefert im Ha uptgliede bei jeder neuen Transformation ungefähr eine Genauigkeit in ver­
doppelter Slellcnzahl Die Reihen des § Ikonvergieren somit sehr stark für O:::=::: k < a < I. 
Die Konvergenz hört jedoch auf für k = I. und ist unbefriedigend für k in der Nähe von I . 

Im § 2 betrachten wir den FaJl. dass k in der Nähe van I liegt. Unter Anwendung 
eines klassischen Hilfssatzes von GAUSS wird F (a. b; c; zl in eine Potenzreihe nach (I-z) 
transformierr . in der überdies noch ein logarithmisches Glied auftritt in dem hier interes­

sierenden Fall . wo c-a-b ganz ~ O ist. (Hilfssatz I). 
Es ergibl sich dann die allgemeine Entwicklung 

_ 1 _ i ~ l •• 2 _ __ 1__ ex; _ _ _ 1_ _ ~ T(t+n)1 2n ~ 
. 2 

K(k) - 2' _1 log I . FL.~.l.lq) 2q-2 .2 (2 1)2.... I llq / Cq q Cq:Tlm=1 m- mn=m n. ) 

(Satz IV) . mil einfach g!:bildeten Iq. und cq . die nach der Methode des arithmetisch­
geometrischen Mittels berechnet werden. 

Wichtige Sonderfälle sind die stark konvergenten Gegenstücke von (K III) und (K IV). 
nämlich (K" lll) und (K* IV) mit 

q=3: __ (1 +V~,2. I _ (I-V~)2. 
C II . - ) , q - . , 

, 2 , 1 + V sina 

( ( ) )2 (() )2 :Tl ft 4 , -- :Tl a 4 , - -

q 
_ 4. C :-=: ~os . 4 - 2 _ + ~sin a . I _ cos 4 -"2 - fY sin a . 

- . '/ 2 / ' q- () . :Tl a 4 ,--
cos 4-2 + lY sina 

deren cinfache Hauptglieder 

K (k) ~ - - ~-=-:' - ï log 2 (1 + VS;;W). 
(I + V sin a) 1 - V sin a 

und 

II :r 
dieselbe Genalligkeit verbürgen für 4:::=::: a < 2 wie die Hauptglieder van (K UI) und 

Jl 
(K IV) fü r O:=:c: ((:::=::: 4 
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Im § 3 werden die Untersuchungen auf die Entwicklung der vollständigen elliptischen 
Integrale zweiter Art erweitert. Erst wird dazu im Hilfssatz 2 die (bekannte) Anwendung 
der LANoENschen Transformation auf die elliptischen Integrale zweiter Art vorgenommen. 
Endlich ergibt sich im Satz VI eine allgemeine Entwicklung folgender Art 

E (k) = pn F (- t. - t: 1 : k~) + qn F H-. t: I : k~). n ~ 2. 

wo Pn und qn in einfacher Welse bestimmt werden. 

Als sehr genaue Approximation geben wir das Hauptglted von B (IV') 

a 4 a ----( V --)4 
~ n cos 2 + cos 2 -4Vcosa(I+Vcosa + cos a) 

E(k)~2' )2 
(cos; + Vcos ; 

Die letzten Entwicklungen geIten für kleines k. also k nicht in der Nähe von I. Wenn 
k in der Nähe von 1 liegt. wird im Satz VII eine allgemeine Entwicklung der fotgenden 
Form abgeleitet : 

E(k)=cnF(-t.-t: I;l~)+~l~log ~ F(t. t :2:1~) 

_2 cn itmiSql~q+2+AnK(k) 
n m=O q=m 

wo die KoefBzienten An.cn. 'n. rm und :Sq in einfacher Weise bestimmt werden. 

Das Hauptglied im FalIe n = 3 wird 

E (k) ::::: (I + V~)2 + t (I-sin a) (3 + sin a) log 2 (I + V~) . 
2 (I + Vsina)2 l-Vsina 

Im § 4 wird gezeigt. dass alle Entwicklungen für K und B der § § 1 und 2 (mit einer 
Ausnahme) bei gehöriger De8nition der Argumente der in Betracht kommenden Grössen 
für alle komplexen Werte I10n k in der von k = + 1 nach + 0() aufge:schlitzten rechten 
Halbebene R. (k) ~ 0 geiten. 

Schlies:slich wird gezeigt. dass man bei geeigneter Wahl der Reihen K und B nach 
einigen Transformationen immer für alle komplexen Werte van k mit R. (k) ~ 0 eine 
:starke Konpergenz erzeugen kann. 

Die in dieser Arbeit enthaltenen Ergebnis:se und Methoden sind auf ein weiteres 
Gebiet anwendbar. Insbesondere die von F. EMOE 1) betrachteten vollständigen elliptischen 
Integrale 

und 

2 

D (k) J sin
2 

cp dcp 
VI-k2 sin2 cp 

o 

2 

C (k) = sm cp cos cp cp J 
. 2 2 d 

(l-k2 sin2 cp)~ 
o 

1) F. EMOE. Zur Zahlenrechnung bei vollständigen elliptischen Integralen. Archiv für 
Elektrotechnik XXX. 1936. S. 213. 
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können mit grosser Genauigkeit in ähnlicher Welse entwickelt werden. Ueber diese 
Ergebnisse hoffen wir an gegebener Stelle zu berichten. 

Die Entwicklung des vollständigen elliptischen Integrals erster Art. 

1. k liegt nicht in der Nähe von 1. 

Im (olgenden wird vodäu(ig k reeU vorsusgeletzt. mit 0:::::: k < 1. 
Wir setzen 

k = sin a, mit 0 ~ a < ; , 

und definieren erst die doppelte Zahlenfolge (sn. bn) durch 

ao = 1 + k = 1 + sin a; bo = l-k = 1- sin a ; ~ 

an-I + bn- I b V b () (1) 
an = 2 n = an-I n-I; n ?: 1 

(arithmetisches und geometrisches Mittel). 
Für n ~ 2 ist 

_ an-2 + bn- 2 + 2 Van-2 bn- 2 _ (Va;=; + V~)2 
an- 4 - 2 . (2) 

Aus (1) und (2) folgt 

; bi = VI-P = cos a; 

1 + cos a 
a2= 2 

a ,4/ --
; b3 = cos"2 v COS a ; 

a lY--
, 4/--a ,16/-- V'I + Vcosa cos"2+ cos a 

bs = V COS "2 . V COS a . 2 . 2 

Weiter definieren wir 

u. s. w. 

k - an-I - bn- I (n;;;: 1) 
n - an-I + bn- I 

(V- -)2 an-2 - Vbn- 2 

- Van-2 + Vbn- 2 

(4) 

(3) 
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also. wegen (3) 

k1 =k=sin a 

I - V l-k2 1 - cos a a k - - -tg2 -
2 -I + VI-kl - 1 + cos a - 2 

k3 = ·(1 - tvI=kï)2 = (1 - V~)2 
1 + tv 1-kl 1 + Vcosa 

_ (cos ~ _ lY~)2 
k1 - a ,4/ --

cos 2 + v cosa 
. . . (5) 

_ (1 + V cos a - 2 -V cos ~. ~ cos a) 2 • 

~- , - 1/ a ..!I/-
I + V cos a + 2 r cos 2' .,... cos a 

U. S. W. 

Weiter ist zu bemerken. dass. wegen (4) und (1). für n ~ 1 

1 + kn = 2 an-l _ an- l . 
an- l + bn- t - Bn ' 

. . . • . • (6) 

l-kn= 2 bn- 1 _ bn- 1 • 

Bn-t + bn- t - Bn ' 
. (7) 

Vl-k~ = l / an- l ~n-l = bn; . . .... (8) V an an 

1 - Vt=-~ an - bn 
1 + VI-kl - an+bn =kn+1

;. 
n 

. . • . (9) 

1 - kn bn-l - - -
l+k 

= - =VI-k~_l; 
n an- l 

. . (10) 

kn- 1 = ~~~:; . (11) 

ist. 

Satz I: Setzt man für ganzes n :=::: 1 

" 
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50 ist 

. (12) 

Beweisl Wegen (9) ist 0::::::: k n < I (n ~ I). Durch die LANDENsche Transformation 

geht 

üher in 

mit 

sin 2w 
tg ep = -,------::__ 

p + cos 2w 

2 [ " dw -- --------_._-
l+p 4p'2 . -V 1- (1 + p)2 sm w 

o 

sin 2 fi 
tg a = p + cos 2 fJ 

(vg\. I. Proceedings XLIV. S. 607. Hilfssatz I). 

Wenn w das Intervall (0. ;) durchläuft. 50 durchläuft 'p das Intervall (0. n) und 

findet man 

also 

Setzt man 

somit 

~ 2 

V l-p2 sin 2 ep = 1 + p 1 _ _ 4E- . 2 • J dep 2 f dw 

o (1 + p)2 sm w 
o 

_ 2 (2Vr) 
2 K (p) - 1 + p K 1 + IJ . 

2Vp_ 
l+p-kn- l • 

1 - Vl-k2 

p= 1 + Vl_k; - I=kn (wegen (9)) 
n-I 

50 geht (13) über in 

(13) 

(14) 
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sodass 

ist. Endlich hat man 

Bemerkung: (14) ist gleichwertig mit 

( (
1 - VI-kl )2) F 1 1.1. n-I 

1 + Vl-k2 ' 2'Y" 1 + Vl-k2 . 
n-I n-I 

2 

Dieses Ergebnls ist eln SonderEall elner allgemeinen KUMMERschen TransEormationsEormel 
der hypergeometrlschen Funktion I) 

( 
2 )20< ( (I-VI-x)2) F(a.fJ:2fJ:x)= V F a.a-fJ+t:fJ+t: . . 

I + I-x I+V I-x 

Zu bemerken ist. dass die Relhe Im rechten GIlede erheblich schneller konvergiert als die 
Rethe Im linken Gliede. wegen 

(
1 - Vl-k~_1)2 ~ k~_1 
1 + VI-kl ~ 16' 

n-I 

Aus (12). (5) und (3) ergeben sich Eür n = 1. .... 5 die wichtigen SonderEälle. die eine 
Folge immer stärker konvergenter Relhen Eür K (k) bilden. nämlich 

:n :n 
K (k) ="2 F (t. t: 1 : kl) ="2 F (t. t: 1: sin2 a): 

:n ( (1- V-l-k2)2) :n ( a) K(k)=--V....... F t.t:l: V = F t.t: 1:tg4
-2 : 

1 + I-kl 1 + I-kl 2 2 a cos 2 

(K.I) 

(K.ll) 

K k - 2:n F 1. 1 . 1- l-k _ 2:n F . 1. I-V cos a . ( ( lY-2 2) (( -)4) 
()-(1+lYl-k2)2 t.Y .. 1+1Y'I-k2) -(I+Vëosa)2 t.t .. I+Vcosa . 

2:n ( (cos ~ - 1Y'-co-s-a)" ) 
K (k) = --;-( co-s ~-+-1Y'-cos a)' F t. t: I: cos ~ + IV cos a : 

I) CRELLE's Joumal. Bd. 15. 1836. S. 77. Formel (43). mit OruckEehler im rechten 
Gliede. (2 a - 2 P + Istatt P + i). 

Uebrigens findet sich dieses Ergebnis schon wesentlich in GAUSS' Nachlass. Er ist 
vermutlich ± 1812 zu diesem Ergebnls gelangt. aber es wurde erst 1870 von SCHERING 
publizlert. (GAUSS. Werke 111. S. 225. [lOl]). 

(K.lll) 

(K.IV) 
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8n ((1 + V cos a-2 ycos ~. 1!V cOs a)4 ) 
K(k)= · 2F t.t; I; . 

( 1 + V cos a + 2 Y cos ~. 1!V cos a) 1 + V cos a+ 2 y cos ~. 1!V cos a 
u. s. w. (K. V) 

Wegen (9) ist 

k2 

kn+1 = (1 + Vnl_k~)2' 
also 

und für kleine Werte von kist 

allgemein 

Die Konvergenz der Reihen ist 80mit ausserordentlich stark. sodass man sich. zumal 
bei den Reihen lIl. IV und V. bei fast allen praktischen Rechnungen mit dem Gebrauche 
des ersten (Haupt-)Gliedes begnügen kann. 

Diese Hauptglieder sind 

2n 2n 
K (k) 'Z tv = . (K. lil') 

(I + l-k2)2 (I + V cos a)2 

K(k) 'Z 2n 2 

(COS ; +]V COS a) 
(K. IV') 

K (k) 'Z 2n 

( 1 + V cos a + 2 11 cos ; . 1!V cos a y (K. V'). 

Die gemachten Fehler sind aus der folgenden Tabe1le abzulesen. 

Fehler in 
a kl = sin a 

K lIl' KIV' KV' 

~45° ~0.70711 ~ 2.6.10-5 ~ 9.3.1O-11 ~ 1.1.10-20 

60° 0.86603 4,7 . 10-4 2.6 . 10-8 7.5 . 10-17 

70° 0.93969 3.10-3 8.7.10-7 7.6.10-14 

80° 0.98481 2.3.10-2 4.2.10-5 1.4 . 10-10 

85° 0.99619 8.5.10-2 5.1.10-4 1.7.10-8 

89° 0.99985 5. 10-1 1.6.10-2 1.1.10-5 

Obgleich die Reiben KI - K V für k = sin a = 1 zu konvergieren aufhören. ist aus 
dieser Tabe1le ersichtlich. dass die Reihen K III - K V noch ausgezeichnet verwendbar 
sind. wenn der Unterschied zwischen k und 1 sehr gering ist. 
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Bemerkung: Die Formel (K 1l1') als Approximationsformel wird aus der Theorie der 
Thetafunktionen in SCHW ARZ-WEIERSTRASS : Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche 
der elliptischen Funktionen, S. 62, Formel (-4) abgeleitet. Auch die vollständige hyper­
geometrische Entwicklung (KIlI) wird da, allerdings ohne Beweis, auf S. 68, Formel (10), 
angegeben. 

Uebrigens ist (K lIl) ein Sonderfall der allgemeinen Transformationsformel von KUMMER 
(I.c. S. 129, Formel (13)): 

F( 
4a+I, 4a+l. )=(1+ lYt=X)_1GtF( 4a+I, 2a+5. (l- lYt=X)1) 

a, 6 ' 3 ,x 2 a, 6 ' 6 ' 1+ t'-/ I-x . 
Wendet man auf (12) die bekannte Transformationsformel 

F(a,f3;r;x) , (l-x)-GtF(a,r-f3;r;-l
x X)' (15) 

an, so erglbt sich, wegen (8) 

Satz 11: Für ganzes n:::=: list 

K (k) - :rr, F (1 1. I . (kn an)2) -2b
n 

~' 2 ' ,- ~ . (16) 

Aus (16) und (5) ergeben sich nach einfacher Reduktion für n = 1. . . . , 5 die wichtig en 
Sonderfälle mit ziemlich einfach gebildeten Hauptgliedern 

:rr, 
K(k) =-2-- F(t, t; I; -tg2 a); 

cos a 

( 
Sin1 ~ ) 

K (k) = V n . F t, t; 1 ; ___ 2_ ; 
2 cos a \ cos a 

( 

. a ) sm8 -

K(k) - n F I I. I' _ _ _ 2 . 
- • "i , :I " - , 

2 cos ; ~ cos a cos2 ~ • Vcos a . (I + V cos a)1 

K(k)= n -- X 
V cos ~ . JlV cos a . (1 + V cos a) 

( 

4 sin16 ~ ') 
1 1. • 2 . 

X F 2' 2' 1. - ()1 ' 
cos~. lYcosa.(I+Vcosa)lO cos~+ rvcosa , 

(K. K. I) 

(K. K . lI) 

(K. K. lIl) 

(K.K.IV) 

----c=-------------;--( - 2

7 
sin

32 -~-)-lO . )1)' (K.K. V) 

Vcos~. 11}.' cosa .(I+V cosa)17. cos~ + lY èos·a' (1+ V cosa+2 V cos~. JlV cosa 

u.s. w. 
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2 
a n I. 

Wegen - = -- Ist die Stärke der Konvergenz der Reihen (K) und (KK) fast 
b~ I-k~ 

. dieselbe. Die Konvergenzbereiche sind jedoch nicht gleich. Während die Reihen (K) für 
II 

reelles k im Gebiet 0::::::: a < 2 konvergieren. konvergiert die Reihe (IS). bzw. (16) im 

Gebiet 0::::::: k~ ::::::: } . 

Wegen (11) bestätigt man ohne Schwierigkeit. dass 

die Reihe (KKI) 
(KKIl) 
(KKIII) 
(KKlV) 

nur konvergiert für a::::::: 45° 
a::::::: 80° .6' 
a::::::: 89° .59' 54" 
a::::::: 89° . 59' 59.99997" 

u.s. w. 

W. V. IGNATOWSKII) hat die folgende Approximationsformel aufgestellt 

) 
( a)& Î sin -

K(k) ~ n 1- 2
1 

1 

2 cos ~ (cos a)! 6i ( cos ~) cos a ~ 
(17), 

die fast mit (KK lIl) übereinstimmt. Diese Uebereinstimmung wird vollständig unter 
Anwendung der Transformationsformel 2) 

(1 + y)2a. F(2a, 2a + l-y; y; y) = F (a, a +}; y; (1 !yyF) 
auf (K lIl). Man findet für a = t, y = I 

_ 2n(1 + y)-l (I a.. 4y ) 
K(k) - V ~ F 4' 4' I, (-1- + ~~~)2 . 

(1+ COSa)2 Y 

Wendet man nachher (IS) an, so findet man für y = (~=- VV~s ~)2 
1+ cosa 

_ 2 n (1 + y)- i (1 - y)- i ( ~ -4 Y ) _ \ 
K (k) - (1 + V cos aF 1 + y F ~h t; 1 : - [l+-YP -

__ n_ F(t,t;1:- sin

8
; 1)' 

2 cos i . (COS a)l 4 cos a. (cos i) 
also eine Forme!, von der (17) die ersten beiden Glieder bildet. 

(18) 

Jedoch ist (18). und somit auch (17), nur der Sonderfall mit ,,= L x:= sin2 a der fast 
um ein lahrhundert älteren Formel von KUMMER 3) 

F( -4a+I.4a+l. )_(IV ~.(I+Vl x))-a.
X a, 6 ' 3 • x - 2 

X F ((1 ?='!. 2 ~±~. _ (1- V~)1 ~) 
2' 6' 6 ' 16 V I-x. (1 + V l-x)2 ' 

I) Acad. des sc. de ru. R. S. S .. III. I (Leningrad 1933\. S. 88. (Zitat nach JAHNKE­
EMDE, Funktionentafeln, 2e Aufl. S. 145). 

2) GAUSS, Werke I1I, S. 225, [100]. 
3) l.c. S. 130. Formel 21. 

(Fortsetzung [olgt .) 



MathematicI. Ueber die E'1twicklung der unvollständigen elliptillchen Integrale 
erllter und zwei/er Art in stark konvergenten Reihen. I. Von S. C. VAN VEEN. 
(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT) . 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

Die Reihenentwicklung der beiden unvollständigen elliptisch en Integrale erster und 
zweiter Art 

und 

il 

E (sin a, fJ) =.f V 1-sin2 a . sin2 ep dep 
o 

für beliebige reelIe Werte von a und {J ist bisher, soviel mir bekannt ist, selten eingehend 
untersucht worden. Zwar gibt u.a. HOOEL 1) für alle vorkommenden Fälle ziemlich einfache 
Reihenentwicklungen, aber ihre Konvergenz ist nur dann befriedigend. wenn a und fJ 

7l 
entweder sehr wenig von 0 oder von "2 verschieden sind. 

Zweck der vorliegenden Untersuchungen ist, für alle vorkommenden Fälle Reihenent­
wicklungen für E und F abzuleiten, deren Konvergenz dermassen stark ist, dass mann 
sich in weitaus den meisten praktischen Rechnungen mlt den Hauptgliedern begnügen kann. 

Es ergibt sich nun, dass drei verschiedene Entwicklungen notwendig sind. je nachdem 

I) a klein Ist (nicht in der Nähe von 1). 
7l 

2) a in der Nähe von "2 liegt und fJ klein ist, 

7l 
3) a und IJ beide in der Nähe von "2 liegen 

Im § 1 wird der erste Fall eingehend betrachtet. Unter wiederholter Anwendung der 
LANDENschen Transformation ergibt sich in (11) eine stark konvergente Entwicklung, 
deren erste Glieder sind : 

1 --
F (sin a, fJ) = V IfJ + arc tg (cos a tg fJ) + 2arc tg (V cosa. tg fJ) I 

(1 + cos a)2 

+ 1 (1-V~) .. (fJ3 sin 2 fJ3) + 
2(l+Vcosa)2 I+Vcosa 2 i 

+ . 3 (I-V~)8(3fJ3_Sin2fJ3 + sini fJ3) 
8 (1 + V cos a)2 1 + V cos a/ 8 i 32 

+ 5 (I-V~)1l(5fJ3_15Sin2fJ3+3sinifJ3_Sin6fJ3)+ .. 
16(I+V cosa)2 1+ V cos a 16 6i 6i 192 

1) Recueil de formules et de tables nummques, 3me Ed. Paris 1885. S XL V u.f. 
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wo 

~3 = fJ + arc tg (cos a tg (3) + 2 arc tg (V cos a . tg fJ) 

n n o -< a <.2; (i ist beliebig; jedoch kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit 0""" (i """ 2 

genommen werden. Dann sind für arc tg (cos a tg (i) und arc tg (V cos a tg (ij die Haupt­
werte zu wählen. 

n 
Diese Reihe konvergiert nicht für a = 2 ' Jedoch ist sie noch sehr gut brauchbar für 

n 
Werte von a, die ziemlich in der Nähe von 2 liegen. Das Hauptglied (12) 

1 ---
F (sin a, fJ);:::; V I fJ + arc tg (cos a . tg fJ) + 2 arc tg (V cos a . tg fJ) I 

(1+ COSa)2 

wird für die meisten praktischen Zwecke genügen. 
In (23i wird das analoge, jedoch weniger einfache Ergebnis fUr E (sin a, (i) angegeben. 

Diese Reihe hat als Hauptglied (21) 

. 2fJ . 2 tgf3 .sin2 a2 · 6, 
E (' (3) ~ sm . sm a + -,---:------;;---c: 

sm a, ~ 8 6. 1 + cos a . tg2 f3 

mit 

a 
cos1 -2 --+ V I fJ + arc tg (cos a tg fJ) + 2 arc tg (V cos a . tg fJ) I 

(1 + cosa)2 

n 
Im § 2 wird der Fall, dass a in der Nähe von 2 liegt und (i klein ist, näher betrachtet. 

In (27) ergibt sich die in diesem Gebiet besonders stark konvergente Entwicklung 

F(sina,f3) = 1 logw f(_l)n(1.3.5 ... (2n-l))2(~)2n 
2 V sin a n=O 2 . i . 6 ... 2 n 2 

wo 

+ _ 1 ._ 'J; (1.3.5 ... (2~-I)) (Xw)2n 2 (-l)P (2n) w-
2P

, 
. -4 V sm a n=1 2. -4 • 6 ..... n -4 v=O p n-p 

p=fn 

I-sin a 
x=--== 

Vsina 

I + sin f3 V sin a 
w= . 

I - sin fJ V sin a 

Das Hauptglied ist 

F ( . (3) ~ I I I + sin fJ V sin a 
sm a, ~ og ' . 

2 V sin a I - sin fJ V sin a 
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In (33) findet sich das analoge, weniger einfache Ergebnis fUr E (3in a , fJ) mit dem Hauptglied 

E ( . (3) 1 - sin a I 1 + sin (3 V sin a + . (3 . sm a,;::::; og sm sm a. 
2 V sin a 1 - sin (3 V sin a 

Als hinreichende Bedingung für die Konvergenz der beiden Reihen (27) und (33) 
findet sich 

::::::::: sm < ---:-- -- . O --- . 2 (3 1 (2 - X) 
sm a 2 + X 

Im § 3 wird endlich der letzte und schwierigste Fall, wobei a und fJ beide in der Nähe 
11: 

von "2 liegen, eingehend betrachtet. In (16) findet sich die gesuchte Entwicklung fUr 

F (Iin a, fJ), nämlich 

(Fsin a,(3)=K(a)- 1 log y ~ (_l)n (1.3.5 .... (2n-l))2 (X)2n 
2 V sin a n=O 2.4.6 . .. 2n 2 

_ 1 ~(I.3.5 .... (2n-I))~ (6+cos(3V~)2 ~2n2(_1)p(2n)y-2P, 
i V sin a n=1 2.4.6 .... 2n ? 4 V sin a (I + sin a sin2 (3) ~ p=O P n-p 

p=j:.n 

wo 

1 - sin a 6 + cos (3 V sin a x- . y= . 
- V sin a ' 6 - cos (3 V sin a 

K (a) ist das vollständige elliptische Integral erster Art, dessen Wert bestimffit, bzw. 
approximiert werden kann nach den Vorschriften meiner Arbeit "Stark konvergente Ent­
wicklungen fUr die vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter Art" I) (weiter 
zitiert als; V. E. I.; I u.s.w.). Das Hauptglied dieser Entwicklung ist 

F ( . (3) ~ K ( ) _ 1 I 6 + cos (3 V sin a sm a, ~ a og 
2 V sin a 6. - cos (3 V sin a 

In (55) wird die analoge Entwicklung fUr E (sin a, fJ) mit dem Hauptglied 

. cos2a V-.- 6.cos(3.(I+sina) 
E(sm a, (3);::::; E(a)-cotg(3 . 6 + -8 -. - (1-2 sma) logy+ 2 (l + . . 2(3) &na &na.&n 

gegeben, wo E (a) das vollständige elliptische Integral zweiter Art ist, dessen Wert in 
V. E . I. bestimmt wurde. 

Hinreichende Bedingung für die Konvergenz der beiden Entwicklungen (16) und (55) ist 

mit 

1 :>: . 2(3) 1 (X-2) 
:--- Sfn - .- - + 2 sma X 

x = 1 + sin a (:>: 2) 
V · :--­sma 

I) Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .. Amsterdam, 44, 961 (1911) . 

\ 
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In der untenstehenden Figur sind die Konvergenzgebiete der Reihen angegeben. 

P
j900 

80° 

I I-l-
V 

V 

1/ I 
50" 

I 
40° 

300 \ 

20° -'" 
, 

'\. 

10° "'" ..... 
'---

00 100 200 300 400 50° 600 70° 800 900 

~a 

Konverqenzgebiet der Reihen (27)und (33) 

IIIIII , .. (46). (55) 

Fig. 

Das horizontal schraffierte Gebiet stellt das Konvergenzgebiet der Reihen (27) und (33) da. 
;n; 

(a in der Nähe von 2; (:J nicht zu gross). Das vertikal schraffierte Gebiet stellt ebenso 

das Konvergenzgebiet der Reihen (45) und (55) da. Die Reihen (11) und (23) konvergieren 

im ganzen Quadrat (0 ~ a < ; ; 0 ~. (:J ~ ;). die rechte Seite a = ; ausgeschlossen. 

Um die grösste Genauigkeit mit möglichst wenig Rechenarbeit zu erzielen. verfährt 
man am besten. wenn man die Reihen (11) und (23) aus § I bis etwa a = 70° benutzt. 
Die Reihen (27) und (33) aus § 2 verwendet man am besten für 70° ~ a ~ 90° ; 
0° ~ (:J ~ 70°. Die Anwendung der Reihen (46) und (55) aus § 3 bleibt dann auf das 
Quadrat (70° ~ a ~ 90°; 70° ~ a ~ 90°) beschränkt. 

Schliesslich ist zu bemerken. dass im folgenden überall : 
eine leere Summe = 0 

und ein leeres Produkt = 1 bedeutet. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 

(Fortsetzung folgt). 
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Mathematics. - Sur des séries et des intégrales déflnies contenantes 
les fonctions de BESSEL. V. By J. G. RUTGERS. (Communicated 
by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

La substitution ft = t resp. ft = t dans (298) et (299) ou ft = t resp. 
ft = 1 dans (300) et (301) donne après une légère réduction: 

x 

co 1 v1J da Z (-l)nln+dx)In-dx)=- - Io(x-a)cos(x-a)cos2a--= = 
n=O :n: X Va 

o 

x 

=If(x)Ldx)-~; JIr J 10 (x-a) sin (x-a) sin 2a ~~ = (306) 
o 

x 

= t It (x) Lt (x) + ~ Jlo (x-a) cos (x + a) V
da

_ 
:n: 2x a 

o 

(comme la demie somme des membres précédents). 

co 1 ~Jx . . da Z (-l)nln+dx)In+dx)=- - Io(x-a)srn(x-a)cos2a
V

_= 
n=O :n: X a 

o 

x 

(307) 
1 JlrJ . da = - - 10 (x-a) cos (x-a) srn 2 a --= = 

:n: X Va 
o 

x 

1 J da = :n: V2x 10 (x-a) sin (x+a) V-;; 
o 

(comme la demie somme des membres précédents). 

De l'égaIité des membres intermédiaires de (306) et (307) suivent: 

x 

J 10 (x-a) cos (3 a-x) ::~ =:n: -V~ It (x) Lt (x).. . (308) 
o 

x 

J 10 (x-a) sin (3 a-x) ;::-;; = O. . • • • . (309) 

o 
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La substitution I" = t dans (298) et (299) donne: 

x 

Z (-1)n In+dx) In (x) = 1 / 2 Jlo (2 a) 10 (x-a) cos (x-a) da, ' (310) 
n~ V nx 

o 

x 

Z (-1)nln+dx)/n+dx) = 1/ 2 J"/o (2a) 10 (x-a) sin (x-a)da. (311) 
n=O V nx 

o 

Ainsi la substitution I" = t resp. I" = t dans (302) et (303) ou I" = t 
resp. I" = 1 dans (304) et (305) donne les formules particulières: 

oe 
~ (-1)n In+! (x) I sin x In- l (x)-cos x InH (x)l = 

n=O 

x • • p1~ 

= ~ 1 /2Jlo (x-a) cos 2 a sin a d~, n V~ Va 
o 

oe 
Z (_1)n In+l (x) leos x In- i (x) + sin x InH (x)1 = 

n=:O 

x • • p1~ 

= ~ l/2.Jlo (x-a) cos 2a cos a d~, 
n V x Va 

o 

oe 
Z (-1)n In+! (x) Isin x In+! (x)-cos x In+ } (x)l = 
n~ 

x • • (314) 

= ~ 1 /2j' 10 (x-a) sin 2 a sin a da_, 
n V~ Va 

o 

oe 
Z (-1)n InH (x) leos x In+l (x) + sin x InH (x)j = 
n~ 

x • • (315) 

= ~ 1/ 2 Jlo (x-a) sin 2a cos a d~, 
n V x Va 

o 

tandis que la substitution I" = t dans (304) et (305) donne: 

oe 
Z (-l)n InH (x) I sin x In (x)-cos x In+l (x)l = 
n~ 

x • • p1~ 

= V n:' J 10 (x-a) 10 (2 a) sin a da, 
o 

63* 
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co 
I (_1)n InH (x) I cos x In (x) + sin x In+! (x)l = 

n=>J 

x • • (317) 

= V n ~ f 10 (x-a) 10 (2 a) cos a da. 
o 

Par addition resp. soustraction de (312) et (315), ainsi de (313) et 
(314), on óbtient: 

x 

J' la (x-a) sin 3a ;;aa = ;>'l "V~ sin x Li (x) li (x), . . (318) 
o 

co 
2 I (_l)n In+1 (x) leos x In+dx) + sin x In+t (x)l-

n=>J 

x • (319) 
. 1 1/2J' . da 

-Sin x Li (x) li (x) = --;- V x la (x-a) Sin a Va' 
o 

co 
2 ~ (-l)n In+1 (x) I sin x In+dx)- cos x In+dx) 1 + 

x . (320) 

+ cos x Li (x) Ii (x) = ! ~ f 10 (x-a) cos a :;0.' 
o 

x 

f 10 (x-a) cos 3 a ;;aa =;>'l Vf cos x Ldx) Idx). . . (321) 
o 

Enfin la substitution f' = t resp. f' = 1 dans (30-1) et (305) donne les 
formules particulières: 

co 
I (-l)n In+i (x) I sin 2x In-i (x)-cos 2x In+1 (x) 1 = 

n=>J 

x • ~2~ 

= ~ 1 /2 fIo (a) sin 2 a cos a --.!!a , 
;>'l Vx Vx-a 

o 

co " 
I (-l)n In+i (x) leos 2x In- i (x) + sin 2x In+1 (x) 1 = 

n=>J 

x • (323) 

=~ 11 2 flo (a) cos 2a cos a da , 
;>'l Vx Vx-a 

o 
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al 

I (-l)n In+! (x) Isin 2x In+! (x)-cos 2x In+t (x)l = 
n=O 

x • (324) 

= ~ 112Jlo (a) sin 2a sin a da , 
n V~ Vx-a 

o 

00 

I (_l)n In+! (x) I cos 2x In+1 (x) + sin 2x In+t (x)l = 
n=O 

x • (325) 

= ~ 1 / 2 Jlo (a) cos 2 a sin a --.!la , 
n V X Vx-a 

o 

tandis que l' addition resp. Ia soustraction des membres correspondants 
de (322) et (325), ainsi de (323) et (324) don ne : 

x 

J
lo (a) sin 3 a da = n 1 /x

2 
sin 2 x L 1 (x) 11 (x),. • (326) 

Vx-a V2 
o 

al 

sin2xLdx)Idx)-2 I (-l)n In+! (x) Icos2xln+l(x)+sin2xln+:.(x)1 = 
n=O 

x (327) 

= ~112 Jlo(a) sin a V
da 

, 
n V ~ x-a 

o 

x (328) 

=~ 112 Jlo(a)cosa V
da 

, 
n V ~ x-a 

o 

x 

J da V~ 10 (a) cos 3a = n -2 cos 2x L 1 (x) 11 (x). 
Vx-a 

• (329) 
o 

§ 13. En remplaçant dans (263) e par m + t resp. m (m entier 
positif ou nulle) et en multipliant les deux membres par 2 (_l)m resp. 
f:2m (-I)m ou f:2m, alors nous trouvons après la sommation sur m de 0 

00 00 

à oo,à causedes séries connues 2 I (-I)m 12m+l (x)=sinx. I f:2m(-I)mI2m (x)= 
m=O m=O 

al = cos x et I f:2m 12m (x) = 1. en appliquant Ie théorème de CAUCHY 
m=O 

(XI 00 00 s 
I I cp (m. n) = I I cp (p. s-p). . . . . . (g) 

m=O n=O 8=0 p=0 
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co co 
ou 1: ffJ (m. n) = 1p (m) et 1: 1p (m) sont des séries absolument convergentes: 

n=O m=O 

co 
2 1: (-I)S (s + 1) /~+S+1 (x) /~+s+t (x) = 

s=O 

x (330) 

1 J" -= -= /~ (a) /~-t (a) sin 2 (x-a) . Va da, R (v) > - t 
Vx 

o 

x (?31) 

= ~J/~ (a) /"-1 (a) cos 2 (x-a) . V~ da, R (v) > - t 
Vx 

o 

x 

'f /~+s+t(x)/.,+s(x)= vl_J·/~(a)/~-t(a). V~ da, R(v) >-t. (332) 
s=O x 

o 

Si nous multipiions les deux mem bres de (331) par sin 2 x resp. cos 2 x 
et ceux de (330) par cos 2 x resp. sin 2 x. alors nous obtenons après la 
soustraction 'resp. l'addition des mem bres correspondants: 

co 
1: (-I)S /~+s+t (x) 1(2s + l)sin 2x /~+S (x)-(2s+2)cos2x/~+s+dx)l = 

s=O 

x ~~ 

= ~J/~ (a) /~-t (a) sin 2 a . V~ da, R (v) > - t 
Vx 

o 

x ~~ 

= ~J/~ (a) /~-t (a) cos 2 a . V~ da, R (v) > - t. 
Vx 

o 

Par addition et soustraction des membres correspondants de (331) et 
(332) on trouve: 

co ' 
1: (2 s + 1) 1 /.+2s+t (x) /~+2S (x)-/~+2S+~ (x) /~+2S+ 1 (x) I = 

s=O 

x (335) 

= ~J/~ (a) /~-t (a) cos2 (x-a) . V~ da, R (v) > - t 
Vx 

o 
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x p3~ 

= J~f I,. (a) IV-i (a) sin2 (x-a) . V~ da, R (v) > - t· 
o 

La substitution v = 0, v = t et v = 1 dans (330) jusqu'à (336) nous 
donne les formules particulières: 

_ , x 

2 1 (-1)5 (s + 1) IHI (x) IHdx) = V2flo (a) cos a sin 2 (x-a)da, (337) 
5=0 nx 

o 

x 

2 1 (_1)5(S+ 1)/H:(x)/5+1(x)= 1/ 2 flo (a) sin asin 2 (x-a)da, (338) 
5=0 r nx 

o 

x 

2 2 (-1)5(s+ 1)/H2(x)/H~ (x)= V 2 J/I (a) sin asin 2 (x-a)da, (339) 
5=0 nx 

o 

x 

5~0 (-1)5(2s+ 1)/5+!(x)/5(x)= Vn:'JIO (a) cos a cos 2 (x-a)da, . (340) 
o 

·X 

S~O (-1)5 (2s + 1) IS+I (x) 15+! (x) = y n:'J 10 (a) sin acos2(x-a)da, (341) 
o 

x 

~ y2J . Z (-1)S(2s+ 1) IH:{x) IHdx) = - I1 (a) sin a cos 2 (x-a) da, 
=0 nx 

(342) 
o 

x 

!,/Hi(X)/s(x)= V:Jlo(a)cosada= 
o 

x 

= Y n:' ~ sin x la (x) + J Ida) sin a da~, 
o 

x 

. . . (343) 

2 IHdx) Is+dx) = 1/ 2Jlo (a) sin a da, . . . (344) 
5=0 r nx 

o 
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x (345) 

= V 1I'~J 10 (a) cos a sin 2a da, 
o 

Z (-1)s IS+I (x)l(2s + I)sin 2xlHI (x)-(2s+2) cos 2xlHf (x)1 = 
s=O 

ex> 

x 

= ~J 10 (a) sin a sin 2a da, 
o 

(346) 

x p4n 
= ~J I1 (a) sin a sin 2 a da, 

o 

Z (-1)s Is+i(x) 1(2s+ l)cos2x Is (x) +(2s+ 2) sin 2xlHI (x) I = 
s=O 

x (348) 

= ~J 10 (a) cos a cos 2a da, 
o 

ex> 

Z (-I)S IS+I (x) 1(2s+ l)cos2x IS+i(X) +(2s+ 2) sin 2x IH t (x) I = 
s=O 

x (349) 

= ~J 10 (a) sin a cos 2 a da, 
, 0 

ex> 

Z (-I)S IHt(x) 1(2s + l)cos2xlHI (x) + (2s + 2) sin 2x IH 2 (x) I = 
s=O ' 

x p5~ 

= 1 12JII' (a) sin a cos 2 ~ da, , V;X 
o 

ex> 

Z (2 s + 1) 1/2Hi (x) 12s (X)-/2S+t (x) 12H1 (x) 1= 
s=O 

x • • (351) 

= V n~j'/o (a) cos a cos2 (x-a) da, 
o 
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co 
Z (2s + 1) 1/2H1 (x) 12SH (X)-/2S+2 (x) 12S+1 (x)l-:­

s=O 

x • (352) 

= ~J 10 (a) sin a cos2 (x-a) da, 
o 

co 
Z (2s + 1) 1/2s+t (x) 12S+1 (X)-hH! (x) 12S+2 (x)l = 

s=O 

x • • (353) 

= ~J 11 (a) sin a cos2 (x-a) da, 
o 

co 
Z (2s + 2) 1/2S+t (x) 12S+1 (X)-/2S+~ (x) 12H2 (x)l = 

s=O 

co 

x • • (354) 

= 11 :xJ 10 (a) cos a sin2 (x-a) da. 
o 

Z (2 s + 2) 1/2H2 (x) 12H ! (x)-/2S+3 (x) 12H~ (x) I = 
s=O 

co 

x • • (355) 

= 11 :xJ 10 (a) sin a sin2 (x-a) da, 
o 

Z (2s + 2) 1/2S+~ (x) 12s+2 (X)-/2Ht (x) 12H3 (x)l = 
s=O 

x • • (356) 

= ~ J 11 (a) sin a sin2 (x-a) da. -
o 

Par addition resp. soustraction des membres correspondants de chacune 
des paires (337) et (341), (338) et (340), (351) et (354), (332) et (355), 
(353) et (356) on trouve: 

x 

i (-1)S (4s + 3) IHI (x) Is+! (x) = 1 {2flo (a) sin (2x-a) da, . (357) 
s=O V~ 

o 

x 

i (-I)S IHI (x) IsH (x) = 1/ 2 flo (a) sin (2 x-3 a) da, . (358) 
s=O V :rex 

o 

x 

i (-I)S IHl Is(x) = 1 {2flo (a) cos (2 x-3 a) da,. . (359) 
s=O V~ 

o 
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x 

f (-I)S(is + 1)ls+dx) Is (x) = 1 {2J'10 (a) cos (2x-a)da, (360) 
~ V~ 

o 

x 

Ë 1 12s+1 (x) 12s (x) + 12s+1 (x) 12s+1 (x)1 = 1 {2f10 (a) cos a da, (361) ~ V~ 
o 

Ol) 

~ 1 (i s + 1) 12s+1 (x) 12s (x)-(i s + 3) 12s+t (x) 12s+I (x) I = 
x (362) 

= -V ;xf 10 (a) cos a cos 2 (x-a) da, 
o 

x 

Ë 1 12s+dx) 12s+1 (x) + 12s+2 (x) 12s+dx) I = 1 (2f1o(a)sin ada,. . (363) s~ V~ 
o 

Ol) z I( is + 1) 12s+ 1 (x) 12s+i (x)-(i s + 3) 12s+2 (x) 12s+1 (x) I = 
s~ 

x (364) 

= 1 / 2 [10 (a) sin a cos 2 (x-a) da, 
V:nx, 

o 

x 

i 1 12s+t (x) 12s+ 1 (x) + 12s+ 1 (x) 12s+2 (x)l = 1 {2fll (a) sin a da, . (365) s~ V~ 
o 

Ol) 

Z I(i s + I) 12s+i (x) 12S+1 (x)-(i s + 3) 12s+! (X).I2s+2 (x)1 = 
s~ 

x (366) 

= -V :n:'f 11 (a) sin a cos 2 (x-a) da. 
o 

Si nous multiplions les deux membres de (337) par sin x resp. cos x 
et ceux de (338) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons après la 
soustraction resp. l'addition des membres correspondants, et en faisant 
de même à r égard. de (3iO) et (3il), ainsi de (3i3) et (314): 

Ol) 

2 Z (-I)S (s + I) ls+dx}lsin x ls+dx)-cos x ls+dx) I = 
s~ 

x (367) 

= 1/ 2 f 10 (x-a) sin a sin 2a da, 
V :nx . 

o 
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2 Z (-I)S (s + 1) IS+I (x) I cos x Is+i (x) + sin x Is+ ~ (x)l = 
s=<> 

x (368) 

= -V :n~J 10 (x-a) cos a sin 2 a da, 
o 

co 
~ (-I)S (2 s + 1) ISH (x) I sin x Is (x)-cos X IS+I (x) 1= 

s=<> 

x (369) 

= -V :n~ J Ia (x-a) sin a cos 2 a da, 
o 

rt:J 

~ (-I)S (2s + 1) ISH (x) I cos x Is (x) + sin x IS+I (x)1 = 
s=<> 

co 

x (370) 

= ~J 10 (x-a) cos a cos 2 a da, 
o 

~ ISH (x) I sin x Is (x)-cos X IS+I (x)l = 
s=<> 

x (371) 

= ~j'Io (a) sin (x-a) da = -V2:nX 
11 (x) selon (189), 

o 

rt:J 

~ ISH (x) !cos x Is (x) + sin x IS+I (x)1 = 
s=<> 

x p7~ 

= ~J Ia (a) cos (x-a) da = y2:nX 
10 (x) selon (187). 

o 

Si nous multiplions les deux membres de (359) par sin x resp. cos x 
et ceux de (358) par cos x resp. sin x, alors nous trouvons après raddi~ 
ti on resp. la soustraction des membres correspondants: 

x 

'f (-I)sJsH (x) IsinxIs(x)+cosxIS+I(x)l = -V 2 Jlo(x-a)sin3ada, (373) 
s=<> :nx 

o 

x 

'f (-I)S Is+i(X) I cos x Is (x)-sin x IS+I (x) I = -V 2 jlo(x-a)cos 3 ada. (374) 
=0 :nx 

o 

Par la multiplication des deux membres de (359) par sin 2 x resp. 
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cos 2 x et ceux de (358) par cos 2 x resp. sin 2 x, on trouve après la 
soustraction resp. l'addition des mem bres correspondants: 

ex> 

I (-I)S IHi (x) I sin 2x Is (x)-cos 2x IH1 (x)j = 
s=O 

x • • (375) 

= ~JIo (a) sin 3a da, 
o 

ex> 

I (_I)S Is+! (x) leos 2x Is (x) + sin 2x IS+l (x) 1= 
s=O 

x • • (376) 

= ~j'Io (a) cos 3a da. 
o 



Botany. -- The photoperiooic responses of Anthemis tinctoria in different ranges of wave­
length. By G. L. FUNKE. (Communicated by Prof. L. G. M. BAAS BECKING.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

From 1936 till 1939 in Ghent, Belgium, I investigated the flowering photoperiodicity 
of a large number of plant species in different ranges of wave length. The plants received 
full day light from 7 a.m. till 3 p.m.; for the rest of the day the.y were covered, partly by 
dark cases, partly by white (limed) , red and blue glass; check plants remained in the 
open air. "Dark" or "D" means plants which got full day light from 7 a .m. till 3 p.m. ; 
"red" or "R", "blue" or "B" and "white" or "W " means plants which were exposed to 
full day light from 7 a.m. till 3 p.m. and re-<lp. red, blue and white light froml sunrise til! 
7 a.m. and from 3 p.m. till stulset. According to their reactions the species could be divided 
into 4 groups: 

1. W - R B - D : "red" flowers at the same time as "white", "blue" at the same 

time as "dark". 
Il. W - R - B D: "red" and "blue" flower at the same time as "white", the colour 

of the light is of na importance. 
lIl. W R - B - D : flowering of long day plants only in "white", neither "red" 

nor "blue" rays have an,y furthering . influence; vice versa for short day plants. 
IV. W - B R - D : the opposite of group I, "bl'Ue" flowers at the same time as 

"white" , "red" at the same time as "dark". 
Transitional cases occur between groups I, Il and lIl ; group IV seems to stand by itseli. 
During the summer of 1941 I continued these researches in the garden of the Botanical 

Institute at Leiden. The red and blue glasses which I had at my disposal were of a rather 
dark colour; they transmitted less than half of the sol ar energy than did those which 
I used in Ghent; especially on c10udeà àays the light intensi~y in the different compart­
ments was very low. ROODENBURG (13 c) rightly points out the errors which may be 
caused under such conditions, but the species which I investigated under both types of 
glass appeared to be sufficiently sensitive to small quantities of light and the,y all gave 
results identical to those in former years. 

Anthemis tinctoria is a "Iong-day plant" and belongs very distinctly to group I (see "id, 
fig. 1) . When investigating this species in 1939 I noticed some peculiarities which 
deserved closer attention and were therefore further investigated. 

Although the number of pl<!nts used was restricted, 5 or 6 per division, their responses 
to the various treatments were 50 consistent with those of 1939 and also their further 
reactions so explicit, that I feel entitled to commtulicate the results as well-established facts. 

Small specimens were potted during March and the experiments began on April 2nd. 
The development in the different divisions was as follows: 

Specimens in "white" and "red" ; control plants: the vegetative growth was normal; 
the stem reached a leng th up to about 70 cm, internodia up to 3, cm; the anatomy of the 
stem (vascular bundies, Iignification, sklerenchymatic tissue) was normal; diameter of the 
tracheae 28-34 micra; the first flowerbuds we re visible on June 2nd; the growth of the 
flower staiks was normal, up to 20 cm; full blossoming on terminal and numero us lateral 
branches from the middle of June till the end of September; the ripening of the seeds took 
place from the end of August till the end of September; see fig. 1. no. 1. 

Specimens in "blue": vegetative development normal, also the anatom,y of the stem, as 
in "white", "red" and control; see fig. 1, no. 2; terminal flowerbuds appear towards the 
end of June, none on lateral branches; no or hardly any elongation of flower staiks {a 
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few cm at the utmost); most buds decay; the others did not open with the exception of 
two which took a great number of days to develop quite abnormal capitula with crippled 
marginal flowers (see 4d, fig. 2) (in a normal capitulum: diameter 45 mm, length of 
marginal flower 14 mm; in "blue" resp. 23 and 6 mm); they yielded only a few ripe 
seeds. The covering with the blue glass was discontinued on August 11 th (the same 
holds true for the other divisions); this change, however, could not induce an,y more 
flowerlng. One specimen was put into full day length since July llth; see fig. I, no. 3; 
it formed a few more f10werbuds which, however, did not open with the exception of one 
and this gave an anomalous capitulum as described above. 

Specimens in "dark": the longitudinal growth was extremely scanty, the utmost height 
reached about 10 cm; see fig. 1. no. 4; the foliage was den se owing to the shortness of 
the internodes; the lateral branches were rather numerous. The anatomy of the stem 
remains in the juveni'le stage: separate vascular bundIes, no Iignification, no skIe ren­
chymatic tissue; diameter of the tracheae 14-17 micra. This anatomical aspect is in 
striking contrast wlth that of controJ, "white", "red" and "blue" and iIIustrates the 
relativity of age; on~y towards the end of September a slight lignification sets in. Most 
leaves were shed towards the end of August and only terminal rosettes remain. Even 
microscopical examination showed no tra ce of f1owerbuds. Sin ce August llth the plants 
were exposed to full day length, but this did not in duce any further development. Also 
from J uly 11 th some specimens received full day length; this extra month of long day 
induction caused an elongation of the stems to al most normal length; see fig. 1. no. 5; 
their anatomy gradually began to show the adult stage which was more or less reached 
towards the end of August; a few terminal f10werbuds were formed, but they remained 
very smalI, some of them hardly visible, and most of them were completely hidden by 
the topmost leaves. 

Specimens in "contro)" and later in "dark"; a number of specimens stayed in" full day 
length. till May 2nd and were then transported to the dark compartment. Their longitudinal 
growth was more or Ie ss checked, but not nearly so markedly as th at of tl!e "dark" 
specimens. The plants reached a height of about 40 cm; see fig. 1. no. 6; the anatomy 
of the stems was norm al. A small number of f10werbuds appeared on terminal and lateral 
branches in the beginning of June (3--4 per specimen against some dozens in controJ, 
"red" and "white"); the f10wer staIks elongated normally; the blossoming lasted till the 
end of August, while in control, "white" and "red" it continued till the end of September. 
The ripening of seeds was normal. Since July llth part of them were put again in full 
day length; this did not change their aspect. The difference of treatment between these 
plants and those of "dark" which received also full day length since July llth is that 
the latter ones got only 8 hours of daylight during April whereas the former ones were 
exposed during that month to the normal length of day. 

Ouring the last few years the fa ct has been established th at we must distinguish two 
stages, and perhaps even more, in the reproductive phase. EOUCHI (3) says: "These 
facts show that there are two stages of different susceptibility to the photoperiod in the 
course of f1owering, at first in the differentiation stage of bud and next in the succeeding 
stage of development respectively." And HAMNER (6a): "There is need for precise 
records showing the influence of photoperiod upon (1) the initiation of flower primordia 
as contrasted with (2) its influence upon the development of flowers, (3) its influence 
upon the development of fruits, and (4) lts influence upon the development of seeds." 
And LOEHWINO (9) advocates: "the possible desirabili~y of subdividing the photophase 
of plant development into (a) an initial f10wering phase as distinguished from a sub­
sequent (b) gametogamic phase concerned with the formation of viabIe gametes." (See 
also BORTHWICK and PARK ER (2 and 11), HARDER and VON WITSCH (8). MICHAjLOVA 
(10), PUVIS and GREGORY (12), ROODENBURG (13b) .) Production of anomalous flowers, 
owing to insufficient photoinduction has also been stated in a number of cases, e.g. by 
GERHARD (5). HARDER (7), HARDER and VON WITSCH (8), LOEHWING (9: "It was soon 
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learned. however. that plants receiving minimal periods of photo-induction frequently 
produce flowers of anomalous shape and marked sterility.") The phenomena stated by 
BORGSTRÖM (1) in wild violets and by SCHAFFNER (15) in hemp are possibly related to 
the above mentioned ones. 

Anthemis tinctoria presents a case where we should certainly distinguish at least 4 
different reactions in: (1) the vegetative development. (2) the formation of f1owerbuds. 
(3) the development of flowers and (4) the ripening of seeds. 

( 1) The vegetative devclopment: only a long day allows sufficient formation of 
growth substance (compare ROOD EN BURO (13a) and ROODENBURO and TIDDENS (14) . 
but the colour of the light is of no importance in this respect. This holds true for most 
species hitherto investigated. whether of the short day or of the long day character and 
in everyone of the groups I-IV (4). I cannot say wh ether that which has been observed 
about the anatomy is also a general feature. Lycopus europaeus, also belonging to group I. 
shows phenomena which. on the whoIe. are very parallel to those se en in Anthemis. but 
the very short sterns in "dark" (11 cm) are anatomically equally weil developed as the 
norm al ones (40 à 50 cm) in contro!. "white". "red" and "blue"; other species have 
hitherto not been examined in this respect. 

For the formation of f1owerbuds. the development into f10wering and the production of 
viabIe seeds a long day is needed. This species therefore belongs to the group LL as 
established by EOUCHI. but I think this is the first time we see that the different ranges 
of wave length have a different influence on these stages. The formation of f10werbuds 
is furthered by long "red"- and "blue days". but in a "red dalY" theiI' number is normally 
great. while in "blue day" they are less numero us and many of them decay. The devel­
opment of flowers is only brought forth by a long "red day"; 8 hours of full day light 
with additional blue light before and afterwards are not able to bring about the transition 
to this stage. At the utmost an exceptional anomalous capitulum develops. but this can 
hardly be considered as representing the reproductive stage because it yields onLy a very 
few viabIe seeds if at all. Contro!. "white" and "red" produce seeds in abundance; their 
percentage of germination is 94; their weight per 100 61 mgr. "Dark". preceeded by long 
day in April. yields less. but still some thousands; germination 85 %. weight per 100 only 
33 mgr. One capitulum in "blue" gave no seeds at all. one other 24. germination 67 '%. 
weight 5 mgr; one capitulum in "blue" and long day sin ce Ju~y 11 th gave 47 seeds. 
germination 65 %. weight 14 mgr. When we con si der the scanty weight of the last 
mentioned seeds we wonder at their relatively high percentage of germination; it remains 
to be seen whether they will give healthy plants in the next year. 

Anthemis tinctoria, moreover. shows a strongly decreasing sentitiveness to photoinduc­
tion as the season proceeds. The full leng th of the relativel,y short days of April. when 
f10werbuds are not visible by faro is sufficient to induce f10wering in July. although they 
are followed by about 10 weeks of an eight hour day; full leng th of the much longer 
days sin ce the middle of Ju~y. when f10werbuds have since long been formed. has. on the 
other hand. no influence on the development into flowers. although this goes on till the 
end of September in contro!. "white" and "red" ; long da,ys in midsummer have practically 
influence on the vegetative growth only. 

A number of ddt grafts have heen made in order to see whether the f10rigen can be 
transported under the dIfferent conditions of the experiment. and if sO. how. Tops of 
"white" and "red" were grafted as scions on stocks of "blue" and "dark" and vice versa; 
they failed altogether. although most of them remained turgescent for nearly a week. 

SUMMARY. 

Anthemis tinctoria is a very sensitive long day plant; it shows photoperiodic responses 
in at least four different stages: (1) vegetative development; (2) formation of f1owerbuds; 
(3) development of flowers; (4) ripening of seeds. 

Eight hours ordinary daylight supplemented by red or blue light from sunrise till 7 a.m. 



992 

and from 3 p.m. till sunset is equally sufficient for (1) as natural day length; in short cla,y 
it is extremely scanty. 

(2) , (3) and (4) are also brought forth normally by short day supplemented by red 
light. Supplemental blue light partly suppresses the formation of flower buds and nearly 
totally prevents the development of flowers and still more 50 the ripening of seeds. 

Long day induction during April followed by short day treatment is sufflcient for a 
nearly normal growth of the whole plant. Long day induction from the middle of July 
till the end of the summer restores the check of the vegetative development caused by 
a foregoing short day, but is not capable of inducing the reproductive phase, even though 
this foregolng short day was supplemented b,y blue light. 

I want to express my heartfelt thanks to the Board of Trustees of the University of 
Leiden, to the Dlrector of the Botanical Institute, to the scientlfic and technica I staffs of 
the laboratory and gardens, to the Director, the scientific and technical staffs of the 
State Herbarium, who, with the utmost kindness, enabled me to continue my researchwork 
in my present circumstances. 

Leiden, September 1941. Botanical Institute. 
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G. L. FUNKE: THE PHOTOPERIODIC RESPO!'JSES OF ANTHEMIS TINCTORIA 

IN DIFFERENT RANGES OF WAVE LENGTH. 

Fig. 1. The developrilent of Anthemis tinctoria on September 4th 1941. 
No. 1. ControI. "white" and "red". 
No, 2, "Blue". 
No. 3. "Blue" and long day since July 11 th. 
No. 4. "Dark". 
No. 5. "Dark" and long day since July 11 th. 
No. 6. Long day till May 2nd. th en "dark" . 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV. 1941. 



Geology. - Die permischen Alkaligesteine und die Ophiolithe des timoresischen Fa/ten~ 
gebirges. Von W . P. DE ROEVER. (Communicated by Prof. H . A. BROUWER.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

In der vorliegenden Aroeit möchte ich die vorläufigen Ergebnisse meiner Unter­
sllchungen an permischen Eruptivgesteinen von Timor mitteilen ' insbesondere mit Bezug 
auf die vor und während des eigentIichen Geosynklinalstadiums des timoresischen Falten­
gebirges auftretenden verschiedenen Eruptivstämme. 

Die mir zur Untersuchung überlassenen Gesteine wurden während der von Prof. 
H. A . BROUWER geführten geologischen Expedition nach den Kleinen Sunda-Inseln 1937 
gesammelt, und zwar der grösste Teil von F. A . H . W . DE MAREZ OVENS im Basle~ 
gebiet. und einige weitere bisher nicht eingehend beschriebene Gesteine von D. TAPPEN­
BECK im Mollogebiet und A. L. SIMONS in Nordost Niederländisch Timor. 

Nach der Publikation der wesentlichen Ergebnisse dieser Expedition, besonders der 
Untersuchungen von TAPPENBECK im Mollogebirge (Lit. 9). von VAN WEST im Miomaffo­
gebiet (Lit. 12). und vom Verfasser im südwestIichen Moetisgebiet (Lit. 8). sind wir nun 
auf Grund meiner Untersuchungen der permischen Gesteine in der Lage. eine Mitteilung 
über das Auftreten von zwei charakteristischen Stammestypen von Eruptivgesteinen in 
den verschiedenen Formationen des timoresischen Faltengebirges zu machen, und eine 
Erklärung ihres Auftretens zu geben. 

Wenn wir die Entwicklungsgeschichte der timoresischen Geosynklinale betrachten, so 
sehen wir dass im Perm, das die ä1testen paläontologisch belegten Ablagerungen der 
Insel Timor umfasst. noch keine grosseren Meerestiefen vorhanden waren. Das eigentIiche 
geosynklinale Stadium in der Entwicklung des Faltengebirges tritt erst im Mesozoikum 
ein, wo die geosynklinalen Ablagerungen an den Rändern der Geosynklinale von f1ysch­
artigen Sedimenten und von Riffkalken begleitet werden. Die Hauptorogenese des timo­
resischen Deckengebirges ist nach TAPPENBECK (Lit. 9) wahrscheinlich ins Oligozän zu 
stellen. 

Vor der Expedition 1937 waren schon viele Eruptivgesteine von Timor bekannt, deren 
Beschreibung wir besonders WICHMANN (Lit. 13). RETGERS (Lit. 7), VERBEEK (Lit. 11) , 
BROUWER (Lit. I. 2. 3) und IMDAHL (Lit. 5) verdanken. Von den meisten dieser Gesteine 
war das geologische Alter nicht sicher bekannt. 

Aus dem Perm von Timor waren ausser basischen Laven auch bereits Alkaligesteine 
beschrieben, deren Alter von BROUWER (Lit. I. 2. 3) festgestellt wurde. Diese Gesteine 
gehören zu der Sonnebaitserie. deren Mesozoikum den Ablagerungen des zentralen Teils 
der Geosynklinale entspricht. Wie bereits erwähnt sind im Perm der Sonnebaitserie noch 
keine in grösseren Meerestiefen gebildeten Gesteine vorhanden: hier werden meistens 
Krinoidenkalke. begleitet von mehreren Typen von Eruptivgesteinen angetroffen. Diese 
Formation hat die meisten bekannten permischen Fossilfundorte von Timor, z.B. die~ 

jenigen von Somohoie. Bitaoeni und Basleo geliefert. Nach meinen Untersuchungen 
gehören die wichtigsten primären Differentiationsglieder der permischen Effusivserie in 
den verschiedenen von der Expedition 1937 untersuchten Gebieten zu Olivinbasalten. 
Trachybasalten. Alkalitrachyten und Alkalirhyolithen. Diese Effusivreihe entspricht der 
von HOLMES (Lit. 4) aufgestellten trachybasaltischen (trachydoleritischen) Differentia­
tionsreihe. Ausser auf einzelnen sich schroff aus den Ozeantiefen erhebenden Insein 
(Ascension. Samoa. usw.) kommt diese Gesteinsserie vor allem in verschiedenen Typen 
von Bruchgebieten vor (Lit. 10) . Neben den erwähnten primären Gesteinen sind im Perm 
der Sonnebaitserie Spilite und Poeneite (Lit. 8) gefunden worden. Die von mir unter-

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV. 1941. 64 
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suchten Proben des letztgenannten Gestelnstypus. nach dem Fluss Noil Poene 1) benannt. 
zeigen Einsprenglinge von Kalifeldspat und in untergeordneter Menge von umgewandeltem 
Olivin inmitten einer Glasgrundmasse. Der Albit der Spilite und der Kalifeldspat der 
Poeneite sind dureh metasomatische Prozesse aus basischem Plagioklas hervorgegangen. 
Das Vorkommen der charakterlstischen Poeneite N. und S. des pliopleisto:tänen zentralen 
Beckens von Timor im Zusammenhang mit den gleichen Sedimenten und Eruptivgesteinen 
deutet darauf hin. dass die Decke der Sonnebaitserie nicht nur im nordwestlichen Teil 
von Timor vorhanden ist. sondem sich au eh unter dem jungen Becken hindurch bis in 
das südöstliche Gebirge erstreckt. 

Die postpermischen Eruptivgesteine von Timor werden hauptsächlich von den Ophio­
lithen gebildet. Von den in der früheren petrologischen Literatur erwähnten Gesteinen 
sind nur die Peridotite und Serpentine und die Gabbros eindeutig als Ophiolithe zu 
betrachten. während · mehrere andere Gesteinstypen DlÖglicherweise zu dieser Dlfferentla­
tionsrelhe gehören. aber ihr nicht mit Sicherheit elnzurelhen slnd. Die Gesteinsserie der 
Ophlolithe Ist am besten bekannt von dem Im Jahre 1937 vom Verfasser untersuchten 
südwestIichen Moetisgebiet (Lit. 8). wo der sogenannte Ophiolithspilitkomplex die folgenden 
Gesteinstypen umfasst: gabbroide Gestelne. Lherzolithe. Tremolitolivlngesteine. Serpentine. 
Albitite und Alkalialbitite. albitislerte und analcitislerte Dolerite. Andeslte und Keratophyre. 
Spilite. Basalte und Spilitaugitite. Die Gestelnsserle wird durch elne weitgehende Alblti­
sierung und durch das Fehlen von Kalifeldspat charakterislert. Das Alter des Ophlollth­
spilitkomplexes konnte nicht genügend bestimmt werden; es ist aber mit Sicherheit 
prämiozän. Diese Ophiolithe und spilitischen Gestelne gehören möglicherweise zu derselben 
Elnheit als einlge seltene Kalke und Homsteine. deren Vorkommen aber nicht genau 
bekannt Ist. Im Felde schelnen die Gestelne des Ophiolithspllitkomplexes ausserdem mit 
kristallinen Schiefem verknüpft vorzukommen. während die Eruptivgesteine der an andem 
Orten auf Timor mit den kristallinen Schlefern verbundenen Paleloserie eine weltgehende 
Ähnlichkeit mit Gesteinen des Ophlolithspilitkomplexes aus dem südwestlichen Moetisgebiet 
zelgen. Nach VAN WEST (Lit. 12) gehören die Eruptivgesteine des Schlefer-Palelo­
Komplexes im Mlomaffogeblet. wo sie am besten bekannt slnd. zu Lherzolithen. Serpentlnen. 
Quarzalbltiten. Albltdiabasen. Keratophyren. Quarzkeratophyren und spilitischen Gesteinen. 
Die ältesten Sedimente der Paleloserie werden von Radiolariten gebildet (Lit. 12). 
während der jüngere Teil dieser Gesteinsserie alle Merkmale der Flyschfazles . zeigt. 
ausserdem aber viel Eruptiva und 'Tuffe enthält. und melstens zumi Oberjura und zur 
Kreide gehört. Stellenweise setzt sich nam TAPPENBE<:K(Lit. 9) und VAN WEST (Lit. 12) 
die Fazies der Paleloserie ins Eozän fort. Der Ophiolithspilitkomplex und die Eruptlv­
gestelne des Schlefer-Palelo-Komplexes slnd dem letzthin von KOSSMAT (Lit. 6) eingehend 
verfolgten ophlolithischen Magmagürtel der Kettengebirge des mediterranen Systems elnzu­
reihen. Für die Erstarrungsgesteine des Schiefer-Palelo-Komplexes schelnen besonders die 
Feststellungen von KOSSMAT zu geiten. dass diese Eruptivgestelne von sandig-tonigen. 
z.T. tuffitischen Flyschablagerungen begleltet werden und dass sle mindestens von unter­
tertiärem. vorwiegend a'ber von mesozolschem Alter sind. 

Ausser den obengenannten Gesteinen slnd hier noch einlge Eruptivtypen zu erwähnen. 
die möglicherweise zu andern. gleichaltrigen Differentiationsreihen gehören. die mit 
derjenigen des PemlS der Sonnebaitserie zu vergleichen sind und die In der Keknenoserie 
und in dem Fatoekomplex auftreten. In der Keknenoserle. die Perm und Trias In Flysch­
fazies umfasst. slnd bisher noch keine Eruptivgesteine gefunden worden. die mit Sicherhelt 
dieser Serie elnzureihen slnd. Im Geblet der permischen Aufschlüsse der Keknenoserie 
wurde je doch elne Menge von metergrossen. losen Blöcken angetroffen. die alle zu 
mesokraten Alkalialbititen gehören (Lit. 8). Im Fatoekomplex. der permische und 
mesozoische Riffkalke enthält. sind nur in mehr oder weniger konglomeratischen Schichten 
kleine GeröUe von Sanidintrachyt (Lit. 8) oder von alblthaltlgen Eruptlvgestelnen (Lit. 12) 
gefunden worden. 

1) Für die Ortsnamen wird die niederländlsche Schreibweise gebraucht. wobel oe = u. 
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Die einzigen genügend bekannten Differentiationsreihen des prämiozänen Faltengebirges 
von Timor sind also diejenigen der Ophiolithe und Spilite und diejenige des Perms der 
Sonnebaitserie. Die ophiolithischen und spilitischen Gesteine sind für die geosynklinale 
Phase in der Entwicklung des Faltengebi'rges charakteristisch. Im Perm dagegen, das die 
ältesten nichtmetamorphen Gesteine von Timor enthält, waren noch keine grösseren 
Meerestiefen vorhanden, und hier tritt in der Sonnebaitserie, also im Zentrum der späteren 
Geosynklinale, eine trachybasaltische Differentiationsreihe auf, deren Entstehung wahr­
scheinlich mit Brucherscheinungen während des embryonalen Stadiums der Geosynklinal­
bildung zusammenhängt; das Auftreten der permischen Alkaligesteine stellt mithin eine Art 
vorgeosynklinale Eruptionsphase dar. 

Amsterdam, Geologisches lnstitut. 
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Palreontology. - Some eocene Foraminifera from the neighbourhood of 
Ricice near lmotski, E. Dalmatia, Yugoslavia. By R. C. VAN BELLEN. 

(Communicated by Prof. L. RUTTEN.) 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

The au thor collected during the summer of 1939 some samples of flysch 
marls near Ricice. ~he map indicates the exact position of the different 
localities. These ma ris contain numerous Foraminifera. smaller ones as weIl 
as larger ones. This paper only deals with the Smaller Foraminifera. 
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Many of the-fossils were WIed with pyrite. and this of ten obscured the 
details. especially of the apertures. 

The tabular enumeration gives all the details with regard to the 
composition of the fauna. and of the stratigraphical range of its 
components 1). Some remarks as to the nomenclature of the coiled 

1) There are some errors in the tabular enumeration: 
Cristellaria (R) similis TERQUEM with liter. 79 should be Cristellaria (R) similis 

D·ORB .• non T.ERQUEM. liter. 65. 
Lagena striata (D·ORB.) var. alata LIEBUS and var. strumosa Rss. should be Lagena 

sulcata W. a. J. etc. etc. (according to MATTHES. lito 61). 
Cibicides oorsmanni n.s. should be Cibicides dorsmani n.s. 
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Lagenidae are to be made. The genus Cristellaria, aJbandoned in the 
handbook by CUSHMAN, has been retained; while, where it was possible, 
Lenticulina and Robulus have been indicated as sub~genera by the figures 
Land R. 

Of the 126 species and varieties 60 are known from the miocene, 60 from 
the oligocene, 65 fr om the eocene and 27 from the upper cretaceous. At 
first sight it seems - with regard to these figures - very difficult to state 
the age of the fauna. There are, however, various considerations which 
help us to limit the age with some precision: 

1. The fact that not less than 7 species have not been found until now 
in deposits younger than cretaceous seems to be very suggestive. We must, 
however, take in mind that these species have been found only on ce or 
twice so that they do not have any rea I value as guide~fossils. 

2. The fact that the genus Marssonella has been found until now only 
in cretaceous and eocene deposits and that Hantkenina is a strictly eocene 
genus suggest an eocene age of the fauna. 

3. The fact that not Ie ss than 16 forms have been found up to now 
only in eocene deposits and that lOof these, viz.: Plectina dalmatina, 
P. eocaenica, Quinqueloculina carinata, Lagena sulcata var. alata. Pleeto~ 
frondicularia trinitatensis, Bolivina nobilis, Uvigerina cocoaensis, U. lappa, 
Pleurostomella cf. acuta and Pl. incrassata have been frequently encountered 
equally suggests an eocene age. 

4. The occurrooce of typical eocene larger Foraminifera (large 
Camerinae and Discoeyclinae) proves the eocene age of the deposito 

5. On the other hand there are only 4 forms which have been found 
exclusively in oligocene deposits, and only 2 of these have been found more 
than once, viz. Dorothia cylindrica and Cibieides dalmatina. 

The following species give rise to some remarks: 

Vulvulina sp. I (fig. I , X 22). Peripheryacute, greatest part of the 
test biseriaI. in my specimens (10) there is at most one uniseria'l chamber. 
Outline dentate. Sutures depressed, especially those between the bi~ and 
the uniserial part of the test. Aperture in the biserial portion a low 
transverse slit, in the adult an oblong slit. Length up to 1 mm., breadth up 
to 0.6 mmo This species differs from V . pennatuia and V. flabelliformis in 
having depressed sutures. 

Gaudryina eoeaenica nov. sp. (fig. 2a, apertural face, X 35; 2b, X 20). 
Roughly agglutinated form. Length about 1.5 times breadth. Initial end 
with three chambers in a whorl. Sutures depressed. of ten hidden by the 
agglutination of the test. Chambers may be somewhat inflated or projecting, 
chiefly in the later, biserial part. Aperture an arch at the base of the last 
chamher. The triangular section at the initial end is invisible because of the 
roughness of the test. Sometimes the last chamber is somewhat terminal. 
Length up to 1 mm., breadth up to 0.7 mmo 

Pleetina sphaerica nov. sp_ (fig. 3a, X 20; 3b, X 56; 3e, not oriented 
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section, X 56) . Test almost spherical. Sometimes there is one suture 
visible. It is impossible to see the beginning or the end of the test, without 
using acid. The initial end has more than three chambers in the first whorl. 
probably four. Then follow one or two whorls with three chambers, and 
finally there are one or two biserial whorls. Aperture in the apertural face. 
Very roughly agglutinated. Diameter up to 0.5 mmo The spherical fórm 
is very typical. 

Tritaxilina nov. sp. (fig. 4a, X 25; 4b, apical view, X 25). Initial end 
"five~serial". Each chamber corresponding with a depression. Sutures 
curved with the convexity upwards. Each chamber somewhat overhanging. 
Apertural end broken~off. Length of the fragment: 1.3 mm., breadth 0.6 mmo 
Only one specimen available. 

Marginulina jonesi REUSS (fig. 5, X 50) . Agrees fairly weIl with the 
description by REUSS. Broader at the base than at the top. Arbout 12 costae 
running along the whole test, ex cept along the last chamber. Section more 
compressed than section of M. mülleri. Length 0.5 mm., breadth 0.2 mmo 

M arginulina mülleri REUSS (fig. 6, X 26). Agrees fairly weIl with the 
description by REUSS. About 14 costae running along the whole test, 
except along the last part. Thickness 0.55 mm., leng th 0.85 mmo 

Marginulina sp. (fig. 7, X 30). Typical of this species is its very high 
apertural face as seen in the figure. Test ornamented in the coiled part 
with rows of knobs on the suture~lines . Later sutures only strongly limbate 
and raised. Length 0.8 mm., breadth 0.5 mm., height of the apertural 
face 0.5 mm., thickness 0.2 mmo 

Cristellaria angustimargo (REUSS) (fig. 9, X 40) . The only differences 
with the original description are the number of the chambers and the 
diameter. REUSS gives 7-8 chambers, and a diameter of 1.2 mmo Our 
specimens show only 6 chambers and a diameter of 0.4 mmo 

Cristellaria secans REUSS (fig. 10, X 54). Although very badly 
preserved, it is possible to find the characteristics of this species of REUSS 
in our form. There are ten chambers in the last whorl. The sutures are 
strongly limba te and raised. They meet each other in an umbo, filled with 
clear sheIl~material. The periphery is sharply keeled. In accordance with 
the original description the aperture is invisible. Diameter 1 mm., thickness 
0.4 mmo 

Cristellaria similis D'ORB. (non TERQUEM) (fig. 8a, X 25; 8b, X 25). 
In the last whorl 6--7 chambers. Sutures curved, somewhat limbate and 
raised. Periphery with a broad thin carina. Thickness 0.4 mm., diameter 
1 mmo 

Cristellaria aH. vortex (F. a. M.) . Agrees fairly weIl with Ct'Ïst. aH. 
vortex (F. a. M.) described by NUTIALL in lito 62. 

Dentalina bohemiensis nov. sp. (fig. 11, X 20). The original description, 
given by REUSS of D. annulata in lito 69, does agree with the figures on 
plate 8 (fig. 4) there, but does not agree with the figure on plate 13 
(fig. 21 ). Our specimens agree closely with the last figure, but not so with 
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the first one. Particularly they do not show the typical raised sutures in 
the older part of the test. We propose the name of D . bohemiensis for the 
species in pI. 13, fig . 21. 

Nodosaria sp. III (fig. 12, X 56). Only part of one specimen has been 
found. Apical end braken-off. Fragment consists of three chambers. All 
chambers inflated, last one more strongly sO. Sutures depressed. All 
chambers striated with a number of oblique costae, the numbel' of the 
costae on each chamher being different. Length of the fragment 0.5 mmo 

Bulimina sp. (fig. 13, X 100) . Test triangular with rounded edges. 
Initial end acute, apertural end rounded. Last three chambers making up 
almost 2/3 of the length of the whole test. Sutures in the initia I end not 
depressed, limbate, in the apel'tural end somewhat depressed, caused 'by the 
inflation of the last cham'hers, also limba te. Surface perfectly smooth. 
Aperture comma-shaped. Length 0.2 mmo This species d iffers from 
H. affinis O'ORB. in the shape of the test, from B. ovata in its triangular 
section, Eram B. intermedia REUSS in the less strong inflation of the last 
chambers. 

? Bulimina sp. (fig. Ha, X 30; Hb, apertural view, X 30). Resembles 
the genus Bu/imina in almost every respect. However, th ere are some 
differences: af ter a striated triserial part two chambers fo lIow , non-striated 
and biserially arranged; finally follows the last chamber, non-striated and 
terminal. with a rounded aperture in the centre, in a somewhat sunken area. 
Only one specimen has been found in the sample B 303. We do not think, 
that it belongs to a new genus, but consider it to he a monstruosity of a 
Bulimina, perhaps of B. buchiana (lit. 65) . 

Uvigerina nov. sp. (fig. IS, X 65). Test about twice as long as broad. 
Chambers somewhat inflated, sutures o'hscured rby the ornamentation. Wall 
ornamented in the middle and the upper part of the test with numerous 
small costae, crossing the sutures; in the lower part of the test there are 
small spines, irregularly scattered over the surface. Aperture with a very 
short neCk. Length 0.6 mm., breadth 0.3 mmo We did Dot gi'Ve this species 
a name, hecause only one specimen was available. 

Gyroidina nov. sp. (fig. 16a, X 42; 16b, X 42; 16c, X 42) . Ventral 
side convex, dorsal side flattened. Ventral side showing one whorl with 
6 chambers. Ventral sutures limbate and raised. Dorsal sutures limhate, 
oblique, flush with the surface; spiral suture limba te, raised. Only somewhat 
more than two whorls visible on the dorsal side, rest hidden by a mass of 
secundary shell-substance. Aperture at the base of the last cham'her, near 
the periphery. Diameter O.5mm., height 0.35 mmo We did not give this 
species a name, because only one specimen was available. 

Valvulineria wittpuyti nov. sp. (fig. 17a---c, X 30) . Test biconvex, 
ventrally more than dorsally. Only one whorl visible at the ventral side, 
with 7-8 chambers. Ventral sutures slightly curved and strongly limba te. 
The first five sutures on the ventral side are strongly raised near the 
depressed umbo, becoming flush with the surface towards the periphery. 
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Periphery at the beginning of the last whorl with a subacute keel; at the 
end bluntly rounded. without a keel. Dorsal side showing 2-2t whorls. 
Dorsal sutures somewhat curved. limbate. partly raised. Aperture just above 
the periphery on the ventral side. The rests of the broken~off valvular lip 
are visible in the figure. Diameter up to 0.7 mmo Named in honour of my 
colleague J. F. C. DE WITTPUYT. 

Eponides bruckneri (REUSS) (fig. 18a-b. X 17). Corresponds very 
weIl with Reuss' description and figures. 

Eponides ? karsteni (REUSS). The only difference with the original des~ 
cription (lit. 72) is the presence of a large knob of clear shellsubstance at 
the dorsal si de. The species. named by FRANKE in Iit. 50: E. karsteni. is 
certainly not the same as E. karsteni (REUSS). 

Asterigerina rotuia (KFM.) (fig. 19a-c. X 16). The only difference 
with the description by UHUO is that the ramification of the ventral sutures 
lies nearer to the margin. Sometimes the dorsal whorls are slightly narrower 
than in UHUO's figures. 

CeratobulirTlina perplexa (PLUMMER) (fig. 20a-c X 32t). The only 
difference with the original description is the limbation of the ventral 
sutures. which moreover show a very narrow depression in their predial 
part. Length up to 0.8 m.m. 

Roglitia nov. gen. Shape of the test trochoid. like Ceratobulimina. All 
chambers visible from the dorsal side. Only those of rhe last formed whorl 
visible on the ventral side. Chambers distinct. Wall thick. Greatest part of 
the surface covered with short spines; only a region. surrounding the aper~ 
tu re smooth. The aperture. on the ventral side of the last formed chamber. 
circular. surrounded by a thickened ring. covered with a thin plate. This 
new genus differs from Ceratobulimina by the punctation of the test and 
the form of the aperture. Named in honour of Dr. J. ROOLIt of Beograd. 

Roglitia sphaerica nov. sp. (fig. 21à. ventral; 21b. peripheral; 21c . . dorsal; 
21d, not oriented section; 21e, section through aperture; all figures X 35). 
Test rounded. about spherical. Peripheral margin. especially near the last 
chamher. somewhat lobate. In the last whorl th ere are 5-6 chambers. 
rapidly increasing in size as added. Especially the last chamber forms a 
great part of the ventral side. Sutures ventrally flush with the surface. last 
one somewhat depressed. Dorsal side showing two whorls. dorsal sutures 
limba te. flush with the surface. Ape!ture at the ventral side of the base 
of the last chamber. Diameter 0,5-1 mmo 

Globigerina ?tricamerata TOLM. (fig. 22a-b. X 38). Caused by the 
absence of the original literature it is impossible to determine th is species 
with certainty. The figure. given by BRADY and renamed by THALMANN. 
resembles our species in having only three chambers. that give the lobate 
appearence to the test. 

Globigerinella sp. I (fig. 23. X 60). This very small species shows only 
one whorl on the ventral side. with 5 chambers in it. The chamber~surfaces 
are coarsely punctated. with very small spines. Aperture on the ventral 
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side, with a lip over the umbilicus. Ventral sutures depressed, almost 
straight. Periphery rounded. Dorsal side showing two whorls. Dorsal 
sutures depressed, nearly straight. Chambers all inflated. Diameter 0.2 mm., 
thickness 0,1 mmo 

Anomalina tenuissima (REUSS) (fig. 24a-b, X 32). Test almost equally 
biconvex. Ventrally only one whorl visible with 8 chambers. Ventral sutures 
strongly curved, sometimes depressed, sometimes flush with the surface. 
Ventral umbo filled with c1ear shellmaterial. Periphery with a small keel. 
Dorsal side showing two whorls: dorsal sutures strongly curved, limbate, 
flush with the surface or depressed. Greatest diameter 0.5 mm., thickness 
0,1 mmo 

Anomalina tenuissima (REUSS), var. evolufa nov. var. (fig. 25a-b, 
X 40). This variety differs from A . tenuissima (REUSS) in being more 
evolute and in having a ventral umbonal knob. Periphery lobate, sutures 
not always limbate and raised (by th is characteristic the form differs from 
Planulina wuellerstorfi (SCHW.) ). It differs from Truncatulina costata in 
having only 9 chambers in the last whorl, in being evolute ventrally and in 
having a ventral umrbo-filling. Diameter 0,5 mm., thickness 0,12 mmo 

Anomalina dalmatina nov. sp. (fig. 26a-c. X 35). Test equally bicon­
vex. Ventral side only one whorl visible. Sunken umbilicus. Depressed 
sutures, curved near the periphery. Fourteen chambers in the last whorl. 
Periphery subacute without a definite keel. Dorsal side showing the 
chambers only in one whorl. but the limbate and raised spiral-suture can 
be followed for almost 2 whorls. Dorsal sutures, except the spiral suture, 
depressed. Aperture invisible. lts habit placed th is species under the genus 
Anomalina. There is no Anomalina sj. neither a Rotalia sJ., that shows 
th is particular dorsal development. Diameter up to 0,8 mm., thickness up 
to 0,4 mmo 

Anomalina sp. (fig . 27 a-b, X 48) . Ventral side convex, dorsal side 
almost flat. Ventral side showing only one whorl, with 8-9 chambers, last 
on es somewhat inflated. Ventral sutures flush with the surface, except the 
last ones, which are slightly depressed (caused by the inflation of the last 
chambers), all sutures limba te. Dorsal side showing 1i whorls. Sutures 

limba te. flush with the surface. except the last ones, which are depressed. 
This species differs from Anomalina similis HANTKEN (lit. 54 ). in being 
more involute dorsally and in being thicker. Diameter 0,6 mm., thickness 
0,3 mmo 

Cibicides cryptomphala (Rwss) (fig. 28a-b, X 27t). Test biconvex, 
ventrally more than dorsally. Ventral side showing one whorl with 7-8 
chambers. Ventral sutures depressed, the last on es more strongly than the 
first. Ventral umbo filled with a knob of c1ear shellmaterial. Last two or 
three chambers inflated. Periphery acute, not keeled. Dorsal side showing 
somewhat more than one whorl. Dorsal sutures depressed, the first on es 
somewhat limba te. curved. Spiralsuture limba te. Dorsal side with a knob 
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of clear shellmaterial. Last part of the periphery lobulated. Diameter 
0,8 mm, thickness 0,35 mmo 

Cibicides granosus (HANTKEN) (fig. 29a-b, X 35). Corresponds very 
well with HANTKEN's description and figures. The species has been figured 
here again because only one set of figures is available in the literature. 

Cibicides dalmatina nov. nom. (fig. 30, X 30). Our specimen can be 
determined as Truncatulina dutemplei d'ORB. as described by REUSS in 
lito 77. This description and the original one by d'ORBIGNY in lito 65 as 
well as the figures do not agree inter se. The following differences are to 
be noticed: 

REUSS: 

12 chambers in the last whorl. 

dorsal slde showing only one whorl, rest 
bidden by secundary shellmaterial. 

curvature of the ventral and dorsal sutures 
very strong. 

d'ORBIGNY: 

8 chambers in the last whorl. 

dorsal side showing two whorls, rest 
hldden by secundary shellmaterial. 

curvature of the sutures not so strong. 

Because d'ORBIGNY used the name "dutemplei" first, it is necessary to 
give a new name to the Truncatulina dutemplei of REUSS. The following 
description can be given: Test planoconvex. Ventral side strongly convex, 
showing only the last whorl. Ventral sutures depressed, curved. Periphery 
sharp, not keeled. Dorsal side flat, showing somewhat more than one whorl, 
rest hidden by a somew'hat raisèd boss of clear shellmaterial. Twelve 
chambers in the last whorl. Aperture over the periphery. Diameter 0,6 mm., 
thickness 0,35 mmo According to the position of the aperture this species 
belongs to the genus Cibicides. 

Cibicides keijzeri nov. sp. (fig. 31a-b, X 20; 31c, X 35). Test variabIe, 
sometimes almost equ&lly biconvex, sometimes planoconvex (dorsal side 
flat, ventral side convex). Ventral side with an umoo, filled with clear 
shellmaterial. Only one whorl visible on the ventral side. Sutures ventrally 
limba te, curved, mostly flush with the surface. The ventral umbo surpasses 
the convex outline of the ventral side. Periphery somewhat rounded, with 
a subacute keel of clear shell-material. Dorsal side with three visible whorls. 
In the last one 10-11 chambers. Dorsal sutures limbate, curved, mostly 
flushed with the surface. Spiral suture limbate and raised. First two whorls 
somewhat hidden by secundary shell-substance. Ventrally finely porous, 
dorsally more coarsely 50. Diameter 1 mm., thickness 0,5 mmo Named in 
honour of my colleague F. KEIJZER. 

Cibicides trinitatensis NUTTALL (fig. 32, X 30). Our species agree very 
well with the american ones. 

Cibicides dorsmani nov. sp. (fig. 33a-c, X 40). Ventral side convex, 
dorsal side more strongly 50. Ventral side showing only the last whorl, 
with 7 chambers. Ventral sutures depressed, sometimes with a limbate ridge 
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in the depression. Last chamber inflated. Umbonal area depressed. Peri~ 
phery subacute. Dorsal side showing two whorls. The last whorl covers a 
part of the preceeding one. Aperture invisible. The general appearance of 
the test places it under the genus Cibicides. Diameter up to 0.6 mm .. thick~ 
ness up to 0.3 mmo .This species is named in honour of my colleague 
L. DORsMAN. 
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R. C. VAN BELLEN: SOME EOCENE FORAMINIFERA FROM THE NEIGHBOURHOOD OF RI~ICE NEAR IMOTSKI. 

E. DALMATIA. YUGOSLAVIA. 

Textularla corrugata Coat.... ......••.•..•..• -Vulvullna ep.l.. ......................... .. .. x 
ep.n.... ...... .................... -

Tritaxla trlca.rlnata (Res,). . ... ... .. .. . .. ... -

g~~~1~~1~~~a~~!~!n:~~~~' é~.::::::::::::: x 
82.abol (Htk.) • ••••••• •• ••• ••••• 

Kars80nella lndentata (Cushm.a.Jarvle) •••• • o. -
Doroth1a c;yl1adr1ea (NuttaU).. .............. -

eoc_aniea Cuahm • • . • •••• •• • • ••• ••••.• ep.l. .. .. .... .. ... ..... ... .......... -
ep.n...................... .. .. ..... -
.p.UI. ... ............... .. . ... .. ... -

Plect1D.a dallD8tin. (Schub.).... .... . ......... -
eocaenica Cusbm.. .... ... • •••••• . ••. • -
ephaerica nov.ep •••.••• 0.......... .. x 

Trlta:a:l1ina nov.ep...... ... . .. .... ... . .... ... x 
Qu1nquiloeullna earlnata d 'Orb... . ........... -

pygmaea Raa................. . -

:~:~~~~? ~~~~Q: pi~~' cS :~b:) -
crle.tellarla: :~~:~!~~f~JR(~fk)::::::::: x 

L eultrata (Vtt)............... -
R guttlcoetata (Gw.b . ) ••••••••• 
R Inomata (d'Orb.) •••••••••••• 
R .eSl'lopol1 taaa (as •• )........ -
L . rotulata (Lam.) .... .... ..... . 

l
L secans Rss,...... ... .. ... .... x 
R sImt11e Terqulm........... .. . x 
R vortex (F.a.M.) • ••••• • •• ••••• 
R atf.vortex (F. a.M.) ••••••• ••• x 

kargInu11na jgnesi RSB........... .. ...... ... . x 
culler1 Raa........... . .......... x 
aubaculeeta (Cuahm.) ..... ...... .. -

var.glabrata (Cushm. )....... -
ep.l •• •• ••• o' 0 •••••••••• ••• •••• o. x 

Dentalina bohelllienels nov.ap.. ••••••••• •••••• x 
coneobrlna d 'Orb............ . ...... -

Rodoaar1a ~~~fa~!!~~.~:~:::::::::: :::::: -
birauta d 'Orb •••• ••••••• • • • ••• • 0... -
radlcula (Llnn.) • • ••••••• • ••••••••• -
raph&nus (Linn.) ••••••••• • • •• ••••• • 
ap.I ••• •• •• •••••• 0. .... .. .......... -
.p.U .............................. -
ap. 111 ••• • •••• • • • ••••• • •••• 0..... .. x 

Sal'acenarla acutauriculaurla (P.a .... ) •• •• • 0" -
?Frondlcularla ap ••• • ••••••••• • •• '0. . .. ....... -
Lagena Ilargloata (W.a.B.) •• : •••••• •• •• •• ••••• 

?orblgo.yana (Seg.) •••••••• 0 ••••••••••• 

striata( d'Orb.) var.alata Llebue.. . ... -
var •• trumoea RBa... . .. -

aulcata (W.a . J .) var.ap1eulata Cuabm.. -
Plectofrondlcuiaria trlnitateneia C.a.J. • • ••• -
BuIlm1na a1't1n18 d'Orb ••••• ~.. ... .. .. ..... . . . -

eostata d 'Orb.:..................... -
lnflata Seg. ..... . ..... .... . .... .... -
sp............................ . ... . . x 

?Bulll11na ep •••..••••.••••••••••••• 0.. ....... x 
Bollvina ant1qua d'Orb •• •• ••••• •. 0 0 o. 0 ••• 00.. -

noblila Rtt. . .. ....... . . ... ..... . ... -
Uv1ger1na cocoal081e Cueman. • • •• • •• • •••••• ••• -

lappa Cuahm.a.Edw •• •• .•••• 0........ -
ef.urnula Orb.var.sem1ornata d'Orb. -
nov.ap. ........ ..... ......... . . . ... x 

PIIU1'08toaella ct.aeuta Rtk •••••• , • ••. •• •• ••• -
altern.&o8 Seb ••••••••• ••••• ••• 
lner888&ta Rtk.. .... .......... -

!ll1peolagena apiculata (Re8.)..... .. ....... . -
Discorbla araucana (d'Orb.) ••• ••••• • ••••••• • • 

exula (Htk.).. ... ...... ........... -
Valvullnerla .raucana (d'Orb.) ••••••••••. •• •• -

w1tt-puyt1 nov.ap •••••••••• o. ••• x 
G,.roldina orb1cularla d 'Crb.. .. ..... .... ..... -

soldaa!l d'Orb... •••••• • ••••••••••• -

!ponidea b~~~~~i '(R~~: i:::: :::::::::::::::: : 
conelntrieua (P ••• J.)............ ••• -
?karatlnl (Raa.) ••. • . • • • •• • ••••••••• x 
oao.ua Rse.................... .. ... . . -
praaeinctua (Karrer) •• • ••• •• •••••••• 
repandua(P . ..... ) ••• • • ••• ••••••••••• -
taehopp1 van Bellen ••• • •• • •• • ••••• ,. -
umbona tua (Ras.)............. ....... -

!platom1D& elegana (d'Orb.) •.•••••••• • ••• , ••• 
A.terlgerln. rotula (,tw..)............ ....... x 
Ceratobul1-.1na perplexa (Plua..r)............ x 

~t!!it!~tt:r~:l~~~~ ~~~~~: ~~: : : : : : : : : :: 
ea.aldul1na havanen81a Cueha·. a. Bo:ra ....... 0" -

Spbasroldina a~~Ii~icS;;' cS :ö;.b::::::: :::::::::: -
Globlf1jsriD.a bllobat. d 'Orb ••••••••••••.••• •• • 

builoldea d'Orb. . • •••••••• • • •• ••• -
conglo .. era t& Sebw. ...... ... • • • • • • • -
cretacea d 'Orb.. .. . . ••••• •••••••• -

~;~~:e~:bT~!:~:: ::::::: :::::: ; 
tr110ba Ree •••.•.•••••••••••• 0 • • • -

Glob1gerinoldes conglobatus (Bradi). ••••••••• -
Globlss"inella ap....................... . . . .. x 
Halltkenlna l.lebual Sbolchlna................. -
Globorotalla e1'taa. ~d 'Orb.) ... .. ....... ..... -

ua.altna .... !nu:!~:. ~~1~:::::::::::: :::::: 
baden.nal. d 'Orb. o. . .•. •• • .. . ..... • -
dalaatln.a nov. ap. • • . . • • • • • • • . • • • • • • lt 
luc1d& (R ... ) .. .. ........ .. ... ... .. 
tenut •• t_ (Rsa.)... • •••••• •••••••• -

var.svoluta no .... var • • .. o. x 
ep.I ... ••.••• . •• 0 0 ••• 0 •• 0 . o. o. 0 0 o. 0 x 
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6.57. 
6. 

-
.. -

-

.--f--'-

I--
f--

I--

1--4---+I--+--+--+--~lló: 
- 6.80. 

~--4---~---+---4---+--~16 . 
r-- 65. 

>-=.1- H: 

Planullaa ~~~~ë~~~b?;~~::::::::::: :: :::::: x " = :a~4~' 
""Uoratorfl (sch •. l ......... ...... - x x x 1--+--1--.t-\-----116.:!6.57.80. 

Ciblc1da. ~~~~~~~:.~::~:. :::::::::::: ::: ~ ~ ~:7? 
dorMallni nov. ap ••• • ••••••••.. 0 • • • • x x 
grano8ue (Htk.) .. .............. . . .. x x ~ 54. 
ko1j.er1 aov.ep..... .... ........... x x f-- 57. 
l_tulu8 ( •• a.J.) ................. - x x x 11--t-Î==t=~=~==116 15 65 80 paeudoungerl.nua (Cuaba.).......... - x x 6: 7 15 80 •• 
retulgene Ntt. . ............ ••• ••••• - x x x x 615';,66,80. 
trinlt.tanala Nuttall. t •••••••••••• lt x r---~ 62 ,6~,8'. 

uogertanu (d'Orbb .• ~)~.~.~ •• ~:.~.~.~ •• ~.~.~.~.~ •• ~.~~~~x~~~~x~_~~LJx~~~lJx~lJx~~~JL~Jl __ ~_~==~~~~~~~~~5~4~6~5~~ ___ ~ GtPat.D4 globulua (Raa.) ... :... .... . .... ....... x x x x 6,81: 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .. Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 
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Palreontology. Eine neue eozäne Foraminiferengattung aus 
Dalmatien. Von F. KEIJZER. (Communicated by Prof. L. RUTTEN. ) 

(Communlcated at the meeting of September 27, 1941.) 

Die beschriebene Form entstammt den mitteleozänen Flyschmergeln vom 
Längstal zwischen Omiska Dinara und Stupina, oberhalb Omis an der 
adriatischen Küste 1). In einer Foraminiferenliste war die vorliegende Form 
benannt als Heterohelicidae genus indet. 2). Bei einer eingehenden Betrach~ 
tung steilte sich aber heraus, dass das Gehäuse sehr fein agglutiniert ist, 
und dass die Form den Textulariden zugestellt werden muss. 

Septigerina nov. gen. 

Gehäuse keilförmig, agglutiniert, Jungerer Teil spiralig, später biserial 
angeordnet. Die biserialen Kammern sind von einer Zwischenwand geteilt. 
Von den beiden so entstandenen Teilkämmerchen trägt das innere den 
halbkreisförmigen Mund, der auf die vorhergehende Kammerwand stützt. 
Das äussere Kämmerchen hat nur Kommunikation mit dem inneren, jedoch 
keinen direkten Weg zur Aussenwelt. 

Septigerina qalmatica nov. sp. 
Textularia an Spiroplecta sp. nov. indet. LIEBus, 1911. 
(Sitzber. Ak. Wiss. Wien, Math. Nat. KI., Bd. 120 I, 1911, S. 932, 
Taf. 11, Fig. 6a, b.) 

Gehäuse stark abgeplattet keilförmig, sehr fein agglutiniert, mit reichlichem 
Zement. Auf die kugelige Embryonalkammer folgen 3 spiralig angeordnete 
Kammern. Der folgende biseriale Teil enthält wenigstens 18 alternierende 
Kammern. Weil keine vollständige Exemplaren gefunden worden sind, 
konnte die genaue Anzahl nicht bestimmt werden. Die gebogenen Suturen 
sind in mehreren Exemplaren verdickt, in einigen werden sie jedoch nur 
von einer feinen Linie angedeutet. Im Dünnschliff steilte sich beraus, dass 
die biserialen Kammern von einer Art Scheidewand geteilt werden in ein 
kleines äusseres, in der Randwulst gelegenes Kämmerchen, und einen 
grösseren an der inneren Seite gelegenen Teil. der deutlich aufgeblasèn 
hervortritt. Dass die Scheidewand nicht nur vorgetäuscht wird von einem 
nicht genau medianen Schnitt, der einen stark eingebuchteten Teil der 

1) G. H. VOORWIJK, Geologie und Palaeontologie der Umgebung von OmU 
(Dalmatien) . Dissertation, Utrecht 1938. 

2) F. KEIJZER, Proc. Kón. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam. Vol. XLI, 9, 
S.987-991 (1938). 
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Seitenwand getroffen hat, bewies ein Querschnitt (Fig. 3). Die Form der 
Scheidewand konnte nicht genau bestimmt werden. Die Figuren 4a, b, c, 
geben verschiedene Möglichkeiten. Die Figuren 1 und 2 (X 50) sind nach 
verschiedenen gebrochenen Exemplaren rekonstruiert. Der Bauplan weist 
mit Sicherkeit auf die Textulariden hin. 

Die Genotypen befinden sich in der Dünnschliffsammlung des Geologi~ 
schen Institutes der Reichsuniversität zu Utrecht (Nummer 18743, 
20976-20979) . 



Histology. - On the structure of the connective tissue of the anterior lobe of the hypo­
physis cerebri and the nature of the intl'aprotoplasmic networks described by 
Tello in and around the cells of the anteriol' lobe. By P. P. BOL. (Prom the 
Histological and Embryological Laboratory of the University of Utrecht.) (Com­
municated by Prof. J. BOEKE.) 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

As is well-known. the hypophysis cerebri is a very composite structure. composed of 
glial. epithelial and connective tissues and nerve fibres. Embryologically the hypophysis 
arises from two separate anlagen. The pars buccalis arises from an evagination of the 
buccal mucosa. first described by RATHKE (1838) and known as RATHKE's pouch. It is 
gene rally assumed that this pouch is of ectodermal origin. but according to Lups (1929) 
and ATWELL (1926) the anterior wall of the hypophysial anlage from which the anterior 
lobe originates, is c1early ectoderm. but it is impossibIe to teil whether the posterior wall, 
which gives rise to the pars intermedia, IS fONIled from ectoderm or entoderm. 

At all events the anterior lobe of the hypophysis is of ectodermal origin. and so are the 
paired lateral lobes which unite in the embryo in the midline anc\ grow laterally to become 
the pars tuberalis. 

The anterior lobe. which constitutes on an ave rage about 75 % of the total of the 
gland by weight (RASMUSSEN, 1928. Bucy. 1932), is composed of polygonal epithelial 
cells of two types. chromophobe and chromophile cells. The latter are filled with 
eosinophilic and basophilic granules. The epithelial ce lis of the anterior 10be Iie in groups 
and 'columns which are supported in a delicate reticular connective tissue mixed with 
thicker membranous formations and septa of collagenous connective tissue. Between these 
groups of epithelial cells are dilated sinusoids and other bloodvessels. According to BuCY 
the connective tissue forms a loose network throughout the pars anterior; the fenestrations 
of this net are smallest in the posterosuperior part of the anterior lobe near its junction 
with the pars intermedia. This connective tissue is composed of collagenous fibers with 
numerous reticulin Etbers attached to them; at times the reticul!n fibers cross from one 
band of collagen to another. According to BuCY this causes frbrosis of individual alveoli 
of epithelial cells nnd the number of epithelial ce lis in sucha fibrosed alveolus is greatly 
reduced or they may be completely absent (Bucy. 1932. p. 733) . 

The inncrvation modus of the anterior lobe is difficult to study. According to DANDY 
(1913) the sympathetic nerves enter the lobe together wlth the bloodvessels from the 
cïrcle of WILLIS. accompany the larger vessels and finally separate to wind among the 
epithelial cells. TELLO (1912) found it extremely diffrcult to impregnate the nerve fibers 
and could only find ·them in some of the specimens studied. GREVING (1926) and CROLL 
(1928) expe-rienced the same difficulty. Bucy (1932) was unable to demonstrate " to his 
own satisfaction" any nerve fibers within the anterior lobe, using CAJAL's silver pyridine 
teehnique. Only PINES (1925) deseribes a very fine intercellular nervous network between 
the epithelial eells with peri:eellular loops and knoblike endings Iying close to the surfaee 
of the eells. In the pictures aeeompanying the deseription of PINES the resemblance of the 
struetures deseribed by him as nervous to the retieulin networks of Bucy and others is 
very striking. 

In 1903 GEMELLI deseribed inside the protoplasm of the epithelial eells a retieulated 
slrueture. a network extending throughout the protoplasm. in ·the epithelial eells of the 
whole lobe but partieularly in the cells of the anterior lobe near the infundibulum. It was 
not comparable with the GOLGJ-apparatus. In 1909 CELESTINO DA COSTA described 
intraprotoplasmic filaments inside the epithelial eells which he compared with the 
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ergast'Oplasma 'Of PRENANT. In 1912 TELLO described (oy means 'Of the ACHuCARRO's 
tannic silver meth'Od) large and very c1early impregnated reticulate structures inside 
the pr'Ot'Oplasm 'Of the epithelial cells. surr'Ounding the nucleus and s'Ometimes drawn 'Out 
int'O a fibr'Ous ligament. remaining independant 'Of the c'Onnective tissue netw'Orks. In fact, 
'fELLO g'Ot the m'Ost perfect pictures 'Of these netw'Orks in preparati'Ons. in which the 
c'Onnective tissue was but faintly impregnated. With the GOLOI-apparatus these nelw'Orks 
had n'Othing t'O d'O. The ergast'Oplasmic filaments described oy DA COST A he th'Ought t'O 
be a part 'Of the netw'Ork described by him. DA CoSTA himself (1923) was n'Ot able t'O 
c'Ome t'O a decisive ~pini'On ("je ne peux pas me pr'On'Oncer d'une faç'On définitive sur les 
rapP'Orts qu'il ,y a entre ce que TELLO a vu ene:z: I'h'Omme et ce que j'ai renC'Ontre che:z: 
le COBAYE"). 

BUCY w'Orking with the ACHuCARRO method used by TELLO C'Ould n'Ot find any trace 
'Of these reticulate structures (1932) . ROMEIS d'Oes n'Ot even mention them in his very 
elab'Orate study 'Of the hist'Ol'Ogy 'Of the hYP'Ophysis in MÖLLENDORFF's Handbook (1940). 

Thus we see, that the hist'Ology 'Of the l'Obus anteri'Or 'Of the hypophysis is by n'O means 
c1ear. It being h'Owever 'Of high imp'Ortance t'O get a S'Olid hi'st'OI'Ogical base f'Or the 
c'Omplicated (and inc'Onstant)physi'Ological functi'Ons 'Of th is part 'Of the gland. we tried 
t'O get at the b'Ott'Om 'Of this contr'Oversy by studymg the structure 'Of the lobus anterior 
with the aid 'Of the same meth'Ods used by TELLO. vi:z:. the ACHuCARRO method and the 
Eilver meth'Od 'Of BIELSCHOWSKY. We studied the hypophysis 'Of the C'OW. which we g'Ot 
as fresh as P'Ossible fr'Om the abatt'Oir. A number 'Of specimens was investigated. and af ter 
f'Ollowing as weil as possible the instructi'Ons given :by TELLO as t'O the methods used 
bij him, every P'Ossible variation 'Of the methods used was tried. 

The preparati'Ons made with the aid 'Of the ACHuCARRO tannine silver mèthod sh'Owed 
in the first place thick membran'Ous and fi'br'Ous f'Ormati'Ons and septa 'Of c'Ollagen'Ous 
c'Onnective tissue surr'Ounding the gr'Oups and is lands 'Of epithelial cells 'On all sides. as 
described by Bucy. These c'Ollagen'Ous f'Ormati'Ons were everywhere mixed with m'Ore 
delicate reticulated reticuline fibres. which are thickest in the neighbourh'Ood 'Of the hl'Ood 
vessels. surr'Ounding these vessels. The reticuline fibers are 'Of different si:z:e. very thick 
fibers being mixed with extremely delicate reticular fibers. The impregnati'On is 'Of ten 
rather granular (fig. 1). 

Fr'Om these netw'Orks surr'Ounding the gr'Oups 'Of epithelial cells very delicate fibers arise 
at different places. ~hi'ch traverse the gr'Oup 'Of cells. running oetween them t'Owards the 
'OPP'Osite side. where they are I'Ost again in the netw'Ork menti'Oned ab'Ove. These fibers, 
which are as a rule vel"}' delicate. s'Ometimes n'Ot 'Only run fr'Om one side 'Of the gr'Oup 'Of 
epithelial cells t'O the 'Other. but f'Orm a netw'Ork ar'Ound 'One 'Or m'Ore 'Of these cells (fig. 1 
and 2) . These very fine and loose netw'Orks are irregulal'. and are Iying c1'Ose t'O the 
surface 'Of the cells they surr'Ound. As the nucleus 'Of these cells 'Of ten has an excentric 
positi'On and is Iying close t'O the surface 'Of the cell. these tibers s'Ometimes give the 
impressl'On 'Of running through the pr'Ot'Oplasma 'Of the cell they surr'Ound and 'Of surr'Ounding 
the nucleus intraprotoplasmatically. In many cases it was extremely difficult t'O decide f'Or 
'Or against the intrapr'Ot'Oplasmic c'Ourse 'Of these delicate reticular fibers (f'Or example in 
fig. 3 and 4) . Especially wh en we study thin secti'Ons as in preparati'Ons treated af ter the 
meth'Od 'Of BIELSCHOWSKY it is 'Of ten imp'Ossible t'O decide this questi'On as the c'Onnecti'On 
with the dense netw'Ork ar'Ound the group 'Of epithelial cells is severed. Then these 
netw'Orks appear as loose reticular fibers surrounding the cell and the nucleus and they 
suggest a close resemblance t'O the netw'Orks described by TELLO. Distinct pi'ctures 'Of the 
reticular structures TELLO described inside the epithelial cells we have never seen, neither 
in preparati'Ons made with the use 'Of the method 'Of ACHuCARRO n'Or in BIELSCHOWSKY­
preparati'Ons. 

S'O we are tempted t'O ask whether the pictures given by TELLO in 1912 are not 'Of 
delicate reticuline netw'Orks 3urr'Ounding the epithelial cells and being c'Onnected with the 
reticuline network of the c'Onnective tissue surrounding the gr'Oups 'Of epithelial cells. In 

Pr'Oc. Ned. Akad. v . Wetensch., Amsterdam, V'OL XLIV, 1941. 65 
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many parenchymatous 'organs (like the Iiver for example) the dense interlacing .network 
of reticuline Hbers ("Gltterfasern") surroundlng the sinusolds lies very close to the 
epltheUal cells they surround. Here in the lobus anterior of the hypophysis this network 
is much looser but It presents the same peculariti:es. 

The same qüestion may be asked In the case of the so-called networks of sympathetic 
nerve fibers described by PINES. Here too the resemblance of the pktures given by PIN ES 
-to those we got in our preparations of the reticuline structures is of ten rather striking. 
But as in our BIELSCHOWSKY-preparations no nerve fibers were impregnated. we are not 
able to express a distinct oplnion In this matter. But for the description by PINES the 
investigation of the nervous supply of the anterlor lobe of the hypophysis has produced 
but very poor resuIts indeed. 

Dur investlgations of the hypophysis belng nearly finished. there was published a paper 
by Mrs. STAUDACHER-DALLE ASTE (March 1941). in which the lIeticuUn structure of the 
·folUcules of eplthelial cells of the thyroid gland was described. The authoress gives 
pictures of the reticular structures surrounding the epitheUal follicules resembUng the 
networks we foun<! In the hypophysis. Moreover those drawings remind us of the pictures 
of the sympathetic fibers in the lobus anterlor given by PINES and mentioned above. Thus 
our conclusion expressed above that the networks described by TELLO in the ce lIs of the 
lobus anterlor of the hypophysis and perhaps at least part of the structures descrIbed by 
PINES are in reaUty of reticular connective tissue nature. seems to be strengthened by the 
observations of Mrs. STAUDACHER In the thyroid gland. 
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F. P. BOL: ON THE STRUCTURE OF THE CONNECTIVE TISSUE OF THE 
ANTERIOR LOBE OF THE HYPOPHYSE CEREBRI AND THE NATURE 
OF THE INTRAPROTOPLASMIC NETWORKS DESCRIBED BY TELLO 
IN AND AROUND THE CELLS OF THE ANTERIOR LOBE. 

Fig . 1. Fig . 2. 

Fig . 3. Fig. 4. 

Fig. 5. Fig . 6. 

Fig. land 2, sections through the midst of a follicule of epithelial cells of the lobus ant. of 
the hypophysi's of a cow with reticular fibers traversing the follicule , method of ACHüCARRO. 
Fig. 3, 4, 5 and 6. Details of the reticular structures surrounding the epithelial cells, thill 

sections. BIELSCHOWSKY-method. Highly magnihed. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch. , Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 



Anatomy. - Microgyria and retarded migration. By R. BRUMMELKAMP. (Communicated 
by Prof. C. U. ARIËNS KAPPERS.) 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

Microgyria is a congenital defect, hence its mode of genesis should be looked for during 
the foetal growth. It takes its name from the well-known manifest form in which the 
gyrations of the affected areas are narrow and smalI, their number being great and their 
shape and course deviating greatly from the normal. In number and shape of the gyrations 
true or primary microgyria is distinct from secondary or acquired microgyria (also called 
ulegyria) in which the gyrations are also narrow and smalt but agree in number and 
course with the normal gyration relief. In this article we shall exclusively discuss primary 
or true microgyria. 

B,y the side of the manifest form we also find a non-apparent form of microgyria 
(fig. 1). Here the gyrations visible on the exterior surface - although deviating from the 
normal - are not narrower, but sometimes even broader than normal. This form may 
be macroscopically recognized by a finally noduled surface (status verrucosus deformis, 
RANKE). In this form we repeatedly observe a type of gyration which has some resem­
blance to that of Ungulates resp. Camivores (BIELSCHOWSKV) . This non-apparent form 
we count among true microgyria, because the microscopie aspect of the ceIlcontaining 
cortex layers (or cellular cortex i.e. the part of the cortex below the lamina zonalis) 
fundamentally agrees with that of the manifest form (BIELSCHOWSKV). 

In the manifest form as weIl as in the non-apparent form the thickness of that part of 
the cellular cortex which strongly participates in fissuration is Ie ss than normal. In 
accordance with the ruIl' that a th in layer is more pliable than a thick one, the number 
of fissures of the cortex will increase when its thickness decreases and vice versa 1). When 
the fissuration of the cellular cortex la,yer is followed by the exterior surface, the exterior 
aspect of the cerebrum has man,y smal!. narrow gyrations, and we have the manifest form 
of microgyria. When the surface layer does not follow, or only partly follows the manifold 
fissuration of the underlying cellular layers, we have the non-apparent form of microgyria 
(non-apparent microg,yria), (fig. 2). Places coïnciding with inward fissuration of the cellular 
layers may look like a shallow pit or groove, places coïnciding with outward fissuration 
may occur as a slight elevation, a combination of the two processes results in a finely 
noduled aspect of the surface. - In ulegyria (secondar,y microgyria) cell groups have 
fallen out. 

To the above we add the following . It may happen th at the cel/ular cortex divides into 
two parts separated by a pauci-cellular zone (fig. 3a). In this zone their may be many 
tangential nervous '(BIELSCHOWSKV) resp. glial fibres. The exterior cellular layer is th en 
fissured most strongly, the interior one to a less extent. Altogether we can then distin­
guish four layers: an exterior pauci-cellular layer of tangential fibres (lam. zona lis ); 
followed by acellular layer with numerous fissures, again a pauci-cellular zone of tangen­
tial fibres followed against by acellular layer, which is straighter than the upper cellular 
layer and in the part facing the marrow is incompletely occupied and not clearly 
demarcated. VAN NIEUWENHUISE and also BIELSCHOWSKV have devoted an extensive 

1) This rule holds also true for the normal cortex, e.g. the motor cortex being thick 
and less fissured, the visual cortex th in and much fissured; also in Ungulates the cortex 
is thin and has many fissures whereas in Camivores the cortex is thick and has few 
fissures. 

65* 
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study to this form of microgyria. Besides a division of the cellular part of the cortex 
into two layers, there also occurs a division into three layers (fig. 3b). 

We further mention the heterotopies. larger or smaller Islands (resp. peninsulas, when 
they are partly attached to the cortex) of gray substance amidst whlte substance. Some­
times the heterotopies are very extenslve and fissurated Iike the cortex. At other times 
they occur as globules (fig. 4a), or as groups. of cells only visible through the microscope. 
As smallest occuring heterotopies we may conslder the cortex cells scattered Individually 
in the whlte substance, where they do not occur normally; these ce lis may be abnormally 
enlarged (SCHOB), (fig. 4b). The localization of these heterotopies may reach as far as 
the ventricles. 

In the molecular layer (Iamina zonalis) we of ten find cells of CAJAL; the nerve cells 
under them are of ten small and of an embryonic character (Iittle protoplasm, no sepa­
ratlon between tigroid substance and cytoplasm, more than one nucleolus). It is a remark­
able fact that in every case of microgyria a large amount of neuroblasts remain in tlle 
embryonic stage. 

As we said VAN NIEUWENHUISE starts from those forms of microgyria in which 
the cellular cortex has divided into two superimposed cellular systems. Normally 
the demarcations of these systems are not so evident as in microgyria. The exterior 
system is supposed to coïncide with the flrst four layers of BRODMANN, the interior 
system with the fifth and sixth layer of BRODMANN. The layer of tangential fibres 
between the two systems is normally found between the fourth and fifth layers of 
BRODMANN (stripe of BAILLAROER) as in VAN NIEUWENHUISE2). According to 
VAN NIEUWENHUISE the exterior system is relatively hypertrophic, on account of 
whlch flssures are formed. The primary disturbance would be owing to a lesion of 
the thalamus opticus. VAN NIEUWENHUISE assumes that the exterior system (the 
four upper layers of BRODMANN) which according to the Investigations of NISSL 
is independent of the thalamus, continues its growth independently, whereas the 
interior system, dependent on the thalamus is restricted in its growth. SCHAFFER 
rightly objects that duplication of the cortex is by no means found in all the 
parts of unmistakable microgyria, and therefore cannot serve as a general base of 
genesis. Moreover the condition of the stemganglia is of ten remarkably good 
(BIEMOND) and the changes in the thalamus opticus may be also explalned from 
atrophy in thls organ, secondary to the changes in the cortex. Sometimes, as was 
said above, division of the cellular cortex into more than two layers is found, 
which can hardly be explained by VAN NIEUWENHUISE'S theory. Moreover, the 
growth of the exterior system also may be reduced In size and number of cells 
(see fig . 5). 

Mechanical influences through pressure on the surface of the growing cerebrum 
were supposed o.a. by VIRCHOW, SCHÄFFER (premature cranial synostosis) and by 
BRESLER (pressure of the exudate in meningitis or pressure through hydrocephalus)· 
BIEMOND also thinks that exterior pressure may act as causa efficiens. This author 
published a case of non-apparent microgyria (under the name of micro-engyria) 
in a microcephalic child whose cranial sutures were prematurely obliterated; the 
shape of the cranium was abnormal. He thinks that - at least in his case - lack 

2) On account of a study on pachygyria BIELSCHOWSKY believes that this layer of 
tangential fibres is homologaus to the fibrae arcuatae and therefore, the upper system of 
cellular layers homologous to the whole cortex, while the underlylng cellular system 
should be an abnormal formation in the sense of a plane-Iike heterotopy. BIELSCHOWSKY 
glves no figures whlch are conclusive in this respect. ROSE points to his lamina dissecans 
in this respect. As BEC-K. could show this lamina does not eXlst in the former stages of 
cortIcaI growth. Following LORENTE DE Nö the lamina dissecans depends on the 
development of a protoplasmic plexus in layer JV. 
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of space and deformation of the cranium are primary, deformation of the cortex 
he assumes to be secondary, the cortex growing inward in the direction of the 
white substance, on account of want of space, hence the name of micro-engyria. 
This theory he supported by experiments on kittens, in which the growth of the 
cranium was prevented by means of steel caps. From this point of view, however, 
the heterotopies and the division of the celluiar cortex into separated layers are 
unconceivable; on the other hand BIEMONO's experiments may help us to under­
stand the way in which the mechanical componentrealizes itself in the process of 
fissuration . 

By the side of mechanical factors autochtonic development factors claim our 
attention. RANKE's investigations took this direction (abnormal persistence as to 
form and duration of the status verrucosus simplex described by this author); also 
SCHAFFER (error in peri- and tectogenesis owing to the elimination of certain cell 
layers, a . o. of the third layer of BROOMANN, resulting in division into two parts 
of the original celluiar layer) ; BIELSCHOWSKY (abnormal location and insufficient 
growing power of perivascular growth centres - to which power BIELSCHOWSKY 
also ascribes normal fissuration - by the si de of compensatory new centres; com­
bined with insufficient cell differentiation and migration, the latter causing hetero­
topies). Against RANKE and SCHAFFER we remark that neither by their theories the 
heterotopies are explained. Against BIELSCHOWSKY that his theor,y on fissuration 
(perivascular growth centres) is not in accordance with the histological facts of the 
fissuring cortex. 

Hls showed that the wall of the brain vesicles originally consists of 2 layers: a densely 
cellular laveT, located on the ventricle side (matrix) and a layer containing no cells on 
the exterior side (lamina zonalis· or "Randschleier" ). Af ter a short time a tissue of loose 
texture is inserted between lamina zonalis and matrix. The cortex now forms, owing to 
the cells detaching themselves from the matrix and migrating through the intersuscepted 
layer, until they re ach the lilmina zonalis, where they assembie and are again subjected 
to growth. So the formation of the cortex is determined by three processes, rustinct as to 
space and time: the formation of the matrix, the migration and the growth of the migrated 
cells af ter they have reached the lamina zonalis. 

As stated in a former communication 3) these ontogenetic migrations mag best be con­
sidered as movements in a field of power. 

This field of power is dependent on the existence of stimuli-conducting fibres (stimu­
logenous centres) in the cortex 4). In the palaeo- and archicortex these fibres are of 
olfactory origin and run in the zonal layer. On this system of ancient, scarcely distributed 
fibres in the neocortex a system of ascending thalamic fibres is superposed, to which is 
added a fibre system issuing from the cortex cells themselves, giving ri se to long callosal 

3) Equal distribution of the neo-cortical nucleus mass and equal growth intensity of 
the neo-cortex. (The significance of neurobiotaxis for this problem.) Proc. Ned. Akad. v. 
Wetensch., H, no. 5, 1941. 

4) KUHLENBECK (Anat. Anz. Bd. 67, 1929) has pointed to a difference in migration 
intensity in amphibians, reptiles and mammais. In the palaeocortex of amphibians we 
find on the surface only marrowless olfactory fibres which send forth only few stimuli, 
so that here migration does not occur. In the archicortex of amphibians the number of 
fibres on the exterior surface is much greater and they are myelinated, here migration is 
stronger. In reptiles the fibres have developed all over the cortex and accordingly we 
see a more general migration. In mammals the fibre development is strongest, accordingly 
ir; mamma Is the migration is completest. Evidently the power of the field and with it the 
intensity of the migration increases with the degree of development of the fibres. As the 
power of this field is of neurobiotactic origin (ARIËNS KAPPERS) we may speak of a 
neurobiotactic fjeld of power. 
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axons and short Intracortical axons. So in the neocortex the field of power originate!l 
from at least three sources: Firstly from the scarcely anclent fibre system giving rise to 
but a weak field of power which causes only few migratIon and a primitive arangement 
of cortex cells in a lamina granularis, which has mainly receptive functlons and a de eper 
layer of pyramids having a corticofugal and commisural function. Secondly from the 
sys.tem of ascendlng thalamic flbres. Thlrdly from the flbres issuing from the cortex cells 
themselves (long callosal and short intracortical flbres). The second and thlrd fibre s,ystem 
highly strengthen the primltive field of power glving rise to a much greater outgrowth 
of matrix cells 10 a superficlal direction and thus to the formation of supragranular cell~ 
layers, which at the meantlme acquire a larger size (ARI~NS KApPERS) Ii). 

As in microgyria many neuroblasts remain on an embryonic stage of development 6) 

the number of stimuli~conductlng axons will be highly reduced and therefore the force 
of the field will be weakened. What will happen when the power of the field has weakened 
Is, that the migration becomes . less than normal. and therefore the 'cortex~anlage is 
disturbed. We will try to explain the pictures in microgyria from thls point of view. 

When the field has only slightly weakened the cortex~anlage will only be little di~ 
turbed. When, however, the field has conslderably weakened, so that its power is not 
sufficIent to overcome the resistance of the intersuscepted layer, there Is no migration at 
all, but the cells remain located near the ventricle. A scale of gradation is possible between 
the two extremes. 

In the case of moderate weakening of the field, where migration still takes place, the 
rapidity with which the migration occurs will decrease and it will not be possible for all 
the matrix cells to reach the exterior surface withln the appointed time. This will cause 
a catastrophe to the retarded celIs. While the,y are still on the way the Intersuscepted 
layer (which will ultimately become the whlte substance) becomes denser, owlng to 
Ingrowth and myellnlzatlon of nerve fibres; the reslstance is increased with the result that 
the retarded cells are as it were imbedded on the spot. We find them in groups, or 
indlvidually In the whlte substance, where normally they should hardly, If at all be 
found. They may still Increase by divislon. but migration In the direction of the lamina 
zonalis is imposslble. These cells, scattered or grouped together In the white substance, 
are the heterotopies of fig. 4a and 4b. 

Sometimes we see pictures in which the cellular cortex is divlded Into two' parts, but 
In which the superior cellular layer is very thick as compared with the Inferior layer 
(fig. 3c). In that case there is no trace of microgyria exterldr~y: the breadth of the fissure 
Is normal. its surface is smooth, and microscopic examination only reveals a light, narrow 
zone in the lower part of the cortex poor In cells, followed by a narrow zone rich in 

Ii) The cell arrangement Is in accordaoce with the general rule that In the central 
nervous system the receptive cells are of granular slze and the effective cells of large, 
pyramldal slze. So in cortex areas, where many sensory fibres enter the number of 
granular cells Is much increased and inversely, in areas from which long effectory 
fibres arise, we find many pyramldal cells. As the prime function of the upper layers 
consists in the reception of a multltude of separate Impulses it Is concelvable that thè 
cells of the upper layers form as many separated entities as posslble and therefore are 
small and numerous. It may be that under the influence of the sensory fibres the neur~ 
blasts preserve thelr granular size, they had in the embryonic stage of growth. On the 
other hand the large size of the pyramldal cells depends on the long axon which arises 
from them, and on the integrating function of these cells. Between the granular and 
pyramldal layèrs a layer of plexiform fibres develops. 

6) This weakening In differentiation potency posslbly depends on a deficiency in 
vital foodstuffs. In this respect the investigations of GAILLARD are of Importance. He 
showed that in explantates of neuroblasts an addition of aneurin (vitamine Btl Is 
necessary for the growth of axons and for the differentiation into the adult form of the 

neuroblasts. 
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cells. These pictures may be found near areas of true microgyria and may be explained 
from a slight weakening of the neurobiotactic field of power in the final stage of migration 
owing to which the last cells cannot quite re ach the cortex anlage. A preparation taken' 
from a foetal mouse (fig. 3d) shows the course of such a thin layer of mig rating cens. 
checked by the investigation. 

In the case described by VAN NIEUWENHUISE an other type of division of the cellular 
cortex into two parts exists. Between the exterior and interior parts of the cellular cortex 
there is in th at case a plexus of tangential fibres. Normally this plexus is penetrated by 
cells and therefore not clearly marked in Niss!" preparations. In consequence of the 
dimlnlshed field of power the matrix cells are attracted with less force and they migrate 
more slowly than normal. sothat this fibre plexus has ample timl' to form and to develop 
some degree of resistance against the cells which follow later. Their way is barred, as 
it were and the barrier prevents further penetration, bringing about a separation between 
the upper and lower layers, dearly visible in cell preparations of microgyria (fig . 3a). -
The cells of the 6th (last) layer of BRODMANN are in the most unfavourable position. 
Their course will he increasingly impeded by the progressing condensation of the white 
substance. Even if they are not imbedded in the white substance as heterotopies they 
cannot quite catch up with the cens of the cortex anlage to which the demarcation between 
cortex and marrow is incompletely and not very sharp. 

Sometimes the cellular cortex is divided into more than two parts as is the case in 
fig. 3b, taken from the occipital cortex. Possibly this type of division depends on the 
development of the two layers of tangential fibres, normally existing in layer IVb and 
V-VI. 

Meanwhile the migration of the inner layers is retarded, the upper layers, which have 
already reached the lamina zonalis continue to grow, the result being surface extension 
of the upper layers. 

In a former publication 7) I have shown that the number of superimposed ceIls, con~ 
stituting the cortex, is exduslvely determined by the degree of migration and that the 
process of growth in the cortex itself only causes extension of the cortex in a tangential 
plane. But the growth in the tangential plane is checked o.a. by the lack of space within 
the cranial capsule and th!s limitation is compensated for by a deformation of the cortex 
surface in the sense of fissuration 8). 

Owing to slight thickness af the layers, the manifest microgyrous cortex offers but 
little resistance to deformation, the pressure which arises in the celluiar part of the cortex 
during the growth compels the layers soon to form numerous narrow, short fissures: 
narrow on account of the slight thickness of the cortex, short because the longitudinal 
axis of the narrow fissure is easily f1exed. As the intemal structure of the affected part 
is greatly different from the normal structure, the fissuration ~ype will also be greatly 
different resuIting in a gyration relief which can hardly be compared with the normal relief. 
Many narrow atypical gyrations thus form the picture of manifest microgyria. 

In the non~apparent form of microgyria the fissuration of the celIular Inyers is not 
followed by an equally strong fissuration of the exterior surface, but there is a discrepancy 
between the two. It is striking that the strongly fissuring layer although weIl formed is 
thin in this form of microgyria. When owing to growth, the cen layer extends in the 
tangential place, and forms fissures, then apparently the connection it has with the lamina 
zonalis (probably owing to lack of c1ifferentiation of its cens) is not sufficient to involve 
it in the fissuration process. Thus the lamina zonalis remains unfissured, at the same 
time its stretching direction is Ie ss than normal and therefore it remains thicker than in the 
fissured areas. To wh at extent the spaces between the fissures will be filIed by subsequent 
neuroblasts depends on the degree of disturbance of the migration of the deeper layers. 

7) Loc. cito note 3. 
8) On th is object an artide will appear in the next number of the Acta neer!. morph. 

1911/1912, calIed: Sur la fissuration de !"écorce. 
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When the subsequent neuroblasts have little or no opportunity to depose themselves 
between the flssure-lamellae of the exterior cell layer, there is nothing to prevent the 
formation of the most irregular flssuration figures. On section we then find plctures 
whlchstrongly resembie sections of papillomatous growth (fig. 6) with th is difference 
that the growth of papillomatous epithelium is directed towards the free surface (elttro­
vei'sion) whereas the fissure forming cell layer of the cortex in non-apparent mlcrogyria 
is directed · inwaros (introversion) . . Probably the counter pressure of the enveloping 
cranial capsule on the growing cortex · (as in the experiments of BIEMOND ) , whlch is of 
course absent in papillomatous growth causes the introverse direction taken by the cortex 
layer; it is evident that the resistance of the cranial capsule is greater than the resistance 
found in the underlylng layer of loose texture. So the Idea of mlcro-engyria introduced 
in literature by BIEMOND, is seen to apply to some extent to this form of non-apparent 
mlcrogyria. 
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R. BRUMMELKAMP: MICROGYRIA AND RETARDED MIGRATION. 

Fig. 1. Non-apparent mierogyria. 

Fig. 2. Microscopie picture of non-apparent mierogyria: division into 
two layers, the outer layer has many fissures. the inner layer only few. 

Fig. 3a. Microgyric cortex divided into two separate layers. 

Proe. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 1911. 

Fig. 3b. Mierogyrie cortex divided into three separate layers. 

Fig. 3e. Retardation of the migration in the surroundings of microgyrie cortex. 

cortex of the mouse, checked in its process of migration; see the 
resemblance with the pieture of fig. 3e. 

Fig. 1a. Nodule-like form of hetero­
topy just beneath the cortex. 

Fig. 5. Microgyric cortex divided inta 
two layers separated by a light zone. 

Fig. 1b. Heterotopies of single ce lis 
in the white subs tance. 

Fig. 6. Papilliformous growth of thc 
cortex, taken from SCHOB. 



Comparative Physiology. -- Der Einfluss van Kahlensäure auf die 
Atmungsbewegungen van Crustaceen . II. Von J. SEGAAR. (Aus der 
Zoologischen Station zu Neapel und dem Institut für vergleichende 
Physiologie der Universität zu Utrecht.) (Communicated by Prof. 
H. J. JORDAN.) 1) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

HOMARUS VULGARIS. 

Abb. 6. Wenn wir einem Homarus bei diesem Versuch norm ales See~ 
wasser geben, zählen wir einen Frequenz von ungefähr 60/Min. Wenn 
wir nun den Hahn des Apparates so drehen, dass das normale durch 
kohlensäurehaltiges Seewasser von 35.84 ccm!1 ersetzt wird, dann treten 
auch bei Homarus die drei Phasen a, b und c, die wir bei Palinurus kennen 
lernten, auf. Für Phase a gilt dasselhe, was wir bei Palinurus bemerkten. 
Es tritt eine deutliche Frequenzsteigerung auf. Gleichzeitig zeigt sich 
häufig ab er eine allgememe Unruhe des Tieres, welches offenbar "etwas 
bemerkt hat". Zuweilen versucht es sich zu entfernen. Bei den Versuch 
muss daher streng darauE geachtet werden, dass das Versuchsobjekt, aus~ 
genommen ,die Bewegung der Skaphognatiten, vollkommen ruhig ist. 

Die zwei te Phase (b) zeichnet sich bei Homarus nicht lediglich durch 
eine Frequenzverminderung. sondern sogar durch einen vollkommenen 
Atmungsstillstand aus. Dieser Teil der Kurve stimmt hierdurch überein 
mit der Hemmungsphase bei Astacus, wie GUITTART diese fand (GUITTART 
Abb. 2, Seite 8). 

Die Hemmungsphase bist bei Homarus sehr hardneckig. Nicht selten 
treten erst dann Atembewegungen auf. wenn wir dem Tiere normales 
Wasser geben, aber selbst dann tritt keine deutliche Verschnellungsphase c 
auE. Wir bringen dies in Zusammenhang mit der Tatsache, dass nach 
BOSWORTH und Mitarbeiter (1936) ein Teil der Kohlensäure durch den 
Panzer neutralisiert wird. Dadurch wird offenbar der Durchtritt der 
Kohlensäure in das Blut stark gehemmt. Dahingegen sehen wir in sehe 
wenig Fällen (und dann noch mit grossen Schwankungen der Resultate) 
die Frequenzerhöhung von Phase c (Siehe Abb. 6). In den Schwankungen 
drückt sich daher meiner Meinung nach die konkurrierende Wirkung von 
endoceptiv verursachter Beschleunigung und exteroceptiv verursachter 
Verzögerung aus. 

Die Wahrnehmung van Kahlensäure bei Homarus. 

Diese Wahrnehmung verläuft bei Homarus anders als bei Eriocheir 
(nach VAN HEERDT) , und teilweise auch anders als bei Palinurus. Weder 

1) Die erste Abteilung dieser Mitteilung ist im vorigen Heft erschienen. 
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die Antennulae noch die Taster der Mundteile haben Sinnesorganfunktion 
gegenüber Kohlensäure. Abb. 6 ist vollkommen identisch mit der Kurve 
eines Tieres. bei dem die Antennulae und die Taster entfernt worden 
waren. Dahingegen stimmt Homarus insofern mit Astacus überein. dass 
die Hemmungsphase durch einen homolateralen Reflex entsteht. dessen 
Rezeptoren sich auf den Kiemen befinden. Nur die Kiemen sind Träger 
dieser Sinnesorgane. Hierdurch ist es auch der Mühe wert. die Antennulae 
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Abb. 6. Homarus. 
Dreiphasige Atmungsreaktlon nach Zufuhr von Wasser mit einer C02-
Kon:z:entration von mehr als 3 % (.35,84 ccm/l). 8 = Frequen:z::z:unahme; 
b = Apnoë; c = perlodische Frequen:z::z:unahme. Abs:z:isse: Versuchs:z:eit in 

Minuten, Ordinate: Mlnutenfrequen:z: der Skaphognatlten. 

von Astacus und Homarus einerseits mit denen von Eriocheir und Pali~ 
nurus anatomisch zu vergleichen. Während Palinurus auf zweierlei Weise 
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(Antennulae und Kiemen) vor schlechtem Atemwasser gewarnt wird. 
besitzt für diese Warnung Homarus (und Astacus?) nur ein einziges 
Organ. nämlich die Kiemen. Ob bei Eriocheir die Kiemen einen Sinnes~ 
funktion haben. ist noch nicht untersucht worden. 

ERIPHIA SPINIFRONS. 

Abb. 7. Eine Kohlensäurekonzentration voo 11.20 ccm/l hat deutliche 
Erniedrigung der Atmungsfrequenz zur Folge. Dies stimmt überein mit 
Phase b bei Palinurus. ,diese Phase dauert bei Eriphia aber länger. Die 
Form der Kurve ist daher anders als bei Palinurus und stimmt in dies er 
Hinsicht mehr mit derjenIgen von Homarus überein. Nur ist die Frequenz~ 
erniedrigung nicht so stark dass ein totaler Atmungsstillstand eintritt. Bei 
Eriphia habe ich keine Phase a findenkönnen. Wenn am Schluss wieder 
normales Seewasser zugefügt wird. dann wird die exteroceptiv verursachte 
Hemmung aufgehobe.n und Dyspnoë macht sich geitend. 
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Abb. 7. Eriphia. 
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Änderung der Atemfrequenz nach Zufuhr ven Wasser verschiedenen C02-
Gehaltes. Abszisse: Versuchszeit in Min. . Ordinate: Minutenfrequenz der 
Skaphognatiten. Die Frequenz nimmt in Wasser mit einer C02-Konzentration 
von ungefähr 1 % (11.20 ccml1) ab (Phase b). um in natürlichem Wasser wieder 

steil emporzusteigen (Phase c) . Phase a fehlt. 
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Abb. 8. Eine höhere Kohlensäurekonzentration, nämlich 36.96 ccm/l 
verursacht erstens eine sehr deutliche Frequenzverminderung und einen 
totalen Atmungsstillstand. Nach einigen Unterbrechungen dieser Hem­
mung kommt zweitens starke Dyspnoë. 
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Abb. 8. Eriphia. 
Zweiphasige Atmungsreaktion nach Zufuhr von C02 reichem Wasser. Phase a 
fehlt. Phase b = Frequenzabnahme bis zurn AtmungsstiIJstand. Phase c = 
Frequenzzunahme. Abszisse: Versuchszeit in Min. , Ordinate: Minutenfrequenz der 

Skaphognatiten. 

Bei noch höheren Kohlensäurekonzentrationen, z.B. 58.24 ccm/l (hierfür 
haben wir keine Abb. gegeben), tritt die Hemmungsphase nicht auE. Sie 
wir,d unmittelbar durch Dyspnoë verdrängt. 

DROMIA VULGARIS. 

Abb. 9. Bei einer Kohlensäurekonzentration von 26.88 ccm/l wird die 
AtmungsErequenz deutlich erniedrigt. Diese Kurve erniedrigter Frequenz 
kann mit derjenigen verglichen werden, die wir bei Eriphia Eanden. Als 
Unterschied zwischen beiden fällt auf, dass in manchen Fällen bei Dromia 
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diese Frequenzerniedrigung einer kurz dauernden Frequenzerhöhung vor~ 
anging (auf der Figur ist diese Frequenzerhöhung nicht wiedergegeben). 
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Abb. 9. Drornia. 
Änderung der Aternfrequenz nach Zufuhr von Wasser verschiedenen CO2-

Gehaltes. Abszisse: Versuchszeit in Min. . Ordinate: Minutenfrequenz der 
Skaphognatiten. Phase a könnte anwesend sein. tritt hier aber nicht auE. Die 
Frequenz nirnrnt in Wasser rnit eine C02-Konzentration von 26.88 ccrn!1 ab 
(Phase b). 

.n .(ç 

Abb. 10. Eine Kohlensäurekonzentration von 45.92 ccm/I verursacht 
drei auf einander folgende Phasen. a) kurz dauernde Frequenzsteigerung. 
b) Frequenzerniedrigung. die sich jedoch darauf beschränkt. dass nach der 
genannten Frequenzerhöhung a wieder normaler Rhythmus auftritt. c) die 
Kohlensäure wirkt nun im Blut und verursacht Dyspnoë. Dromia stimmt 
also mit Eriphia darin überein. dass beide langdauernde Hemmungsphasen 
bei niederer Kohlensäurekonzentration hahen (Abb. 7 und 9). Dromia 
stimmt mit Palinur4s und Homarus überein. durch das Auftreten einer kurz 
dauernde Verschnellungsphase a (Abb. 6 und 10). 

ZUSAMMENFASSUNG. 

1. Palinurus vulgaris. Homarus vulgaris. Eriphia spiJlifrons und Dromia 
vulgaris haben das Vermögen sich durch Regulierung der Atmungs~ 
frequenz an Veränderungen der Kohlensäurekonzentration im Atemwasser 
anzupassen. In dieser Beziehung unterscheiden sich Crustaceen. die im 
tiefen Wasser leben. nicht von den Arten. die in der Brandung oder im 
untiefen Wasser leben. 

0 

51 
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2. Bei zunehmender Kohlensäurekonzentration kann man -4 Phasen 
dieser Reaktion von einander unterscheiden: 
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Abb. 10. Dromia. 
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Dreiphasige Atmungsreaktion nach Zufuhr von Wasser mit einer CO~ 
Konzentration von 45,92 ccm/l. Abszisse: Versuchszeit in Min., Ordinate: 

Minutenfrequenz der Skaphognatiten. 

a) exteroceptiv verursachte Frequenzzunahme (diese wurde bei Eriphia 
nicht gefunden), 

b) exteroceptiv verursachte Frequenzverminderung oder totale Hem~ 
mung der Atmungsbewegungen, 

c) endoceptiv verursachte Frequenzsteigerung, 
d) Narkose. 
3. Die Schwellenwerte, die nötig sind um die verschiedenen Reaktions~ 

formen hervorzurufen, sind bei den verschiedenen Arten,aber auch bei 
verschiedenen Individuen gleicher Art, verschieden. Hierzu kommt, dass 
hei Homarus (wie auch bei Astacus) em Teil der dem Wasser zugesetzten 
Kohlensäure durch den Panzer neutralisiert wird. Daher smd die Kohlen~ 
säurewerte, die angegeben werden, lediglich Annäherungswerte der 
Kohlensäurekonzentration, die bei dem betreffenden Versuche zur Anwen~ 
dung kam. Bei Palinurus treten die vier Phasen auf, bei den folgenden 
Kohlensäurekonzentrationen: 

Phase a) 
b) 
c) 
d) 

ungefähr bei 1 % 
2% 
5% 

" 10 % 

Kohlensäure 
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4. Die Sinnesorgane, die durch die Kohlensäure gereizt werden, befin~ 
den sich bei Homarus auf den Kiemen. 

5. Die eigentliche Sinnesorgane kommen bei Palinurus auf den Anten~ 
nu'lae und den Kiemen vor. Die Sinnesorgane für geringe Konzentrationen 
befmden sich hier auf den Antennulae, die vorhanden sein müssen, wenn 
Phase a und b hervorgerufen werden solI. Höhere Konzentrationen erregen 
die Sinnesorgane auf dem Kiemen. Hierbei treten zwei Möglichkeiten auf: 

1) Die höhere Konzentration tri tt langsam auf. In diesem Fall konkur~ 
riert die Hemmung, die durch die im Aussenmedium vorhandene 
Kohlensäure ausgelöst wird, mit der endoceptiven Dyspnoë, ausge~ 
löst durch den Kohlensäuregehalt des Blutes. 

2) Die höhere Konzentration tritt schnell auf. Ebensoschnell ergibt sich 
nun Hemmung. 

6. Die Erregbarkeit der Kiemen durch Kohlensäure ist spezifisch. Der 
Schwellenwert der Kohlensäure liegt bei einem viel höheren pH als für 
andere Säuren. Ob die Reizung der Antennulae von Palinurus, wie VAN 
HEERDT dies bei Eriocheir angegeben hat, unspezifisch ist. habe ich nicht 
nachuntersucht. 

Am Schluss dieser Mitteilung ist es mir eine angenehme Pflicht der 
Niederländischen Regierung für die Zuweisung eines Stipendiums und 
des Niederländischen Arbeitsplatzes, Herrn Prof. Dr. R. DOHRN und Dr. 
G. KRAMER, sowie dem gesammten Personal der Zoologischen Station zu 
Neapel für die Weise, wie sie alle dazu beigetragen haben, meinen Auf~ 
enthalt in Neapel nützlich und angenehm zu gestalten, meinen herzlichsten 
Dank aus'Zudrücken. Herrn Prof. JORDAN und seinen Mitarbeitern im Labo~ 
ratorium voor vergelijkende Physiologie zu Utrecht danke ich für ihre 
grosse Anteimahme an meiner Al'beit und für ihre Hilfe. 
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Medicine. - Biophysique. S(X!ctres á absorption de /' extrait et des protéines du poUmon 
normal et du poumon intoxiqué par Ie phosgène dana /' ultra-violet. (Troisième 
mémoire.) Par DNO SIAN GWAN. (Communicated by Prof. W . H . KEESOM.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

I. Nous aVOn~ montré qu'on pouvait vacciner des cobayes et des souris contre une 
dose sûrement mortelle de phosgène en les soumettant préalablement à des doses infra­
mortelles de phosgène 1) . Pour expliquer ce résultat obtenu, nous avons pensé que Ie 
phosgène agirait sur les protéines du poumon. Il en résulterait une combinaison chimique 
nouvelle; cette protéine modiflée agirait comme antigène et il vaccinerait l'animal contre 
J action morteJle du phosgène. 

Dans Ie deuxième mémoire nous avons mis en évidence la présence de cette protéine 
nouvelle dans Ie poumon intoxiqué par Ie phosgène 2). En effet, il existe une différence 
nette entre la sohibilité, l'indice de réfraction et Ie pouvoir rotatoire des protéines du 
poumon normal et du poumon intoxiqué par Ie phosgène. Ces résultats niontrent qu'il 
s'agirait d 'une modification chimique de la structure moléculaire des protéines du poumon 
après l'action du phosgène. Nous avons poursuivi l'é~ude de ces protéines nouvelles à 
l'aide de la spectrophotométrie dans l'ultra-violet, afin de savoir comment cette modification 
de la structure moléculaire se traduiront dans Ie spectre d'absorption, 

2. Technique expérimentale. Dans ce travail on a employé un spectrographe à optique 
de quartz construit par HILOER. La cuve en quartz utliisée avait une épaisseur fixe de 
5 mmo La source de lumière était une lampe à arc de mercure (3 ampères, 110 volts), qui 
donnait une lumière rigoureusement constante. Les plaques photographiques utilisées 
étaient les suivantes: Radio GEVAERT, Graphic process extra GEVAERT 25 H. et D. et 
Autofilter ILFORD 400 H . et D. Dans certains cas les plaques ont été sensibilisées 
à l'alde d'une couche de vaseline. Pendant Ie développement les plaques fûrent brossées 
pour éviter la contamination des partles non eltposées par les partles exposées. 

Dans' toutes ces expérlences on a utilisé Ie poumon de porc. Le même poumon fut divise 
en deux parties, la première était destinée à l'intoxication phosgénique et la deuxlème ser­
vait de témoin, La préparation de l'extrait de poumon et l'isolément des protéines pures 
à partir de cet extrait ont été décrlts dans Ie deuxième mémoire 2). 

3. Spectres á absorption de r extrait de poumon normal et de poumon intoxiqué par Il 
phosgène. Déjà à l'aide d'un simple spectroscope à vision directe on peut distinguer 
l'ex.trait de poumon normal de celui de poumon intoxiqué. En effet, on constatait dans Ie 
premier les deux bandes d'absorption caractérlstiques de l'oxyhémoglobine (.l'l = 5890-
5770 et l2 = 55~5360 A), tandis qu'elles manquaient dans Ie second. La disparItion 
de ces bandes d'absorption d'ox,yhémoglobine a été constaté pendant la guerre de 1915-
1918 dans Ie sang des hommes gazés. 

La spectrophotographle nous montre, toutes conditions égales, que l'extrait de poumon 
normal prél!ente une absorption plus prononcée que celui de poumon into~iqué (fig. 1) . 
La différence d 'absorption se manifeste dans Ie visible et surtout dans J'ultra-violet. 

4. Dans d'autres cas, quand l'extrait de poumon i~toxiqué étalt plus ' opalescent que 
celui de poumon normal on observait Ie contraire: Ie poumon intoxiqué m.ontrait dans 
l'ultra-violet une absorption plus marquée que Ie poumon norma!. L'absorption était égale­
ment augmentée vers les grandes longueurs d'onde (fig. 2) . Dans ce cas on constatait 
que l'extrait de poumon intoxiqué donnait une lumière diffuseé à angle droit (phénomène 
de TVNDALL) plus intense que l'extrait de poumon norma!. La couleur observée était 
bleu dair. 

1) ONO SIAN GWAN, Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 44,205 (1941). 
2) ONO SIAN GWAN, Ibid., H, 871 (1941). 



<D ... 
'" 

1 

2 

3 

4 

1025 

CD 0 Cl) 0 co 0 "" ... ... 0 0 
co ... CD '" .., 0 CD 

... '" '" 0 co '" '" 0 

'" '" 0 '" '" ... ... ... ... .., '" ... '" '" '" co co '" co co 

I 

1111111i: ,I I -11 11 I i I1 i I I 
II1 ~I 111 1 i 

i IfE WIt I ili i 11 I1 II I i I 1 I . 

I . 'I I I II 
Fig. 1. Extrait de poumon 51. 

1. Poumon intoxiqué par Ie phosgène c = 88 mg de protéines p. 
2. Poumon normal c = 88 mg de protéines p. 
3. Poumon intoxiqué c 157 mg/l00 cc 
4. Poumon normal c 176 mg/100 cc 
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Fig. 2. Extrait de poumon 124. 

1. Poumon normal c 132 mg/100 cc 
2. Poumon norm al c 265 mg/l00 cc 
3. Poumon normal c 794 mg/100 cc 
4. Poumon intoxiqué c 132 mg/l00 cc 
5. Poumon intoxiqué c 265 mg/l00 cc 
6. Poumon intoxiqué c 794 mg/l00 cc 

Proc. Ned. Akad. v . Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 
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O'après la loi bien connue de Lord RAYLEIGH 3) !'intensité de la lumière diffusée est 
égale à 

_ 10 Nv2 ( n~-n~ )2 . 2 
1- K l1 x2 n~ + 2 n~ Sin () 

(1) 

oû I, J'intensité de la lumière diffusée à une distance x du particule, 10, l'intensité de la 
lumière incidente, N, Ie nombre de particules par unlté de volume, v2 , Ie carré moyen 
du volume des particules, À, la longueur d'onde, nl, !'indice de réfraction des particules, 
no, !'indice de réfraction du solvant et 9 J'angle de la direction de la lumière incidente 
avec la lumière diffuseé. Cette lol suppose que les dimensions des particules sont petites 
par rapport à la longueur d'onde, 

Si la concentration c = Nvd (d = densité) est constante, on voit que !'intensité de la 
lumière diffusée augmente en même temps avec Ie volume des particules, C'est ce que nous 
avons constaté dans Ie cas considéré. 

Considérons la loi de LAMBERT-BEER 

(2) 

oû 10 représente !'intensité de la lumière initiale et I, !'intensité de la Îumière après avoir 
traversé I'épaisseur d, 

RAYLEIGH a montré que Ie coefficient d'absorption (densité optique) k est défini par 
la relation 

Nv2 ( n~-n~ )2 
k=K 7 n2+ 2n2 

1 · 0 

(3) 

oû K désigne une constante, 
Pour des solutions d'une même concentration c = Nvd, la relation devient 

V ( n~-n~ )2 
k = Kt F n~ + 2 n~ . 

(4) 

Si pOlH' des solutions d'une même concentration les particules grossissent par accolle~ 
ment entre elles, de sorte que Ie volume v' d'une nouvelle particule est égal à la somme 
des volumes des particules composantes, !'indice de réfraction de la particule ne change 
pas, Le coefficient k est dans les deux cas proportionnel au volume des ,particules, 

Si k' désigne Ie coefficient d'absorption après I'augmentation du volume des particules, 
k' 

on voit que pour toutes les radiations Ie rapport k est contante et il est proportionnel à. 

v ~-v . 
-;;, Mais la différence absolue I k'-k I est proportionnelle à ~ de sorte qu'elle est 

beaucoup plus grande dans Ie violet que dans Ie rouge. Ainsi s'explique J'augmentation 
de I'absorption vers Ie visible quand Ie volume des particules augmente, Le coefficient 
1/}.4 est 16 fois plus grand pour ). = 0 f-l, 20 que pour j. = 0 f-l , iO, 

5, L'expérience suivante montre J'exactitude de ce raisonnement, On sait qu'en sérologie 
on peut obtenir des émulsions de Iipoïdes d'une opacité différente suivant Ie mode de prépa~ 
ration, Ainsi en projetant O,S cc d'un extrait alcoolique de coeur de veau (antigène syphili~ 
tique préparé d'après BORDET-RuELENS) dans un vase cylindrique contenant 20 cc d'eau 
salée à 0,9 p, 100, on obtient une émulsion limpide, Si I'on ajoute d'abord 0.5 cc d:extrait 
dans Ie vase et on verse ensuite d'un seul coup 20 cc d'eau salée à 0,9 p, 100, on obtient 
une émulsion à peine opalescente. Si dans la demière opération on ajoute J'eau salée par 
petites fractions, on obtient une émulsion opaque, En modifiant Ie temps de dilution on 
peut avoir des émulsions de Iipoides d'une opacité· différente, 

3) Lord RAYLEIGH (J, W , STRUTT). Phil. Mag, 41, p, 107, 27i, 447 (1871) ; -t7, p, 375 
(1899) , 
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La figure 3 montre les spectres d'absorption des émulsions de lipoïdes ainsi préparées. 
On constate, que des émulsions contenant la même quantité de lipoïdes, mais d'une opacité 
différente ne donnent pas des spectres d'absorption identique.s. A mesure que Ie volume 
des particules augmente, I'absorption est augmentée vers Ie visible pour Ie même temps de 
pose. Cet effet pe.ut être également obtenu, si pour une même émulsion on diminue Ie 
temps de pose. On peut Ie constater en comparant par exemple le·s spectres I, 'let 7 dans 
la figure 3. 

1 

2 

3 

4 

S· 

6 

7 

8 

9 

_eD OCO 0 00 000 

'" ... 0 0 
eD- IQ .. eD ... ..... ID ... CO 0 ..... ... 0 ID ... _0 

CD CD'" ... 
CD'" .... ... ... ...... .. .. .. .. 
I I I I I I I I I 

Fig. 3. Emulsion de lipoïdes dans I'eau salée à 0,9 p. 100. 
I, 2, 3 c = 16,5 mg de lipoïdes p. 100 cc t = 20 sec. 

L'opadté et par conséquent la dimension des particules augmente dans I'ordre indiqué. 
4, 5, 6 mêmes émulsions t = 40 sec. 
7, 8, 9 mêmes émulsions t = 80 sec. 

II est probable qu'on peut obtenir Ie même phénomène avec des solutions de protéines, 
dont les particules ont des dimensions différentes, 

6. Spectres cr absorption des protéines pures iso/ées à partir des poumons norma/ et 
intoxiqué. Aves les protéines pures les résultats .gont très nets. Le spectre d'absorption 
des protéines de poumon normal montre toujours une absorption plus prononcée et elle 
augmente vers Ie visible, Ce résultat a été obtenu sur plusieurs poumons. La figure 4 
montre un exemple type d'un même poumon, dont une partie fut intoxiqué et I'autre partie 
servait de témoin. En comparant les sjlectres 3 et 4 avec les spectres 7 et 8 on constate 
une différence nette dans I'ultra~violet au dessous de 3000 A, mais on peut également 
remarquer une différence d'absorption entre les raies 4078 et 3660 A. 

7, Nous présentons ici également les courbes de spectres d'absorption obtenues par 
enregistrement photométrique. L'appareil employé était un microphotomètre enregistreur 
MOLL construit par KIPp & ZONEN à Delft. 

Les figures 5 et 6 montrent respectivement les courbes des spectres d'absorption de 
J'extrait de poumons nonnal et intoxiqué, (Spectres No. 4 et 3 de la figure 1.) 

En comparant les deux figures on constate que la différence d'absorption est déjà très 
nette dans Ie visible, En effet I'extrait du poumon normal (fig. 5) contenant environ la 
même quantité de protéines montre un pouvoir absorbant plus important que celui du 
poumon intoxiqué (fig. 6). Cette différence d'absorption est encore p!us accentuée dans 
J'ultra~violet. Tandis que Ie poumon normal montre des maxima d'absorption au dessus 
de 80 unités arbitraires, Ie poumon intoxiqué par contre ne présente que des maxima au 
dessous de 60 unités. Ced est vrai pour les raies au dessus de 3000 A. A partir de 

66* 
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3000 A et au dessous de celui-e1 on constate dans la courbe du poumon nonna!. Ia 
dlsparition de la plupart des rales spectrales. 

Les flgures 7 et 8 représentent respectivement les courbes des spectres d'absorption des 
protéines pures lsolées à partlr des poumons nonnal et intoxiqué (spectres No. 4 et 8 de 
la figure 4) . On peut iel égalemoot remarquer la différence d' absorption entre les raies 

1 

3 

4 

8 

6 

7 

8 

CD 0 CD 0 ' '" 0 ... '" .. 0 0 .. 0 
CD 11) .. CD ... .., 

'" 
0 CD .., CD ... ... CD .., 0 CD .., 

0 CD CD CD ... .. 
CD ... ... ... .., .., .., .., '" '" '" '" 
I I 

Fig. 4. Protéines pures isolées à partir du poumon 125. 
1. Poumon normal c 106 mg/1oo cc t = 100 sec. 
2. Poumon normal c 211 mg/IOO cc t = 150 sec. 
3. Poumon nonnal c 422 mg/1oo cc t = 200 sec. 
4. Poumon normal c 422 mg/1oo cc t = 250 sec. Epaisseur 
de la cuvette = 8 mmo 
5. Poumon intoxiqué 
6. Poumon intoxiqué 
7. Poumon intoxiqué 
8. Poumon intoxiqué 
de la cuvette = 8 mrn 

c = 106 mg/1oo cc 
c = 211 mg/1oo cc 
c = 422 mg/1oo cc 
c = 422 mg/1oo cc 

100 sec. 
t 150 sec. 
t 200 sec. 
t = 250 sec. Epaisseur 

4078 et 3660 A. mais elle est surtout très nette au dessous de 3000 A. ou on constate la 
disparition de plusieurs raies spectrales dans la courbe du poumon normal. 

Ces résultats montrent une différence quantitative dans les spectres d 'absorption des 
poumons nonnal et intoxiqué. On peut en conclure qu'il s'agirait d'une modification 
chlmique superfielelle de la structure moléculaire des protéines après l'action du phosgène. 
Cette conclusion confirme les résultats du travail précédent ou l'on a constaté une diffé-
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Fig. 5. Courbe d'absorption de J"extrait de poumon normal 51. 

Courbe du speetre d'absorption No. 4 de la figure 1. c = 176 mg/l00 cc. Les courbes 
dans les figures 5, 6, 7 et 8 ont été retouchées aux endroits ou les traits ne sont pas 
assez nets , Mais rien n'est changé en ce qui concerne la valeur d'absorption de la lumière, 
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Fig, 6, Courbe d'absorption de l'extrait de poumon intoxiqué 51. 
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Fig, 7. Courbe d'absorption des protéines pures isolées à partir du poumon normal 125, 
Courbe du speetre d'absorption No, 4 de la figure 4, C = 422 mg/lOO cc, 
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rence de solubilité, d'indice de réfraction et ' de pouvoir rotatoire entre les protéines de 
poumons normal et Intoxiqué, 

Ce travail a été poursuivl à J'annexe du laboratoire KAMERLINGH ONNES à Leyde, Je 
remercie M. Ie Professeur W. H . KEESOM pour les suggestions quïl a bien voulu me 
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Flg, 8. Courbe d'absorption des protéines pures isolées à partir du poumon intoxiqué 125. 
Courbe du spectre d'absorption NQ. 8 de la figure 4, c = 422 mg/!OO cc. 

faire et à M. Ie Professeur W. J. DE HAAS, qui m'a permis de poursuivre ces recherches. 
Je remercie M . C . A. CROMMELIN et M. Ie Professeur H . B. G. CASIMIR de I\ntérêt 
qu'i1s ont bien voulu porter à ce travail. Je dois également remerder Ie conseil de I'orga­
nisation "Toegepast-natuurwetenschappelijk Onderzoek", qui m'a fadlité de poursuivre 
mes recherches. 

RÉSUMÉ. 

1. Les spectres d'absorption de I'extrait de poumons norm al et intoxiqué par Ie phosgène 
montrent une dlfférence nette dans Ie visible et surtout dans I'ultra-violet. L'extrait de 
poumon normal donne une absorption plus prononcée que celui de póumon intoxiqué. 

2. On constate Ie contraire, quand I'extralt de poumon intoxiqué, contenant la même 
quantité de protéines, est plus opalescent c'est-à..clire que les particules àont plus grosses 
que celles du poumon normal. Ced pourrait être expliqué par la loi de Lord RA YLEIGH. 

3, 1I est dèmontré expérimentalement et conforme à la loi de RA YLEIGH, que des émulsions 
de Iipoides d'une même concentration, donnent une absorptIon .plus prononcée et aug­
mentant vers Ie vlsible à mesure que Ie volume des particules augm~nte . 

4. En comparant les spectres d 'absorption des protéines pures isolées à partir de poumons 
normal et intoxiqué, on constate que Ie poumon normal donne une absorption plus 
prononcée entre les raies 4078 et 3660 A. Au dessous de 3000 A la différence est encore 
plus grande. 

5. Les courbes d'absorption, ob tenues par enregistrement photométrique montrent égale­
ment une différence d'absorptlon entre I'extrait ou les protéines des poumons norma! et 
Intoxiqué. 

6. La différence d'absorption étant quantitatlve, elle indiquerait une modificatIon chimique 
superfidelIe de la s tructure moléculaire des protéines de poumon après l'intoxication 
par Ie phosgène, 

-



M~dicin~. - Investigations about stimulation and paralysis of the labyrinth by methyla­
mine. By P . G. GERLINGS. (Communicated by Prof. A. DE KLEYN.) 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

At the onset of inflammatory affections of the labyrinth some symptoms can be noted 
which must be interpreted as labyrinth stimulus phenomena. WITTMAACK 1) tried to elicit 
these symptoms experimentally and found in methylamine a substance which. when 
brought into the middle ear and resorbed through the round window. Eirst caused Eor 
some time a distinct nystagmus to the injected side. aEter which th is nystagmus disappeared 
and was followed by a typical nystagmus to the other side. iE the concentration oE the 
methylamine-solution was strong enough. WITTMAACK remarked that he had been looking 
Eor such a substance Eor several years; we must point to the Eact. however. that in literature 
some publications can be Eound about experimental labyrinth stimulus phenomena by 
chemical substances. 

1. BREUER' s 2) interpretation of the experiments of KÖNIG 3) . 
C. J. KÖNIG made a series oE experiments bringing cocaine into the canals af ter 

opening oE the bony semicircular canals. while the membranous canals were intact; by 
this the extremities of the sensory organs in the ampuls were made insensible. It appeared 
that after cocainisation of two corresponding semicircular canals the same disturbances 
dl'veloped as seen aEter cutting of the canals: head-movements ("Pendein") in the plane 
oE the semicircular canals: "Kreis- und Reitbahngang" etc. KÖNIG held that cocaine not 
had a stimulating but a paralyzing influence. ThereEore he thought the symptoms seen 
by him were caused by a loss oE function of the ampuls. BREUER also found that there 
is hardly any difference between a pigeon with cocainisized horizontal canals and one 
whose canals are cut. So the experiments of KÖNIG seemed to supply a new confirmation 
of the idea that the FLOURENS' symptoms are due to a loss of function of the labyrinth. 
KÖNIG. however. did not investigate whether the extremities of the nerves were really 
paralyzed. BREUER therefore repeated these experiments and came to the following 
conclusion: 

"Es erfolgt zuerst Erregung der AmpulIe durch die Wasserentziehung; dann tritt 
allmählich die Anästhesie ein. Die erste Kopfbewegung wird von der AmpulIe der 
operierten Seite aus hervorgerufen. die zwei te. durch die Anästhesie dieser AmpulIe 
bedingt. von der in takten AmpulIe der anderen Seite." 

2. The experiments of VAN ROSSEM 4) with ether. 
It appeared that injection of ether in the middle ear of caviae caused the same move­

ments of eyes. trunk and head as injection of cocaine. except that immediately af ter the 
injection eye-movements to the opposite direction developed for some minutes. VAN 
ROSSEM stresses the Eact th at his experiments are insuEficient Eor conclusive evidence. 

3. Experiments with hypertonie salt solution (DE KLEYN 5) ). 
H. af ter opening of the bulla. a hypertonic salt solution (1.5 per cent NaCI) is injected 

1) WITTMAACK. Acta Otolaryng ,. 2S. 109 (1937). 
2) BREUER. Studien über den Vestibular-Apparat. Wien 1903. page 39. 
3) KÖNIG. C. J .. Contribution à l'étude expérimentale des canaux sémicirculaires. 

Thèse. Paris 1897. 
4) VAN ROSSEM. Gewaarwordingen en reflexen. opgewekt vanuit de half-cirkelvormige 

kanalen. Thesis. 1907. 
5) DE KLEYN. A .• Arch. f. d. ges. Physiol.. HS. 549 (1912). 
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into the vestibulum through the foramen rotundum. the head is immediately strongly 
tumed to the side whieh has not been operated upon. If now some 0.1 cc. 20 per cent 
cocaine are injected into the vestibulum. contrary movements deve10p to the operated 
side. caused by paralysis of the labyrinth. 

4. Cocaine experiments of MAGNUS and DE KLEYN 6) in caviae. 
Sometimes it can be noticed that the paralysis caused by cocaine is preceded by a 

stimulation lasting only for some minutes. In these cases an eye-deviation or "Grund­
drehung" to the other side develops. 

So the above-mentioned investigations of BREUER. VAN ROSSEM. MAONUS and DE: KLEYN 
prove that labyrinth stimulus phenomena by chemieal substances were already known 
before the experiments with methylamine. 

Methylamine is a volatile substance. smelling Iike ammonia. which is on thc market 
in a 33 per cent solution. The dilutions vary from 1 : 9 to 1 : 14 in aqua dest. A needIe 
was inserted into the tympanum and by means of a Pravaz syringe attached to it. 
methylamine was injected into the middle ear and the auditory canal. Af ter about 15-20 
minutes a typieal nystagmus to the treated side develops. lasting for about half an hour. 
sometimes longer. sometimes shorter. This nystagmus disappears after whieh. if the 
concentration is strong enough. a nystagmus to the opposite side occurs. The following 
day a tuming of the head is sometimes found. When weaker concentrations are used 
the nystagmus does not change. so that "der Nystagmus zur behandelten Seite die einzige. 
relativ schnell vOriibergehende Reaktion vonseiten des Vestibularapparates bleibt". 

The histologieal symptoms (i .e. the tonus syndrome of WITTMAACK) consisted of a 
paradox hypotonie reaction of the cupulae. the otolithic membranes of the maculae and 
of the organ of Corti. 

MAGNUS and DE KLEYN not only found that in caviae af ter injection of cocaine in 
the middle ear a para lysis of the labyrinth can be preceded by a stimulation. but also 
that the separate labyrinthine reflexes do not disappear simultaneously but always in a 
definite succession. 

Af ter unilateral loss of function of the labyrinth in rabbits and caviae the following 
symptoms are noted: 

1. Inclining of the head to the side of the failing labyrinth; 
2. "Grunddrehung"; tuming of the head to the side of the failing labyrinth. 
3. Tuming of the trunk; 
4. Loss of tonus of the extremities at the same side (in dorsal position) . 
5. Compensatory eye-positions: both eyes are looking to the side of the failing laby­

rinth. At the normal side the eye is directed vertieally upward and somewhat dorsal. 
the other eye vertically downward and somewhat forward . 

6. Horizontal nystagmus. quick component to the side of the normal labyrinth. 
7. Labyrinthine righting reflexes a-symmetrie loss of function of the right labyrinth; 

in right lateral position: head in lateral or dorsal position; in Ie ft lateral position: head 
in normal position. 

The disappearing of the labyrinthine reflexes af ter injection of cocaine in the middle 
ear in caviae was explained as follows: 

a. Paralysis of the sacculus causes. while the other labyrinth was intact. an 
unilateral abolishment of the "a-symmetric" labyrinthine righting reflexes and verlical 
deviation of the eye without nystagmus. The "symmetric" righting reflexes remained 
intact and therefore it was thought that they were probably dependent on the utriculi. 

b. Paralysis of the utriculus. while the other labyrinth was intact. caused a "Grund­
drehung" tuming to the injected side. 

c. As soon as t~e paralysis of the semicircular canals developed. a turning of the head 

6) MAONUS-DE KLEYN. A contribution conceming the function of the vestibular 
apparatus. Proc. Kon. Akad. v. Wetensch .. Amsterdam. 27. 201 (1923). 
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and a spontaneous nystagmus of head and eyes were seen; at the same time the turning 
reactions (turning to the right and to the left) became a-symmetrie. 

MAGNUS and DE KLEYN gave it as their opinion that the cocaine first reached the 
macula sacculi by the round window. th en the macula utriculi. aEter whieh the ampullae 
were anaesthesized. Later investigations of VERSTEEGH 7) made it improbable that the 
maculae sacculi had a statie function. so that WERNER S) gave the following explanation: 
The cocaine propagates from the cysterna perilymphatiea. reaches the nerve-roots of the 
rampa lateralis in the connective tissue around the macula utrieuli and causes a loss of 
those labyrinthine functions whieh MAGNUS and DE KLEYN thought were due to the 
macula sacculi. Af ter that the nerve roots of the rampa anterior of the utrieulus were 
reached. eliciting a loss of those reflexes of which it was thought previously that they 
were caused by the whole utrieulus (see experiments of QUIX and EGMOND 9) with 
iron- and cocaine salts). 

It now appears that aEter injection of methylamine in the middle ear of rabbits a 
similar "Gesetzmäszigkeit" exists. both in stimulation and paralysis of the labyrinth. 

Here follows the protocol of a typieal experiment. 

Red-brown rabbit ; on examination normal labyrinthine reflexes. No spontaneous 
nystagmus. no head nystagmus. The turning nystagmus can be well elicited to 
both sides. Marked lift reaction. "Sprungbereitschaft" somewhat less. The tilting 
reactions around the longitudinal and bitemporal axis are present. just as the 
compensatory (vertical) eye-positions and the labyrinthine righting reflexes on 
the head in the right and left lateral position. head upright and head downward. 

9.38 a.m. Some cc. of methyl amine 1/10 are injected into the left tympanie cavity 
(through tympanie membrane); the leEt auditory canal is filled. 

9.40 a.m. Examination of the different reflexes shows no disturbances. 
9.44 a.m. The labyrinthine righting reflex on the head is absent in the right. 

present in the left lateral position. Head downward: head is turned to the right 
(Grunddrehung -+ R). The compensatory eye-positions are absent in the right. 
markedly present in the left lateral position. IE the rabbit sits quietly the trunk 
inclines a little to the right. 

9.48 a .m. The "Grunddrehung" to the right diminishes. af ter that the "Grund­
drehung" is absent when the head is directed downward. Some moments later the 
labyrinthine righting reflex on the head is present in the right lateral position. 
but absent in the Ie ft I<. teral position. 

9.50 a.m. Now a distinct "Grunddrehung" -+ L is present; labyrinthine righting 
reflexes are present in the right. absent in the left lateral position. No spontaneous 
nystagmus. no head nystagmus. The compensatory eye-positions showed a com­
pletely inverse picture: present in the right lateral position. absent in the left 
lateral position of the head. 

9.52 a.m. Distinct but unfrequent nystagmus -+ L, the slow phase can be 
seen distinctly. No head nystagmus. "Grunddrehung" -+ L. The lift reaction is 
present, tilting reactions can be elicited only with difficulty. The labyrinth righting 
reflexes are unchanged. 

10. a .m. The spontaneous nystagmus to the left decreases and disappears com­
pletely. af ter which a slowly developing nystagmus -+ R occurs. No head nystag­
mus. the tilting reactions are doubtful. The labyrinthine righting reflexes remain 
unchanged. 

IQ.5 a.m. Marked spontaneous nystagmus -+ R (right eye 26 movements in IQ") . 
Distinct head nystagmus. 

7) VERSTEEGH. c.. Acta Otolaryng .• 11. 393 (1927). 
8) WERNER. C. F .• Das Labyrinth. 1940. 
9) QUlX. F. H. and V. EGMOND. A. A. J .. Zeitschr. Hals usw. Heiik .• 32. 26 (1932). 
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So the rabbit shows the typical syndrome of a loss of function of the left 
labyrinth. 

From the test it appears that four phases can be distinguished: 
I. Stimulation of the Ie ft labyrinth as far as tonic labyrinthine reflexes are concerned. 

11. Paralysis of the left labyrinth as far as tonic labyrinthine reflexes are concemed. 
111. At the same time stimu1afion of the labyrinth as far as the semicircular canals and 

paralysis as far as the tonic reflexes are concemed. 
IV. Paralysis of the whole labyrinth. 
According to DE BURL ET 10) the membranous labyrinth can be divided into a pars 

superior (semicircular canals with utriculus) and a pars inferior (saeculus and cochlea) 
seperated by a tectorial membrane. According to the above-mentioned investigations of 
VERSTEEGH and to the hypothesis of WERNER, the labyrinthine reflexes a re elicited in 
the pars superior. It is, however, very questionable whether a further anatomical locali­
sation of these reflexes is possible. 

Both the cocaine experiments of MAGNUS and DE KLEYN and the investigations of 
or. KLEYN and VERSTEEGH 11) (destroying of the nervus utricularis with a galvanocauter 
after extirpation of the sacculus) emphasize an essential difference between the tonic 
labyrinthine reflexes and the labyrinthine moving reflexes. 

This dlfference was disputed by HUIZINGA 12) in consequence of his experiments which 
demonstrated that in pigeons not only dynamic reflexes but also a tonic influence upon 
the neck muscles proceeds from the cristae. 

As is mentioned by HUIZINGA, MAGNUS and DE KLEYN already accepted the property 
of the sensory epithelium of the cristae to produce reflexes incessantly. 

Physiologically a marked difference exists, however, between the tonic labyrinthine 
reflexes of the utriculus and the non-tonic reflexes of the semicircular canals. Besides, 
the methylamine experiments gave new evidence for the above-mentioned conception of 
MAGNUS and DE KLEYN. 

Pathological processes in the vestibular apparatus cause disturbances of the equilibrium 
which are either permanent or compensated centrally. It can make a great difference 
whether this pathological process occupies the peripheral labyrinth, the nervus vestibularis, 
the vestibular region or the supranuclear tracts. It is the merit of BARRÉ thát he has 
emphasized this fact; the first syndrome is described as "Syndrome vestibulaire harmo­
nieux", the second as "Syndrome vestibulaire dysharmonieux '·. The first investigations 
of BARRÉ 13) were made in some cases of cerebellar disturbances; later some cases were 
published of other affections of the fossa cranii posterior. ARSLAN 14 ) gives the following 
summary about the syndrome of the "dysharmonie vestibulaire": "Le syndrome dû à une 
lésion périphérique est "harmonieux", puisque les réflexes qui Ie composent ont tous Ie 
même signe; Ie syndrome dû à une lésion centrale est au contraire dysharmonieux puisque 
les réflexes qui la composent ou manquent en partie, ou ont des signes différents." 

From our investigations (injection of methylamine in the middle ear of rabbits) , however, 
the above-mentioned classification of BARRÉ proves to be an incomplete one, as the 
observed symptoms pointed to a vestibular disharmony, whereas a peripheral affection 
was present. 

The clinical importance of the experimental investigations follows from the case 
mentioned below. 

10) DE BURLET, Anat. Anzeiger, 53, 302 (1920) . 
11) DE KLEYN and VERSTEEGH, Acta Otolaryng ., 22, 327 (1935) . 
12) HUIZINGA, Acta Otolaryng., 24, 83 (1938) ; 27, 662 (1939) . 
13) BARRÉ, Revue d'O.N .O ., 1938, page 419. 
14) ARSLAN, Revue d 'O .N .O ., 1938, décembre. 
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Girl, 8 years of age. Patient became iII on Dec. 27th 1939 with a left-sided 
ear-ache and high temperature (103 0

). On Dec. 28th paracentesis was performed, 
which was immediately followed by an abundant purulent secretion. On Dec. 29th 
patient was dizzy, everything tumed around her; she showed a tendency to faU 
to the right. She also complained of pain in the neck, lay in bed with her knees 
pulled up, and turned her head to the right. 

Examination on Dec. 30th. Patient is seriously iU, Iying in bed with her head 
tumed to the right. Slight rigidity of the neck, the head is only moved carefully. 
The abdominal reflexes are present, the knee jerks and Achilles-tendon reflexes 
are vivid. Perhaps a slight left-sided paresis of the facialis. Abundant" purulent 
excretion from the Ie ft ear, pain on pressure on the left processus mastoideus, 
slight swelling of the glands in the left neck. 

The right tympanum is normal. The acuity of hearing for the whispering voiee 
was 6 me tres at the right side; at the left side ad concham. Lateralisation of the 
test of WEBER to the Ie ft, RINNE positive at the right, negative at the left; duration 
of hearing (tuningfork of STRUYCKEN, C 5) at the right 20", at the left 12" 
(normal: 35") . No spontaneous nystagmus. 
Calorie reaction: 10 cc. cold water at the right: nystagmus -+ L. 

15 cc. cold water at the left: no nystagmus. 
Lumbar puncture: pressure of Iiquor 120 mm, c1ear, PANDY positive, NONNE nega­
tive, ceUs 3/a. No bacterio10gical examination. 

Examination on Dec. 31st: Patient is very iU, but compos mentis, no mental 
distllrbances. Temperature 101.3 0

• Pul se 90. The patient is Iying in bed with her 
head in right lateral position. This position is partly forced: when the patient is 
placed in the sitting position the head is resting completely if tumed to the right. 
There is also a tuming to the right in the horizontal plane. If the physician tums 
the head of the patient to the left: it is immediately tumed back to the middle 
pDsition and th en to the right. The same takes place if primarily the middle 
position is taken. Patient states that tuming of the head to the left causes no pain. 
It is, however, impossible to decide whether the slight glandular swelling at the 
left has any influence upon the forced position of the head. 

There is a marked spontaneous nystagmus to the left. when looking to the left; 
looking straight forward and looking to the right causes no nystagmus. This 
nystagmus does not change in the different positions of the head, only when 
the head is in the left lateral position, a rota tory component exists. The peripheral 
labyrinth can now be stimulated, at least with ice-water. In dorsal position a 
distinct horizontal nystagmus to the right developed, whieh changed into a 
nystagmus 11 to the left when the abdominal position was taken. Lateralisation 
of the test of WEBER to the left. Duration of hearing of tuningfork-STRUYCKEN C 5 
at right 20", at left 12" (normal 35"). A spontaneous past-pointing is present: 
at the left, pointing outward; at the right sometimes normal, sometimes inward. 

The co-ordination tests show no cerebellar disturbances. Perhaps slight paresis 
of the left nervus facialis . 

Mastoid operation at the left: extensive pneumatisation, also in the petrosal 
angle and in the processus zygomatieus. The cells were filled with pus and 
granulations; a larger cavity existed towards the point, the trabeculae around 
the cavity were also softened. The cells alongside the sinus transversus proceeded 
to the bulbus jugularis. They also contained pus and granulations. 

Culture of pus: haemolytie streptococci. Administration of dagénan twice a day. 
Course: January Ist, 1940. Patient bas vomited once, is lying in the supine 

position, bead turned to the right. In dorsal position, bead somewhat bent forward: 
slight horizontal nystagmus to the left wh en looking to tbe left. No nystagmus 
wben looking straight forward and to the right. Three times a day 3 cc. dagénan. 

Jan. 2nd, 1940. Temperature normal. Rigidity of the ne ck has somewhat improved. 
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Slight nystag~us to the leEt when looking to the lelt. Patient vomited some times 
this moming. has diarrhea and cyanosis. probably caused by the dagénan. There­
fore the administration of dagénan was not continued. 

Jan. 3rd. 1940. Temperature normal. No forced position of the head. no spon­
taneous nystagmus. no spontaneous past-pointing (In three planes) . 

Undisturbed wound course. 

Discussion. This patient with an acute left-sided otitis showed a distinct spontaneous 
nystagmus to the lelt. The leEt peripheral labyrinth could be stimulated. The fact that 
a nystagmus -+ R. could only be elicited wlth ice-water must be explained by the strong 
spontaneous nystagmus -+ L. which had to be conquered. The development of a nystag­
mus 11 to the other side. when the patient was placed in the abdominal position. proves 
the irritability of the Ie ft labyrinth. The whole syndrome was strongly suggestive of an 
over-stimulation of the leEt labyrinth; an objection against this diagnosis was brought 
forth by the fact that there was spontaneous past-pointing to the left. 

No symptoms of intracranial affection. the lumbar fluid was normal. no cerebellar 
symptoms. A striking feature was the position of the head: tuming to the right in the 
horizontal plane. All symptoms disappeared aEter the operation of the mastoid. 

For the explanation of the symptoms observed the forced position of the head is of 
great importance. Forced positions of the head and eyes are of ten found in neurological 
literature (f.i. STEN VERS 15)) but they also occur in complications of inflammatory 
affections of the ear. BECK and LOSSEN 16) described the oblique position of the head 
as pathognomic for an otogenic abscess of the brain; MUCK 17) explained it by the fact 
that a different venous filling of the brain vessels should be present in the separate 
positions of the head. WAGNER 18) in an article "Zwangstellung des Kopfes bei Ohren­
erkrankungen" recorded a case of otitis with nystagmus and meningitis in which the 
forced position of the head was attributed to an intracranial process. Exact auditory and 
vestibular examinations. however. failed. 

In our patient the forced position might be caused by the inflammatory process in 
the mastoid. especially from the perisinual cells. which proceed to the bulbus venae 
jugularis. The torticollis can then be explained by the necessity to relax the glands under 
the M. stemocleidomastoideus. As a rule in such cases the he ad is inclined to the affected 
side and tumed to the healthy side. whereas in our case the head was tumed to the 
healthy side in the horizontal plane. 

BRUNNER 19) in consequence of two of his cases. comes to a more probable conclusion. 
He writes: "Der Torticollis musz vielmehr als eine direkte Labyrinthwirkung angesehen. 
demnach dem labyrinthären Schwindel gleich geordnet werden." The forced position in 
our case must then be due to a vestibular torticollis. a so-called "Grunddrehung" a 
stimulation-symptom of the labyrinth. just as the spontaneous nystagmus to the left. The 
only symptom which does not belong to the clinical picture of the labyrinthine stimulation 
is the spontaneous past-pointing to the Ie ft with the left arm. except when this should 
be interpreted as "dysharmonie vestibulaire" (BARRÉ 20)) of peripheral origin. 

15) STENVERS. Arch. of Neurology and Psych .• 13. 711 (1925). 
16) BECK-LoSSEN. Cit. BRUNNER. Monatsch. f. Ohrenheilk .• SS. 331 (1921). 
17) MUCK. Cit. BRUNNER. Monatschr. f. Ohrenheilk.. SS. 331 (1921). 
18) WAGEN ER. Dtsch. Otol. Gesellsch .• 1911. page 196. 
19) P.RUNNER. Monatschr. f. Ohrenheilk .. SS. 331 (1921) . 
20) BARRÉ. Revue d·Otol.. 16. 419 (1938) . 



Medidne. - Some considerations concerning our knowledge of the action of the auditory 
organ. Part I. By J. BIJTEL. (Communicated by ' Prof. A. DE KLEYN.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

In spite of many contributions, in ever increasing number, towards our knowledge of the 
action of the auditory organ, one cannot yet speak of a definite or satisfactory conception. 
No manner of viewing the matter has been able to maintain itself as conclusive, not a 
single experiment has furnished an arresting proof of any theory. The present state of 
affairs has made us ask ourselves wh ether our investigations are weil founded. whether 
the leading t.houghts are indeed the right ones. One cannot escape from the impression 
that there will have to be a vision of biological processes different from th at which now 
predominates. We have certainly not yet come to a formulation, in a de fini te form, of 
other not~ons about the matter. For the present we shall have to limit ourselves to 
considering the elements of our present knowledge critically and collecting data from th is 
for determining new lines of action. If one concentrates on the main poi'nts of the 
predominating views, one can say that the analytical function is considered essential and 
that the thoughts about this move between two antipoles, namely central and peripheral 
analysis. For the solution of thls antithesis the knowledge of the process of conduction in 
the auditory nerve is of great importance. For, if the process of conduction of excitation 
in the auditory nerve should prove a phenomenon of vi:bration, more or less identical with 
the mechanical process of vibration that comes from outside, th is would point more or Ie ss 
to central analysis. If, on the other hand, the process of conduction in the auditory nerve 
appears to be, according to the old general law of specific nervous energies, a process not 
speciflc as regards the outer stimulus, equal fol1 all nerve-fibres, one should assume 
perîpheral analysis. If this is the case, the peripheral organ will contain a number of 
receivers, each for a separate quality of excitation, in this case a certain pitch. When the 
receiver is excited specifically, one or more nerve-fibres belonging to th is receiver will 
bring about a corresponding perception in the central nervous system, by a process of 
conduction of their own. 

The right means to orientate oneself about the conduction of excitati'on in the au di tory 
nerve is the registration of the action current of the nerve. Now it is only with great 
djfficulty that one can apply th is means rightly with re gard to the auditory nerve. 
Derivation with two unpolarisable electrodes of a part of the auditory nerve that is Iying 
free ·has really not yet succeeded. Anatomlcal situations are the prindpal cause of this. 
Derivation in other ways, when, moreover, use is made of powerful amplifiers cannot 
furnish conc1usive proof. The effects of the alternating current, derived in this way, have 
always potentials th at must be considered microphone-effects of the cochlea. DAV IS 1) 
distinguishes two parts in the effect of the alternating current, namely the cochlea-effect 
and the action-potential of the auditory nerve. 

The cochlea- effect occurs within 0.1 millisecond af ter the sound-stimulus, it follows the 
form of the mechanical excitation c1osely, the ph ase of the cochlea-effect turns with the 
phase of the stimulus. This effect must be considered a microphone-effect. Some tenths of 
a millisecond later an electric effect occurs, which has more a characteristic of its 
own and which DAVIS looks upon as an action-potential of the auditory nerve. 
DAV IS succeeded in obtaining th is action-potential more isolated from the aud~tory nerve 
itself. Up to a frequency of 3000-4000 cyc1es a second this gives an alternating current 

1) DERBYSHIRE, A. J. and DAVIS, H., Amer. Journalof Physiology, 113,476 (1935). 
DAVIS, H., The Journ. of the Acoustical Society of America, 6, 205 (1934-35). 
BÉKÉSY, G. VON, Ztschr. f. techno Physlk, 17, 522 (1936). 
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of the same frequency as the sound-stimulus. but independent of it as regards the phase. 
Above this frequency the alternations of the currents of action are no longer synchronous 
with the soundvibrations. At about 900 cyeles a second. the maximum that is posslble in 
connectlon wlth the refractory period of a nerve-flbre. If one assumes that every cyele of 
the sound corresponds to a nerve-impulse. the strength of the action-potential drops by 
half. at 1800 cyeles a second by a third. 

It is sometimes assumed that in a gr~up of nerve-fibres which takes part in the 
conducUon. alternating conduction occurs. each nerve-fibre in itself only transmltting half 
the number of cyeles. This would be attended with an extension of the number of nerve­
Hbres which takes part in the conduction. If we imaglne that up to 900 cyeles a second 
two flbres transmit the impulses at the same time. then at above 900 cyeles a second one 
flbre will conduct the odd impulses. the other the even ones. One can also put it thus: 
up to 900 cyeles a second one flbre transmits the impulses and above this a second fibre 
is swltched in. That In reality the proportions are a IittJe more Intricate does not change 
the thus described principle. One can remark agalnst this that ~ne cannot understand how 
one fibre begins to conduct at the first and another only at the second impulse. Nor is it 
elear why with common derivation from all conducting fibres the action-potential weakens 
through alternating conduction. Meanwhile these experimental results have been explained 
as indications of the transmitting. in form. of the vibrational process through the auditory 
nerve to the centre which would be a plea in favour of central analysis. We can say 
besides that the cochlea is an organ whï:ch can never admit sharp analysis in a physical 
sense. Sharp resonances are certainly impossible in th is very muted system. An important 
contribution. which undoulbtedly opens new possibilities. comes from VON BÉKÉSY 1). 
VON BÉKÉSY. using enlarged mode Is. coneluded that there are whirling currents in the 
Iiquid. for different frequencies i'n different places. On account of th is the cochlea would 
become an a-periodical analyser. Apart from the question wh ether th is phenomenon will 
occur in the same way in the cochlea. in spite of the precautions taken by VON BÉKÉSY 

in constructing the enlarged model. it certainly does not explain a sharp analytical power. 
VON BÉKÉSY himself also thinks that peripheral analysi'S is certainly not possible to the 
extent that was formerly assumed and best formulated in the resonance-theory according 
10 HELMHOtTZ. 

Attempts were made to gain other data from th.? study of the overtones. The peripheral 
auditory organ is not at all a Iinear system. i.e. it does not pass on a vibrational 
phenomenon untransformed. So overtones are formed in the peripheral organ. 
VON BÉKÉSY 2) established that the intensity of overtones may even amount to 30 % of 
the intensity of the fundamental tone. The greater part of them can be found again in the 
electric effect of the cochlea and so must mainly arise in the peripheral organ. It Is 
sometimes assumed. however. that some of them also arise in the auditory nerve. 

Now if we limit ourselves to the part which arises in the peripheral organ. these 
overtones can agaln be divided into 2 groups. namely 10

• the overtones coming from the 
middle ear and 2 0

• those coming from the cochlea. One can infer from experiments made 
by VON BÉKÉSY 3) th at the overtones which arise from conduction through the middle ear 
have only a small intensity. The effect which the tympanic membrane ought to have on 
the arising of the overtones. on account of lts form. is again made worthless by effective 
impedance-situations. at least the greater. part. 

VON BÉKÉSY 4) showed further that these overtones of the cochlea arise after the sound 
has been split up in its components. which are th en each ineluded in a separate system. 
which points to peripheral analysis. 

1) BÉKÉSY. G. VON. Physik. Ztschr .• 29. 793 (1928); Acta Otolaryngologica. 27. 388 
(1939). 

2) BÉKÉSY. G. VON. Annalen der Physik. 20. 809 (1934). 
3) BÉKÉSY. G. VON. Acta Otolaryngologica. 27. 281 (1939). 
4) BÉKÉSY. G. VON. Annalen der Physik. 20. 809 (1934). 
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The experiment is then conducted in this way: 
As a primary tone a pure tone of 500 vibrations a second is made to act on the ear. 

There arises. among other' things. a first overtone of 1000 cycles a second. One can 
perceive this. because when a secondary tone of 1004 cycles a second is provided. 4 beats 
a second occur. Now with the primary and the secondary tone a tertiary tone is provided. 
of a relatively low frequency. namely 100 cycles a second. Phenomena of modulation do 
not occur then. This would be the case if the three tones together passed one and the 
same physieal system. 

We ask ourselves. however. how it is posstble that beats arise when the components of 
a compound sound are already separated in such a way that modulation is excluded. It 
also se ems to us that the occurring of 4 beats a second in perceiving the tones of 500 and 
1004 cydes a second does not yet prove the fonnation of a tone of 1000 cycles a second. 
It is possible th at from these two tones a different tone of 504 cycles a second arises. 
whieh then together with the tone of 500 cycles a second gives the 4 beats. 

Attempts have been made to approach the problem. already mentioned before. of the 
character of the process of conduct ion in the auditory nerve with the help of the tone-beats. 
If namely a process of a vibrational character runs through the auditory nerve. identieal 
with the sound-vi'brations that are provided. beats will have to be perceived. even if one 
makes two tones with a small difference in frequency act each on one ear of the same 
person on whom the experiment is made. That the two stimuli unite centrally can be 
derived from the binaural summation of two tones of the same frequency each with an 
intensity. beneath the threshold-value. up to an audible tone. 

As regards this question the only investigations found by us in literature we re those of 
STEW ARD and LANE 1) . LANE concludes that so-called subjective beats can occur. 
distinguished from so-called objective beats. which occur wh en the sounds brought to both 
ears ming Ie outside the auditory nerve. Our own experiments 2) did not confirm this. 
however. When the possibility of the two sounds mingling outside the auditory nerve was 
really excluded. none of the persons on whom our experiments were made could perceive 
bt'ats. This would point to a process of conduction specifie of all nerve-fibres. at least a 
process that lacks the vibrational character. We noticed already that this is sometimes 
considered as pointing to peripheral analysis. 

The sensitivity of the auditory organ. 50 much varying for different pitches and whieh 
has occupied 50 many investigators. can also be included among these considerations. As 
far as we could ascertain. the investigators have chiefly Hmited themselves to measuring 
the sensitivity without spe cu lating too much on it. We remark the following: 

Thc curve which illustrates the sensitivity of the ear to different pitches caD be 
considered as a reSODaDce-curve. Wethink that in the organ of perception - tympanic 
membrane. tympanie bones and cochlea - we may see a pressure-receiver. Now in 
contrast with the auditory organ in its enti'rety a pressure-receiver is IittIe dependent on 
the frequency. One might derive from this fact that the difference in sensitivity for 
different pitches cannot be dependent on the organ of perception alone. but must be 
resident in the central nervous system. On the other hand. however. the electrie cochlea­
effect is in its strength dependent on the frequency with a maximum at 1000 cycles a 
second. from which it would follow again that the difference in sensitivity is for different 
frequencies a quality of the cochlea. It should be remembered that for the electrie cochlea­
effect other rules obtain than for the auditory power. 

Our insight. meanwhile. into the intensity-perception of sound has as yet developed 
very littIe. 

The principle of central analysis was. as far as we could ascertain. first formulated in 
1886 by RUTHERFORD in his telephone-theory (derived from WILKINSON and GRAy3)). 

1) LANE. C. E.. Physieal Reviews. 26. 401 (1925). 
2) BIJTEL. J .. Ned. Akad. v. Wetensch .. Amsterdam. 44. 198 (1941). 
3) WILKINSON. G. and GRAY. A. A,. The mechanism of the cochlea. London. 1924. 
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Here it is assumed that the membrana basilaris follows the sound-vibrations in its entirety 
and that the integral image is ' passed on to the auditory centre to be dealt with further. 
In their critical view of the different theories conceming the auditory function WILKINSON 
and GRAY say one cannot assume that an analysis of compound mechanical vibrations 
can take place in the brain. For this would mean a time-measurement, namely of the 
duration of a vibrational period by the brain. They take as their basis the relativity-theory, 
that time can only be measured by movement. Now the brain, WILKINSON and GRAY 
say, does not contain a doek, a chronometer, one can really only consider the pendulum 
as such. It is especially in the membrana basilaris with its resonators that one can see, 
according to WILKINSON and GRAY, an excellent chronometer. 

Here we certainly have the crux of the whole matter, namely in how faro the action of 
an organ must be seen as a purely physi'cal process and the apparatus of the organ as an 
instrument. We think that the psychical atmosphere has been considered too little. 

In the psychical atmosphere the ideas of pitch are not at all exdusively connected with 
an instrument with a pendulum. A composer can work with ideas of pitch in endless 
variations and that not only as regards mutual relations, but often also with the right 
absolute va lues (absolute hearing of tones). We leamt on goOO authority that MAX REGER 
worked out music contrapuntally without the help of any instrument. Nor, when sound­
images are called baek to memory, i.e. are seen introspectively by the ego, do we dispose 
of a physical chronometer in this psychical process. 

The way in which living organs react on stimuli cannot be compared with the qualities 
of a physical measuring-apparatus. We do not mean to say by this that the living organism 
should not be subject to physical laws. However, too littJe attention has been pa~d to that 
which is typical of the living organ. As an example we take the sensation of pressure. It 
is a well-known fact that a constant pressure is perceived for some time. Then there is 
adaptation. When the pressure-stimulus is removed, an after-image arises, as it were; for 
some time the pressure is still perceived. One can also apply the argument to the otolith­
apparatus, where a constant pressure does not lead, it is true, to a direct perception, but 
maintains a state of tension in the nervous system, which presupposes a constant activity 
in the organism. Physically speaking we do not know of such a state. A constant pressure 
cannot provide energy nor can activity come from it. It is dear that in living nature there 
are other possibilities. 

As we have still a very incomplete knowledge of the essential facts in the action of 
living organs, in spite of all our investigations, it is impossible to get a more profound 
insight into the importance of such data. However, they will have to divert oor attention 
from a one-sided physical way of considering the matter. 

We add to th'is a curious example of how organ-stimuli are dealt with centrally, in an 
unexpected way. We know that according to the physical view of perceiving forms on the 
retina we can only perceive a dark line in a luminous field if th~s line has a certain 
breadth, namely is se en under an angle of 60 seconds. With suitable iIIumination, however, 
we can see very thtn threads in a luminous field, so that the adjoining angle amounts to 
no more than 2 seconds. EINTIlOVEN 1) showed that perceptions of intensity in this case 
lead to a certain perception of form. An analogue to the auditory organ is not known to 
us. We point tQ the fact, however, that in general the central treatment of organ-stimuli 
is by no means always bound with physical systematicalness. In, this connection the 
difference between the hearing of tones and the hearing of speech is curious. We find 
cvery imaginahle variation. The hearing of speech is sometimes weakened when there is a 
predominant defect in the low tones, in other patients again when there are predominant 
defects in the high tones. We also found that the hearing of speech had grown much 
weaker, while the hearing of tones had only grown a little weaker. Several patients whose 
hearing of tones has weakened in divergent ways, can have equal hearings of speech. 

1) EINTHOVEN, W., Kon. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 29,388 (1920); Pflügers 
Arch. f. d. ges. Physiologie, 191, 60 (1921). 
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anI' patient had a good hearing of speech. while the hea ring of tones had weakened. We 
know that the hearing of speech is strongly influenced by psychical factors. The diversity 
which wc noted in our routine-investigation with whispered speech and tuning-forks. 
certainly cannot bI.' entirely attributed to diversity in power of concentration. psychic 
predisposition etc. A minute peripheral analysis with following reconstruction of the 
sound-image in more central parts would certainly give a more constant relation bet ween 
hearing of speech and hearing of tones. We have too few data to assurne that there are 
separate organs for hearing of speech and hearing of ton es. Meanwhile we point to the 
fact that the idea of a differentiation in the peripheral organ has sometimes come to the 
fore. Formerly it was sometimes assumed that the perception of murmurs and the perception 
of pure tones were separate peripherally. in sa ecu lus and cochlea respectively. anI' might 
also imagine that distinct nerve-elements in the cochlea form the basis of such a 
differentiation. Anyhow in this case the accent would fall on the nervous system. Mean­
while. as we lack exact data. such considerations are for the present mere speculation. 

A plea. more meant for use in the discussion about the way in which peripheral analysis 
must be imagined. is derived from the perception of trilIs. anI' can perceive very weil 
two quickly alternating pitches. the one after the other. If we accept the resonance-theory 
as true. this fact presupposes a great muting-value. For muted resonators need a short 
period of time to stop resonation and to come into action. little muted resonators need 
longer periods of time to stop resonation and to come into action. A strongly muted 
system. however. 1051'5 again in analytical power. If one attributes a great analytica I 
power to the ear. localised in the cochlea. then anI' meets with a contradiction: little muting 
to explain the analytical power. strong muting to explain the short period of time needed 
to stop resonation and to come into action. JUNO 1) has tried to solve th is contradiction. 
In doing sa he has applied a method that is used more aften: he constructed an elcctric 
analogue to study the mechanical phenomena. 

JllNO has succeeded in constructing an electric system. in which this contradiction has 
been removed. He also thinks that the structure of the cochlea-organ need not necessarily 
bring with it the above-mentioned contradiction for mechani'cal vibrations. It remains to 
be asked here in how far the analogy can be applied. A very complicated reasoning is 
necessary to fix the analogy. 

VON BÉKÉSY 2) has measured the just perceptible period during which a sound is 
interrupted. If anI' compares pure tones with murmurs. anI' finds th at these periods are 
fairly equal. If we we re dealing with a system of selective resonators this equality could 
not exist. For murmurs consist of many tones. each of a short duration. which cannot make 
a rather sharply tuned resonator vibrate with them at full strength. The periods of time 
needed to stop resonation must also bI' short. shorter than is the case with pure tones. 
These considerations especially bear on the way in whi'ch the peripheral organ works. 
However. they strongly speak against sharp resonances in the end-organ in any form and 
as any other way of analysing is necessarily less sharp than that through resonance. they 
again make us view the matter in a way that goes in the direction of central analysis. 

In another way anI' also comes to the conclusion thatcentral analysis. at least partly. 
must bI' assumed and that is on account of the phenomena attending the perception of 
tones of a short duration. For frequencies beneath 500 cycles a tonI.' of short duration of 
together ' 8-10 cycles sounds like a click. in which. it is truI'. one can rccognise a certain 
pitch. but where the threshold of distinction has been considerably increased . Such short 
series of cycles can bI.' divided again into e.g. 3 groups of 3 cycles. whi'ch. separated by 
intervals of time. are brought to the ear. From the time-va lues it is concluded that nervous 
processes play a part here. which determine the perception of a click or tonI' . 

We want to make a few more rem'arks about the perceptions of intensity. Taking the 
"all-or-none law" as our starting-point. wc must aSSUITIe that for ever)' pitch a grcat 

1) JUNO . H .. Akustische Ztschr .. 5. 268 (1910). 
~) BÉKÉSY. G . \ ·ON . Physik. Ztschr .. 29. 793 (1928). 
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numbcr of nerve-fibres is present to distinguish the different degrces of intensity. If one 
assumes peripheral analysis with separa te paths of conduction for different pitches, there 
would have to be no less than 340.000 different nervc-elements to perceive all frequencies 
at all degrees of intensity, but this is not the case. We know from the work of ADRIAN 
that a greater perception of intensity can also be transmitted by a greater number of 
impulses in one nerve-fibre. H, however, it is true tha t thc number of impulses in the 
auditory nerve is determined by the pitch, at least to a ccrtain extent, we are again fa ccd 
with inexplicable facts. 

LORENTE DE No assumes [hat the inner and the outer hair-cells have different functions, 
in this way that one group serves to determine frequency and the other to determine 
intensity. MINK even assumes that the intensity i's determined through stimuli from the 
middle ear. But we have no positive indieations for this . 

We now want to conc1ude the enumeration of those data whieh are important to 
determine the character of the auditory process, e1>pecially the process of conduction of 
excitation. We think that we have provided sufficient data to come to the conc1usion that 
not a single physieal consideration gives us a definite answer to the question as to how an 
auditory impression really originates. The peripheral recording-apparatus, whieh naturaJly 
supports the physical way of considering the matter, cannot at all be ca lied a suitablc 
tone-analyser. It is true th at a few data poi'nt to a greater accuracy than thc structure 
would make us suspect at first sight. We pointed this out already, by saying namely that 
on account of cel' ta in impedance-situations the non-linear conduction through the tympanie 
membrane i'S for the greater part prevented, so that the part that the middle ear plays in 
the originating of overtones becomes very smal!. This demonstrates very c1early how 
intricate are the instruments of living nature and how much their construction deviates 
from our technical apparatuses, which again makes a comparison between the living organ 
and the technical instrument extremely difficult. The supposition that also in other respects 
such complicated situations occur in the acoustic organ is justified, especially wh en we 
note the fact that the central nervous system has a correcting influence on phenomena 
transformed in such a rough receiver as the cochlea. Years a90 already BÁRÁNY expressed 
himself in th is way. Also in BUDDE 1) we found an indieation in this direction. We have 
IlOt yet come to a fixed notion, meanwhile, of the activities in the nervous system. We can 
only say that undoubtedly processes work in it that to a great exten[ follow biological 
principles of their own, though they are always attendcd with physical and chemical 
phenomena. 

1) BUDDE, E., Mathematische Theorie der Gchörsempfindung , 8erlin 1920. (Handbuch 
:ier biologischen Arbeitsmethoden V, 7. 1.) . 
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Hydrodynamics. - On the influence of the concentration of a suspension upon the sedi­
mentation velocity (in particular for a suspension of spherical partic1es) . By J. M . 
BURGERS. (Mededeeling No. 42 uit het Laboratorium voor Aero- en Hydro­
dynamica der Technische Hoogeschool te Delft.) 

(Communicated at the meeting of October 25, 1941.) 

1. In Ch. 111 of the "Second Report on Viscosity and Plasticity" a few remarks have 
been made concerning the problem of the mutual influence of the partic1es of a sus pension 
upon their velocity of sedimentation, and VON SMOLUCHOWSKJ's work on this problem 
has been mentioned 1) . A formula giving the magnitude of the effect to be expected was 
not developed. In the following Hnes it wil! be attempted to supplement this point, at 
least for partic1es of spherical form. 

In treating th is problem several factors must be taken into account. 
In the first place we must consider the magnitude of the effective gravitafional force 

acting upon a single particIe. When the volume of a particIe is denoted by s; its density 

by (lp : the density of the liquid by (2S; the gravitational acceleration by 9 (in a centri­
fugal field 9 = w'l.x, w being the angular velocity of the rotation and x the distance 
from the axis) , this force is given by: 

(1) 

It is often asserted that for (! S in this equation we must take not the density (2 of the 
pure liquid surrounding the particles, but the mean densify of the suspension la) , which 
is given by: 

(2) 

n being the number of partic1es per unit of volume of the suspension. The assumption 
th en is made that the hydrostatic force acting upon a particIe will depend upon the 
magnitude of the mean hydrostatic pressure gradient, and that the latter will be equal to 
the weight per unit volume of the suspension. 

Substitution of the expression (2) for (2S into eq. (1) would give: 

(3) 

The argument that the mean hydrostatic pressure gradient will be equal to the mean 
weight per unit volume of the suspension, however, is not fully convincing, as for a 
suspension enc10sed in a vessel part of the weight may be carried by the frictional forces 
acting at the walls. It is therefore not immediately to be seen whether the effect considered 
here must be superimposed upon those to be considered further on. We hope to come 
back to this point afterwards, and provisionally shaU not go into the question whether 

the force F acting upon a partic1e is given by eq. (1) with (2 s = (2, or whether the 
correction, given by eq. (3) , should be used. 1b) 

1) J. M. BURGERS, Ch. 111 of the "Second Report on Viscosity and Plasticity" , Ver­
hand. Kon. Neder!. Akad. v . Wetenschappen (Ie sectie) Vo!. 16, No. 4 (Amsterdam 
1938), pp. 178/179. 

la) Compare e.g.: TH. SVEDBERG and K. O . PEDERSEN, The Ultracentrifuge (Oxford 
1940), pp. 5, 47, where it is stated that - in the notation used by the authors of that 
work - "(2 is the density of the solution" ; and p . 59, where the specific volume V = 1/(2 

of the solutloo is defined. 
1b) Thls remark has been inserted November 8, 1941. 

67* 
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2. Next to the influence of the concentration of the particles upon the magnitude of 
the hydrostatic force, attention can be given to the circumstance that the presence of 
the particles brings about Bn increase of the effective viscosity of the liquid. In order to 
obtaln a simple picture of this influence, it is convenient to assume that only one particIe, 
say A, is acted upon by thegravitational force, the other particles temporarily being 
supposed to have a density equal to the denslty of the pure liquid. In that case these 
other particles will not sediment, but will be carried along by the liquid with a velocity 
approximately equal to the velocity which in the absence of such a particIe would be found 
at its centre (a more accurate expression for this velocity is given by eq. (17). below). 
As the particles are rigid, however, they will exert an infl~ence upon the motion of the 
Iiquid, of such nature as has been considered in Part B of eh. 111 of the "Second Report". 

In a concise and somewhat generalized form this influence can be described as follows : 
Every particIe takes part in the translational and rotational movements of the element of 
volume surrounding it; owing to its rigidity, however, a particIe cannot follow the 
deformation of th is element. The particIe in consequence experiences a system of forces 
which evidently will react upon the Iiquid. The system of forces with which the particIe 
reacts upon the liquid can be represented by a system of doublets, the magnitude and 
orientation of whic'h depend upon the orientation of the three principal axes of the 
instantaneous deformational motion of the element of volume of the Iiquid; upon the 
magnitude of the three rates of dilatation Dl, D2, Da corresponding to these axes; and 
upon the form and the dimensions of the particIe and its orientation with respect to the 
three axes. In the most simple case, where - due to the presence of a sufficiently intense 
Brownian move ment - all orientations of aparticle with respect to these axes are equally 
probable, it is sufficient to restrict to the consideration of the mean values of the doublets 
in the directions of the three axes. Denoting these mean values by M 1; M2' M3 
I'espectively, it is found that 

where k is a coefficient, depending upon the form and the dimensions of a particIe 2) . 
As there are n particIes per unit of volume, there are also n of these systems of 

doublets per unit of volume. It will be seen that the presence of these doublets gives rise 
to the appearance of additional normal stresses acting through elements of surface perpen­
dicular to the axes of the deformational field, of magnitudes respectively: 

(5) 

These stresses must be added to the ordinary viscous stresses arising in the Iiquid itself, 
which are given by the weil known expresslons: 

(6) 

2) As the Iiquid is assumed to be incompressible, we have : Dl + D2 + Da = 0, and 
consequently also: MI + M2 + M3 = 0. 

The magnitude of the components of the rotational velocity taken up by the particIe 
can be obtained from the equations which express that the system of doublets shall have 
no resulting moment about the centre of the particIe. 

The coefficient k introduced in the text corresponds to the quantity A nis in the notation 
of the "Second Report" , s again denoting the volume of a particIe. For a spherical 
particIe, where the question of the orientation does not present itself, All = 5/2 ("Second 
Report", p. 132) ; for elongated particles (cylindrïcal particles and rotational ellipsoidsJ 
values are given in the "Second Report" at p. 148 and pp. 151-153. Values for oblate 
rotational ellipsoids have been given in a paper in these Proceedings 43, p. 314, 1940; 
values for some model systems consisting of a few rigidly connected spheres of equal 
radius ibidem pp. 425, 645. 
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Adding together both stress systems, we obtain the effective stresses, which conse­
quently will be related to the rates of dilatation by the formulae: 

(7) 

Hence the effective coefficient of viscosity of the suspension is given by: 

t}eEf. = t} (1 + nk) . (8) 

In all calculations referring to the motion of the suspension in bulk this effective coeffjcient 
of viscosity must be used. 

When it is assumed that between the particles there act neither repulsive nor attractive 
forces, so that in all elements of volume surrounding the particIe A mentioned above 
there is an equal probability of fjnding other particles, it se ems legitimate to use the same 
effective coefficient also in calculating the mean fjeld of flow, produced by the motion of 
the particIe A under the gravitational force acting upon it. Consequently 'leEf. also will 
appear in the resistance formula for the particIe A . 

In such cases where repulsive forces are present it seems probable that in the resistance 
formula a viscosity coefficient must be used which is intermediate between 'leEf. as 
defjned by (8) and '1 itself. This likewise is a point to which we shalJ return afterwards. 

3. In the preceding section we had assumed that the particIe A should be the only 
one which was subjected to the gravitational force, the other particles being supposed 
tû have the same density as the liquid and following the motion of the latter. When now 
the original density is restored to these other particles, the sedimentation velocity of any 
one of them may be considered as the resultant of: 

a) the direct influence of the gravitational force, calculated with the value 'leEf. for 
the viscosity; 

b) the velocity imparted to the liquid in consequence of the fjelds of flow produced 
by all other sedimenting particles. 

We therefore proceed to the calculation of this latter velocity. For this purpose we 
may fjrst consider the field produced by an arbitrary particIe A; next we can give to this 
particIe all positions which it may take relatively to another particIe B, and calculate 
the mean velocity of the flow produced at the spot of B (more accurate~y over the surface 
of B); finally th is mean velocity must be multiplied by the total number of particles 
present. 

It seems just as weIl possible, however, to follow a slightly different way: after having 
considered the field produced by an arbitrary particIe A, and having found the mean 
velo city over the surface of B, we may give to B all positions which it can take 
relatively to A. the latter being kept at a fixed position. In this manner we find the 
average influence of A upon an arbitrary other particIe; if th is influence should prove to be 
independent of the position of A (in case it might depend upon the orientation of A. an 
appropriate mean value should be calculated), we again can multiply the mean velocity 
found in this way by the number of particles present. 

Although due attention will be given to the circumstance that the particIe B cannot 
penetrate into the particIe A, no account will be taken of the fact that two or more 
particles B cannot at the same time be found at the same point of the field, as this would 
lead only to effects of the second order. 

As was mentioned already in the "Second Report" it is necessary, however, to take 
due account of the circumstance that the liquid containing the particles is enclosed in a 
vessel. Every particle drags a certain amount of the liquid along with it, and as th is 
quantity cannot pass through the walls of the vessel (nor through a free surface of the 
liquid, if this should be present) , a return flow must occur. 

It is sufficient to restrict to the consideration of the component of velocity in the 
direction of the 'gravitational force (which may be taken to be that of the x-axis); this 
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component will be denoted by u. We describe the field of flow produced by the particIe 
A by the formuIa: 

F 
u = -8-- 4> (x. g. z; ~. 'YJ. C) 

n 'YJeff. 
(9) 

where F is the force acting upon the particIe A; ~. 1]. I; are the coordinates of the centre 
of A; x. g. z represent an arbitrary point of the field. situated e.g. upon the surface of 
the particIe B. We write r = {(x~r~ + (g_1])2 + (z-I;) . .. + (z - 1;)21"" The function 
ti) satlsfies the equation 3) : 

6.6.4>=0 . (10) 

At the wa lis of the vessel: 

4> = O. (11) 

At the surface of the particIe A the function ti) takes a constant value. which will be 
denoted by tl)o. 

The exact farm of ti) depends both upon the shape. the dimensions and the orientation 
of tbe particIe A. and upon the dimensions of the vessel. In the case of a spherical pat1icle 
of radius a we have. for small values of r : 

(12) 

where X remains finite for r = O. and represents the influence of the walls of the vessel. 
By way of example it may he mentioned that for a spherical particIe situated at the 
centre of a spherical vessel with radius R. large in comparison with a. we should have. 
approximately: 

(13) 

terms of the order a2 /R3 being neglected. 
In this case the value of ti) at the surface of the particIe becomes: 

4>0 = 4/3a - 3/R . (14) 

In the cases to be considered here. however. the influence of the term denoted by X is 
cf importance only in integrals extended over the whole space taken in by the system. 
such as occur in the deduction of eq. (19) below and in that of eq. (22). In consequence 
of the large value of the ratio of the dimensions of the vessel to those of the particles X 

generally can be neglected in calculations referring to the surface of the particIe or to its 

3) The relations (10) and (11) immediately follow from the equations of motion. 
which upon neglecting the inertia terms take the farm: 

op/ox = 'YJ 6. u; Op/og = 'YJ 6. v; Op/az = 'YJ 6. w; 
with 

ou/ox + ov/og + ow/oz = o. 
Hence we have: 

6.p = o. 6. 6. u = O. e~c. 

At the walls of the vessel u = v = w = O. 
The influence of OSEEN's correction of STOKES ' formula. if necessary. can be assumed 

to have been taken up in tlle term denoted by X in eq. (12) ; it does not affect the farm 
of ti) for small values of r. 
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immediate neighbourhood. Hence for spherical particles we may write. with sufficient 
approxiination for our purpose: 

«Po = 4/3a (Ha) 

of. In order to find the influence of this field upon the particIe B we calculate the 
mean value of the velocity over the surface of B. This procedure in many cases is 
sufficientIy accurate for obtaining the influence of A upon B; in the case of spherical 
particles the error remains small even when the two spheres are in contact 4). 

The mean value of q, over the surface S of the particIe B is defined by the integral: 

(118).f1' d8 «P. ( 15) 

If we assume that the particIe B may take all orientations in space with equal probability. 
we must determine the mean value of this integral for these orientations. For this purpose 
we consider a definite element dS of the surface. situated at a distance 1'1 from the 
centre of the particIe. Taking the average value for all orientations of the particIe. the 
contribution by this element to the desired mean value will be: 

(16) 

where q, c is the value of q, at the centre of the particIe B. As 6.6. q, = O. we may restrict 
th is development to the first and the second terms. Hence the mean value (to be denoted 
by tP m) of q, over the surface of the particIe B. for all orientations of the latter. becomes: 

where ro<J. represents the mean value of 1'12 over the surface S (radius of gyration of S 
with respect to the centre). 

In the case of a sphere of radius a we have: 1'0 = a. 

4) In the case of two spheres. both of radius a. in an unlimited field. the application 
of formula (17) of the text below gives: 

where cos {} = (x - ~)lr. When both spheres are acted upon by a force F in the same 
direction. the velocity acquired byeach sphere is given by: 

A few values of the factor m = I + 3 a q, m/4.. for the case {} = O. are collected in the 
following tabIe. together with those of 1/m and values of a coefficient J.. calculated with 
the aid of more precise methods by other authors: 

ria m I/m J. 

4.704. 1.309 0.764 0.768 
3.086 1.4.52 0.689 0.702 
2.256 1.577 0.634. 0.663 
2 1.625 0.616 0.645 

Compare: C. W . OSEEN. Hydrodynamik (Leipzig 1927). p. 162. 
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S. We now must calculate the mean value of rf> m for all positions of the particIe B 
with respect to A. Provisiona1ly we assume that the orientation in space of A is kept 
unchanged. The space around A will be divided into three regions: 
(I) a layer G· of thickness r max along the walls of the vessel; 
(11) the region C· between a spherical surface C with radius 2r max around the centre 

of the particIe A and the surface S of the latter; 
(111) the remaining space, to be denoted by G, between the layer along the wall and the 

spherical surface C. 
Here f max will denote the maximum value of the distance fl of any element dS of the 
surface S from the centre of the particIe. It is only when the centre of the particIe B 
is situated in G, that free rotation, both of A and of B, is possible, so that we may apply 
.the assumption of equal probability of all spatial orientations. 

In the layer along the wall rf> will be at most of the order r max R-2, if R is a measure 
for the dimensions of the vessel. 

The contribution by the region G to the mean value sought, and those by the regions 
C· and G" (in which regions the geometrical relations are far more complicated) must be 
treated separately. 

In the case of spherical particles where r max is equal to the radius a of the particIe, 
no partic1e can have its centre in the regions C· and G* . The contributions of these 
regions th en wholly disappear. 

6. The contribution by the region G is given by: 

(1/D)i i i dxdydz <Pm= ~ 

= (lID) (i i i dxdydz <Pc + ! r02 JJ i dxdydz 6. <p) ~. 
(18) 

Q being the volume of the vessel. 
Now it follows from the equation of continuity that for any plane x = const. : 

j jdydZ rf> c = 0, if this plane does not cut the partide A; 
j jdydz rf> c = - rf>o Z, if this plane cuts the particIe A, where Z is the area of the cut, 

while rf>o is the value of rf> at the surface of the particIe, which is equal to the velocity 
of the latter, multiplied by 8 1f 'YJ elf. lP (it is sufficiently accurate here to take the value 
of the velocity uncorrected for the influence of the other particles) . Hence, when the 
integration is extended over the whole region between the surface of the particIe A and 
the walls of the vessel: 

i i i dxdydz <Pc = - <Po s (l9) 

s, as before, being the volume of the particIe. 
When the integration is extended over the region G only, we must exclude the domains 

C* and G*, and obtain: 

i Ir dxdy dz <Pc = - <Po s-i i i dxdy dz <Pc - JIJ dxdydz <Pc (20) 
a C· 0* 

The calculation should be performed for aH orientations of A. In the first term on the 
right hand side we consequently may take rf>o to represent the mean value for all 
orientations. The mean value of the second term for shortness will be written kl r02, that 
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of the third one - k2 ro2 (kl and k2 being numerical coefficients). In this way we have: 

J J J dxdy dz tPe = - tPO s-k1 ro2 + k2 ro2 

a 
Next considering the second integral of the right hand member of (18), we have: 

(21) 

f f f dxdydz 6 tP f f dSe àtP/àn - f f dSc àtP/or. (22) 

a 
where dSe represents an element of the exterior surface of G (i.e. of the waIl of the 
vessel) , and dSC an element of the spherical surface C. Both surface integrals appear to 
give numerical coefficients, to be denoted by ka, - k4 respectively, so that: 

JJJ'dxdy dz 6 tP = k3 + k .. . (23) 

a 
Hence fjnaIly we have : 

f Jf dxdydz <[Jm = - tPo s-kl ro2 + k2 ro2 + i (k3 + k .. ) ro2 • (24) 

a 
7. For spherical particles of radius a , for which problems of orientation do not present 

themselves, we have. with sufficient approximation: 

TO=a; rmax=a; 

tPo = 4/3a from (Ha) 

kt ro2 = 8 n a 2 ~ neglecting terms 

k .. = 16 n/3 ~ depending on x· 
As mentioned before, in th is case there are no contributions from the regions C * and G* , 
so that eq. (24), after division by Q, ought to give the mean value required. 

There remains, however, to be found the va lues of the quantities k2 and ka. OriginaIly, 
in preparing the paper. I had assumed that these quantities, both of which appear to be 
dependent on the value of aplon at the waIls of the vesseI. would disappear automaticaIly, 
in consequence of amistaken application of a boundary condition. Upon reviewing the 
matter it appeared that in certain cases they are different from zero. It may be that when 
their mean value is taken for aIl possible positions of the particIe A, this mean value will 
di sappe ar, but as yet I have not succeeded in proving this. This makes it impossible at 
th is moment to arrive at numerical results. I hope to be able to return to th is point in a 
continuation of this paper, the more so as some remarks still must be made concerning the 
questions of the hydrostatic pressure and of the effective viscosity of the fluid. Further it 
must be considered whether the magnitude of the "viscosity effect" and the effect due to 
the flow of the liquid are affected when not all positions of a particIe B with respect to A 
are equaIly probable, e.g. in consequence of repulsive forces acting between the particles. 
To a certain extent formulae can be derived which throw some light upon these latter 
problems. 

(To be continued.) 



Mathematica. - Zur projektiven Differentialgeometrie der Regelflächen im Ri. (Sechste 
Mitteilung.) Von R. WEITZENBÖCK und W. J. Bos. 

(Communicated at the meeting of October 25, 1941.) 

Einleitung. Im Anschlusse an die vorhergehenden Mitteilungen untersuchen wir hier 
die algebraischen Regelflächen F22 und F23 im Ri. Im besonderen wird sich die gewöhn­
Uche Darstellung der Regelfläche F23 ergeben. wobei eine Gerade auf einen Kegelschnitt 
projektiv bezogen wird. 

§ 19. 

Bei einer Regelfläche F22 zweiten Grades haben wir für die Erzeugenden: 

Oik = Pik + t. aik + t t2 
• qik 

Lk = aik + t. qik 

2ik = qik 

3ik =0 

und aus M'oo- 0 {t) ergibt sich: 

M~p=O 

M~a=O 

M~q +M~a=O 

M~q=O 

M~q=O 

I 
\ 

(190) 

(191) 

Aus (190) folgt: M'22 = 0, also (Gleichung (21» gilt H _ 0; d.h. F22 liegt wenigstens 
in einem R3 : v'. Nach (191) sind Pik und q/k die Koordinaten von Geraden. die nach 
(90) den Erzeugenden t = 0 und t = 00 entsprechen. Man hat also: 

und v' ist auch der Brennraum des Ebenenkomplexes ai k . (191) 
Die am Schluss der ersten Mitteilung gegebene Klassifikation ergibt wegen 

Schneiden sich die Geraden Pik und q ik nicht, so ist F22 eine nichtausgeartete drei­
dimensionale Quadrik. 

Schneiden sich dagegen Pik und qik' so ist M'02 = 0, also F22 abwickelbar. Nach 
(191) ist dann auch aik eine Gerade, die Pik und qik trifft. 

Dies gibt die Möglichkeiten: 
1. aik geht nicht durch den Schnittpunkt 1 von Pik und qik ; dann haben wir. wenn 

die Punkte I , 2 und 3 nicht derselben Geraden angehören: 

Oik = (12)ik + t. (23)ik + t t2 • (13)ik (Kegelschnitt in 123) 
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2. aik geht durch I, liegt aber mit Pik und qik nicht in derselben Ebene: 

Oik = (l2)ik + t. (14)ik + 1 t2 . (l3)ik (Kegel im Raum 1234) 

3. aik = Pik + aqik = (12)ik + a (13)ik: 

Oik = (12)ik (1 + t) + (13)ik (a t + t t2) (Geradenbüschel). 

§ 20. 

Bei einer algebraischen Regelfläche F23 vom Grade 3 haben wir den Ansatz: 

Hieraus: 

1 ik = aik + t. bik + t t2 
• qik 

2ik = bik + t. qik 

3ik =qik 

4ik=O 

Aus M'oo = O{t} folgen die Gleichungen: 

Damit erhalten wir: 

Wegen 

M~p=O 

Mda +M~b=O 

M~q+3Mdb=O 

3 Mbb + 4 Mdq = 0 

M~b=O 

erhält man für den Heftpunkt H : 

M;'=Oi 

M;q=J" 

(Hu') = L: Oik (u' Ml2)ik = L: aik (u', b2 b]2)ik = 

(192) 

(193) 

· (194) 

· (195) 

= (pu') (pb 2 b1
2
) + t. (au') (ab2 bI 2) + t t2 (bu') (bb l

2 b22
) + t t3 (qu') (qb2 bI2

). 

Hier gibt beim dritten Term (bb1
2b22 ) Null. Beim vierten wird: 

(qb2 b1
2 ) = - ~ (qa2 q12 ), also auch Null; sodass wir haben: 

(Hu') = (pu:) (pb2 ~12) +., t (au') ~ab2 bl~) = l. 
= (pu ) (pMbb ) + :t t . (qu ) (qMaa) ~ 

· (196) 

Wir betrachten zuerst die allgemeine Fläche H:I= o. M' 02:1=0 (vgl. den Schluss der 
ers ten Mitteilung) . 

Die Punkte H erfüllen in diesem Falie eine Gerade L. welche die beiden, den Para­
meterwerten t = 0 und t = 00 entsprechenden Heftpunkte verbindet: 

(lu') = (pu') (pMbb) = a und (2u') = (qu') (qM~a). . (197) 
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Wählen wir jetzt auf Pik einen von 1 verschiedenen Punkt 3. auf qik einen von 2 ver­
schiedenen Punkt i. dann können wir durch diese Punkte 3 und i und die Erzeugende 

(t =f 0) 

den Ra mit der Gleichung 

(Xt 2 34) = O. (198) 

legen. Dieser Ra schneidet die Erzeugende Dik von (192) in dem Punkte: 

(u' P) = (Ot2 34) (Ou') = 0 . (199) 

Setzt man hier die Ausdrücke für Dik und rik ein. so wird (u'P) vom dritten Grade in t. 
Da aber (u' P) für t = r verschwindet. lässt sich (u' P) durch (t - r) teilen und es bleibt 
ein in t quadratischer Ausdruck. ' 

Dies heisst geometrisch: der Ra (198) schneidet die F23 längs der Erzeugenden rik und 
in einem Kegelschnitt. dessen Punk te durch die Erzeugenden Dik projektiv auf die der 
Geraden L bezogen sind. 

Dies führt zu folgendem Ansatz: Wir wählen zwei Punkte 1 und 2. ihre Verbindungs­
linie sei die "Leitgerade" L. Weiter wählen wir einen Kegelschnitt K. in der Ebene 345 
der drei Punkte 3. 4 und 5. in der Gestalt: 

(K) z=3+t.5+t2 .4 ... (200) 

Hierbei soli die Determinante (12345) * ° sein. Die Punkte K werden dann mit Hilfe des 
Parameters t auf die Punkte 

(L) y=I+t.2 (201) 

der Leitgeraden L projektiv bezogen. sodass ein allgemeiner Punkt der F23 durch die zwei 
Parameter t und J. dargestellt wird in der Gesta1t: 

x = y + À.z = 1 + t . 2 + 1 (3 + t. 5 + t2 
• 4) 

Bei dieser Darstellung von F23 erhalten wir für die Erzeugenden 0ik(t): 

Hieraus folgen: 

1 ik = [(15b + (23b] + 2 t . [(14)ik + (25b] + 3 t2 
• (24)ik 

21k = 2 [(14) + (25)ik] + 6 t . (24)ik 

3ik =6(24b 

und die Gleichungen (194) sind erfüllt. 
Für M' 02 und Herhalten wir jetzt: 

(x Md2) = - 2 (x 1235)-4 t (x 1234) + 2 t2 (x 1245) 

(H u') = - 4 (12345) [(1 u') + t. (2 u')] 

§ 21. 

(202) 

(204) 

(205) 

Die Regelflächen F23 dritter Ordnung im R4 sind in der Litteratur ausführlich behandelt. 

Die verschiedenen Typen der rationalen F;' im Rm+l erhält man wie folgt: Man wählf 
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im Rm+1 einen Rp und einen dazu windschiefen Rm_p.(P= 1.2,3 ... [ -; ]) . Im Rp 

resp. Rm_p wählt man eine rationale Kurve Cf resp. Cr;z-p, die projektiv aufeinander 

bezogen werden. Die Verbindungslinien liefern dann die Erzeugenden der F~ im Rm+1 I). 

Bei m = 3 erhalten wir Cll = Leitgerade L, C 12 = Kegelschnitt K, und damit die im 
vorigen § beschriebene Konstruktion der F23. 

Wir führen in Kürze die wichtigsten projektiven Eigenschaften der allgemeinen F23 

an 2). 

F23 enthä1t neben der Leitlinie L p. = 0) und den Erzeugenden 0ik (t) (t = const.) 
keine Geraden. Wäre nämlich M eine solche so müsste der R3 (L, M) die ganze Fläche 
enthalten. 

Die Gleichung der F23 in Linienkordinaten bekommen wir wie folgt. Sei x}.t (202) 
ein allgemeiner Punkt der F2:l, dann ist die Gleichung der Ebene 12xi.t : 

Ebenso: 

! (p2 12 Xi_tl - (p2 123) + (p2 125) t + (p2 124) t2 = O. 

(p2 13 x i.t) - (p2 123) + (p2 135)). + (p2 134)). t = 0 

(p2 24 Xi.t) _ (p2 124) - (P2 234) À + (p2 245) À t = 0 

(P2 34 xu) - (p2 134) + (p2 234) t + (p2 345) À t = 0 

Wir multiplizieren die zwei te und dritte dieser Gleichungen mit t, und drücken mit 
Hilfe der vierten Gleichung ). t aus in t. 

Elimination gibt dann die Gleichung der F23 in Linienkoordinaten: 

(p 2 123) 

(p2 135) 

(p2 134) 

(p2 125) 

(p2 134) - (p2 235) 

(p2 145) + (p2 234) 

(p2 124) 

(P2234) = 0 

(p2 245) 

(206) 

Diese Gleichung ist also vom dritten Grade in Pik' wie auch geometrisch zu erwarten war. 
Denn durch einen Punkt gehen im allgemeinen 3 Treffgeraden der F23 die in einer 
Ebene liegen. 

Eine Ebene w3 schneidet die F23 nämlich im allgemeinen in drei Punkten. Die zuge­
horigen drei Erzeugenden ergeben sich nach (203) aus der Gleichung: 

(w3 12) + t. [(w 3 15) + (w 3 23)] + t2
• [(w 3 25) + (w3 14)] + t3 

• (w 3 24) = O. (207) 

Die Diskriminante R(wijk) dieser kubischen Form wird vom Grade vier in den Ebenen­
koordinaten Wijk; R(Wijk) = 0 kann also als Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinaten 
angesehen werden. 

Geometrisch kann man sagen: Ein Raum R3 durch eine Gerade N schneidet die F23 im 
aLlgemeinen in einer rationalen Kurve C1

3. (Siehe unten, GI. (210) . Die Tangentenf1äche 
dieser Kurve ist von vierter Ordnung. Es gibt also im Raume R3 vier Tangenten der 

1) C. SEGRE, Atti Torino 19, 355 (1884) ; und Math. Ann. 30, 203-226 (1887); 
34, 1-25 (1889); W. L. EDGE, The theory of ruled surfaces. Cambridge. 1931, section 
111; E. BERTINI, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, Pisa, 285-327 
(1907) . 

2) V gl. neben den genannten Arbeiten von Segre und Edge (S. 36---42) auch : 
G. VERONESE, Math. Ann. 19, 229-232 (1882); und besonders O . BOTTEMA. Proc. 
Ned. Akad. v. Wetenseh .. Amsterdam, 43, 1282-1287 (1940). 
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Kurve Cl 3 die N schneiden, und also auch vier Tangentenebenen der Fläche F23 durch N 
in einem R3. 

Die Schnittfigur von w3 mit der Fläche kann sein: drel getrennte nicht auE elner 
Geraden liegende Punkte, ein doppelt zu zählender und ein elnEacher Punkt, ein dreifach 
zu zählender Punkt, eine Gerade (L), eine Erzeugende und ein Punkt, zwei sich schnei­
den de Geraden (L und eine Erzeugende). ein Kegelschnitt. 

AuE der F23 liegen 00 2 Kegelschnitte K, die in Flächenparametern (t, ).) durch 

1 
T =at+ b (208) 

definiert werden. !;iind a und b gegeben, 50 werden die Koordinaten der Punkte des zuge­
hörigen Kegelschnittes nach (202): 

. (! X = (1 + t . 2) (a . t + b) + (3 + t . S + t2 • i) = 
= (b . 1 + 3) + t. (a . 1 + b. 2 + S) + t2

• (a . 2 + i). 
Hieraus ergibt sich leicht: K schneidet jede Erzeugende in einem und nur einem Punkte; 

K kann bestimmt werden durch zwei Punkte der F23, die nicht auf der Leitlinie und nicht 
auf denselben Erzeugenden liegen. Zwei Kegelschnitte Kl (albi) und K2(a2~) haben nur 
einen Punkt gemeinsam. Durch einen gegebenen Punkt (to, ).0) auE F23 geht ein BüscheJ 
von Kegelschnitten K, das durch 

(!x=a(t-to}{l +t.2)+ [1
0 

(1 +t.2)+(3+t.S+t2.i)J 

=aKI+K2 

dargesteIlt werden kann. Dabei zerfäIlt also Kl in die Erzeugende t = to und die 
Leitlinie L. 

Ein R3 (v') schneidet die F23 in einer rationalen CIS die in Flächenparametern durch 

'+ ' À-- VI V2· t 
- V3 + Vs • t + v~ . t 2 (209) 

Eestgehalten werden kann. 
CIa kann zerfal\en: in eine Erzeugende und einen Kegelschnitt, In zwei getrennte 

Erzeugende und die Leitlinie L, und schliesslich in elne doppelt zu zählende Erzeugende 
und L. 

Die CIa ist gegeben dureh: 

(! x= (1 + t. 2) (V3 + t. Vs + t2. v~)-(3 + t. S + f. i) (vi + t. v;). (210) 

Die rationale Kurve CIa kann nur einen Doppelpunkt haben wenn sie zerfäIlt und also 
wenigstens elne Erzeugende enthält. 

Die Gleichung aIler Räume u', in welchen eine Erzeugende 0ik (t) der F 2a liegt, ist also 
auch die Gleichung der F23 in Raumkoordlnaten. 

Der R3 u' enthält 0ik (t) wenn: 

OU' Ov' _ 0 Iv'l. 
Mit einem HilEpunkte y und (203) bekommen wir die Elimlnationsglelchung: 

(lu' ).,-311, Iv" 1u' SV,-SII' Iv' + 2a·Jv,-3u! 2v,.la·iv,-4".1 .. , + 
+ 2u' Sp,-Su' 2v" 211, iv,-iu' 2v" y~,) _ O. 
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Dies gibt 15 Terme die wir so zusammenfassen 

(lu' l u' 1u,-lu' 2u' 5u' + 2u' 2u' 3u') [(2315 y) l u,-(1315 y) 2u' + 
+ (1215 y) 3u,-(1235 y) 1u' + (1231 y) 5u'] 

und die zwei Terme 

(1231 y) 3 11 , 2u' 1 u' 111 , - (1231 y) 1 u' 3u' 1u' 211 , 

die Null ergeben. 
Hieraus erhält man die Gleichung der F23 in Raumkoordinaten u': 

(211a) 

Die Gleichung ist also vom dritten Grade in u'. Geometrisch: Eine aIIgemeine Ebene 
schneidet die F23 in drei Punkten; jedes Paar dieser Punkte bestimmt einen Kegelschnitt 
auf F23 und also einen Raum R3. 

Durch eine Ebene gibt es infolgedessen drei Räume. welche die F23 in einer ausgearteten 
Kurve CIa schneiden. 

Mit Hilfe der Gleichung (203) rechnet man leicht nach. dass auch die Differentialkon­
travariante 

(02 1 2 3) 1 u' 2u' 311 , = 0 (211b) 

die F23 in Raumkoordinaten darstellt. 
Wir bemerken weiter noch: 
Die F23 ist durch 18 Konstanten bestimmt und gestattet 00 0 projektive Transformationen 

in sich. Geometrisch kann die F23 gegeben werden durch 4 Geraden, die eine gemeinsame 
Transversale besitzen. 



Mathematics. - Une propriété des variétés de VERONESE. Par LUCIEN GODEAUX. 
(Communicated by Prof. W. VAN DER WOUDE.) 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

Appelons variété de VERONESE à n dimensions la variété obtenue en rapportant pro­
jectivement les hyperquadriques d'un espace linéaire à n dimensions aux hyperplans d'un 
espace Iinéaire à t n (n + 3) dimensions. Pour n = 2. on obtient la surface de VERONESE. 
On peut obtenir les propriétés d'une variété de VERONESE en généralisant la méthode 
suivie dans Ie cas d'une surface 1) . Dans cette note. nous nous proposons d'obtenir quel­
ques propriétés de cette variété par une autre voie. Nous utilisons la variété de SEGRE 
représentant les couples de points de deux espaces lioéaires à n dimensions 2) ; cette 
variété contient une involution du second ordre représentée par la variété des cordes de 
la variété de VERONESE à n dimensions. C'est sur cette remarque qu'est basée la méthode 
suivie. 

1. Soient Sn un espace linéaire à n dimensions. y. z deux de ses points. YO. Yl •. .. • Yn 
et ZO. Zl • . ..• zn leurs coordonnées projectives homogènes. Désignons par V 2n la variété 
de SEORE représentant les couples ordonnés y . z et par D2n la variété représentant les 
couples non ordonnés y . z. 

Nous prendrons comme modèle projectif de la variété V 2n la variété d'ordre 

(2n)! : (n!)2=(2:) appartenant à l'espace linéaire Sr à r = n(n+2) dimensions. 

obtenue en posant 

e X ik = Yi Zk. (i. k = O. 1. 2 •...• n) 

et en interprétant les X ik comme les coordonnées projectives d'un point X de cet espace. 
Pour modèle projectif de la variété D2n • no us prendrons la variété appartenant à 

l'espace S e à (! = t n(n + 3) dimensions. obtenue en posant 

e Y i k = Yt Zk + Yk Zi 

et en prenant les Y ik comme coordonnées projectives d'un -point Y de cet espace. 
Les équations de la variété V2n s'obtiennent en écrivant que Ie déterminant 

est de caractéristique un; celles de la variété Q 2n en écrivant que Ie déterminant 
symétrique 

I Y tk I 
est de caractéristique deux. 

Considérons. dans l'espace Sr. l'homographie H d'équations 

eXlk=Xki . 

Cette homographie est harmonique et ses axes ponctuels sont 
a) Un espace linéaire a à (! dimensions. représenté par les équations 

Xik=Xki . 

1) Voir par exemple: E. BERTINI./ntroduzione al/a Geometria proiettiva degii iperspazi 
(Pisa. Spoerri. 1907) . 

2) C. SEORE. Sul/e varietà che rappresentano Ie coppie di punti di due piani 0 spazi 
(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. 1891. pp. 192-2(4) . 
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Cet espace coupe V 2n suivant une variété U dont les équations s'obtiennent en écrivant 
que Ie déterminant symétrique I X i k I est de caractéristique un, Cette variété est obtenue 
en rapportant projectivement aux hyperplans de a les hyperquadriques d'un espace 
Iinéaire à n dimensions, Pour cette raison, nous J'appellerons la variété de VERONESE 
à n dimensions. L'ordre de la variété U est égal à 2n. 

b) Un espace Iinéaire 0' à :t (n -I) (n + 2) dimensions, d'équations 

Cet axe ne rencontre pas la variété V 2n . 

La variété V 2n est transformée en elle-même par J'homographie H et celle-ci engendre 
donc, sur cette variété, une involution 12, d'ordre deux, dont les points unis forment la 
variété de VERONESE U. 

2. Les hyperplans ~ passant par J'axe 0' de H sont unis pour cette homographie et 
découpent, sur V 2n' un système Iinéaire I F', de variétés à 2 n - 1 dimensions, de dimen­
sion (!, appartenant à J'involution 12. Pour obtenir une variété image de cette involution, 
rapportons projectivement les variétés F aux hyperplans de J'espace Se' à (! dimensions. 

L'équation des hyperplans g étant 

iI suffit de poser 

On obtient donc ainsi les équations de la variété D2n . On voit en effet immédiatement 
que si, dans un déterminant tiré de I Y ikl en effaçant n - 2 lignes et n - 2 colonnes, on 

remplace Y i k par X i k + X k i' ce déterminant se ramène à une somme de déterminants 
identiquement mils en raison des équations de V 2n' 

O'ailleurs, on passe des équations de V Zn à celles de D2n en considérant J'identité 
(! Yi = zi ' qui fait correspondre au couple ordonné y z, Ie couple ordonné z y. L'identité 
donne d'ailleurs les équations de J'homographie H et inverse ment, on déduit des équations 

de cette homographie (! y i = Z i' 

Les variétés tP, qui correspondent sur D2n aux variétés F, sont les sections hyper-

planes de D 2n; elles forment un système de degré :t (2:) = (; -=-/ ) . 
A la variété U de V 2n , caractérisée par X ik = X ki , correspond sur D2n la variété 

de diramation D, dont les équations s'obtiennent en écrivant que Ie déterminant I Y ik I 
est de caractéristique un. La variété D est donc une variété de VERONESE à n dimensions; 
elle est double pour la variété D2n . 

3. Envisageons maintenant les hyperplans ~' de Sr passant par J'axe a de J'homo­
graphie H; ils ont pour équation 

L)Àik(Xik-Xki)=O. (i<k) 

et découpent sur V 2n des variétés F' à 2 n - 1 dimensions, formant un système Iinéaire 
de dimension :t (n - 1) (n + 2). appartenant à J'involution h Oésignons par tP' les 
variétés qui correspondent sur D2n aux variétés F'. 

Pour obtenir J'équation des variétés tP', élevons les deux membres de J'équation précé­
dente au carré; nous obtenons 

ce qui s' écrit 

Proc. Ned. Akad. V. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 68 
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Cette équation représente une hyperquadrique de Se' passant par la variété de 
VERONESE D. Lorsque les coeHicients l varient, cette hyperquadrique engendre un 
système continu ~, de dimension t (n - I) (n + 2) et d'indlce 2i(n-I)(n+2) . Ces hyper­
quadriques découpent sur D2n les variétés q,'. 

Soit F une section hyperplane quelconque de V 2n' A cette variété correspond sur 

D2n une variété ifj qui correspond également à la section hyperplane que H fait cor­

respondre à F. Lorsque j:ï varie sur V 2n' ~ engendre un système continu rationnel. dont 

les éléments sont par conséquent contenus totalement dans un système linéaire I ifjl. Aux 

variétés de ce système correspondent sur V 2n des variétés appartenant au système I 2 FI. 
Faisons varier Ei d'une manière continue dans Ie système I Ei I des sections hyperplanes 

de V 2n en la faisant tendre vers une variété P découpée par un hyperplan passant par 

l'axe 0' de H. La variété ifj varie d'une manière continue dans I ~ I et tend vers une section 
hyperplane q, de D 2n' comptée deux fois . On a donc 

Faisons maintenant varier F d'une manière continue en la faisant tendre vers une variété 

P' découpée par un hyperplan passant par l'axe 0 de H . La variété correspondante (j) 
tend vers une variété q,' augmentée de la variété à 2 n - I dimensions formée par les 
points infiniment voisins de D, situés sur D2n • On a donc 

1 ti> 1 = 1 2 tI>' + D 1 = 1 2 ti> I· 

11 en résulte que les variétés q, sont découpées sur D2n par les hyperquadriques de Se 
et que Ie long de chaque variété q,', iJ ,y a une hyperquadrique de ~ touchant D2n en 

chaque point d'intersection. Les variétés q,' sont par suite d'ordre t (2:) . 
La variété D2n est ['enveloppe du système~, ayant pour base la variété de VERONESE D . 

i. A chaque point Y de Se' faisons correspondre dans Sn l'hyperquadrique enveloppe 
d 'équation 

Cette correspondance est projective. 
Aux points de D2n correspondent les hyperquadriques n - I fois spécialisées, c'est-à­

dire dégénérées en deux gerbes d'hyperplans. Aux points de D correspondent les hyper­
quadriques n fois spécialisées, c'est-à-dire dégénérées en deux gerbes d'hyperplans super­
posées. 

Considérons deux points Y', Y " de la variété D et soimt y', y" les centres des gerbes 
d'hyperplans correspondantes dans Sn' Aux points de la droite Y' Y" correspondent dans 
Sn les hyperquadriques 

Toutes les hyperquadrique~ de ce système sont n - I fois spécialisées; chacune d'elles 
dégénère en deux gerbes d 'hyperplans dont les sommets forment un couple d'une involution 
appartenant à la droite y' y ". Les points doubles de cette involution correspondent aux 
deux points d'appui Y', Y" de la droite Y' Y" sur la variété D. 

En particulier, lorsque Ie point Y " tend vers Y' sur D, c'est-à-dire lorsqu'il s'agit d 'une 
droite tangente en Y ' à la variété D, aux points de cette droite correspondent dans Sn 
les couples de points d'une involution parabolique sur une droite , c'est-à-dire les couples 
de points d'une droite dont run, y', est fixe. 

Les cordes de la variété D sont, d'après ceci, sltuées dans la variété D2n . 
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5. La variété V 2n contient deux séries oon d'espaces à n dimensions. Un esp ace TJ de 
la première série est Ie lieu des points de la variété qui représentent les couples de points 
de Sn dont Ie premier. y. est fixe. Un espace t; de la seconde série représente les couples 
de points dont Ie second. z. est fixe. Deux espaces de la même série ne se rencontrent 
pas; un espace TJ et un espace t; ont en commun un point. 

A un espace TJ , I'homographie H fait correspondre un espace t; et réciproquement. Le 
point commun à ces deux espaces se trouve sur la variété unie U. 

Les équations de J'espace TJ associé au point y sont 

X OI Xli X ki X ni -.- ... - - ... -

Yo YI Yk Yn 

et celles de J' espace t; associé au point z. 

X iO Xii X ik X in 
- ... - - ... -

Zo ZI Zk Zn 

Si ces deux espaces sont conjugués par rapport à H. on a y = z et à ces deux espaces. 
correspond. sur la variété Q2n' I'espace à n dimensions d'équations 

y~ Ykk -2Yi Yk Yki + y~ Y ii =0. 

On reconnait immédiatement que les droites passant par Ie point Y et appartenant à 
cet espace. sont tangentes à D au point Y. 11 en résulte que 

Aux espaces à n dimensions TJ, t; de V 2n conjugés dans /'homographie H, correspondent 
dans Q2n les espaces à n dimensions tangents à la variété de VERONESE D . 

6. Considérons la variété de SEGRE V' à 2 (n - 1) dimensions. représentant sur V 2n 
les couples de point y. z de deux hyperplans 

!-lo Yo + !-ll Y, + ... + !-ln Yn = O. 
Vo Zo + vI ZI + ... + vn Zn = 0 

de Sn' Cette variété V' est découpée sur V 2n par I'espace linéaire à (n-l) (n+ 1) 
dimensions 

!-lo X o i + !-ll XI i + ... + !-ln X n i = O. 
Vo XiO + VI Xil + ... + Vn X in = O. 

Pour que la variété V' soit transformée en elle-même par I'homographie H. iJ faut et 
ij suffit que I'on ait 

!-lo _ !-ll = ... = !-ln 
Vo vI Vn 

A cette variété correspond alors sur Q2n une variété Q'. située dans I'espace à 

t (n -1) (n + 2) dimensions 

!-lo YOi+!-l1 YIi+ ••. +!-ln Yni=O. 

Considérons la section de la variété de VERONESE D par cet espace. 11 lui correspond 

dans Sn I'hyperplan 

!-lo Xo + !-ll XI + ... + !-ln Xn = O. 
Par conséquent. Ia section considérée est une variété de VERONESE D' à n - 1 

dimensions. Cette variété détermine complètement I'espace linéaire à t (n - 1) (n + 2) 
dimensions. Les cordes de D' étant des cordes de D. appartiennent à Q2n ' L'espace 
Iinéaire déterminé par D' coupe donc Q2n suivant une variété de même construction, 
à 2 (n - 1) dimensions. 

Liège, Ie 28 juin 1941. 

68* 



Math~matics. - Multiplikationstheoreme {ür die Funktion G;"; (z). 
Von C. S. MEIJER. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

§ I. Einleitung. 

Für die BESSELschen Funktionen J~ (z). y~ (z) und K~ (z) geiten be­
kanntIich die sogenannten Multiplikationstheoreme I) 

).-,. J~ ().z) = 1: (l_).2)~ H-zV J~+r(Z) . (I) 
r = O r. 

)."J~ (}.z)= Ï (J.2-I)~(t zV J "-r(Z) . (2) 
r=O r . 

und 

. . (5) 

Verwandte Formeln für die WHITTAKERschen Funktionen Mk,m (z) 
und Wk, m (z) sind von Hernn ARTUR ERDÉL VI gefunden worden; 
ERDÉL VI beweist nämlich 2) 

- m-j -t l.z al r(I+2m)r(t+k+m+r)(I-·W tr -t z 
). e Mk,m(}.z) = r~o rfr(l+2m+r)r(t+k+m) z e Mk+tr,m+tr(Z). (6) 

).k - tl.z M ().) - ~ r(t +k+m+r) (I I)r -t z M ( ) 
e k, m Z - r~o rf r(t +k+m) - T e k+r,m Z (7) 

und 

).ke- tl. z Wk.m(}.z) = r~o :,(! -I} e- t z Wk+r.m(Z) .. . (8) 

In der vorliegenden Note werde ich zeigen, dass die Beziehungen 
(I) , . ..• (8) nur Spezialfälle viel allgemeinerer Formeln sind. leh werde 

nämlich Multiplikationstheoreme ableiten für die Funktion G~';(z), die 
ich auch in einigen anderen Arbeiten 3) betrachtet habe, und ich werde 
zeigen, dass nicht nur die obengegebenen Multiplikationsformeln der 
BE.SSELschen und WHITTAKERschen Funktionen, sondern auch verschie­
dene analog gebauten Relationen zum Vorschein kommen durch Spezia­
lisierung der Multiplikationsformeln der G-Funktion. 

I) Man verg!. WATSON. [10]. 140-142. 
(1) gilt fur alle Werte von l; in (2). (3). (4) und (5) wlrd I l2 - II < I vorausgesetzt. 
2) [3] . Formeln (6. 1). (5. I) und (5. 5); [4]. Formeln (6.3) und (6. I). Siehe auch DHAR. 

[2], Formel (47) und GOLDSTEIN. [5] . Formel (46). 
In (6) Ist l beliebig; (7) und (8) geiten fur !R (l) > t. 
3) [6) . [7] . [8] und [9) . 
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§ 2. Die Multiplikationstheoreme der G.·Funktion. 

Die Funktion G';.; (z) wird definiert durch . 

. (9) 

Hierin wird z =f O. 

o -== n -== p < q. 1 -== m -==q •.. . (10) 

b j-bh nicht ganz (j = 1. .... m; h = 1. ...• m ; j =f h) 

und 

aj-bh =f 1.2.3 •... (j= 1 •...• n; h = 1 •...• m) 

vorausgesetzt; der Stern bedeutet. dass die Zahl 1 +bh - bh im System 
1 + bh - bI' . . .• I + bh - bq gestrichen werden muss. 

Die Funktion G';.'qn (z) ist eine symmet~ische Funktion von bI •...• bm• 
von bm+I •...• bq• von al •...• an und VOD an+I •...• apo Die Para~ 
meter bI •...• bq und al ..... ap können also in vier Klassen verteilt 
werden 1). Jeder Klasse entspricht ein Multiplikationstheorem. 

Erstes Multiplikationstheorem. Ist I À-I I < 1. so gilt 

À-b,G';..:(Àwlal •...• ap)='f (1 ,lrG';.'qn(w l al.···.ap ). (11) 
bI.' ... bq r=O r. r + bI' b2 • •••• bq 

Ist m = 1. so gilt (11) für alle Werte von À. 

Zweites Multiplikationstheorem. 'Ist m < q und I À-I I < 1. 
so gilt 

m n ( I al.···. ap ) oe (À- IV m n ( , al' ...• ap ) À-bq G p:q Àw = E --, - G p:q w . (12) 
bl ..... bq r=O r. ,b ...... bq_l.r+bq 

Drittes Multiplikationstheorem. [st n:=>- 1 und ffi (À) > i. so gilt 

Viertes Multiplikationstheorem. Ist n < p und ffi (À) > i. so gilt 

_ m.n( la ••...• ap) oe 1 (1 )r m.n ( lal •...• ap-Io-r+ap) 
ÀI apGp.q Àw =E - --1 G p.q w l . (14) 

bl ..... bq r=orl À bI ....• bq 

1) Man vergl. auch (21). 
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§ 3. Hilfsformeln. 

Ich werde die folgenden Relationen beweisen: 

- z-bqG' z =Z-I-bqG' z d~ mn( lal ....• ap)~ mn( I al ... ·.ap ) 
dz P.q bi ..... bq P.q bl ..... bq- I.l+bq 

d~ mn(l lal ..... ap)~ . mn(I I-1+al.a2 •...• ap) 
P.q - P.q - z-l+a, G' - ~-_z-2+a, G' -

dz Z bi' " .. bq Z bi .. . .• bq 

d ~ m n(l lal ..... ap)~ m n(l lal . . ..• ap_I.-l+ap) - rl+ap G p:q - = z-2+ap Gp,'q -
dz z bl .. .. . bq z bl .... . bq 

Beim Beweis nehme ich vorläufig an. dass 

m+n-tp-tq > O 
und 

largz l < (m + n- -}p-t q)n . 

(m<q). (16) 

(n =- 1). (17) 

(n < p). (18) 

(19) 

(20) 

ist. Sind diese zwei Bedingungen erfüllt. so besitzt die Funktion G';,'qn (z) 
die Integraldarstellung 5) 

Gm• niP _ _ )=1 )=1 S d ' (21 ) (Ia ..... a) ljO/ir(bj-s)/Ir(l-aj+S) 
p q z b b -2 ' q p Z s. 
. I·· .. · q :nt j=If+1 r(I -bj +s) j=IftI r(aj-s) 

L 

hierin läuft der Integrationsweg L von -00 i + t nach 00 i + t (r ist eine 
beliebige reelIe Zahl) und zwar so. dass die Punk te 

bj. bj + 1. bj + 2 •. " (j= 1 •. . .. m) 

auf der rechten. die Punkte 

aj-I. aj-2. aj-3 .... (j=I. .. . . n) 

hingegen auf der linken Seite von L liegen. 
Aus (21) folgt 

und diese Beziehung ist wegen (21) gleichbedeutend mit (15); Formel 

5) Man verg!. BARN ES. [1]. 65-71. 
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(15) ist also bewiesen für den Fall. dass die Bedingungen (19) und (20) 
erfüllt sind. 

Unter Annahme der Voraussetzungen (19) und (20) liefert man ganz 
analog den Beweis von (16). (17) und (18). 

Es ist leicht einzusehen. auf Grund der Theorie der analytisch en 
Fortsetzung. dass Voraussetzung (20) bei (15). (16). (17) und (18) aus~ 
fallen kann. Ich werde noch zeigen. dass auch Voraussetzung (19) fort~ 

gelassen werden darf. 
Ich betrachte also den Fall mit m + n - t p - t q -c:: O. Wegen (10) 

gilt dann m + n - q < O. somit m + 1 -c:: q. 50 dass die Funktion 

Gm:.~n (z) einen Sinn hat (man vergl. (10)). Die Reduktionsformel 6) 

mn( /al •...• ap) 1 ~. m+ln( ·Ial ..... ap)~ Gp: q z = - . e'" b m + I Gp• q , z e-'" 
bi .... ,bq 2nl bi .... • bq 

~ . m+1 n ( '1 al ..... ap
) ~ -e-'" bm+ 1 Gp,q' zen, 

bi." .. bq 

(22) 

setzt uns nun in stand bei (15). (17) und (18) den Fall mit m + n - t p - ~ q -c:: 0 
aus dem Fall mit m + n - t p - t q > 0 abzuleiten. 

Was (16) anbetrifft. ich werde zunächst zeigen. dass (16) gewiss gilt. 

falls m=q-l ist. Da GZ:~ (z) eine symmetrische Funktion von bi •...• bq 
ist. folgt nämlich aus (15) 

!! ~ z-bq GZ:~ (z I al.···. ap
) t = _ Z-I-b q GZ:~ (z / al.···. ap ). (23) 

dz? bi ..... bq ~ bi ..... bq_I. 1 + bq 

Nun hat man wegen (22). mit m=q-l angewendet. 

Hieraus und aus (23) geht hervor 

-(ze"TI-bqGq.n(ze"il al.···.ap )~=z-l-bqGq-l.n(zl al.· ... ap ) 
p,q bl ..... bq_l.l+bq ~ p,q b l ..... bq_l.l+bq 

wegen (22). mit m = q - 1 und 1 + bq statt bq angewendet. 
Formel (16) ist also bewiesen. falls m=q-l ist. Der Fall mit m < q- 1 

kann wieder mit Hilfe von (22) aus dem Fall mit m = q - 1 abgeleitet 
werden. 

6) Beziehung (22) kann leicht aus (9) abgeleitet werden. 
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Zum Schluss gebe ich noch eine Hilfsformel. die ich in §5 wieder holt 
benutzen werde: 

m.n( lal+1' ..... ap+1')_ T m.n( lal ..... ap) 
G p.q C b b + - C G p.q C b b' 1+1'.·· .. q l' I ..... q 

. (24) 

§ 4. Beweis der MultJplikationstheoreme. 
Die Funktion 

mn( lal ..... ap) 
Z-b1 G ' z P.q b b . . . 

Jt.·., q 
. (25) 

ist für alle Werte von z. z = 0 ausgenommen. eine analytische Funktion 
von z. Auf Grund des T AYLORschen Satzes hat man also. falls I'YJ I < I w l ist. 

mn( lal ..... ap) . oe flr d r ~ mn( lal ..... ap)~ 
(w +'YJ)-b1 G p:q w+'YJ b b = I - [(d )r w-b1 G p:q w b b . 

I ..... q r=O r w I ..... q 
(26) 

Nun folgt aus (15). dass 

~ ~W-bl G m.n (w lal •. .. • ap)~=(_IVW-r-blGm,n(w I al.·· ·.ap ) 
(dwV? p,q bl .... ,bq ~ P.q r+bl.b2 ..... bq 

ist. Für I 'YJ I < ~ w I gilt daher die T AYLORscheReihenentwicklung 

mn( lal .. .. ,ap) oe (-IV'YJrw- r- bl mn( I BI ... ·.ap ) 
(w+'YJ)-b'Gp:q w+'YJ b b = I [ G p:q w +b b b' (27) 

I. • • •• q r=O r r I' 2 ... •• q 

ersetzt man hierin 'YJ durch Àw - W, 50 bekommt man (11). 
Ist m = 1. so jst die Funktion (25) für jedes z. z = 0 nicht ausgenommen. 

eine analytische Funktion von z; Beziehung (27) ist dann gültig für alle 
. Werte von 'YJ. Entwicklung (11) also für alle Werte von À. 

Das erste Multiplikationstheorem ist jetzt bewiesen. Den Beweis des 
zweiten liefert man ganz analog mit Hilfe von (16). 

Das dritte Multiplikationstheorem kann aus (17) abgeleitet werden. 
Genau so wie (26) findet man nämlich. falls I 'YJ I < I z l ist •. 

(z+'YJ) - l+a, G m.n (_1_1 a. , . . .• ap) = 1: 'YJr ~.~ z-l+a1 G m.n (~I BI' ... . ap) ~ 
P.q z+'YJ bl ..... bf/ r=or/(dzV? P.q Z bl •...• bq~· 

Aus (17) ergibt sich aber. falls n ==- 1 ist, 

-- Z-I+al G' - ~ =(-IV z-I-r+a, G' -d r ~ - mn(lIBI' .... ap)i mn(ll-r+BI.a2 •.. . • BP) 
(dzV P.q , z bl ..... bq ~ P.q z bl, .... bq . 

Für I 'YJ I < I z I gilt daher 

m n ( 1 lal .... . ap·) oe (~IV'YJr z-I-r+a, m n'( 1 l-r+al.B2 .... ,ap) 
(z + 'YJ)-I+a, G p:q -- = I , G p:q -:- . (28) 

z + 'YJ bi' .... bq r=O r . z bl ... .. bq 

1

1 I 1 I-À Ist I-I < 1. also ffi (1) > t , 50 darf man hierin z = w und 'YJ= 1w 

setzen ; Beziehung (28) geht dann in (13) über. 
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Hiermit ist auch das dritte Multiplikationstheorem bewiesen. Das 
vierte folgt in ähnlicher Wei se aus (18). 

§ 5. Anwendungen. 

leh werde (11), (12), (13) und (14) zunächst auf die WHITTAKERschen 
Funktionen M k . m (z) und W k •m (z) anwenden. Für diese Funktionen gilt 7) 

10(1 I+k) eiZMk,m(Z)=r(1+2m)r(t+k-m)GI:2 z 1 + 1 ' 
2 m'2-m 

(29) 

-Iz _ T(1 + 2m) 1,1 (I I-k ) 
e Mk,m(z)- T(t+k+m) G I ,2 z t+m,t-m ,. (30) 

(31) 

e-iZWk, m(z)=G~:~(zll+I-:_ ).. .. (32) 
2 m, 2 m 

Wendet man nun (11) auf (29) an, so bekommt man 

).-m-Ieilz Mk,m ().z) = T(I + 2m) r(t + k-m) 'f (I-;V G::~ (z I, + 1++ k
l 

). 
r=<l r . 2 m r'2-m 

Aus (24) und (29) folgt aber 

10( I I+k) 10( 1 I+k-ir ) G I: 2 z 1 1 =Zlr G':2 z I 1 I I 
Y + m + r, y-m y +m+2r, y -m-yr 

I lrlzM () 
r(1 +2m+r) T(t+k-m-r) z e k-Ir,m+lr z. 

Für die Funktion el z Mk, m (z) besteht also die Multiplikationsformel 

m i p.z CTJ r(1 + 2m) r(t +k-m)(l-lV Ir Iz ( ) 
).- - e Mk,m().z) = r~rlr(I+2m+r)r(t+k-m-r)z e Mk-Ir,m+ir z. 

Durch analoge Anwendung von (11) auf (30) findet man (6). 
Die entsprechenden Multiplikationsformeln für die Funktion Wk, m (z) 

sind wegen (31) und (32) 

).-m-i li-z W ().) - ~ r(t-k + m + r)(l-lV Ir Iz W ( ) 
e k,m Z - ..:.. Ir(l k+) z e k-Ir,m+lr Z 

r=<l r. 2- m 

und 

CTJ (I-lV 
).-m-i e-P.z Wk,m (h) = ~ -r-/- zi r e-1z Wk+ir,m+ir (z); 

r=<l 

. in diesen beiden Relationen wird I). - I I < I vorausgesetzt. 
Das zweite Multiplikationstheorem ergibt nach Anwendung auf (29) 

und (30) die für I). - I I < I gültigen Beziehungen 

7) Man vergt. [8] , Formeln (58) (59), (60) und (61). 
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1m-t t ' Z M (') ~ r(1 +2m)(l-l)' tr tzM ( ) 
A e' k,m AZ = r~ r! r(1 +2m-r) z e k-tr,m-tr Z 

1m-t -t!.z M (' - ~ r(1+2m)(l-l)' tr -tz M () 
A e k,m AZ) - ~ 'r(I+2 _) Z e k+tr,m-tr Z. 

r=O r . m r 

Die von ERDÉL VI gefundenen Entwicklungen (7) und (8) kommen zum 
Vorsehein. wenn man das dritte Multiplikationstheorem auf (30) bezw. 
das vierte auf (32) anwendet. 

Dureh Anwendung des vierten Multiplikationstheorems auf (29) bezw, 
des dritten auf (31) erhält man 

l-k tl. z M (' ) _ '" r(t +k-m) (.l )r lz M ( ) e k,m AZ - r~o rI I'(t + k-m-r) l -1 e k- r,m Z 

bezw. 

l-k t !.z W (l)= ~ r(t -k+m+r)r(t -k-m+r)(l_ ! )r l z W () . (33) 
e k,m Z r~o d F(t -k+m) r(t -k-m) l e k- r,m Z • 

Diese zwei Relationen geiten für ffi (l) > t : (33) ist neuerdings aueh von 
Herrn S. C. DH AR 8) gefunden worden. 

Für die BESsELsehen Funktionen J v (z) . y ,. (z) und K. (z) gilt bekannt­
lieh 9) 

J ,. (z) = G~: ~ (t z2 1 t " . - t v). . . . . . . (34) 

Yv(z)=(-I)hG~:~(tz2 I tv._t:~-:v \-t) (h=O.±I.±2 .... ) (35) 

und 

K,. (z) = t G~: ~ (t z2 1 t v. - tv). . . . . . (36) 

Die STRuvEsehe Funktion 

2-"-1 Z· +I 
H,.(z)= r(t )r(v+ t ) IF2(1: 't. v + ï :-tz

2
) 

kann folgenderweise in die G-Funktion ausgedrüekt werden : 

11 ( 1 t + t v 
) H. (z) = GI : 3 t Z2 l + 1 l _ 1 • • • • • (37) 

y y v. y v. 2' v 

leh wende nun (12) mit t Z 2 statt w und l 2 statt l auf (37) an: das 
Resultat wird. faUs I l2 - 1 I < 1 ist. 

00 (l2-1)' II( 1 t +~v ) 
l· H. (l z) = I ,GI: 3 t Z2 .1 + .1 1 _l + ' 

r=O r . 2 y V. yV. y V r 

8) DHAR. [2J. Formel (48). 

9) Man verg!. [6J. 16 ; [7J. 206. 
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Nun folgt aus (2i) und (37), dass 

GI'I(I 21 t+t v 
) 1,3 -;rz ~ 1 1 1 2+2 V,yv,-yv+r 

=(tzVG::j(iz211+1 lt\tv~tr 1 +1 )=(tzYH,.-r(z) 
2 2 v-'2 r, yV- 2 r, -2V 2 r 

ist. Für die Funktion H. (z) gilt also, falls /.1.2 - 1 / < 1 ist, 

v _ rrJ (l2_W(tZy 
1 H,. (h) - Z f - H,·- r (z). 

r=O r. 

Formel (2) kann genau so mit Hilfe von (12) aus (34) abgeleitet werden. 
Die Beziehungen (1), (3), (i) und (5) kommen zum Vorschein, wenn man 
das ers te Multiplikationstheorem auf (34), (35) und (36) anwendet. 

Zum Schluss werde kh (11) und (12) noch anwenden auf die LOMMEL­

schen Funktionen 10) S,A." (z) und S,.. v (z). Auch diese Funktionen sind 
Spezialfälle der G-Funktion; man hat nämlich 11) 

. (38) 

und 

2,.-1 3 I ( 1 t + t,u ) 
S,t,v(z)=re t l)r(1 1 +1)GI:3 t-Z2 II I..LI . (39) 2- ,u-"'};v 2-2,u"'};V -2 l "2 l ' ,:! I p;,u 

Wendet man nun (12) mit t- Z2 statt w und 12 statt 1 auf (38) an, 
so bekommt man mit Rücksicht auf (24) 

. 00 r(t+-1-,u+~v)(l2_W 
À.'s!"v(lz)=r~o rtr(t+t;+tv-r) zrs.u_r,v_r(Z) (40) 

Genau so findet man durch Anwendung von (11) auE (39) 

,. 00 r(t-t,u-tv + r) (1-1 2y r 
1 S ..... ".(lz) = Z fr(1 1 1) Z S./f-r,o·-r(z). (41) 

r=O r. P;-2,u-2 V 

Die Beziehungen (40) und (41) geIten für /12 - 1 / < 1. 
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Mathematics. Bin Satz über die sukzessiven Minima bei definiten quadratischen 
Formen. Von ROBERT REMAK. (Communicated by Prof. J. G . VAN DER CORPUT) . 

Es sei 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

n 

Yi = L: eik Xk 
k=1 

(i = 1.2 . . ... n) 

ein System von n Linearformen in n Veränderlichen. Es sei die Determinante 

(1) 

Betrachtet man die Y i als kartesische Koordinaten und lässt man für die x k nur ganze 

rationale Werte zu. so stellen die Yi ein. im allgemeinen schiefwinkliges. Punktgitter im 

n-dimensionalen Raume dar. abs d ist das Volumen des Elementarparalle1epipeds. Es 
bezeichne K einen konvexen Körper vom Volumen V. dessen Mittelpunkt im O-Punkte 
des Koordinatensystems gelegen sei. Der bekannte Satz von MINKOWSKI sagt aus. dass 
K ausser dem O-Punkte weitere Gitterpunkte ent halten muss. wenn 

oder anders formuliert : Es sei K ein konvexer Körper. dessen Mittelpunkt im O-Punkt 
Iiege. Es sei das Volumen V von K beliebig. A. K. wo A. > o. sei der im Verhältnis I : A. 
vom O-Punkte aus ähnlich vergrösserte Körper. dessen Volumen A.n Vist. Für hinreichend 
kleine A. enthält A. K ausser dem O-Punkte keinen anderen Gitterpunkt. Vergrössert man 
A. bis zu dem kleinsten Werte ). •• für den l. K einen weiteren Gitterpunkt enthält. so ist 

(2) 

Diesen Satz hat MINKOWSKI folgendermassen verallgemeinert. Es sei p. der erste 
Gitterpunkt. der durch Vergrösserung auf A.. K erreicht wird. (Natürlich wird gleichzeitig 
der zum O-Punkt 0 diametrale Gitterpunkt - p. erreicht.) Man nehme die Gerade 0 PI 
aus und vergrössere der Körper so lange weiter. bis im Körper A.2 K ein weiterer Gitter­
punkt P2 erreicht wird. Es ist ~:> l.. (l2 =).. ist nicht ausgeschlossen). Dann nehme 
man die Ebene 0 p. P2 aus und bestimme A.3. so dass mit l3 K zum ersten Male einer der 
übrigen Gitterpunkte erreicht wird. bis man n unabhängige Gitterpunkte PI P2 • . . .. Pn 

und n Zahlenwerte 0 < A.I -< A.2 -< . . . -< A.n gefunden hat. Dann beweist MINKOWSKI·) 

(3) 

Da l~ . V:'S l. l2 .. . ln . V . so ist (2) eine Folge von (3). Dagegen sagt (3) mehr aus als (2). 

Eine andere Verschärfung des MINKOWSKlschen Satzes ist folgende. Der konvexe 
Körper K sei speziell die Kuge1 mit dem Radius 1. d .h. das Gebiet 

1) MINKOWSKI. Geometrie der Zahlen. Leipzig 1910. S. 187- 219. 
Diesen Satz hat Herr DA VENPORT einfacher bewiesen: Quarterly Journalof Mathematics. 

Oxford Series 10. (1938) p. 119-121. 
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Dessen Volumen ist bekanntlich 

n 

rt2 
----=xn· 

r( 1 + ~) 
Man bilde aus (1) die quadratische Form 

n n n n 

{(XI' Xl' •••• Xn) = ~ Y7 = ~ (~ Cik Xk)2 = ~ aki Xk XI. (<t) 
i=1 i=1 k=1 k,l 

worin 
n 

aki = ~ Cik Cu· 
i=1 

Oder man schreibe Matrizen. Es sei 

eine Spalte. ebenso Y eine Spalte von Y i . 

C' sei die transponierte Matrix. die aus C durch Vertauschung von Zeilen und Spalten 
entsteht. 

Dann lautet (I) 

y=CX. 
Ferner lautet (i) 

{(X) = Y' Y=X'C'CX=X' AX. 

Ferner ist nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 

I aik I = I A I = I C' C l = I C' 11 C 1 = I C 1
2 = dl > 0 

die Determlnante der quadratisch en Form. 
Ist mI der kleinste Wert, den die quadratische Form f für ganzzahlige Xv annimmt, 

die nicht sämtlich 0 sind, so ist 

Die Kugel mlt dem Radius V mI ist die kleinste Kugel, die einen Gitterpunkt ausser dem 
O·Punkt enthält. Der MINKOWSKlsche Satz sagt aus nach (2), worin V = xn zu setzen !st, 

n 

l~ . V = m;ï . V -== 2n • d. 

oder quadriert 
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Diese Ungleichung ist durch Herrn BLICHPELDT 2) wesentlich verbessert 

leh will im folgenden zeigen, dass man die beiden Verschärfungen des MINKOWSKI­
schen Satzes mit einander kombinieren kann. Zu dem Zwecke sollen die sukzessiven 
Minima der quadratischen Form gebildet werden. Es sei 

Uil' U21' ••• ,Uni· (5) 

ein System ganzer Zahlen, für das die quadratische Form f ihren kleinst möglichen von 
Overschiedenen Wert mi annimmt. Man nehme die Vielfachen von Uil, U21' .• , Uni aus und 

bestimme das Minimum m2 der quadratischen Form unter den übrigen ganzzahligen Werten 
der x v' das für 

U12' U22 • •••• Un2 • (6) 

angenommen werde. Dann nehme man die linearen Verbindungen von (5) und (6) aus. 
bestimme das dritte Minimum und so fort, bis man n Minima bestimmt hat. Man bilde 
die Matrix 

(

Uil' U12 ••••• Uln )' 

U21' un . .... U2n 

...... =U. 

. . . . . . 
Uni. Un2. ' ••• Unn 

in der die Systeme (5) und (6) die erste und zweite Spalte bilden. Wegen der linearen 
Unabhängigkeit der Spalten ist die Determinante 

I UI =t= o. 
Für n:> 4 kann abs I UI> I sein. Das Verfahren liefert also nicht immer ein Elementar­
parallelepiped. leh habe es daher 3) als .. Pseudoreduktion nach sukzessiven Minima" 
bezeichnet. Es möge I U I die Verschränkungsdeterminante heissen. Für diese werde ich 
eine einfache Abschätzung angeben. 

Es sei 

(7) 
das v-te Minimum. Es ist 

(8) 

da mv das Minimum der umfassenderen Menge ist. Dann will ich folgenden Satz beweisen: 

2) BUCHFELDT, Transactions of the American Mathematical Society 15 (1914), 
S. 227-235. REMAK, Math. Zeitschr. 26, (1927), S. 694-699. BUCHFELDT, Math. 
Annalen 101 (1929), S. 605-608. In der letztgenannten Arbeit vergrössert Herr 
BUCHFELDT )' n urn den Zusatzfaktor (1 + g) 2 wor in 

g = .!. ~ _ 1 _ _ (2 _ V2)n+1 (V2 + _1_) ~ . 
!!?n+l 2 n+l ~ 

22 

der für grosse n gegen 1 konvergiert. 
3) REMAK, Ueber die MINKOWSKlsche Reduktion der definiten quadratischen Formen. 

Compositio Mathematica, vol. 5 (1938), S. 368-391. Siehe S. 368. 
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81 sei {ür eine positive Zahl r~ allgemeln [ür alle definiten quadratischen Pormen 

I10n n Veränder/ichen bewiesen, dan 

(9) 

Dann gilt auch (ür alle definiten quadratischen Pormen von n Veränder/icht'n 

(10) 

und 

abs I U I -=: y~-t. 

Die Buchstaben haben hierin die obige Bedeutung. 
FUr r~ kann man die BLlCHPBLDTschen r n und für die kleineren Werte von n die 

genauen Werte, soweit sie bekannt sind, benut zen. 5) 

Be~iJ : Man setze: 

U' AU=A. 

U-IX=X. . 

(12) 

(13) 

FUr X lasse man alle einspaltigen Wertsysteme rationaler Zahlen zu, die sich aus (13) 
ergeben, wenn X ledes belieblge einspaltige ganzzahlige Wertsystem sein darf. Wenn X 

ganzzahlig, ist auch U X ganzzahlig. Also kommen unter den Wertsystemen X in (13) 
auch die Systeme 

U-IUX=X 

d.h. alle ganzzahligen Wertsysteme vor. Es gilt nach (12) für die Determlnante 

(14) 
Man bilde 

{(X) = X' A X = (X' U'-I) (U' A U) (U-I X) = X' A X = ((X), 

Es ist der v-te Koeffizient von r In der Hauptdlagonale mit Rucksicht auf (7) 

n 

ä •• = 1) Ui. alk Uh = {(UI •• U2 •• •••• un.) = m.. . (15) 
i.k=1 

Es ist 

ä, .• = {(i\ = 0; X2 = 0; ... ; x. = ' 1 ; X.+ I = 0; ... Xn = 0). 

Die v-I-dimensionale Ebene der ersten v-I Minima wird bestimmt durch 

4) Nach MlNKOWSKI, l.c. Anm. 1) S. 189 ist im Falie der sukzessiven Minima für 
einen beliebigen konvexen Körper mit Mittelpunkt die Verschränkungsdeterminante, die 
dort N heisst, 

N < n! 

5) - 3 - 1 - 1 - 1 - 3 - 1 - 1 
1'2 = 4; 1'3 ="2; 1'1 = 4; 1'5 = 8; 1'6 = 64; 1'7 = 64; 1'8 = 256' 

Litteratur siehe Diophantische Approximationen. J. F. KOKSMA, Berlin, 1936, S. 24. 
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Es ist al50 

aw=Min[ (16) 

unter der Bedingung. dass 

X "" X v+ 1 •••• X n 

nicht sämtlich 0 sein dürfen. Die für ;:1. ;:2. "';:n zulässigen Wertsysteme werden 

durch (13) bei ganzzahligem X bestimmt. Es ist wegen (15) und (8) 

Man führe in A die Staffelzerlegung aus. Es sei also 

Hierin sei 

worin 

für h > v. 

Es ist 

ferner 

Aus (18) und (19) folgt 

Im folgenden soli eine Hilfsform gebildet werden. Man setze 

bh 
- Vahh' 

= (b~v). 

A * = Il' Jj*. 

Es ist wegen (171 auch [j* eine Staffelmatrix. Es gilt analog (1 8) 

Also ist wegen (20) 

IAï -::l. 

(16a) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

Für X werden diesel ben Werte wie vorher zugelassen. Es soli gezeigt werden. dass. 

wenn nicht sämtliche X v = 0 sind. 

(24) 

6) A ehnliche Schlüsse habe ich bereits I.c. Anm. 3) S. 381 angewandt. 

Proc. N ed. Akad. v . Wetenseh .. Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 69 
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Es sei .s der grösste Index. fur den 

Xs 1=- o .. (25) 

Dann ist analog (i) unter Benutzung von (21). (25). (17). (168). (16) 

(26) 

h=1 h=1 

Da dies fur alle Indizes .s gilt. ist (2i) bewiesen. Zur besseren Uebersicht über (26) mögen 
folgende Bemerkungen dienen. Betrachtet man die h·te Linearform. die im vierten Ausdruck 

n - * -als Basis eines Quadrats auftritt. 1: bhl Xi' so enthält sie wegen (17) nur die Xi mlt 
1=1 

i;;;;;; h. Wegen (25) braucht i nur bis s zu lauEen. Dadurch Eallen aber die letzten Linear­
formen mit h> s weg. da ihre sämtlichen Glieder 0 sind. Diese Betrachtungen geiten 

wegen (21) sowohl in f (X) als in r (KJ. Also darE die nur bis s summierte Doppelsumme 

im drittletzten Ausdruck von (26) gleich r (X) gesetzt werden. 
Man setze 

Also ist 

A*= U,-I A * U-I. (28) 

m* sei das Minimum von r* (X) fur ganzzahlige X. wenn nicht sämtliche Xv = O. Wegen 
(2i) und (27) ist 

Es ist wegen (28) 

I A *1 = I A *1 . I U 1- 2
, 

also nach (9), (29), (22), (li), (15) 

(29) 

r~~ I~:I ~IA*I=IA*I.IU I-2= I_AI.:.IUr2= lAl (30) 
m all' a22' a nn mI' ml ••• mn 

Damit ist (10) bewiesen. 
Ferner folgt aus (30) und (23) 

also 

abs I U I -= ,,~ - t . 

Damit ist auch (11) bewiesen. 



Mathematics. - Stark konvergente EntwickJungen für die vollständigen elliptischen 
Integrale erster und zweiter Art. 11. Von S. C. VAN VEEN. (Communicated by 
Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

§ 2. k liegt in der Nähe von 1. 
HillslOiItz 1: Für ganzes k ~ O.ll-z I < 1.1 arg (l-z) I <::rr ist 

r(a+k). r(b+k). r(a). r(b). F(a. b; a + b+k; z) = 
= r(a+ b +k) kil (-I)n (k-n -1)1 r(a+ n) r(b+n) (1-z)n + 

n=O nl 

+(-1)k I' (a+b+k) i r(a+n)r(b+n) 
n=k nl(n-k)! 

, r'(I-k+n) + r'(l + n) _ r' (a+n) r' (b+n) _[ (1-) ((1- )n 
? r{l-k+n) r(l+n) r(a-!-n) I' (b+n) og z ~ Z 

(Die erste Summe im rechten Gliede = 0 für k = 0.) 

(19) 

Bewas: Im Innern der von z = 1 nach + 00 aufgeschlitzten Ebene gilt. wenn c-a-b 
keine ganze 2ahl oder 0 ist 1 ) 

r(c-a) . r(c-b) . r(a) . r(b) . F (a. b; c; z) = 
= r(c) . r(a). r(b). r(c-a-b) . F (a, b; a+b-c+ 1; l-z) + 

+ r(c) .r(c-a). r(c-b). r(a+b-c).(I-z)c-a-b. F(c-a,c-b; c-a-b+l; l-z) 
Hierin setzen wir 

Dann ist 

r(b+k+C)). r(a+k+<5) . r(a}. r(b). F(a, b; a+b+k+c); z)= \ 
= r(a+b+k+C)). r(a). r(b) . r(k+c5). F(a, b; l-k-c5; l-z) + (20) 
+ r(a+b+k+c5). r(b+k+C)). r(a+k+c5). r(-k-d).(I-z)k+O . 

. F (b+k+c), a+k+c); 1 +k+d; l-z). 
Wegen 

11-zl<1 
geht (20) über in 

r(b+k+c5). r(a+k+c5). r(a). r(b). F(a, b; a+b+k+d; Z) = 
• CD r(a+n). r(b+n) = r(a+b+k+c5). r(k+c5) . r (l-k-d) 'n~o r(l-k-d+n) . n!(I-z)n 

+ r(a+b+k+c5). r(k+d+ 1). r(-k-C)) 'n~o r(a+~~lc):kn~~~tknjd+n) (l-z)n+k+tÎ= 

=(-1)kr(a+b+k+c5).~ i r(a+n)r(b+n) (l-z)n+ 
Sin 11:c5 n=O r (l-k-c5+n) . n! 

+ (-I)k+1 r(a+b+k+c5). ~ . i r(a+k+c5+n). r(b+k+d+n) (l-z)n+k+d'. 
Stn1l:c5 n=O r(l+k+c5+n) . nl 

1) GAUSS. Werke 111. S. 2!3. Forme! 87; vgl. auch WHITTAKER-WATSON, Modern 
Analysis. 2nd Ed .• § 14, 53. 

69* 
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also r(b+k+d). r(a+k+d). r(a). r(b). F(a. b; a+b+k+d; z) = 
= (-l)k r(a+b+k+d) ~. kil r(a+n). r(b+n) (l-z)n + 

sm1ld n=or(l-k-d+n).nl 

+ (-l)kr(a+b+k+d) ~ 2 ~ r(a+n). r(b+n) (l-z)n 
sm 1ld n=k ~ r(l-k-d+n). n I 

_ r(a+d+n). r(b+d+n) (1- )n+à < 
r(l+d+n). (n-k)! z ~ 

(Die erste Summe im rechten Gliede = 0 für k = 0.) Wir betrachten 

f(~) = l'(a+n). r(b+n) _ r(a+d+n). r(b+b+n) (l-z)à 
r(l-k-b+n). nl r(l+b+n). (n-k)! 

und setzen ohne Beschränkung der AUgemeinheit ~ als reell voraus 1). also 

f(~)=f(0)+bf'(8d) (0~8 ~ 1) 

_ d~ r(a + n). r(b + n) r' (l-k-8b + n) + 
- (r(l-k-8b + n). nl' r(1-k-8d + n) 

_ r(a + 8d + n). r(b + 8d + n) (l_z)M(r
l 

(a + 8b +n) + 
r(l + 8b + n). (n-k)1 r(a + 8b + n) 

r ' (b + 8d + n) F' (1 + 8b + n) ) ~ 
+ r(b+8d+n) - r(l +8b+n) + log (l-z) f 

Aus (21) und (22) ergibt sich 

r (b+k+d) . r (a+k+d) . r (a) . r (b) . F (a , b ; a+b+k+d ; z) = 

(21) 

(22) 

= (-l)k r(a+b+k+b) ~. };I sin 1l(k+b-n). r(a+n) . r(b+n). r(k+b-n) (l-z)n+ 
sm 1ld n=O 1l. nl 

+ (-l)k r( +b+k+d) ~ 2 ~ r(a+n). r(b+n) r ' (1-k-8b+n) + 
. a . sin 1lb . n=k? r (1-k-8b+n). nl' r (1-k-8d+n) 

_ r(a+8b+n). r(b+8b+n) (l-z)Oà (r' (a+8b+n) + 
l'(1+8b+n). (n-k)! r(a+8d+n) 

r' (b+8d+n) r' (1+8b+n) ) + r(b+8b+n) - r(l+8d+n) + log (l-z) ~(l-z)n 

und schliesslich. für ~ -+ 0 

r (b + k) . r (a + k) . r (a) . r (b) . F (a, b; a + b + k; z) = 
= r(a + b + k). n~:(-l)n. r(a + n). r~/+ n) r(k-n) (I-z)n + 

+(-1)k.r(a+b+k).2 r(a+n).r(b+n)~r:(I-k+n)+ 
n=k nl (n-k) 1 ? 1 (l-k + n) 

+ r ' (l + n) _ r' (a + n) _ r ' (b + n) -10 (l-z)~ (l-z)n 
r(l +n) r(a+n) r(b+n) g ~ w. z.b.w. 

1) (Zusatz bei der Korrektur.) Zunächst sei auch a. b und z reell. mit a > 1 - k. 
b> 1 - k, 0 < z < 1. Analytische Fortsetzung gibt das aIlgemeine Ergebnis (19) für 
komplexes a, b und z. 
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BemUkuDgt Der Beweis dieses wichtigen Satzes ist im wesentlichen aus GAUSS (Werke 
lIl. S. 214 u. f.) entlehnt. 

Im folgenden werden nur die zwei SonderE.älle 

A) a = t. b = t. k = O. 
B) a=-t. b=t. k= 1 

verwendet. Wegen 

1 1 

J
x m- ' (1-xP)d -I' Jxm-'(I-XP)d -I' ~r(m)r(d)_r(m+p)r(<5)~_ 

X - lm ( ,x - lm ( ( )-I-x ,)'-H I_X)I-o ,)'-+0 r m+<5) r m+p+<5 
o 0 

= lim ~ r(m+p+d)-r(m+p). r(1 +<5) 
,)'-+O? d r(m+p+<5) 

r(m+<5)-r(m) r(1 +<5) ~ _ r' (m+p) _ r' (m) 
<5 . r(m+<5) ~ - r(m+p) r(m) 

für R (m) > O. R (m + p) > O. findet man für ganzes n ~ 0 

1 

r' (1+n) 
r(l+n) 

r' (t+n) _Jxn-i (I-xl) _ 2n (-l)k _ n I 
r(l-+ ) - 1 dx-210g2+2}; -k- -210g2-2}; (2 1)2' y n -x k=1 m=1 m- m 

o 

A) a = t. b = t. k = 0 

(IJ ~ r(1 +n) (2 ~ n 1 
n 2F(-!.t;1;z)=); y 1 l (l-z)n 4/0g2-4); (2 1)2 

n=O n J m=1 m- m 
109(I-Z)~ = (23) 

_ _~ I.. _ (IJ ~r(t+n)~2 _ nnI -n./og 1 • F(t.y.1.1-z) 4}; 1 (1 z) }; (2 1)2' 
-z n=O n m=1 m- m 

(vgl. GAUSS. Werke lIl. S. 217. [90]). 

B) a=-t.b=t.k= I 

2F( 1 1)_ (IJ r(n-t)r(n+t)~ n 1 
-n -y. y; 1: z --2n- ~ I ( _Ij 1 41og2-4 ~ (2 -1) 2 + 

n-I n. n m-I m m 

+ n(2!_I)-/09(I-z)~(1-z)n=-2n.F(-t.-t; 1; l-z) 
(24) 

n 16 . (IJ r(n+t)r(n+t) n+1 n+1 1 
- -2 (l-z) 10g-1 -F(t.t;2: l-z)+4 Z (+1)1 1 (l-z) Z (2 1) 2 • -z n=O n n m=1 m- m 

Schreibt man 
(IJ 

Z an=Sq 
n=q 

so ist 

CD n CD n CD n n-I CD 

Z an ); bm = Z (Sn-Sn+l) Z bm = }; Sn ( Z bm- Z bm) = Z bn Sn 
n=O m=1 n=O m=1 n=1 m=1 m-=I n=1 

CD 

(weil ); bm = 0 für n = 0) 
m=1 

und ebenso ist 

CD n+1 CD 

}; an Z bm = }; bn+1 Sn. 
n=O m=1 n-=O 
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Wir können folglich (23) und (24) auch in folgender Form schreiben: 

I 1 16 I -4 00 I 00 ~r(t+q)~2 F,(yt;l;z)=-log-
1 

-.F(y,1;1;I-z)-2" E (2 1)2); ! (l-z)q, 
11: -z 11: n=1 n- n q=n q 

cl=1 

2 1 (1-z) 16 ! F(-t,t; 1; z) =-F(-t,y; 1; l-z)+ -2 -log-
1 
-. F(t,f;2; l-z) 

11: 1I:-Z 

(26) 
_~ f 1 f r(q+t)r(q+ -~-)(I_z)q+1 

11:
2 n=o(2n+l)(2n+2) q=n q!(q+I)! . 

Setzt man 

1 = VI-kl = cos a . . . . . . . (27) 

und definiert man die doppelte Zahlenfolge (en. dn) durch 

Co = 1 + 1 = 1 + cos a; 

Cn-I + dn- I 
Cn= 2 

do = 1-1= l-cosa; ! 
. (28) 

dn=VCn-l.dn- l ; (n~ 1) 

so ist für n ~ 2 

_ C n-2 + dn- 2 + 2V Cn-2 . dn- 2 _ (VC;:; + V(l:;)2 
Cn - -4 - 2 . (29) 

Aus (28) und (29) erglbt sich 

; dl = sin a = k; 

C2 = cos2 
( ~ - a) ;d2=Vsina= V"k; 

"_ (1 +V sina)2 
C3- 2 

u. s.w. 

Weiter definieren wir 

In = Cn-I - dn_1 (n ;:: 1) = (VC;:; - V dn-2)~ (n ~ 2) . (31) 
Cn-I + dn- I V Cn-2 + V dn- 2 

(25) 
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also 

I1 =I=cosa =Vl-k2; 

1
3
= (I-Vk)2= (I-V~)~ 

1 + V k 1 + V sin a 

_ (1 + Vsina- 2 ycos (~-~) . ~ sin a) 2. 

4- . 
1 + V sin a + 2 Y cos (~-~) . ~ sin a 

Die Grössen Iq und kq sind komplementar. d. h. Iq (a) = kq (; - a) . 

Weiter ist für n :::=:: 1 

1 + In= Cn-I; 
Cn 

V l-[2_dn • 
n- . 

Cn 

I-I _dn-I. 
n- . 

Cn 

. . (32) 

. . . . . (33) 
l-VI-P n Cn - dn I 

+d = n+l: 
1 + VI-I; Cn n 

1 -In _ d n- I - VI-P . 
1 + In - Cn-I - n-I • 

In-I = ~ ':Z; 
Satz mi Für ganzes q:::=:: 1 ist 

K(k) _ K(Vl-1~) = K(Vl-l~) K(VI-F) n 
2 2 22 2q q = 2q+!-F(t . t; 1; (1-/~») (34) 

• Cl • C2 Cq. Cq 

Beweis: Setzt man in (13) (Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam. 44. 969 (1941)) . 

p=VI-I; (n ~ 1). 
so ist 

K(VI-/~)= 1 K(Y 1-(1- VI-/~)2) = 
1 +VI-F 1+ VI-F n n 

1 + In+1 V-- Cn K V--- ) 2 K l-/~+! = 2-- ( 1-/;+1; 
Cn+! 
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oder 

K(VR) K(VI-I;+I) 
2n Cn - 2n+1 Cn+1 (n ~ 1): w.z.b.w. 

Satz lVI Für ganzes q ::=: 1 ist 

K(k) - 1 -4 1 2 1 aJ 1 aJ ~r(t + n)~2 2n - 2q-1 log 1- . Fh·, t: I: Iq)- 2q-2 . }; (2 I) 2 .}; 1 Iq . (35) Cq q Cq . :Tl m=1 m- m n=m n 

Beweial Folgt aus (25) und (34). 
Aus (35). (30) und (32) findet man für n = 1 •... .. .• 5 

-4 2 aJ (r(t+ n))2 n I K(k) = log V .F(t,t:I:{1-k2)) __ ); I (l-k 2)n); (2 1)2 
I-kl :Tl n=O n m=1 m- m 

_ -4 • • _ 2 _ ~ aJ I aJ (r(t+n))2 2 n. -log
V 

.F(t,t,l,(1 k)) }; (2 -1)2); 1 (l-k) , 
l-k2 :Tl m=1 m mn=m n 

K(k)= 2 ~1092(I+VSiM).F(t,t:I:(I-V~)") 
(1 + V sin a)2 ( 1 - V sin a 1 + V sin a 

_! :f I :f (r(t+ n))2 (1-VSiM)1n ~: (K* IlI) 
:Tl m=1 (2m-l) 2m n=m n I 1 + V sin a ~ 

K(k) 

1 aJ I aJ (r(t+n»2 (COS(~_~)_lYSina)1n( 
--); };. : 

:Tl m=I(2m-I)2mn=m nl (:Tl a) ,4/ -.-cos --- + v srna -4 2 . 
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K(k)=( - )2' 
1 + V sin a + 2 -V cos (~ - ~ ). ~ sin a 

2 

) (

1 + V sin a + 2 -V cos (~ - ; ) . ~ sin a) 
log 2 . 

1 + V sin a - 2 -V cos (~ - ~ ). ~ sin a 

(

1 + V sin a - 2 -V cos (~ - ~ ) . ~ sin a') i) 
F( l I. 1 . . 

2' 2' • / -

,1+Vsina+2l cos (~ - ~). ~~ . 

_! ~ 1 ~ (r(t + n))2 (1 + V;,;;;;- 2 V:s ( ~- i)· ~;,;;;;)inl. 
7C m=l (2m-l)2m n=m nl - 1/ (7C a) -

1 + V sin a + 2 cos i + 2 . ~ sin a 

Für Werte von k in der Nähe von k = 1 ist 

Die Konvergenz der Reihen K* ist somit ausserordentlich stark in der Nähe von k = 1. 
Es ist deutlich. dass die Reihen K* die Gegenstücke zu den gleichnumerierten Reihen K 
bilden. 

Die Hauptglieder der Entwicklungen K*III-K*V sind 

2 (1 +Vk) 
K (k) ~ (1 + V kF log 2 1 - V k ; (K" lIl') 

(K* IV') 

(

1 +Vsina+2 Vcos(~-~). ~ sin a) 
log 2 . . 

1+Vsina-2 -Vcos(~-~} ~sina 
(K* V'). 

Die Fehler für ~ =:s a =:s ~ sind aus der folgenden Tabelle abzulesen. 
4 2 

(K" V) 
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q Fehler bei Verwendung nur des Hauptgliedes 

3 ~ 1.9.10-5 

4 7.1 . 10-11 

5 9.10-21 

Man ersieht hieraus. dass die Anwendung der einfach gebildeten Hauptglieder 

(K' für 0 ~ a ~ ~ ; KOl für ~ ~ a ~ ;) 

schon überall im Gebiet 0 ~ a ~ ~ Genauigkeit verbürgt 
2 

in 4 Stellen für q = 3 • 
.. 9 .. q = 4 . 
.. 19 .. q = 5. 

Historisch ist noch zu bemerken. dass die Entwicklung (K*/) sich schon in GAUSS' 
Nachlass vorfindet 1). und in Proc. XLIV. S. 606 erwähnt worden ist. 

Die Entwicklung (K* 1/1). deren erste Glieder schon in einer vorhergehenden Arbeit 
(Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .• Amsterdam. +t, 825 (1941)) in elementarer Weise 
abgeleitet worden sind. findet sich. soweit mir bekannt ist. zuerst. allerdings ohne Beweis. 
bei SCHWARZ-WEIERSTRASS. Formeln und Lehrsätze. S. 68. GI. 10. zweiter Teil. 

Als Gegenstück zu Satz Il ergibt sich aus (15) und (35) 

Satz VI Für ganzes q ~ 1 ist 

_ 1 4 (1 1 (lqcq)2) 1 aJ 1 aJ ~r(t+n)~2 2n K(k)-2q-~d [og-[ F 2'2;1;- -d -2q-2 ~ (2 1)2' ~ I Iq. (36) q q q Cq.71m=1 m- m n=m n 

Für q = 3. 4. 5 findet man die Hauptglieder 

K(k);:::; 1 1092(1+VSirW); (K.KolIl') 
2COS(~-~) ~/sina l-Vsina 

(

COS (~-~)+ ~ sin a') 
4 2 ; (K.Ko IV') 

(
71 a) ,4/ - . COS 4-2 - v srna 

1) GAUSS. Werke lIl. S. 217. GI. [90]. 



Mathematics. - Ueber die Entwicklung der unvollständigen elliptischen Integrale erster 
und zweiter Art in stark konvergenten Reihen. 11. Von S. C. VAN VEEN. (Com~ 
munieated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communieated at the meeting of October 25, 1941.) 

§ l. P beliebig; a klein (nicht in der Nähe von ;). 

A. Das unvollständige elliptische Integral erster Art. 
Wir betrachten das u. e. I. erster Art 

tSn 

F (kn• (Jn) =J d CPn 
VI-k~sin2cpn 

o 

Unter Anwendung der LANDENschen Transformation 

sin 2 cpn-I 
tg CPn = k n + cos 2 cpn - I 

geht (1) bekanntlieh über in 1 ) 

,3n_ 1 

2 J' dcpn-I 2 F( ) 1 +-,c,; . / 4 kn . 2 = 1 + kn kn- I• {Jn-I 
, J 1-(1+kn)2sm CPn-I 
o 

mit 

k 2 Vkn R sin 2 (Jn-I 
n-I= l+k ; tgf'n= k + 2{J ; (n~2). 

n nCOS n-I 

(I) 

(2) 

(3) 

Unter Anwendung der Hilfsgrössenan, bn aus V . E . I; 12) ergibt sieh aus (1) und (3) 

1 1 
-2n F (kn• (Jn) = 2n- 1 F (kn- I• {In-I); (n ganz ~ 2). (4) 

a n an-I 

Aus (3) ergibt sieh 

(n ~ 3). 

1) Vgl. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, -H, 607 (1941), Hilfssatz 1. 
2) Abkürzung für "Stark konvergente Entwicklungen für die voUständigen elliptischen 

Integrale erster und zweiter Art, I", (Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, 44, 
964-973 (1941). 

(5) 
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Wegen 1) 

!st 

und 

kn = an- I - bn- I = (V~ - V~)' 2 
an-I + bn- I Van-2 + Vbn- 2 

(n ~ 2) 

1 + kn-I . e-2ipn-2 _ an-2 (1 + e-2i/'n-2) + bn- 2 (l-e-2iPn-2) _ 
kn-I + e-2ipn-2 - an-2 (1 + e-2it'n-2) - bn- 2 (I-e-2it'n-2) -

1 + . bn- 2 P 
1-. tg n-2 

an-2 . 
- . bn- 2 • 

1 - I - • tg Pn-2 
an - 2 

(n ~ 3) 

1 +VJC;; e-2it'n-2 _ VB,:;(l +e-2i/'n-2)+V~(I-e-2i/'n-2)_ 
Vkn + e-2i/'n-2 Van-2 (1 + e-2i;'n--2) - Vbn- 2 (1-e-2it'n - 2) 

1 + . y bn - 2 P 1 - . tg n-2 
an- 2 

(n ~ 3) 
1 - y bn

-
2 P -I - . tg n- 2 

an-2 

Also ergibt sich aus (5) , (6) und (7) 

(
1 + i bn

-
2 

. tg pn_2) (1 + i yb
n
-

2 
. tg pn_2) 

2 

e2/Pn = e2i/3n- 2 an-2 . an-2 

1 . bn- 2 P . y bn- 2 
-1 - ,tg n-2 1 -I - . tg Pn-2 

an-2 an-2 
(n ~ 3) 

und für n = 3, nach (V.E. I; I) Formel 8 

. . (1 + i VI-kî. tg PI) (1 + i tVI=-kî. tg PI)2 
e2l t" = e21~, • • 

1 - i Vl-kî. tg PI 1 - i tV l-k~ . tg PI 

=e2it" (1 + ~ cos a. tg PI). (1 + ~ V~. tg PI)2 
1 - I cos a . tg PIl - I V cos a . tg PI 

oder 

(6) 

(7) 

. (8) 

(9) 

P3 = PI + arc. tg (cos a . tg PI) + 2 arc . tg (V cos a . tg PI)' . (10) 

Schliesslich ergibt sich aus (4), (nach V. E . I; I; Formel (3) ) . 

1) V . E . I; I, Formel (4). 



1087 

oder 

~ ~ 

J dqJ 1 J" dqJ 
Vl-sin 2 a . sin2 qJ - (1 + V cos a)2 1/ (l-V cos a)" . 

o V 1- sm2 qJ 
o 1 +Vcosa 

1 ~ 1. 3 . 5 ... (2n-l) 1 - V cos a . 2 n d 
( ) (

. - ) .. n I?' 
= '" . sm qJ qJ. 

(1 +Vcosa)2 n=O 2.1.6 ... 2n 1 +Vcosa ) 

Weiter ist 

. 
~"f3" " , 

j'sin2n qJ dqJ = (_l)nJ(eir-e-ir)2n dqJ = (-I)n Z (-I)k (2n)Je2(n-klii' dqJ = 
22n 22n k=O k 

000 

=(1.3.5 ... (2n-l))fJ3+( 2~)n nj/(_I)k(2n).sin2(n-k)fJ3. (n~l) 
2.1.6 ... 2n 2 k=O k n-k 

also. wegen (10) 

1 --
F (kl' fJl)= V (fJl +arc. tg (cos a. tg fJl)+2arc.tg (V cosa. tg fJl)) 

(1 + cosa)2 

'f (1.3. 5 ... (2 n-l ))2 (1 - V cos a)" n + 
n=O 2.4.6 ... 2n 1 +Vcosa 

+ 1 'f (1.3.5 ... (2n-l))(-W (l-v~) .. n 
(1+Vcosa)2n=1 2 .. 6 ... 2n 22n · I+Vcosa . 

. ni
J 
(-I)k (2 n). sin 2 (n-k)fJ3 • 

k=O k n-k 

wo P3 durch (10) bestimmt ist. 

Die Reihe (11) konvergiert sehr stark. wenn a nicht in der Nähe von !!.... liegt. 
2 

(11 ) 

Für a = ;r hört die Konvergenz auf. Aber selbst wenn a ziemIich dicht bei !!.... liegt. 
2 2 

ist die Konvergenz hinreichend. z. B. für a ~ 70· ist schon 

k = sin a ~ 0,94. und (1 ~ V~) .. < 0.005. 
1 v cos a 

Für kleinere Werte von a ist die Kenvergenz dermassen stark. dass man sich in weitaus 
den meisten praktischen Rechnungen mit dem Hauptgliede 

1 --
F (kl' fJ.) -;::::. V (fJl + arc . tg (cos a. tg fJl)+2 arc. tg (V cos a. tg fJl)) (12) 

(1+ cos a)2 

begnügen kann. 

Für P =!!.... geht (11) in 
2 

K(sina)= 2:n F(-4.-l;-:l:(l-V~)")· (13) 
(1 + V cos a)2 - 1 + V cos a 

über. (Vgl. V. E. I; I. Fermel K IlI). 
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Ohne Beschr.änkung der Allgemeinheit kann in (11) 

:n 
/31 ~ 2"' a150 /33 ~ 2:n, (wegen (1O)) 

genommen werden, denn für 

ist 

F(kl,/3I}=m.K(sina}+F(kl,y} oder (m+l}.K(SinU}-F(kl ,; -r) 
je nachdem m gerade oder ungerade ist. 

Für a ~ ~. PI ~ ~ ist der Fehler bei Verwendung des Hauptgliedes (12) < 3.10-5, 
i 2 . 

B. Das unvollständige ellip~ische Integral zweiter Art. 
Wir betrachten das u. e. I. zweiter Art 

i'n 

E(kn,/3n}= J Vl-k~Stn2<pnd<Pn (ti) 
o 

Unter Anwendung der LANDENschen Transformation 

findet man 

i3n 

sin 2 <Pn-I 
tg <Pn = k n + cos 2 <pn-I 

E (kn, /3n) + kn sin /3n = J (V l-k~ sin 2 <pn + kn cos <pn) d <pn = 
o 

fon-I i'n-l 
=2J 1 + kncos 2 <Pn-I d<Pn-I=_2-J l+kn-2kn sin

2
<pn_1 

V1+2kncos2<pn-l+k~ l+kn 1/1 ikn . 2 
o V - (1 +kn}2 Sin <Pn-l 

o 

fon-I f3n-l 

=(1 +kn}JV1-k~_1 sin2<pn-1 d<pn-I +(l-kn}Jv d<pn-I. ' 
1-k2

n I srn2<pn_1 o 0-

also. nach V. E. I; I. Formel (6) und (7) 

d<pn-l 

E (kn, /3n) + kn sin /3n = an-I E (kn-I' /3n-l) + bn_ 1 F (kn- lo /3n-I); (15) 
an an 

oder 

an E (kn./3n}-an-1 E(kn- 1,/3n-l}=bn- 1 F(kn-lo/3n-l}-ankn sin/3n; (n:;:: 2). 
Insbesondere ist 
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wegen (4) 

al50 

P2 = PI + arc tg (cos a . tg PI) ' 

Weiter ist 

oder 

,' Q ei~, (1 + i cos a . tg PI) cos PI 
el""2= ~ 

mit 

cos PI VI + cos2 a tg2 PI = Vl-sin 2 a. sin2 PI =~. . (17) 

Durch Trennung der reel1en und imaginären Teile findet man 

R cos2 PI-sin PI cos PI cos a tg PI C05
2 PI (I-cos a tg2 PI) . (18) 

cos 1"2 = ~ = ~ 

. sin 2 PI cos2 ~ 
. R sm PI cos PI + cos2 PI cos a tg PI 2 
~n= ~ = ~ 

Wegen (9) ist: 

also 

eil3, = e i
;3, (1 + i cos a . tg PI) (1 + i V~ . tg PJ) = 
VI + cos2 a. tg2 PI (l-i V cos a tg PI) 

_ eip, (1 + i cos a. tg PI) (1 + i V~. tg PI)2 cos PI 

~ (1 + cos a . tg7 Pd 

• R sin PI cos PI (1-cos a . tg2 PI) (1 + V~)2 
sm 1"3 = A ( 2 R) u.. 1 + cos a . tg . I" I 

Wegen V. E. J; J, Formel (3) und (5) ist 

. (19) 

. (20) 

a3 k3 = t (1 - V cos a)2 ~ 
a . . . . . . . (21) 

k - . 2 
a2 2 - sm '2 



1090 

und. wegen (19). (20) und (21) 

(22) 
• . 2 a 

sm2fJI.sm 2" ( a 6.2 ) 

=26.(1+ 2IJ) COS2_2 (l+cosa.tg2fJl)+~fJ = cos a . tg I cos I 

fJ ' 2a/\ . 2 fJ . 2 tg l' Sin -2 . L:l. sm I Sin a 
- 8 6. + 1 + cos a . tg2 fJI 

Schliesslich ergibt sich aus (16) und (22) 

fJ '2a /\ r;. 
. fJ . 2 tg I·sm -2' L:l. (1 +V-)2JV ( 1 E(k fJ)_sm2 .SIn a+ + COS a l-Vcosa) . 

I- I - 86. 1 +cosa. tg2 fJ 2 1- V sm1 tpdtp 
I 0 1+ COS a 

13. 
V--(1 + V~+cosa)J dtp 

- cos a (1 + VCOSa)2 1r (I-Vcosa)1 . 
V 1- Sln

2 tp 
o 1 + Vcosa 

fJ . 2 a /\ 
sin2fJ .sin2a tg I·sm -2·L:l. 

1 + _+ 
86. l+cosatg2fJl 

13. 

(
1 +V~)2 1 (-1:1 . 3 .. . (2n-3))· . (' I-Vcosa)4nfsin2ntpdtp 

2 n=O 2.4.6 ... 2n . I+Vcos a 
o 

133 

V-(I+V~+cosa) {!i (1.3.5 ... (2n-I))(I-V~)4nJ' . 2n d-
- cos a ~ 2 6 2 . sm tp. tp-

(1 + V cos aF n =0 • 4 . . .. n 1 + V cos a . 
o 

fJ . 2 a /\ 
. 2 fJ . 2 tg I' sm -2' L:l. _ Sin I • Sin a + 

8 6. 1 + cos a . tg2 fJl 

( I +~~)2fJ3 1 (1.3.5 ... (2n-I))2 ~ .(I_V~)4n 
2 n=O 2 . 4.6 ... 2n 2n 1 1 + Vcosa 

_ Vcosa(1 +V~+cosa) .fJ3' 1: (1.3.5 ... (2n-I))2(I-V~)4n + 
(I +Vcosa)2 n=O 2.4.6 ... 2n 1 +Vcosa 
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+ (1 +V~)2 1 (-1.1 .3 ... (2n-3)) ( 211n 

2 n=1 2.4.6 ... 2n 2 

(1_V~)1n njJ (-l)k (2n) sin2(n-k)P3 
1 +Vcosa k=O k n-k 

V
- (1 + V~ + cos a) ~ (1.3.5 ... (2n-l)) (_1)n 

- cos a . ~ 2 A 6 2 -2211 -
(l + V cosa)2 n=\ ...... n 

(1 - V cos a)1n nj/ (-l)k (2 n) sin 2 (n - k) P3. (23) 
1 +Vcosa k=O k n-k 

Das Hauptglied 

P . 2 a A 
. 2 P . 2 tg \. sm -2' u 

E (k , P ) ;::::; sm . sm a + + 
\ I 86 1+cosa.tg2PI 

(24) 
cos1 !!..-

2 --
V (PI + arc. tg. (cos a. tg Pd + 2 arc. tg (V cos a . tg PI)) 

(1 + cosa)2 

wird für kleines a in den meisten praktischen Rechnungen genügen. 

(Fortsetzung folgt .) 

Proe. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 70 



Mathematics. - Sur des séries et des intégrales définies contenantes 
les fonctions de BESSEL. VI. By J. G. RUTGERS. (Communicated 
by Prof. J. A. SCHOUTEN.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

§ 14. Remplaçons dans (296) à cause de I e par e + m + t et mul~ 
tiplions les deux mem bres par (-I)m (2 e + 2 m + 1). alors nous trouvons 
après la sommation sur m de 0 à 00 et en appliquant Ie théorème de 
CAUCHY (g): 

00 

Z (-I)S (s + 1) (2e + s + 1) I.+I!+S+I (x) 1.+I!+s+i (x) = 
s=O 

x • (377) 

= ~JI. (x-a) 1.-1 (x-a) 121l (2 a) a V x-a da. ~ R (v) > - t 
Vx ?R~>-t 

o 

ou en posant v = .u-e-t: 
00 

Z (-1)s (s + 1) (2e + s + 1) II'+s+i (x) II'+s (x) = 
S=O 

. x m~ 

= :-xJ I I'- IH (x-a) II'-Il-I (x-a) 121l (2a) a V x-ada. R(.u»R(e»-t· 
o 

La substitution v = 0 et v = t dans (377) donne les formules partkulières: 

00 

Z (-I)S (s + 1) (2e + s + 1) IIl+S+1 (x) II!+s+i (x) = 
s=<> 

x p7~ 

= ~J 10 (x-a) 121l (2 a) cos (x-a) . a du. R (e) > - t 
o 

x p8~ 

= -V ;rt~f la (x-a) 121l (2 a) sin (x-u) . a du. R (e) > - t· 
o 

En multipliant les deux membres de (379) par sin x resp. cos x et 
ceux de (380) par cos x resp. sin x. on trouve après la soustraction resp. 
r addition des membres correspondants: 
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a> 

~ (-I)S (s+ I) (2 e + s+ 1)/e+S+1 (x) !sin x IlHs+! (x)-cos x le+s+~ (x)l = 
s=<> 

x (381) 

= ·V n2
xJ 10 (x-a) 12e (2 a) sin a . a da, R (e) > - t 

o 

a> 

~ (-I)S (s+ 1)(2e+s+ 1)/1HS+1 (x}! cosx IlHs+! (x)+sin x le+s+ 1 (x)l= 
~ 

x ~~ 

= 1/ 2 Jlo(x-a)/2e(2a)cosa.ada, R(e»-t . . r nx 
o 

La substitution e = - t et e = t dans (378) jusqu'à (382) donne les 
formules particulières: 

2J! ~ = -= II'- ~ (a) 1,,_1 (a) cos 2 (x-a) . Va (x-a) da, R Cu) > - t 
Vnx 

o 

a> 

~ (-I)S (s + 1) (2s + 3) II'+s+! (x) II'+S (x) = 
s=<> 

x (384) 

= 2 JII'_I (a) 11'-: (a) sin 2 (x-a) . V a (x-a) da, R (,u) > t 
Vnx 

o 

ou en remplaçant /1- par /1- + t: 

x (384) 

= 2 J' I,.-t (a) 11'_1 (a) sin 2 (x-a) . V a (x-a) da, R (/1-) > - t 
Vnx 

o 

CD 

s~ (-1)s (s + 1)(25 + 1~.ls+! (x) lS+l (x) = ! 
. . (38S} 

= ~ ·V ~ J 10 (x-a) cos (x-a) cos 2 a . V~ da, 
o 

70* 
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oe 

s=O 
2: (-1)S (s + 1) (2 s + 3) IH: (x) Is+1 (x) = ~ 

x 

2 1/2f - ( 
· . (386) 

= --;; r ~ 10 (x-a) cos (x-a) sin 2a . Va da, ) 
o 

oe 

s~ (-1)s (s + 1) (2s + l)xIH: (x) Is+! (x) = l 
21 /2f - · . (387) 

= --;; / ~ 10 (x-a) sin (x-a) cos 2 a . V a da, 
o 

oe 

s=O 
2: (-I)S (s + 1) (2 s + 3) IHl (x) I H : (x) = l 

x 

= : V ~ J 10 (x-a) sin (x-a) sin 2 a . V~ da, 

· . (388) 

o 

oe 

s~ (-1)s (s + 1) (2s + 1) Is+! (x) I:in x Is+1 (x)-cos x IH: (x)l = I 
2 1/2J' - ( = --;; r ~ 10 (x-a) sin a cos 2a . Va da, ) 

o 

oe !. (-1)' (s + 1)(2 s + 3) IH,{x) I:in x IH' (x)-cos x IH: (xli = I 
= : V ~ J 10 (x-a) sin a sin 2 a . V~ da, ~ 

o 

oe 

s~ (-l)S (s + 1) (2s + 1) IH! (x) I:OS x ISH (x) + sin x IH: (x)1 =! 
2 l(2f -= --;; r ~ 10 (x-a) cos a cos 2a. Va da, 

o 

1 (-1 Y (s + 1)(2 s + 3) IH' (x) I:OS x IH' (x)+ sin x 1,+: (xli = I 
= ~ V; Ilo (x-a) cos a sin 2a.v;; da. \ 

(389) 

(390) 

(391) 

(392) 
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L'addition et la soustraction de (385) et (388), ainsi de (386) et (387). 
de (389) et (392), de (390) et (391) donnent : 

x 

ex> 2 -J/2} -Z (-1)S(2s+1)/s+dx)/s+dx) = - - 10 (x-a) cos (3a-x) . Va dat (393) 
~ n x 

o 

x 

ex> 21/2f-Z (-I)S(ls+1)2/s+dx)/s+:{x)= - --- 10(x-a)cos(x+a).Vada. (391) 
s=O n X 

o 

x 

J: (-1)S(2s+2)2 Is+;{x)/s+dx) = ~ , (2 (10 (x-a) sin (x+a). V~ dat (395) 
s=o n r x~J 

o 

x 

J; (-I)S(2s+2)/s+dx)/s+dx)= ~ JI 2j'/o(x-a) sin (3a-x) . V~da. (396) 
s=o n x 

o 

ex> 

Z (-1)S Is+! (x) 1(2s+1) sin xIs+1 (x)+(2s+2) cos x Is+; (x)1 = 
s=O 

x (397) 

2 V2J -= - - 10 (x-a) sin 3 a . V a dat n x _ 
o 

ex> 

Z (-1)S Is+! (x)l(2s+2)2 cos x Is+: (x)-(2s+ 1)2 sin x IS+ I (x) I = 
s=O 

x (398) 

= : -V; J 10 (x-a) sin a . V~ dat 
o 

ex> 

Z (-1)S Is+! (x)l(2s+2)2 sinx Is+: (x)+(2s+ 1)2COSX Is+ ~ (x) 1= 
s=O 

x (399) 

2 1/2J' -= -;;- r x 10 (x-a) cos a . V a dat 
o 

ex> 

Z (-1)S Is+! (x) I (2,,+ 1) cos x IS+ I (x)-(2s+ 2) sin x Is+ : (x) I = 
~ 

x (100) 21 /2J -= -;- r x 10 (x-a) cos 3 a . V a dat 
o 

Si nous muitipiions les deux membres de (383) par sin 2x resp. cos2x 
et ceux de (384') par cos 2 x resp. sin 2 x. alors nous trouvons après la 
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soustraction resp. I'addition des mem bres correspondants, et en faisant 
de même à r égard de (385) et (386), ainsi de (387) et (388): 

x (401) 

= 2 JI,.-l (a) I,._! (a) sin 2 a . Va (x-a) da, 
Vnx 

o 

I (-I)S (s+ 1)/,.+s+\ (x) I (2s+ I)cos 2 x I,.+s (x) + (2s+3) sin 2x 1"+S+1 (x) I = 
,=0 

00 

x (402) 

= 2 [1p.-1 (a) I,._! (a) cos 2 a . Va (x-a) da, 
Vnx. 

o 

I (-I)S (s+ I) Is+! (x) I (2s+ I) sin 2x lS+l (x)-(2s+ 3) cos 2x Is+: (x) I = 
s=O 

x (403) 

=~ 1ITJI0(a)COsasin2a.Vx ada 
n r;x 

o 

00 

I (-l)S(s+I)/s+! (x) I (2s+ 1) cos 2xls+l (x)+(2s+3) sin 2xls+: (x) I = 
s=O 

x (404) 

= ~ 1/2 [10 (a) cos a cos 2a. V x-a da, 
n r;x 

o 

00 

I (-I)S(s+ l)/s+t (x) I (2s+1)sinxls+! (x)-(2s+ 3) cos x Is+: (x) 1= 
s::iJ 

x (405) 

= : -V; J 10 (a) sin a sin 2 a . V x-a da, 
o 

00 

I (-I)'(s+ 1)/s+t (x) I (2s+ l)cosx Is+! (x)+(2s+3)sinxlsH (x) 1= 
s=O 

x (406) 

= : ~ J 10 (a) sin a cos 2 a . V x-a da. 
o 
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§ 15. De la série connue I): 

nous déduisons pour e = v-i, en profitant de r(v + 1) r(v + t) = 
r(2v + 1) V;; ... = 22y , la particuliere: 

a> 2 v + 2 n - t (2 v + n - t) x
2y

- t 
E 2 + I l.'+n (x) l y+n- t (x) = V ' n=O V n-y n r(2v + 1) n 

(V) 

à cause de laquelle nous remplaçons dans (263) v par v + n et multi-

2v +2 n-t (2V + n-t) plions les deux membres par 2 + I ; après la som-
v n-y n 

mation sur n de 0 à 00 et Ie changement des membres nous trouvons alors: 

a> 2 v + 2 n - t (2 v + n - t) E 2 + 1 ly+e+nH (x) ly+e+n (x) = n=O V n-y n 

x 

= 2e + ~ J'12e+l (2 a) (x-a)2Y da, ~ R (v) > - t 
r(2v+l) 2nx a (R(e»-t 

o 

ou en posant v= ft-e-t: 

La substitution ft = e + t donne la formule particulière: 

X 

a> 2e+l~} -da E le+n+!(x)le+n+~(x) = -- - 12e+1 (2a) V x-a -, R(e»-t. (408) 
~ n x a 

o 

En substituant e = - t dans (407) et (408) on trouve: 

a> 2ft + 2n-1 (2ft + n-l) E 2 + 1 ru+n (x) l,.+n-l (x) = n=O ft n- n 

x (409) 

= 1 J(x-a)2,<-l sin 2a da _ , R(ft»-t 
2nF(2ft+t)V2x aVa 

o 

I) NIELSEN, I. C. , p. 295, (6). 
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x 

iln+i(x)/n(x)= v1-JSin2a.VX ada= 
n=O n 2nx a a 

o ~l~ 

= 1/ 2x !cosxlo(x)+sinxldx)l-V 1 sinxlo(x) ~elon (107). V n 2nx 

Ayant égard à (343) on trouve done: 

x 

J lo(a)cosada=x ! cosxlo (x) + sin xII (x) 1- tsinxlo(x), (411) 

o 

x 

J I1 (a) sin ada= x! cos x 10 (x) + sin xII (x) I-tsin xlo(x). (412) 

o 

La substitution p. = t dans (409) donne: 

x 

~4n-l(n-t)ln+i(X)/n_i(x)= ~ JSin2a dVa_ . (413) 
n=O 2n-l n 2n 2nx a a 

o 

Si nous remplaçons, à eause de J, dans (408) e par e + m et multi, 
plions les deux membres par (_l)m, alors nous trouvons après la som, 
mation sur m de 0 à 00 , en appliquant Ie théorème de CAUCHY (g): 

de laquelle suivent pour e = - t et e = t : 
x 

i (-1)S 12s+1 (x) hs (x) = ~ 1 f2Jcos 2 a . 11 x-a da = 
s=O nV;X V' a 

o (415) 

= ~ I cos x 10 (x) + sin x I 1 (x) I en vertu de (230), 

x 

a> 1 2 x-a I (-I)S 12s+1 (x) hs+l (x) = - 1/ _ sin 2a . --da = -J V-
1(416) 

en vertu de (229). ~ 
s=O n V nx a 

o 

1/x . 
= V ~ I sin x 10 (x)-cos X I1 (x) I 



Biochemistry. - Motory phenomena in coacervate drops in a diffusion field and in the 
elecfric field . By H. G. BUNGENBERG DE JONG and E. G. HOSK.AM. (Communicated 
by Prof. J. VAN DER HOEVE.) 

(Communicated at the meeting of September 27, 1941.) 

1. Introduction. 

In a direct current field drops of complex coacervates show a great many phenomena: 
a. shifting with regard to the medium (electrophoresis) , 
b. transformation (fla ttening to discs perpendicular to the direction of the field , 

BÜCHNER effect), 
c. vacuolization and motory phenomena in the internalof the coacervate drops, 
d. displacement of larger vacuoles and enclosures (e.g. oildrops, carbon particles, 

coexisting coacervate drops) to one side of the coacervate drop. When the surface is 
reached the vacuoles break, the enclosures only bulge out, but when the current is discon­
tinued they return to the inside of the drop, 

e. formation of new, small coacervate drops in the medium on the other side of the 
drop as in d, at some distance from the surface. 

Of the above eHects those mentioned under a, c, d and e are typically pol ar eHects, 
they are reversed when the polarity of the electric field is changed, moreover, in a posl­
tive drop they are the reflected images of those in a negative one. 

In a previous publication 1) we have given a preliminary explanation of the phenomena 
mentioned in c, d and e, which together we named desintegration phenomena. In th is 
explanation we started from electro-kinetic phenomena (electrophoresîs and electroendos­
mosis) . Further study of the phenomena mentioned under c reveals that the above starting 
point presents difficulties when we try to account for the desintegratîon. It has appeared 
that analogous phenomena mayalso occur in a diffusion field, so that we may suspect 
a connection between the two. This suggests a new starti'ng point for the explanation of 
desintegration, in which an essential part is ascribed to the changes in the interfadal ten­
sion: coacervatedrop-medium. 

2. Motory phenomena in a diflusion field. 

The phenomena whîch will be described in th is section were observed at room tempe­
rature in gelatine containing coacervates in which the gelation had been neutralized by the 
addition of suitable non-electrolytes. 

We started from a stock soluti'on consisting of 6 g. gum arabic + 5 g. gelatine + 
190 cc dist. H 20 . 10 cc of th is stock solution was added to a mixture consisting of 2 g. 
resorcine + 3 cc HCl 0.1 N + 10 cc dist . H 20 . The result is a coacervation which 
conti'nues to exist after cooling to room tempera tu re. 

A Httle of the coacervated system was placed on an object glass, which was provided 
with a thin film of a dried up amylum-soluble solution. This prevents the coacervate drops 
from sp reading over the glass surface. When a small granule of NaCI is carefully put in 
the fluid, currents are formed in the near coacervate drops. On the side where the coacer­
vate drop comes into contact with the NaCI which diffuses towards it, the coacervate 
becomes more dense (i.e. richer in colloids), considerable vacuolization setting in. 

Now the surface of the coacervate drop is seen to move in the direction where the 
coacervate becomes more dense. In consequence of it the entire contents of the coacervate 
begin to move, as is seen from the motion of the vacuoles which are carried with it (see 
fig. I A) , Moreover the coacervate drop creeps away in the direction opposite to that 
Erom where the NaCI diffuses. 

1) H . G. BUNGENBERG DE JONG and W . A. L. DEKKER, Biochem. Z . 221, 403 (1930) ; 
Kolloid-Beihefte 43, 143 (1935). 
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The reverse picture too may be obtained, namely that all the motory phenomena are 
reversed. Thls happens when the coacervate drop comes into one-sided contact with a 
"swelling" medium. 

In order to make the current distinctly visible, care should be taken to provide the 
coacervate drop equally with small vacuoles. This is done by making the coacervate more 
dense just before starting the experiment. 

The following method proved effective: 10 cc of the above basis solution is added to 
a mixture of I g. resorcine + 2.5 g. ureum + 2.5 cc HCl 0.1 N + 9 cc dist. water. 
A complex coacervation is formed whi'ch continues to exist on cooling to room tempera­
ture. A little of the coacervated system is placed on an object glass prepared with amylum­
solublle, but the fine, perfectly hyalin coacervate drops are not yet fit for the experiment. 
We now bring about an equal. very fine vacuolization, placing a drop of distilled water 
on the preparation. When then we introduce a granule of NaCI in the preparation the 
reverse happens as in fig. IA (see fig. IB) . The disappearance of the fine vacuol!zation 

e dmS/fyinlj' e sIIellin!l ::il 
• .: . 
m~tiium ~ .. ::: nlldlum 

"crttpinq" "[mpinlj'" 

A 11 

Fig. 1. Current phenomena in a diffusion field of a condensing (Ieft) resp. 
opening substance (right). The direction into which this substance diffuses is 
indicated by an arrow by the side of the drops. The direction in which the 
coacervate drops creep over the substratum is indicated by an arrow under 

the drops. 

(the coacervate becomes hyaline in that spot) marks the place where the "swelling 
medium" touches the coacervate, while the direction of the current is Indicated by the 
motion of the remaining vacuoles. The coacervate drop moreover creeps in the direction 
from where the opening substance diffuses. 

The motory phenomena described above may be explained when we assume that con­
crensation of the coacervate is combined with increase of the interfacial tension: coacer­
vate/medium, reversely that "opening" lowers that tension. For th en the phase boundary 
must move from places with less, to places with higher interfacial tension. The supposition 
made which would seem plausible enough, could not be tested by direct method, as the 
precise measuring of the very slight inter fa cia I tension characteristic of very liquid 
coacervates, yet presents great difficulties. 

An indirect indication in favour of the supposition made is the transformation of the 
coacervate drop I n the diffusion field, which change is not pictured in the schemes of 
fig. IA and IB. On vertical view the coacervate drops are originally perfectly drcular. 
but in the case of fig. IA they assume the shape of fi"g. 2A; in the case of fig. IB that of 
fig. 2B. 

o~ 
A B 

Fig. 2. Transformation of the coacervate drops during the one-sided activity 
of a condensing (left) resp. opening (right) substance. The direction into which 

th is substance diffuses is indicated by an arrow. 
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That is to say. on the si de where the coacervate becomes relatively most dense. the 
curve radius of the drop is greater than on the opposite side. Such a shape must also be 
assumed by the drop when the interfacial tension is different on the right and on the 
left. namely exactly as we supposed in the above (the greatest curve radius on the si'de 
of the greatest interfacial tension ). 

An answer to the question why NaCI has an opposite effect in the two cases dis­
cussed above may here be suggested in a few words. In the case discussed in fig. IB 
we see the normal behaviour of the complex coacervates: in sufficient concentration 
neutral salts cause neutraJi,zation and in the previous concentration section the 
percentage of the dispersing medium in the coacervate increases ("swelling of the 
coacervate"), From a special investigation it has appeared th at in the pres en ce of 
10 % ureum + 4 % resorcine the complex coacervation at room temperature comes 
very near that at 40° in the absence of the two non-electrolytes. 

In the case of fig , IA we only used resorcine as a gelation neutralizing agent. 
Certain secundary effe cts of the resorcine. especially on the gelatine component 
have not been neutralized here by ureum and are the cause that the neutralizing 
resp. swelling effect of the neutral salts on complex coacervates are dominated by 
the condensing effect of salts. as it is also expressed iq the formation of coacervates 
from resorcine-containing positive gelatine sols with neutral salts. 

3. Current and vacuolization phenomena of the complex coacervate in the electric field. 

The desintegration phenomena (see introduction) have formerly been studied in coacer­
vate drops f10ating free in the medium. In these methods the observation of what takes 
place first in the electric field is very difficult. as the coacervate drops continuaIly dis­
appear from the Held of vision. Consequently we were pretty weIl acquainted with the 
facts mentioned in d and e in the introduction. whereas an important detail of point c had 
escaped our attention. 

UndJsturbed observation becomes possible by studying coacervate drops on a starched 
object 'glass on a heated object tabIe. The auxiliary apparatus pictured in fig. 3. which is 
screwed on to the objective. serves to protect the objective and to fix the electrodes . 

.... ij 

f 

Fig. 3. Auxiliary apparatus to be fixed to the objective. a) ebonite block; 
b) glass tube to which has been cemented; c) a glass plate; d) screw; e) two 
platinum electrodes; f) object glass; g) Iiquid containing the coacervate drops. 

The ' complex coacervate of gelatine and gum arabic were studied at 40°. The gelatine 
(F 00 extra of the "Lijm- en Gelatinefabriek .. Delft" " at Delft) was purified by LOEB's 
method. As gum arabic we used Na-arabinate 1) 5 g. of both coIloids was dissolved in 
250 cc dist, water. Positive. uncharged and negative coacervates were obtained by mixing 
a cc gelatine + (IO--a) cc arabinate with 5 cc of an acetate buffer of the following 

1) Bioch, Z. 59. 436 (1933); 262. 161 (1933). 
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compositi:on: to 30 cc Na-acetate 0.1 N + 25 cc acetic acid. 2 N dist. water was added 
until 100 cc. The buffer by itself at 40· had a pH value of 3.49. In the above mixtures 
the pH varies between 3.65 (only gelatine present) and 3.57 (only Na-arabinate present) . 
so that the series of mixtures was approximately isohydrk. 

The following table gives the coacervate volumes and the electrophoretic velocity (in 
arbitrary units at 40· ). as function of the mixing proportion 2) . 

Mixing prop. in 

0/ 0 arabinate. 
Coacervate vol. in 0.1 cc 

Electrophoretic velocity 
in arbitrary units and 
charge indicator sign. 

20 
30 
40 
45 
50 
55 
60 
70 
80 

0.2 
3.4 
6.8 
8.3 
9.1 
9.2 
8.6 
4.8 
0.1 

+ 131 ' 

~ 
reversal 

+ 50 of charge 
17 at 480/ A. 

174 0 

The peak of the coacervate volume curve is between 50 and 55 % A. while reverse of 
charge takes place at a slightly lower mixing proportion (48 0/0) ' 

When by the method described and in weak fields (5 to 10 volts/c.M.) 'we investigate 
coacervated systems with 30 resp. 40 % arabinate (positive). resp. with 60 and 70 % 
arabinate (negative). then. as is seen from the motion of the vacuoles formed. a current is 
formed in the coacervate drops as shown in fig. 4. Heretoo. vacuoles are formed in the 
place where the peripheral motion turns inward. 

-==-j e ~:=J CSBJ ÇJQ e r-± 
pOjl"li~ uncku'!Ied ",,Yutiv. 

Fi:g. 4. Current phenomena in a complex coacervate drop in an electric field. 

Nevertheless the phenomena are more complicated than in the diffusion field of opening 
or condensing substances. For there i:s also formed an independent. second system of 
usually very small vacuoles on the opposite side of the drop. The second system is found 
exactly under the interface: coacervate/medium. 

A short time af ter the field is applied we obtain pi:ctures as in fig. 5. When coacervated 
systems are examined very near the point of reversal of charge. the current phenomena 
do not cease. but on the contrary. show a more complicated type : in the left half of the 

u nc/'a '.retl 

Fig. 5. Vacuolization a short time after the application of the electric field. 

2) In this place we wish to express our thanks to Dr. H. L. BOOY for taking the 
electrophoresis measurements. 
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drop there is the picture of the current as in positive drops. in the right half there is the 
picture of negative drops (see fig . i and 5) . 

Finally we ob serve that. as in the diffusion field. so in the electri:c field. the coacervate 
drops creep slowly over the substratum. namely the positive drops to the - pok the 
negative ones to the + pole. 

i. Discussion. 

For the theory of the desintegration phenomena the followi:ng results are of importance : 
a . The type of the current phenomena in the electric field in drops with a strongly 

positive and in drops with a strongly negative charge is the same as in a diffusion field 
of a condensing or opening substance. 

b. In uncharged drops there is a more compllcated type of current. 
Formerly we thought that in explaining the desintegrati:on phenomena we must start 

from the independent electrophoresis of the two biocolloids in the coacervate with opposite 
charge. The current phenomena we also observed we thought attri'butable to electroendos­
mosis of the coacervate along the bounding face coacervate/medium (considered as a wan 
with the same electrophoresis sign as the drop has with regard to the medium). Now that 
we have been able so much the better to observe the initi'al phenomena in the electric 
field. this interpretation must be considered incorrect. 

In the first place it appears from the creeping phenomena that the surface of the 
coacervate drop itself shifts. and that in the same direction as the peripheral layers of the 
coacervate. 

Secondly the fa ct that the current type in uncharged drops becomes more complicated is 
contradictory to the theory of electroendosmosis (the current should cease here). 

On the other hand the results indicate that polarization at the interface coacervate/me­
di urn must be consi:dered the chief cause of the current. It may be supposed that the 
attending pH changes cause condensation on the one side of the drop. and opening on the 
opposite side. The consequent changes of the interfacial tension will th en cause the con­
tents of the coacervate drop to flow in the same wa,y as was indicated in fig . 1 for 
coacervate drops in a diffusion field of a condensing or opening substance. 

The more complicated type of current in practically uncharged drops agrees very weil 
with th is interpretation. Again we start from the plausible supposition that th ere is an 
intimate connection between effective attraction and interfacial tension: on "condensation" 
the latter will increase. on opening however. it will decrease. As at the reversal of 
charge the effective attraction is maxima!, and therefore pH decrease as weil as pH 
{ncrease will cause the effective attraction to fall. the interfacial tension of the uncharged 
coacervate drop will also be maximal and the pH changes mentioned can only decrease 
the interfacial tension. Wh en polarization occurs in the electric field the pH rises on the 
one side and falls on the other side of the coacervate drop. but these pH changes both 
cause decrease of the interfacial tension in the uncharged coacervate drop. As the 
bounding face win begin to shift from pi aces with a lower interfacial tension (the 
two "poles" of the drop. located in the di-rection of the electric field) to places with a 
higher interfacial ten sion (the equator of the drop. perpendicular to the electric field) 
the current type of fig . i and 5 must develop in the uncharged coacervate drop. 

We reallze that we can only roughly account for the current phenomena in the electric 
field. Many details. such as the second peripheral system of vacuoles and the changes 
-of the current figure with time require further study. so that as yet we cannot attempt an 
explanation of these phenomena. 

Leiden, Laboratory for Medical Chemistry. 



Biochemistry. - The influence of the tempera/ure on the complexcoacervation of gelatine 
and gum arabic. By H. G. BUNGENBERG DE JONG. E. G. HOSKAM and L. H. V. D. 
BRANDHOF-SCHAEGEN. (Communicated by Prof. J. VAN DER HOEVE.) 

(Communicated at the meeting of September 27. 1941.) 

1. I ntroduction. 

In a mixture of gelatine and gum arabic sols acidificationt causes de-mixing 
("coacervation") into a Iiquid layer rich in colloids (complexcoacervate) and a Iiquid 
poor in colIoids ("equilibrium Iiqutd") . 

A detailed investigation 1) of th is kind of coacervation has previously been made at 
constant temperature. which showed a.o. from the occurrence of optimal coacervation 
at different mixing proportions of the isohydric sols for each pH. that the opposition 
of charge (gelatine positive. gum arabic negative) is the most important factor in the 
process of complexcoacervation. We now put the question what may be the influence of 
the temperature on complexcoacervatlon. So on the one hand we investigated whether 
the optimal mixing proportion shifts with the temperature. on the other hand we were 
interested in any changes of the colloid percentage of the equilibrium Iiquid (,"solubility 
of the coacervate") and of the percentage of water in the coacervate. Finally we 
examined the two latter points in the presence of a neutral salt (KCI) . 

2. Methods. 

3 % stock solutions: 30 g. fine ground gum arabic ( gomme senegal pe!!ite boule 
blanche I) is dissolved by heating in 1 L dist. water and filtered. The stock is kept in 
the refrigerator. 15 g. gelatine (gelatine for bacterlologic purposes of the Lijm en 
Gelatinefabriek "Delft" at Delft) is strewn on 500 cc dist. water and left to swell for 
30 min. Then it is dissolved in a water bath at 60° . The solution is divided into portions, 
which are preserved in the refrigerator. On use a portion is melted and placed in a 
burette with a hot water mande. 

For the preparation of the coacervated systems a number of wide tubes. to whose lower 
ends narrower tubes are melted - divided rnto 0.1 cc - is placed in the thermostat and 
filled with a cc 3 % gum arabic sdlution + (20-a) cc 3 % gelatine solution. After the 
mixtures have reached the desired temperature 5 cc of a 4 % acetIc add solution is added 
to each tube and after the tubes have been c1osed' with a rubber stop the contents are 
weIl mixed. After I hour in the thermostat the mixtures are shaken again and then leEr 
till the next morning. Now the volume of the coacervate layers i,s noted and samples 
(ca. 10 cc) of the equilibrium Iiquid are taken in order to determine the dryweight. They 
are placed in cyllndrlcal nickle dishes (diameter 70 mmo height 18 mm) weighed and 
then dried. one hour on boiling water bath. then one hour in the drying oven at IOSo. 
In the latE'r experiments (see §§ 6 and 7) samples were also taken of the coacervate layers. 
in order to determine the percentage of water of the coacervate. 

3. Optima/. mixing proportion and temperature. 

In Table I are found the results of two. identlcal series at 40°. The only di'fference is 
that the second series was begun a few days after the first. They make the impression 
of belng reproducible. 

The dryweight determinati'ons were be gun in dupllcate only in a few mixing proportions. 
In the experimental series of Table II. in which we started from new stock solutions of 

1) H . G. BUNGENBERG DE JONG and W . A . L. DEKKER. Kolloid Beihefte H. 143 
(1935) ; 43.213 (1936) . 
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gelatine and gum arabic. the dryweight determinations were always done in duplicate. 
From the data of Tables land 11 we can answer the question whether the temperature 
affects the mixing proportion of optimal coacervation. 

The mixing proportion is indicated on the one hand by the maximum of the coacervation­
volume curve. on the other hand by the minimal dryweight within each mixing series. 

J.O " J.O ,. 

n 2.5 

20 ZO 

15 M 

1.0 . 10 

0.5 05 

xA %4 

ZO 40 60 eo IDO lO 40 80 100 
A B 

Fig. I. Coacervate volume (A) and dryweight of the equilibrium liquid (B) 
as functions of the mixing proportions (in % arabinate) . according to the data 
of the experimental series at 50° of Table lI. As maximum of the curve in 
fig. 1 A we assume the point of dissection of the bisecttng line and the curve. 
In fig. 1 B straight lines are drawn through the experimental points. and the 
mixing proportion near the point of dissection is determined. This mixing 
proportion is assumed to be the mixing proportion at which the dryweight ot 

the equilibrium Hquid reaches a minimum. 

TABLE I. 

cc A cc G %A I 
Coac. vol. % dryweight 

in cc equilibrium liquid 

5 15 25 0 .02 ~ : g~2.ll 
7 13 35 0.69 1.76 
9 11 45 2.10 0 .99 

40° 11 9 55 2.85 ~:!~ ~ 0.50 
Series I 

13 7 65 2.74 0.62 ~ 0 62 
0.61 

15 5 75 1.80 1.20 
17 3 85 0.33 

5 15 25 0 .01 

7 13 35 0.71 1. 79 ? I 81 
1. 82 \ . 

40° 9 11 45 2. 13 1.00 

Series 11 
11 9 55 2.85 0.46 
13 7 65 2.83 0 .59 
15 5 75 1.80 1.25 
17 3 85 0.38 1.90 
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The former maximum cannot easily be determined directly, as ' the maximum sections of 
the curves are rather level. We are assisted by the construction of a bisecting line (5ee 
fig . IA) , in which we use the steep curve branches. It is found that in constructing the 
coacervate volume curves from the data of Table land 11 the bisecting Iines interseet 
the maximum sections at 58-59 % gum arabic, though the temperatures are different 
(31 °, 40° and 50°). 

With greater certainty the optimal mixing proportion is found from the dryweights of 
the equilibrium liquid (fig. 1 B), because the two branches of the curves over a longer 
section are practically straight lines. Here again, for all four curves the point of dissection 
of those straight lines is near 59 % gum arabic. So we conclude that the optima-l mixing 
proportion is independent of the temperature. 

TABLE 11. 

cc A cc G OfoA 
Coac. vol. % dryweight 

in cc equilibrium liquid 

0 20 0 2. 05 12 08 
2.10 ~ . 

5 15 25 2.09 ? 209 
2.09 ~ . 

7 13 35 0 .50 1.61 t 1 60 
1. 59 ~ . 

9 11 45 2 .08 0.92 ? 0 92 
0.91 ~ . 

31° 11 9 55 2.64 ~ : !~ ~ 0 .46 

13 7 65 2.66 ~ : ~~ ~ 0.59 

15 5 75 1.75 ! : ~~ ~ 1. 20 

17 3 85 0.48 1.84 ~ 1 84 
1.83 . 

20 0 100 2.05~206 
2.07 . 

I 2·14 ? 213 5 15 25 0.01 2 . 11 ~ . 

7 13 35 0.80 ! : ~!~1.76 
9 11 45 2 .09 1.04 ? 104 

1.03 ~ . 

50° 11 9 55 2 .82 ~ : ~~ ~ 0.56 

13 7 65 2.70 0.70 t 0 71 
O. 71 ~ . 

15 5 75 1. 78 ! : ;~ ~ 1. 27 

17 3 85 0.40 1. 94 ~ 1 95 
1.96 . 

4. Coacervate volume and temperature. 

Prom the compari'Son of the results of Table 11 it would follow that with the sam~ 
mixing proportion the coacervate volume is a little greater at 50° than at 31 0. Although 
these series of experiments were begun with the same stock solutions, they are not strictly 
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comparable, hecause they were not begun simultaneously. Therefore from now on we 
mounted 3 thermostats and experimental series were begun simultaneously with the same 
stock solutions, at two or three temperatures. We restrict ourselves to the section of 
mixing proportions in which the coarcervate volume is great. From table III it follows 
that the coacervate volume at 50· is a little smaller than at 30· , whereas there is 
practically no difference averagely between the volumes at 30· and at 40·. 

TABLE 111. 

I Coacervate volume in cc % dryweight in equil. Iiquid 
cc A cc G 0' 0 A 

30° 40° 50° 30° 40° 50° 

9 11 45 2.21 2.23 2. 17 0.98 0.99 1.10 
9 11 45 2.17 2.21 2.16 1.03 1.08 1.08 

11 9 55 2.90 2.94 2.89 0 . 54 0.53 0.58 
11 9 55 2.96 2.90 2.82 0.55 0.52 0 .62 
13 7 65 2.82 2.86 2.72 0.65 0.65 0.73 
13 7 65 2.85 2.82 2.72 0.69 0.64 0.69 

I 

In a second. similar series (Tabie IV) we also see hardly any diHerence between 
31.25· and 40·. 

TABLE IV. 

Coacervate volume 

1 
Ofodryweight equil. 

cc A cc G %A in cc Iiquid 

31.25° 40° 31.25° 40° 

11 9 55 2.89 2.91 0.49 0.53 
11 9 55 2.87 2.91 - 0.53 
12 8 60 2 .94 2.95 o 47 0 .53 
12 8 60 2.93 2.92 0 .49 0.53 
12 8 60 2.92 2.95 0.47 0.50 
12 8 60 2.96 

I 
2.96 0 .47 

I 

0.50 
13 7 65 2.71 2.79 0.64 0 .65 
13 7 65 2. 74 2.75 0.64 0 .66 

Also in the subsequent experiments we see (tables V and VI. further in th is paper) 
th at the effect sought is of the same order as the experimental errors, so that we may say 
that at least between 30· to 40· the coacervate volume is ver,y littJe affected by the 
temperature. 

In the presence, however, of KCI (5.10 and 20 m Aeq. p. L), Table VI c1early shows 
that the coacervate volume decreases at a rise in temperature. But this is likewise always 
the case in the temperature section of 40·-50·, as is seen hom Tables lIl, V and VI. 

The vague results in the sectlon of 30·--40· are probably connected with the fact 
that at 30· we are very near the gelation temperature. The following experiment 
makes this c1ear. After being left for a night a c1ear coacervate was cooled very slowly 
(the name under the thermostat being turned out) . At 28.5· the coacervate layer begins 
to get cloudy. At further cooling the result is a turbid gelatinized complexcoacervate 
layer. From 16· onward the thermostat was slowly heated and th en the c10udiness only 
disappeared entirely at 31.6· . So from the point of view of onsetting internal changes in 
the coaservate we should avoid temperatures between 28.5· and 31.6· , when drawing 
conclusions concerning the effect of the temperature on ideal liquid coacervates and 
possibly we are too near this temperature section also at 33·. 

Proe. Ned . Akad. v. Wetenseh., Amsterdam. Vol. XLIV, 1941. 71 
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Hence we arrive at the conclusion that the coacervate volume in a temperature section. 
sufficiently removed trom the gelation temperature slightly decreases at sn increase of 
6emperature. 

Microscopic examination of the gelatinized complexcoacervates shows th at the c10udiness 
is caused by the presence of vacuoles. 

On rapid cooling many small vacuoles are formed, whereas in slow cooling the gelatinized 
coacervate contains a smaller number of larger vacuoles. Apparently the vacuoles are 
formed during the semi-Iiquid condition of the coacervate, so that the confluence of the 
vacuoles is still possible. 

5. Solubility of the coacervate and temperature. 

When we take the ave rages of- the dryweights of the equilibrium Iiquid of the two 
series in Table I. comparing them with those in Table 11, we note an evident increase in 
the solubility of the coacervate with the temperature. 

Survey belonging to Tables land 11. 

OJoA 
Dryweight equilibrium Ilquid in Ofo. 

31° 40° 50° 

35 1.60 1.79 1.76 
45 0 .92 1.00 1.04 
55 0 .46 0 . 48 0.56 
65 0.59 0.61 0.71 
75 1.20 1.23 1.27 
85 1.84 1.90 1.95 

The data of Table JU dó, · indeed, show the slight increase of the dryweights between 
'IQo and 50°, but the dryweights of 30° to 40° do not allow of any conclusion. Table IV 
shows an evident increase in the solubility with the temperature rlse, with re gard to section 
31.3°-40°. The same is seen in the results of Tables V and VI. further in th is paper, in 
which we compare the complex coacervation at 33.2°-40° and at 50°. The deviating 
result of Table JU we are inclined to attribute to the fact that the lowest temperature 
used here (30°) is too near the gelatinization temperature. 

So we arrive at the conclusion that the solubility of the coacervate in a temperature 
s("ction sufticiently removoo from the gelatinization temperature slightly increases with a 
rise in the temperature. 

6. Percentage of water of the coacervate and temperature. 

In the following series of experiments the mixing proportions of 55 and 60 % gum 
arabic were begun in quadruplicate, while the drywdghts not only of the equilibrium 
liquids, but also of the coacervate layers were detennined. The samples of the coacervates 
were taken with small pipettes, which had been c10sed by melting the lower ends. The 
fine points were scratched with a glass file. First part of the equiHbrium Iiquid was sucked 
oH for the analysis of this Iiquid. after which the pipettes were placed in the sedImentation 
tubes for one hour, then the point was broken oEf by slight pressure. The coacervate 
then flowed in very slowly under hydrostatic pressure. or in a few cases was helped to 
flow by sucking with slight lower pressure. The latter should ·be done ·with great care, 
as otherwise there is a danger of the equilibrium Iiquid also entering the pipette ip 
consequence of vortex formation. 

The samples of the coacervate layer were plpetted directly into the nickle drying boxes 
and weighed at once. After that they were distributed equally over the bottom with hot 
distilled water, and then dried. 
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TABLE V. 
-

Coacervate vol. % dryweight 1 % dryweight 
cc A cc G %A in cc equil. liquid coacervate 

33 .2° I 10° 50° 33 .2° I 10° 50° 33.2° 10° 50° 

11 9 55 2.79 2.79 2.70 0.19 0.53 0.58 - - -
11 9 55 2.82 2.82 2.73 0 .19 0 .52 0.63 12.88 13.02 13.00 
11 9 55 2.80 2.79 2.75 0 .19 0 .51 0.61 13 . 19 13.02 13.12 
11 9 55 2.82 2.83 2.73 0.50 0.53 0.57 12.83 13.16 13.05 

12 8 60 2 87 2.90 2.78 

I 
0.53 0.55 0 .66 12 .83 13.00 12.96 

12 8 60 2.87 2.81 2 75 0 .53 0 .55 0.68 12.81 13.06 -
12 8 60 2.89 2.87 2.79 0 .52 0 . 55 0.67 12 .88 12 .95 13.00 
12 8 60 2.85 2 .89 2.77 I 0.51 0.57 0 .68 12 .92 12 .97 13 .05 

The results of this experimental series are found in Table V . Below we give a survey 
stating the averages of the quadruplicate dete rminations. 

Survey belonging to Table V . 
-

I I . Coacervate volume in cc % Dryweight equil. liquid 0/0 Dryweight coacervate 
%A 

33 .2° I 10° 50° 33 .2° 10° I 50' 33 .2° 10° 50° 

55 
I 

2.81 
I 

2.81 2.73 0.19 0 .52 
I 

0.61 12.861) 13.07 13.06 
60 2.87 2.86 2.77 0.53 0 .55 0.67 12 .87 12.99 13.00 

The influence of the tempera tu re on the coacervate volume and on the solubility of the 
coacervate has been discussed in previous sections, 50 that we restrict ourselves to the 
dryweight of the coacervate. From the Ust is seen a slight incniase of the dryweight at a 
temperature increase in the section of 33.2°-50°. The same is seen in Table VI in the 
absence of KCI. 

But there the value is at 10° (13.20 % ), between those at 33.2° (12.98%) and at 
50° (13.39 % ), whereas in Table V the value of 10° is equal to that of 50°. Also in the 
presence of KCI (5.10 and resp. 20 m aeq. p. L) we always see (in Table VI) that the 
dryweight of the coacervate is greater at 50° than at 33.2°. while at 10° the value is 
either a little more or a little less than at 33.2° . We think we must attribute the varying 
results with regard to the emperaure sedon of 33.2°--40° to experimental errors. As is 
also seen from the tables, the separate values within each quadruplicate sometimes 
fluctuate over a greater amount than the difference of the averages of 33.2° and 10°. 

So we arrive at the conclusion th at the percentage of water of the coacervate depends 
but little on the temperature. decreasing verg slightlg at an increase of temperature (the 
dryweight slightly increasing) . 

7. The effect of the temperature on the complexcoacervation in the presence of a 
neutral salt (KeI). 

Neutral sa lts have a neutralizing effect on complexcoacervation. They increase the 
solubi:1ity of the coacervate and make it richer in water. We investigated whether the 
presence of KCI affe cts the dependenee on temperature of the coacervate volume, the 
solubility of the coacervate and its percentage of water, discussed in the foregoing pages. 
This experiment was done in one mixing proportion (60 % gum arabic). of the two 
colloids. The mixtures 'were made as follows: 25 cc solution of gum arabic and gelatine 

1) The dubious value of 13.19 was not used in determining the average. 

71* 
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+ 2 cc a-normal KCI + 5 cc 4 % acetic acid. The KCI solution was selected so that the 
f1nal concentration in the mixtures was 0.5. 10.20 and 40 m aeq. p. L. 

At 40 m. aeq. p. L. the coacervation was already neutralized. The results are fouÏld 
in Table VI. The averages are given in the following survey. 

This survey shows the typical neutralizing effect of a neutral salt on complex­
coacervation: the solubility of the coacervate increases (0/0 dryweight of the equilibrium 
Iiquld increases) and the percentage of water of the coacervate increases (0/0 dryweight 
of the coacervate decreases). 

The presence of Kei, ho weu er, does not cause any change in the influence of the 
temperature on co,!!plexcoaceruafion. Wh en the tempera tu re is raised the coacervate 

TABLE VI. 

Coacervate vol. % Drywelght equll. OfoDrywelght 
KCI concentration In cc Iiquid coacervate 

m. aeq. p. L. 
33.2° 40° 50° 33 .2° 40° 50° 33 .2° 40° 50° 

0 3.67 3.67 

I 
3.54 0 .48 0.50 0 .53 12 .98 13.15 13 .39 

3.70 0 .50 13.24 

3.75 3.75 3.68 0.65 0.71 0 .74 12 .01 12 .02 12 .22 
5 3'.69 3.76 3.60 0 .65 0 .68 0 .72 12 .02 

3.75 3.77 3.60 0 .65 0 .69 0.73 11 .98 12 .03 12.13 

3 .75 3.68 3.56 0 .90 0.98 0 .99 10.90 10.89 11.10 
10 3;69 3.68 3.59 0.91 0.98 0 .99 11.05 10 .93 11.15 

3.72 3.68 3.54 0.91 0.94 1.01 10.98 10 .89 11 . 22 
I 3.68 3.52 0.95 0.99 11.14 

--_. 

I 
2.79 2.58 2.40 1.54 1.63 I. 72 8.90 8. 77 1 8.99 

20 2.82 2.57 2.45 1. 53 1.62 1. 73 8.85 8.95 9 . 12 

I 
2.83 2.58 2.40 1.53 1.65 1.69 8.99 8.80 I 9. 15 
2.87 2.40 1.51 1. 73 9.06 9.04 

volume slightly decreases (see § 4), the solubility of the coacervate slightly increases 
(see § 5) and the percentage of water of the coacervate slightly decreases (see § 6) . 

Survey belonging to Table VI. 

Coacervate vol. % Drywelght equll. OfoDryweight 
KCI m. aeq. p. L. In cc Iiquid coacervate 

, 
33 .2° 400 50° 33.2° 40° 500 33 .2° 400 50° 

0 3 .67 3.68 3.54 0 .48 0 .50 0 .53 12.98 13 .20 13.39 
5 3.72 3 .76 3.63 0.65 0 .69 0.73 12 00 12.02 12.17 

10 372 3.68 3.55 0 .91 0 .96 0.99 10.98 10 .90 11.15 
20 2.83 2.58 2.41 1.53 1.63 1.72 8.95 8.84 9 .05 

8. Summary and discussion. 

In the foregoing pages we arrived at the conclusion that wh en the tempera tu re is raised : 
a . the optima I mixing proportion remains constant, 
b. the coacervate volume decreases slightly, 
c. the solubility of the coacervate slightly increases, 
d. the percentage of water in the coacervate slightly decreases. 
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As for these results, a. need not surprise us, as the optimal mlxmg proportion is 
determined by the (effective) equivalent weight of the two colloidions, and this is not 
Iikely to be greatly dependent on -the temperature. 

Concerning b. we remark that the influence of the temperature on the coacervate volume 
will be the result of the influence of the temperature on the solubility (c) and on the 
percentage of water of the coacervate (d) . The result mentioned under b. follows from 
the increasing solubility and the decreasing percentage of water of the coacervate. 

The most remarkable result is the decrease of the percentage of water of the coacervate 
d., while at the same time its solubility increases (d). 

We have before arrived at the conclusion that the internal condition of a complex 
coacervate is determined by two opposing factors : I. an electrostatic attraction of 
colloidions of opposite charge, 2. a repulsion factor connected with the hydratation of the 
two colloidions. The dependence on the temperature of the percentage of water of the 
coacervate we are therefore inclined to attribute to a change in the repulsion factor 
mentioned under 2. For the hydratation will decrease when the temperature is raised and 
with it the repuls ion factor will grow less. 

Besides there is the general influence of the temperature, on the ground of which we 
may expect the two coexisting Iiquids (coacervate and equilibrium Iiquid) to mix better 
when the temperature is increased, i.e. thc equilibrium Iiquid will contain more colloids, 
the coacervatc more water. 

The temperature effect mentioned first is entirely absent in the equilibrium Iiqutd, so 
that the solubility of the coacervate wil increase at a ri se in the temperature (c). On the 
other hand th is effect does play a part in the coacervate, and in view of the decreasing 
percentage of water on a rise of tempera:ure (d) we must assume ,that here it decreases 
the percentage of water to a greater extent, than the water percentage would increase in 
consequence of the general temperature effect, mentioned last. 

The results are also of interest on account of another problem. We saw in § 4 that on 
gelation vacuolization occurs in the semi-Iiquid coacervate. This means that the 
coacervate loses water. Now two things may be supposed: a) the vacuolization is 
independent of the gelation, but is the continuation of a temperature effect on the 
percentage of water of the coacervate, which exists already at much higher temperatures, 
b) the vacuolization is directly connected with gelation. The results show that a) is 
not correct. For in the temperature section between 500 _400 the coacervate does not 
become poorer, but richer in water on cooling. In favour of b) is also the fact that the 
forming of vacuoles is a process which mayalso occur isothermically at a suitable 
temperature, lower than the gelation temperature. 

Leiden, Laboratory for Medical Chemistry. 



Botany. - CompositJon of Gas in the Intercellular Spaces of Potatoes. By A. GoRTER 
and W . NADORT. (Communicated by Prof. J. C. SCHOUTE.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

I ntroducfion. 

Studying the physiological phenomenons of potatoes. various conclusions have from 
time to time been drawn from the composition of the gases in the intercellular spaces. the 
intemal atmosphere. Amongst others. THORNTON (8). in a recent publication on factors 
influencing the sprouting of potato-buds. makes use oi the composItion of the gas in the 
intercellular spaces to prove that sprouting is promoted by lack of oxygen. 

As early as 1890 extensive investigations into the intemal atmosphere were made by 
DEVAUX (3). but these have eVidently been forgotten meanwhile. for MAGNESS (4) 
writes in 1920: "We have no critical studies upon the internal gases of plant tissues .. ....... 
He describes a method to determine the composition of the inner atmosphere and reports 
some analyses from which he flnds a composttion quite different from that found by 
DEVAUX. In this article we shall prove that MAGNESS' method does not give good results. 
and that to determine the composition of the gas by this method. as. e.g. DAVIS (2) and 
SMITH (7) have done. easily leads to wrong conclusions. We shall first discuss both 
methods briefly. 

Method of DEVAUX. 

During microscopical studies upon potatoes. this investigator pointed out that the very 
small intercellular spaces all communicate with each other. while. too. with a slight under­
pressure air can easily be sucked through the potato. From this he concluded that the 
tuber must be very porous. and that an equilibrium exists between the gas and the f1uid 
in the intercellular spaces. This equIlibrium will be restored at any time it is disturbed. 
even if this ma,y take rather a long while. 

In order to determine the composltion of the internal atmosphere. DEVAUX cut a 
cylindrical hole into a potato and inserted a glass tube in it. which he tightened up with 
wax. He arranged the experiment in such a manner th at out of this tube a little sample 

Date 

February 17 
February 19 
February 24 
February 28 
March 18 
March 21 
May 28 
June 7 
June 10 

TABLE 1. 
Composition of the internal atmosphere of a winter-potato. 

stored at room-temperature. 

% C02 
\ 

% 0 2 I 
4.5 11 .9 
5.2 11.5 
4.2 15 .5 
5.0 11.7 
3.7 16.2 
3.3 16.5 
5.4 11 .5 
3.8 17.4 
4.1 16.9 

average I 4.3 15.7 

% N2 

80 .6 
80.3 
80.3 
80.3 
80.1 
80.2 
80.1 
78.8 
79.0 

80.0 
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containing 0.1-0.2 cm3 could be taken. It appeared, af ter one or two days, that equilibrium 
had been established between the gas in the intercellular spaces and the large hollow 
space formed by the hole and the glass tube. 

He now analysed the gas in a large number of potatoes. Thus, he was able to follow 
during some time the alterations in ' the composition of the internal atmosphere of one 
and the same potato. We here give an example in figures derived from DEVAUX (TabIe 1). 

The following conclusions can be drawn from this tabIe: the internal atmosphere of a 
normal potato contarns 3--5 % CO2 and 145-175 % 02. This proportion is maintained 
during storage, for a potato stored til! October showed an internal atmosphere of the 
same composition, though it had heavily sprouted: i.e. C02: 6.6 %' 02: 175 % and 
N2: 75.9%. 

This method of analysing we did not meet wUh at all in the newer publications, though 
PFEFFER (6) and CZAPEK (1) do report the results. 

Method of MAONESS. 

MAONESS cuts, by means of a cork-borer, a cylindrical plug out of the potato. He puts 
it in an apparatus filled with mercury, which is connected 

~ 
with an open mercur,y-vessel by a tube at the lower edge. 
By lowering the mercury-vessel, a vacuum is formed in 
the apparatus. The vacuum causes the gas to escape from 
the potato. Af ter the mercury-vessel is leveled, the gas 
can be transferred in a gas-analysing apparatus by means 
of a cock at the top of the apparatus. 

By this method MAONESS determined the composition 
of the internal atmosphere of a potato stored at 22° Iike 
this: 

C02: 34.4 % 02: 5.7 % N2: 59.9 %. 

It is obvious at once that much more C02 and less Nz 
are found than had been determined by DEVAUX. Other 
investigators working according to this method found a 
similar composition, e.g. SMITH: 

stored dry: C02: 20.3 % 
stored moist: CO2: 30.6 % 

02: 13.0% 
O2: 7.0% 

N2: 66.7% 
N2: 62.4%. 

We could prove, in the first place, th at the quantity of 
gas extracted from the potato in this manner is larger 
than the volume actually present in the intercellular 
spaces. In the second place, we could prove that the 
composition of the gas obtained depends entirely upon 
the method of extraction. 

Determination of the volume of gas in the intercellular 
spaces. 

Plugs of tissue, from which the volume had to be 
determined, were cut out of the potato with a cork-borer. 
The sample plug was pushed out into a glass vessel filled 
with water. The vessel was fitted at the lower edge with 
a glass stopper; at the top it ended in a capillary tube 
(see fig. 1). The glass vessel was shut under water in 
a brass cylinder in such a manner that the capillary tube 

F above the surface of the water was visible through a ig. 1. 
looking-glass in the cylinder-wall. The whole apparatus 

was placed in a thermostate. When equilibrium between the temperature in the thermostate 
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and in the c.ylinder was established, the · cylinder was shut by a cover provided with a 
manometer. The meniscus was read through a horizontal microscope, and thereafter air 
was pumped into the cylinder through a valve. The water in the potato, the water in the 
glass vessel and the air in the intercellular spa ces were compressed. At several pressure the 
meniscus was read, sc that the change in the volume of gas in the intercellular spaces 
could be determined at different pressures, the diameter of the capillary tube being known. 
A slight correction is made in view of the compression of the water, as known from an 
experiment without potato. The volume of gas in the intercellular spaces can be calculated, 
with the aid of the law of BOYLE from the formula: V X 76 = (V - Ll V) X P. Table 2 
gives an example of such a determination. 

TABLE 2. 
Determination of the volume of gas in the intercellular spa ces of a cylindrical plug of 
potato weighing 15.5 9 (fresh weight). Temp. 20° . Bar. pressure 76 cm. Diameter of 

capillary tube 1.75 mm2 • 

Pressure P Meniscus level Correction Removal Change of Volume of 
meniscus volume LlV interc. gas V 

cm mm mm 
mm mm3 mm3 

76+0 0 - - - -
+46 .5 -25 .9 0 .8 -25.1 43 .9 116 
+72 .8 -35 .0 1.2 -33.8 59.2 121 
+ 81.1 -37.1 1.4 -35.7 62 .5 121 

average. 119 

This table shows that one and the same volume of gas is found at different pressures. 
It is proved to be gas, since it behaves according to the law of BOYLE. This method. 
therefore. is exact enough to determine the volume of gas in the intercellular spaces. It is 
remarkable that the former volume is not regained by lowering the pressure again. 
Probably the reason is th at the compressed gas in the extremely small intercellular spaces 
is not able to overcome the elasticity of the rather solid cell-walls. Thrs phenomenon 
cannot be caused by the dissolution of the gas in the intercellular fluid, as th is gas 
should be already dissolved during compressing, and the law of BOYLE would th en not 
hold good. 

Determination of the volume of gas by the methad of extraction. 

The volume of gas in several potatoes was determined by extracting in vacuo according 
to the method of MAGNESS. The volume thus obtained was compared with the volume 
found by compression. After the extraction we again determined whether any gas remained. 

Table 3 shows the results of these experiments. It appears that always more gas is 
extracted than there is present in the rntercellular spaces. Part of the gas extracted 
apparently comes from the fluid in the intercellular spa ces or even in the cells. 

Analysis of the gas extracted. 

This analysis was performed with the manometric apparatus of VAN SL YKE, in such 
a manner that the method was somewhat altered. using quantitles of 1 cm3 or less. To that 
purpose, instead of aln sodium hydroxide solution, 0.1 n was used to absorb the C02, 
and a volume of 2 cm3 was read above the alkali-meniscus instead of a volume of 50 cma 

above the mercury-meniscus. Same analyses of laboratory-air proved the method to be 
exact enough. More details are found in PETERS and VAN SL YKE (5) .. Correctrons of 
temperature we re avoided by working at the time at the same temperature. 
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TABLE 3. 
Comparison of the volume of intercellular gas determined by compression with the volume 
of gas extracted in vacuo. Volumes of gas in mm:1 per 10 g fresh weight. Temp. 20°. 

Vol. of gas determined Extracted in vacuo I Number of by compression 0/0 of extracted gas 
.. _-- - - gained from the 

determination from gas phase Beforc extr. Af ter extr. gasphase in total 

G3 105 - - 117 -
6b - 22.5 - 212 -
6c - 21 - 211 -
7a 102 39 63 299 21 
7b 94 26 68 113 60 
8a 77 25 52 156 33 
8b 98 30 68 114 60 
9a 98 3 95 100 95 
9b 84 I IS 69 91 76 

It appeared (tabIe 4) that the gas extracted in vacuo contained too much CO2 and 
rather little O 2; we obtained values in accordance with those of MAGNESS and SMITH. 

When the gas of the same potato was extracted with an under-pressure as slight as 
possible. the composition appeared to differ greatly. The lowest pressure at which gas 
escaped from the plugs of potato reached 50 cm under-pressure. But then. very little gas 
escaped. so that some more plugs had to be extracted in succession and the total amount 
analysed. In table 4 some a~alyses are given. We see from these that at 50 cm under' 
pressure quite another compositi'on is found than at extraction in vacuo. 

TABLE 4. 
Analysis of the gas in the intercellular spa ces of cylindrical plugs of potatoes. Extracted 
at slight and strong under-pressure. In every experiment plugs of the same potato were 

used. Volume in mm:! at 20° . calculated per 10 g fresh wcight. 
-

Numberof ~ Extraction in vacuo Extraction at 50 cm under-pressure 

experiment 
I%C02 %02 %N2 Vol. % C02 1 %02 %N2 I Vol. 

WI 24 .6 20.0 55.4 - 1.3 22.9 75.8 -
2 15.9 16.1 68.0 - 4.3 20 .2 75.5 -
3 12.8 19 .6 67.6 233 4.7 18.3 77 .0 109 
4 36.6 8.4 55.0 262 5.3 18.6 76.1 130 
5 16.5 16.2 67.3 228 3.9 16.4 79 .7 IlO 

We also tried to obtain the gas from the internal atmosphere without extracting the 
dissolved gas. by infiltrating the plug with an organic liquid. With toluene we succeeded 
at an under-pressure of 25 cm in the extraction-apparatus. The gas obtained. however. 
could not bI' analysed. as the tol.uene vapours disturbed the determination. But at this 
slight under-pressure. too. more gas was extracted than was present in the gasphase of 
the intercellular spaces. as is shown by the following figures: 

volume of gas before extraction: 36.5 mm:! per 
.. .. after 2.8 mm:! 

volume of gas extracted 55.5 morl 

lOg fresh weight 
lOg 
lOg 

Wh en plugs of potato were extracted at 40 cm under-pressure in the extracti'on-
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apparatus. in water freed from air. the gas obtained could be analysed. This method has 
thls advantage. that the same plug of potato can he extracted. flrst at iO cm under-pressure 
and then in vacuo. Table 5 gives the analyses of the gas thus obtalned. It is obvious that 
the composition of the gas successively extracted is quite different. 

TABLE 5. 
Compositi:on of the gas in the interceIIular spa ces of plugs of potato. obtained by 
extractIon under water at iO cm under-pressure and in vacuo; Temp. 20·. Volume of gas 

calculated in mm3 per 10 g fresh weight. 

Number of Extracted under water I Extracted in vacua 

determination %C~ %~ 1 %N2 Vol. %C~I %021 %N2 Vol. 

Gll O.i 17.i I 82.2 25 31.1 I 6.3 

I 
62.6 130 

12 0.3 12.1 87.6 61 18.0 i.3 77.7 137 

It may be admitted that the gas. whïch escaped at a slight under-pressure. consists for 
a large part of the real interceIIular gas. and that. on the other hand. the gas thereafter 
obtained in vacuo consists of dissolved gas. The much higher percentage of C02 can he 
explained by the greater di:ssolubility of the C02 than of the other gases. We will not 
say. however. that the gas obtained by extraction at a slight under-pressure under water. 
or by extraction at a somewhat greater under-pressure under mercury. shows the right 
composition. 

The composition of the gas obtained in vacuo can not be deduced from the sum of 
the gas In the gas-phase and the gas dlssolved in the interceIIular liquid. as the short time 
of extraction does not give sufficient opportunity to the gas to establi'sh equilibrium with 
the large gas-room on the outside of the potato. supposing that equilibrium can be still 
established in a damaged potato. The C02 mayalso be bound in the ce lis themselves 
but we know nothing about this with any certainty. 

In the old method of DEVAUX the potato is damaged only slighdy. and for days the 
interceIIular gas has an opportunity to establish equilibrrum with the gas ' spa ce froin 
whïch a sample can be taken. This method. therefore. gives bet ter results than the method 
of extraction. The results. too. are more trustworthy in our opini:on. DEVAUX also pointed 
out that the composition of the gas of several plants was the same during the same period 
of vegetation. It is obvious that he found about the same value as we found when 
extracting at a slight under-pressure (tabie i). It is remarkable. too. that DEVAUX 

observed that the composition of , the gas during storage of the potatoes did not alter 
until sprouting. although SMITH (who worked with the extraction-method) found that the 
percentage of C02 ' during storage did increase. and was. indeed always more than 
DEVAU'X observed. Probably the alterations observed are caused to a large extent by the 
respiration of the potato. 50 that an increasing quantity of C02 is extracted ' from the 
interceIIular liqui:d. The alterations in the composition of the extracted gas mean only 
very litde. and any conclusion would be premature. 

Summary. 

The volume of gas in the intercellular spaces of potatoes was determined. and 
experiments showed that the quantity of gas that can be extracted by the method of 
MAGNESS (i) is always more than the re al volume present. Moreover it appeared that. 
with different methods of extracting. quite different results were obtained. probably 
because gases from the interceIIular liquid were also extracted. The method of extracting. 
therefore. does not give good results. and it is risky to use this method to determine the 
composition of the interceIIular gas. It was shown that the old method of DEVAUX (3) 
is preferabie for the determination of th is gas. 
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during the course of thi"s work. 
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Botany. - Some technica/ remarks about the co/chicine treatment of GramineEre. By 
C. VAN DILLEWI]N. (Communicated by Prof. A. H. BLAAUW.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

In surveying the results hitherto obtained with colchicine treatment in various plant­
fami'lies one is struck by the fact that the share of the Gramineae is comparatively smalI. 
This is all the more striking. because many of our most important economie plants be long 
to this family. It may therefore be safely assumed that many attempts have been made to 
induce polyploidy in our cereals by means of colchlcine and that the relatively slight 
success is due to peculiarities that are typieal for th is family. 

Which are these pecuIrarities? In order to answer th is question it should be remembered 
that with Gramineae the general complaint is that seedtreatment with colchicine solution 
actually caIls up typical polyploidy phenomena in the plumula. but that the roots 
generally die soon after the treatment. If the concentration of the colchicine solution and 
the duration of the treatment are chosen in such a way that the roots do not die. this 
treatment proves to be insufficient for causing lasting polyploidy in the vegetation-point 
of the plumula. 

The question narrows down to this . therefore. rhat a certain colchicine treatment causes 
much stronger reactions in the radicula than in the plumula. And this may logicaIly be 
brought into connection with peculiarities in the structure of germinating cereal grains: 
the almost naked radicula. affected directly by a colchicine solution. and the vegetation 
point of the plumula surrounded by young leaves and a coleoptile to which vegetation­
point the solution can hardly or not at aIl penetrate. 

On the basis of these considerations means were sought 
a. to weaken the effect of colchicine on the radieula; 
b. to strengthen the effect of colchkine on the vegetation-point of the plumula; 
c. to make a combination of a . and b. 
The first experiments we re made in 1940 with rice. viz. two Italian varieties. BERTONE 

and ALLORIO. If the seeds are aIlowed to germinate under water. first the plumula is 
developed and for a time the radicula does not appear. If at th is stage the two coleoptiles 
and the young leaves in them are cut off c10sely above the vegetation-point and the 
seedlings thus treated are immersed i'n a colchicine solution. it may be expected that the 
radicula will be iII accessible to th is soluton. the vegetation-point of the plumula on the 
other hand will be easily accessible to it. In this way a large percentage of mutants can 
easily be produced (cp. Landbouwkundig Tijdschrift 53. 544-545. 1941) . the prescription 
for th is treatment being as foIlows: 

Sterilize the kemels for t hour In a t % Germisan solution. AIIow the treated 
kemels to germinate under water in a thermostat <;It 27 0 C during 6 days. Cut off 
the coleoptiles and young leaves until about 1 mm remains. Keep the thus treated 
seedlings for 48 hours in a thermostat at 31 0 C in a solution of 0.1 % colchicine. 

Seedlings treated in th is way give both with BERroNE and with ALLOR.iO mutants 
which c1early de via te from the normal type: the plants are shorter and more compact. 
the colour i's darker. the leaves remain green for a longer time and the ripening takes 
place much later; tillering continues almost unlimited. the stomata are larger. the liguIa 
is longer. the caryopsis IS c1early larger with smaller lengthJbreadth index; further the 
lemma is more coarsely hairy and has a strikingly long awn (in normal plants the awns 
being almost wholly absent). The mutants are fairly fertiIe. annually forming plenty of 
seed and th is seed is in germinating power hardly inferior to the seed of normal plants. 
The accompanying plate shows a normal plant and a mutant of ALLomo. 



C. VAN DILLEWIJN: SOME TECHNICAL REMARKS ABOUT THE COLCHICINE 

TREATMENT OF GRAMINEAE . 

Foto: C. J. VAN DE PEPPEL. 

ALLORIO rice. Left normal plant, right mutant. 

Proc. Ned. Àkad . v . Wetenseh .. Àmsterdam, Vol. XLIV, 1941. 
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Dwing to th is favourable result similar experiments we re made in 1941 with rye. wheat. 
barley and oats. 

The suppressing of the root development. although possible. is a laborious and cumbrous 
process for these plants. so that it was abandoned. If grains are allowed to germinate 
in moist conditions until the coleoptile has a length of 2-6 mm and if th en the coleoptile 
and the enclosed leaves are cut off to a length of 1-2 mm above the vegetation-point. 
such seedlings. af ter immersion in colchicine solutions of 0.01-0.3 '% for 16-43 hours. 
show the well-known polyploidy phenomena in the plumula and the roots die off. 

In order to weaken the effect of the colchicine solution on the roots it was attempted 
to shorten the treatment of the roots without. however. noticeably decreasing the treatment 
of the plumula. For th is purpose the coleoptile of seedlings with a coleoptile-Iength of 
about 4 mm was cut off at half its length . so that there remaincd part of a coleoptile of 
2 mm with enclosed young leaves. The seedlings thus treated were immersed in bottles 
with colchicine solutions of O. 0.01. 0.03. O. I. 0.3 and I % and the bottIes were placed 
under the bellglass of an arr-pump in which the air was alternately pumped away and 
admitted. After a quarter of an hour the seedlings were taken out of the bottIes and the 
roots were dipped a few times in water in order to wash away the colchicine solution 
attached to them. Then the seedlings were planted in morst sand. At the moment of 
planting therefore the radicula had for about a quarter of an hour been in contact with 
the colchicine solution; the same holds good for the plumula. but hesides. the coleoptile 
cyhnder was at the moment of planting still filled with colchicine solution which continued 
for a considerable time to have its effect on the vegetation-point of the plumula. In thi's 
way the colchicine solution is made to affect the plumula much long er than the radicula. 
In order to re move the decomposing effect of the light on the colchicine it may be 
recommended to preserve the seedlings in a dark room during the first 48 hours af ter 
planting . 

By way of example the result of such an experiment with rye (PETKUSER summerrye) 
is given here. 

Two weeks af ter the treatment the situation was as follows : 

Series I %: 
Series 0.3 % : 

Series 0.1 %: 
Series 0.03 %: 

Series 0.01 %: 

Series 0 0/0: 

Plumula clearly globularly swollen; good root development. 
In part of the plants plumula globularly swollen. in the rest thick 
cylindrical; goed root development. 
Plumula predomi'nantly egg-shaped; good root development. 
In half of the plants the primary leaf has broken through the 
coleoptile and has a length of 2-5 cm. in the rest the plumula 
is thickened egg-shaped ; good root development. 
In all plants the pri'mary leaf has broken through the coleoptile 
and has a leng th of 3-6 cm; good root development. 
Like the preceeding series. 

It is remarkable that the well-known polyploidy phenomena could be caused in the 
plumula. without at the same time killing the roots . 

Five days later (so 19 days af ter the treatment) the situation in th is experiment was 
as follows: 

Series I 0/0: 
Series 0.3 %: 
Series 0.1 %: 

Series 0.03 % : 
Series 0.01 %: 
Series 0 %: 

Plumula dead; roots in the majority of cases soundly developed. 
Like the preceeding series. 
Plumula mostly dead : roots in the majority of cases soundly 
developed. 
Plumula mostly living; primary leaf 3- 10 cm; sound root-system. 
Plumula and root-system normally developed. 
Uke the preceeding series. 

In one respect this result is interesting. The concentrations of land 0.3 % appear to 
have been lethal for the plumula but not for the roots. At least in the (dissimilar ) 
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treatment applied here. This is exactly the opposite of the result as a rule obtained hitherto 
in colchicine treatment of cereal seeds. viz. thai: the roots died off and the plumula 
remained living. 

It is c1ear that between these two extremes there must ·be a range where both the 
plumula and the roots react favourably on a colchici'ne treatment. 

Another possibility of exposing the vegetation-point of the plumula to the effect of 
colchicine. without damaging the roots. i'S the following. 

The seeds are allowed to germinate in moist sand in a dark room. until the coleoptile 
has reached a length of 40-50 mmo Then an indsion at one side is made in the coleoptile 
5-10 mm below the top and then the top is broken off. The primary leaf now projects 
above the coleoptile cylinder and when it is carefully pulled it breaks off at the base. 
so that it can be removed as a whoIe. 

The empty coleoptlle cylinder can be fllled with a colchicine solution by means of a 
glass capillary; if then the plants are placed in the dark for 48 hours. so th at the 
decomposing effect of the light is eliminated. the vegetation-point is exposed to the effect 
of the colchicine solution and the root-system. which goes on growing normally In the 
soil. remains entirely intact. 

Such a treatment was applied to rye (PETKUSER zomerrogge). barley (MA..,SHOLT·s 
tweerijige zomergerst). oats (ADELAAR haver) and wheat (MANSHOLT's witte zomertarwe) 
and various concentrations of colchicine were compared. The best results were obtained 
with concentrations between 0.1 and 0.5 %. dependent on the varieties investigated. 

Instead of decapitating the coleopti1~s one mayalso wait till they are broken through 
by the primary leaf. In many cases the groove whi'ch th en arises at the side of the top 
more easily admits a fine glass capillary than the opening that arises when the coleoptile 
is decapitated. 

In many cases it may be recommended to place the plants a few times under the 
bell-glass of an airpump af ter the coleoptile cylinders have been filled with colchicine 
solution. in order to allow the solution to penetrate as far as the vegetati'on-point. 

W Bgeningen. October 1941. 



Botany. - The growth of the petioles of waterplants in solutions of phytohocmones. (From 
the Botanical Institute, Government University, Leyden.) I. By G. L. FUNKE. 
(Communicated by Prof. L. G. M . BAAS BECKING.) 

(Communicated at 'the meeting of October 25, 1941.) 

I. Introduction. 

My experiments on waterplants have shown that the addition of phytohormones to the 
water has, on the whoie, liule effect on the acceleration of growth and provokes abnormal 
phenomena as long as the temperature is below 20° (5,6) . At higher temperatures, on the 
other hand, their influence appears to be enormous (7,8) . Up to now I have mainly used 
a concentration of 3 mg/L, because this was one of the optimal concentrations found by 
VEGIS (16) in his experiments with heteroauxin on the premature sp routing of the turiones 
of Stratiotes aloides; no other authors, so far as I know. have ever applied growth sub­
stances on waterplants. This year I studied the effect of lower concentrations of different 
kinds of phytohormones on the petioles of several species of N ymphaeaceae and other 
plants. 

Part of the plant material was provided by the courtesy of the Zoological Gardens at 
The Hague and the Botanical Gardens of the University of Amsterdam. Experiments were 
made with seedlings and with specimens grown from tubers. Four basins were used in the 
Victoria hothouse of the Botanical Gardens at Leyden. especially built for the observation 
of growth in de eper waterlayers; two of them have a depth of 150 cm. two of 200 cm; 
during hot summerdays the temperature of the water va ried between 26° and 31 ° at the 
surface. between 24° and 28° at the bottom; during the rainy period in August it sank 
gradually to 23 ° -20· . Other experiments were made in small aquariums of 20 cm 
deep; these were placed on radiators in a tropical hothouse; their temperature varied 
between 24° and 29°. Towards the end of the summer I could make some experiments 
in an aquarium of 40 cm de ep which was electrically heated at a constant temperature 
of 28 0 . Only th ree kinds of horrnones have been applied. viz. heteroauxin, beta-indole­
butyric acid and alpha-naphtalene ace tic acid, beta-indole propionic acid and beta-naphta­
rene ace tic acid having been shown to have only a slight influence or no influence 
at all (6). 

11. The influence of heteroauxin, beta-indole butyric acid and aJpha-naphtalene acetic 
acid. 

Four equally developed young specimens of N ymphaea amazonum, grown from tubers, 
were planted in aquariums of 20 cm deep. Part of the leaves were full grown, which 
means that their blades floated on the surface and that their petioles elongated no more. 
A few days -later the hormon es were added in a dose of 0.5 mg/L; one aquarium served 
as control. The petioles were measured every day; they showed facts which have appeared 
invariab~y in all my former experiments. The older leaves reacted very feebly or not at 
all ; the very young ones needed some days before responding to the addition of the 
hormones; the fresh adult ones, ranging between, did not react equally weil, apparently 
owing to a difference of their respective ages, although their appearance was very much 
alike. Table I, therefore, gives only a selection of the measurements which iIlustrate best 
the action of the hormones. 

Part of the control leaves showed a renewal of growth towards the end of the experi­
ment, but their elongation, nevertheless, stayed very much behind that in the solutions 
of growth substances. As the depth of the aquaria is only 20 cm, the result was that the 
greater part of the petioles floated on the surface in large coils whlch intertwined. 
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We see that alpha-naphtalene ace tic acid is by far the most active hormone and 
heteroauxln the least. In naphtaLene ace tic acid the older leaves were strongly twisted 

TABLE 1. Petioles of Nymphaea amazonum in solutions of different hormones 
(petioles in cm; depth of watercolumn 20 cm) . 

Hormones 
May June 

24 26 27 28 29 30 31 2 3 

Control 23 24 24 24 25 25 25 25 25 
13 20 22 23 25 30 35 42 45 

Heteroauxin 25 66 70 71 76 78 81 82 84 
0 . 5 mgfL 18 47 50 54 56 60 63 66 67 

/I-ind. butyr. acid 24 63 77 84 89 92 93 100 lOl 
0.5 mglL 20 58 77 85 91 99 103 105 IlO 

a-napht. acet. acid 21 73 100 114 121 129 132 134 137 
0.5 mg/L 8 29 41 59 85 108 117 136 142 

4 

25 
46 

85 
67 

I 
lOl 
IlO 

138 
149 

and fragiIe and often broke in 2 or 3 pieces wh en they were measured; th is seems to 
indicate that the concentration 0.5 mg/L is more or less noxious; we will see further on 
that the cell measurements confinn this view, cell elongation taking the upperhand of 
cell division. 

This experiment has been repeated with identical results; it has been made also with 
the species N . Boueheana and N . jubilé lilscina. In ever,y case we see that the action of 
alpha-naphtalene ace tic acid is most efficient and also slightly noxious, witness the 
twisting of the petloles, that of heteroauxin least, while that of beta-indole butyric acid is 
intermediate. The definite Lengths were always reached in 10 à 14 days. 

Experiments with seedlings of N . Obergaertner. N. Devoniensis. N . zanzibariensis 
rosea. N . jubilé lilacina and N . stel/ata were made under the same conditions. As the 
plants were very young the concentration used was only 0.25 mg/L and even this dose 
proved to be rather too much ; nevertheless, all these species c1early demonstrated the 
same succession in effect of the hormones in furthering growth. The same holds true for 
Victoria regia (first fl08ting leaves) and petioles of Ranunculus seelerlltus. Only one 
species showed about the same rate of growth in everyone of the three hormones, viz. 
Limnanthemum nymphaeoides. although also here it appeared that the higher concen­
tratlons of alpha--naphtalene acetic acid were more noxious than those of heteroauxin and 
beta-indole butyric acid. A detailed account of the experiments with the latter species 
has been given elsewhere (9). Full data of the measurements of all species investigated 
are at the disposal of everyone interested; as they only confirm those given in table I, 
H is needless to glve them here . 

111. The influenee of different eoneentrations of alpha-naphtalene acetic acid. 

As it has been stated, th at of the three hormon es used, alpha-naphtalene acetic acid 
has by far the strongest furthering effect on the growth of the petioles of many water­
plants, this substance was consequently applied in various concentrations. 

Four young specimens of til ymphaea amazonum were planted in the same way as 
described above and the following doses were added: 0, !' tand I mg/L. Table 2 gives 
an idea of the rates of growth. 

We see that the utmost lengths reached in the solutions t, t (tabie I) and I mg/L do 
not vary noticeably; vet it ma,y not be said that the plant is insensitive to the difference in 
eoncentrations. As has been said above, 0.5 mg/L is already slightly noxious which is 
indicated by the fragility and the twisting of the petioles and their ver;y long cells; these 
phenomena all occurred in the I mg/L solution also and to a higher degree; the greater 
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part of the petioles did not reach the ultimate leng th because they broke long before the 
end of the experiment while being measured. Therefore I consider the concentration 

TABLE 2. Petioles of Nymphaea amazonum in different concentrations of a-naphtalene 
acetic acid (petioles in cm; depth of watercolumn 20 cm) . 

Concentrations 
June 

1 5 6 7 9 I 10 11 12 16 19 23 

Control 16 20 22 21 25 27 28 28 10 11 11 
2 1 6 9 17 20 21 21 25 25 36 

I mg/L 22 31 53 71 86 97 100 103 101 109 109 1" 

8 18 29 11 71 83 91 97 101 lil lil 

I mgfL 20 36 60 79 112 113 120 127 131 131 131 .-
I I 5 9 20 :46 63 76 116 163 170 

1 mg/L 19 32 58 91 116 130 133 131 136 139 139 
13 21 13 68 121 138 150 159 165 166 166 

0.25 mg/L as the optimal one. Experiments with higher concentrations could not be made 
in a sufficient number for two reasons: (I) the plant material was restricted; this holds 
true for the specimens grown from tubers. (which will be the difficulty in every botanic 
garden) ; seedlings were available in a larger number but we will see further on that they 
are less suitable for this sort of experiment; (2) in the course of the summer the plants 
became too tall to be planted in smalL aquaria of 20 cm depth; the experiments had to be 
continued in the large basins in the Victoria hothouse. but as these have a capacity of 
1500 L each. it will be easi~y understood that concentrations of more than 1 mg/L could 
hardly be applied. 

The few experiments. however. which I could make. and ·those of former years. all 
confirm the impression that concentrations higher than 1 mg/L of all three growth-sub-­
stances are still more noxious and check the longitudinal growth. One of these may be 
briefly described. N . jubilé lilacina is a species whose responses to phytohormones are in 
all respects very similar to those of N . amazonum; four young specimens were planted in 
aquariums of 20 cm deep and 3 mg/L of the three hormones were added. Growth in 
heteroauxin and beta.iindole buWric acid was only a little more rapid than in the control. 
but in alpha-naphtalene acetic acid it was nearly equal to that. All sorts of abnormal 
phenomena. observed during my earlier investigations with this concentration. occurred 
again and most distinctly in alpha-naphtalene acetic acid: strong twisting of the petioles. 
stiff h,yponastic curling of the blades which. moreover. remained very smalI. Af ter 7 days 
the plants were washed and removed into pure water; they recovered within 18 hours. 
and most of them even within 21 h.; the twisting of the petioles. the curling-up of the 
leafblades disappeared and the blades grew out to normal dimensions; the petioles did 
not elongate any more (except of course the very young ones). Seven days later the 
hormones were again added. but this time only in a dose of 0.5 mg/L. The same leaves. 
which had reacted so unfavourably to the concentrations 3 mg/L. started growth anew 
(except in the control aquarium) and at the same pace as has been observed in all similar 
experiments. Af ter 10 da,ys they had reached lengths of 28 à 32 cm in control. 65 à 70 cm 
in heteroauxin. 70 à 80 cm in beta-indole butyric acid and 130 à 116 cm in alpha­
naphtalene acetic acid. Therefore we may conclude that the hormones are distinctly 
noxious in a concentration of 3 mg/L and especially 50 alpha-naphtalene acetic acid 
which has obviously a lower optimal concentration than the other two. My experiments 
of 1938 (6) and 1939 (7) confirm this view (with the restriction of N . Boucheana. which 
form is apparent~y less sensitive to higher concentrations) . 

The experiments in the de ep basins took place as follows: young plants. which had 
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developed in a shallow layer of water, were planted in pots and these were hung in the 
basins at a depth somewhat greater than the length of the petioles; next day the leafblades 
had reached the surface and the pots were lowered 20 à 30 cm; this was repeated every 
day and each time part of the leafblades (not the oldest ones) appeared at the surface 
well wlthin 24 hours, so that at the end of 4 to 6 days the pots had reached the bottom of 
the basins and even then growth did not stop but continued for at least some decimeters. 
The leaves made a ver;y healthy impression and nothing indicated that they were at the 
end of their achievement; (the pots having a height of 20 cm, the real waterlayers were 
resp. 130 and 180 cm) . The very youngest leaves, which only begin to develop af ter the 
immersion is completed, do not, as a rule, reach the surface but if they do, with "visible 
exertion" and after a considerable time. 

Adult petioles of ± 30 cm thus e10ngate up to ± 200 cm in about one week. This is 
in itself a remarkable performance which, however, I rather expected af ter what I have 
observed in former years. When nothing further is done to them the leaves do not 
elongate any more, their "excess growth" (by which I mean the part of the petiole above 
the surface) is restricted to 30 à 40 cm. When, however, 0.25 mg/L alpha-naphtalene 
acetic acid is added, growth starts anew and during 8 à 12 days elongation continues at 
a very rapid pace. The petioles reach lengths of more than 300 cm, which means that 
their greater parts are meandering on the surface, intertwining with each other. A few 
examples out of many others may give an impression of the rate of growth in the deep 
basins after the surface has been reached. 

TASLE 3. Excess growth of petioles of Nymphaea amazonum in watercolumns 
of 150 and 200 cm (petioles in cm) . 

No. -
June 

16 17 18 19 20 21 23 24 25 26 27 28 

Control 
Sasin 150 cm 1 142 143 150 156 156 157 160 162 163 163 164 164 
Basln 200 cm 2 192 193 200 206 206 207 210 212 213 213 213 213 

a.napht. ac. acid 
0 . 25 mg/L 1 140 167 175 195 207 217 231 236 236 236 

Basin 150 cm 2 132 150 185 203 230 238 257 262 270 270 
3 100 160 218 270 280 288 290 296 296 
4 58 94 224 263 290 310 310 310 
5 108 160 202 

Leaves No. land 2 in the soLution of naphtalene acetic acid are obviously rather old 
ones which are no more capable of extreme responses to the hormone, although an 
elongation from 30 to resp. 140 and 132 cm as a resuIt of the deepening of the water­
column, followed by the growth since June 16th as indicated in the tabIe, remains 
remarkable all the same. Nos. 3, 4 and 5, however, were younger ones which were 
observed just at the moment of their utmost capacity of reaction. The strongest elongation 
in 24 h equals and even surpasses the record of growth rate which I observed in 1940 (7) 
in a 3 mg/L solution of beta-indole butyric acid with N . Boucheana and other species. 
No. 4 has grown 130 cm from Saturday 2116 till Monday 23/6; I estimate that in 24 h 
the increment has been resp. ± 70 and ± 60 cm; we will see farther on that even this 
record can be beaten. 

This experiment was repeated several times with N . amazonum and once with N . jubiJé 
lilacina, Boucheana and Lotus rosea; it always yielded identical results. Ouring August 
and September the weather was unfavorable and the temperature of the water sank to 
23° and even to 20°; this retarded the growth, but all the same the ultimate lengths 
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reached we re about 300 cm. Daily growth of 60 cm and more did not occur very of ten, 
but 40-50 cm per 24 h were quite usua!. 

I applif'd several concerttrations of alpha-naphtalene acetic acid in these basins also, 
viz. t. ~ , T'1f , , '" !'. mgfL. There being only four deep basins, the experiment had to be 
made in two successive parts. The pots were not lowered deeper than 150 cm. Table 4 
gives the data of the full grown petioles; those which could not reach the surface were 
neglected . 

TABLE 4. Ultimate lengths of petioles of Nymphaea amazonum in a watercolumn 
of 150 cm and in different concentrations of a-naphtalene acetic acid. 

I - Length of petioles in cm " 
Average 

Average of 

jNo. I No . 2 No . 3 No. 4 No. 5 No. 6 1No. 7 excess growth 

Control 202 183 178 152 152 140 168 38 
a-napht. ac_ acid 

-h mg/L 186 179 179 178 

I 

166 149 173 43 
a-napht. ac. acid 

-.h mg/L 255 240 196 184 162 146 197 67 
a-napht. ac . acid 

T'J mg:L 233 225 162 159 153 186 56 
Il -napht_ ac. acid 

{- mg/L 300 235 219 170 152 151 205 75 
Il-napht. ac. acid 

t mg/L 310 295 283 275 267 250 230 273 143 

The specimen in the T'l concentration was a less prosperous one than the others, hence 
its rather poor development. The number of the petioles is by far too small to take an 
average from them; it will e.g. be seen that in the controlbasin one grew to a length which 
is not reached in the 1'~ solution. Given due consideration to all this it is surprising that 
the averages nevertheless indicate to some degree arelation between growth and concen­
tration of the horrnone. These resu1.ts seem to confirm my opinion th at 0.25 mg/L alpha­
naphtalene acetic acid (2.5 X 10- 7 or ± 7 X 10-5 mol) is optimal for exerting the 
utmost of growth capacity in the petioles of N . amazonum and probably of many more 
species of N ymphaeaceae. It -should be remembered, however, that in t and even in 
,,t. mg/L (3.1 X 10- 8 or ± 6 X 10-6 mol) individual petioles can show the same rate 
of elongation. 

A similar experiment has been made with N . Boucheana; as, however, my material of 
this species was scanty, I had to be content to test it in three concentrations only, viz. 
,';z , T'" and t mg/L. The average excess growth in the con trol was 36 cm, in ~'. mg/L 
57 cm, in 1'1 mg/L 70 cm and in t mg/L 109 cm. A1.so in this case there seems to exist a 
relation between growtn and concentration of naphtalene acetic acid. These results, added 
to those obtained in the small aquaria indicate that for this species too the optimal 
concentration must be about 0.25 mg/L. 

N . amazonum and N . Lotus rosea have been tested in the deep bas ins in two concen­
trations of beta-indole butyric acid, viz. ~';Z and t mg/L; their excess growth was equal 
to that in the contro!. This confirms my former experiments (and those of 1940); for 
optimal growth achievements in this substance higher concentrations are needed. 

IV. The two main factors inducing rapid elongation. 

There are two methods to induce a sudden vigorous renewal of growth of adult petioles 
of waterplants: (I) transplanting in a deep waterlayer and (2) ad ding of phytohormones. 

In the last described experiments these methods have been applied in succession and 
each of them has shown its action very neatly: (immersion in a deep waterlayer in which 
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growth substanee had already been dissolved gives the same results; adding of growth 
substanee flrst and deepening of the waterlayer afterwards has not yet been tried.) 

The question which of these methods has the strongest influence is not . simple to 
answer. because it depends on many factors of which the most important is the condition 
of the plant material. Seedlings seemed to be preferabie to specimens grown from tubers 
because they present a more homogeneous mate rial. It appeared, however, that in their 
ver;y juvenile stage they are not suitable for experiments; they hardly responded to a 
deepening of the waterlayer and even very low concentrations of phytohormones were 
apt to injure them. Only towards the end of July (they were sown in April) they were 
sufficiently advanced to give reliable results; in most cases this stage is not characterised 
by inorphological changes but must depend on metabolical processes. The plants remained 
throughout the summer in -shallow dishes in a few cm of water and developed 5 or 6 
leaves per specimen with petioles of not much more than 10 cm. As soon as they appeared 
sufflciently matured a number of experiments were made with them; they were planted 
in an aquarium at depths of 8, 18, 28 and 38 cm, at several levels in the deep basins, in 
pure water, and in various concentrations of growth substances. They showed that, 
although elongation was sometimes considerable, yet their growth capaciW had by far 
not reached the amazing potentialities which are to be seen in older material. In the deep 
basins only those ·specimens were able to reach the surface which had already formed 
small tubers. This was the case with N. zan2libariensis roses; the petioles elongated in 
18 days from about 20 cm to more than 200; this is quite an achievement for these 
slender organs and I think it most remarkable that af ter this the small tubers not only 
were stUl present, but that their volume had even slightly increased; one would expect 
quite the contrary; this opens possibilities for further research. Subsequent addition of 
growth substanees could not induce any more growth, nor could it stimulate those petioles 
which had stayed behind (compare (9) , Limnsnthemum nymphseoides) . 

It seems that the height of the watercolumn is the most efficient factor for inducing 
rapld longitudinal growth in very young plants; as they grow older hormones gradually 
become equally important, till later on the.y take the upperhand and f1nally can be the 
chief means of attaining extraordlnary dimensions. This Is further demonstrated by an 
experiment which I made towards the end of the -summer in an aquarium of 40 cm deep; 
it lasted from August 27th until September 18th and was made with material grown from 
tubers which had developed throughout the summer in shallow water. It was therefore 
some three months older than that which I used in the aquaria of 20 cm deep; all traces of 

TABLE 5. Petioles of Nymphaeaceae in 0.25 mg/L alpha-naphtalene acetic acid 
(petloles in cm; depth of watercolumn 40 cm). 

Species No. 
September 

3 4 5 6 8 12 16 17 18 

N . amazonum 

I 
I 41 64 90 108 115 115 
2 40 91 136 183 220 220 222 228 236 

I 
3 19 H 92 252 350 367 370 

I 4 35 212 222 222 

N. stelIata 1 50 56 60 77 89 95 101 105 
2 48 73 97 105 135 142 145 145 
3 32 61 108 125 141 172 172 178 
4 4 9 37 130 210 210 

.N . Devoniensis I 47 58 68 100 110 116 
2 43 68 102 118 130 151 158 160 
3 40 89 134 165 195 203 213 213 
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primary leaves had long since disappeared. the leaves were more robust with large blades 
and thiek petioles. Three species were used. viz. N. aTnazonum, N. stellata and N. Devo­
niensis. Their longest petioles measured up to 40 à 45 cm; during one week they did not 
change and then. on September 3d. 0.25 mg/L alpha-naphtalene acetie acid was added. 
Once more I had the occasion to observe the al most explosive renewal of growth. Some 
data wiU ilIustrate this in table 5. 

No. lof all three species are typical samples of leaves which. although looking quite 
fresh. have just passed the age on whieh the "top response" is possible. No. 3 of 
amazonum and No. 4 of sfellafa. on the other hand. are very ,young leaves whieh show 
clearly that growth is never extraordinarily rapid in the beginning. but that at a certain 
stage it can take an enormous jump. This is especially the case in No. 3 of amazonum 
whieh has beaten two records: (1) 160 cm growth in 48 hours (probably resp. ± 90 
and ± 70 per day) and (2) an ultimate length of 370 cm whieh has not even been 
reached in the deep basins. 

It is perhaps not superfluous to emphasize that in an experiment like this one it is 
indispensable to distinguish the leaves by individual characteristies in order to identify 
them from the nearly undisentangible mass of intertwined petioles and that utmost care 
is needed to undo them from it without breaking them. 

(Continued.) 



Botany. - The influence of oxygen-nitrogen mixtures upon the dwarfing of Ardisia 
Crispa (Thunb.) A. De. By Miss R. BOK. (From the Botanical Institute. 
University of Leyden.) (Communicated by Prof. L. G. M. BAAS BECKING.) 

(Communlcated at the meeting of October 25. 1941.) 

Ardlsia crispa. a troplcal shrub belonging to the Myrsinaceae. shows a curious symbiosis 
with an aerobic bacterium. Bacterium folilcola Miehe. as first described by MIEHE. In the 
doctor's thesis of PH. DE JONGH a tentative explanation as to the nature of this symbi'OSis 
is given; the bacterium. covering the vegetation point with a film. acts as an "oxygen-trap" 
and lowers the oxygen-tension in the meristematic regi:on of the stem. Ardisia plants 
without bacteria show a stunted development. the resulting dwarf. whïch was called a 
"cripple" by DE JONGH. might therefore perhaps be a product of an overdose of oxygen 
at the vegetation-point. 

It seemed logical to try to cultivate bacteria-free Ardisia plants in an atmosphere with 
diminished oxygen-tensi'on in order to see whether they would develop into normal plants. 

The older cripple. however. is mutilated too much to be ab Ie to revert to the norma!. 
while the tissue of young plants showed more promise in th is direction. 

It seemed. therefore. advisable. to use sterile seeds. in whïch the symbiont was ki lied 
by heating to 40· C . for 48 hours. This internal sterilisation was followed by external 
sterillsation. First the seed was immersed for 2 minutes in 80 % alcohol to remove the 
wax. af ter whïch the seed was treated with I % calciumchlorohypochlorite for 30 minutes. 
Af ter a final rinsing with sterile water the seed was transferred to the culture-flask by 
means of asterile needie. Germination took place in sterile environment in an oxygen­
nitrogen atmosphere. 

This method has a drawback in that the initial germination and also the root-formation 
takes place in abnormal atmosphere. 

Norma!. internally-non-sterile seeds we re used as controls. In order to keep the com­
position of the gas-mixture constant. independent of metabolism and of gas-exchange with 
the outer atmosphere. a c10sed circuit was constructed. 

The following gas-mixtures were used: 

J. 100% N2 
11. 95% N2 5% 02 

lIl. 85% N2 15% 02 
IV. 78% N2 22% 02 
V . 40% N2 60% 02 

VI. 100% 02 

For each mixture two carboys of 1 ~ Iitres capacity were used. (See Figure: A and B.) 
Carboy A was Wied wlth a highly dllute solution of HgCI2 to prevent algal growth. 
This solution was previously saturated with the gas-mixture. At the beginning of the 

experiment carboy B (calibrated) was filled to the zero-level with the solution of HgCI2 
and 15 Iitres of the gasmÏ),ture. Through funnel a sublimate-solution was streaming up to 
outlet-opening of the vacuum-tube b. The continuous outflow of water from A forced the 
gas-mIxture through the train. consisting of bottIe d. filled with concentrated H2S0i in 
order to dry the gas previous of its passing through two parallel circuits et and e2. each 
consisting of a flow-meter of a type used by WILSON and GEORGl. 

The capillary I was !.nterpolated in order to prevent extreme reacUons in the mano­
meter m. Capillary III served the same purpose. The velocity of the gas was regulated 
by varying the bore and the length of capillary 11. 

Cylinder f serves to sterilize the gas by means of its passing through steril!.zed cotton. 
Via tube 9 the gas reached finally the culture-f1ask h. After passing over the culture 
medl.um it Ie ft the train through a cotton-Wled tube k and a bubble-counter n. 
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The culture-flask was made of Jena glass (model FERNBACH conical), contents 1900 cc. 
Due to the large bot tom area, 16 seeds could be placed on about Y;; litre of culture 
medium. 
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Fig. 1. 

Seeds were used of th ree mother-plants, cultivated in a hot house in the Botanical 
Gardens. 

The gases were mixed in the tonometer i.n the usual way, no correction was made for 
admixtures. 

The culture medium was rainwater to which was added 1 % of purified agar and a 
modified KNOP-mixture, consisting of 

Ca(N03)2 
KN03 
MgS04 .7 aq. 
KCI 
FeCh 
MgNH4P04 

4.0 grammes per 7000 cc water 
1.0 
1.0 
0.5 
trace 
1.0, 

the latter salt being used because of its superior buffer-action as compared with KH2P04. 
The chemica Is were the C.P brand of the fi'rm of BROCADES. The salts were dissolved 
separately, and the fLve solutions mixed. 

The apparatus was partly autoclaved, partly oven-heated prior to use. The assembling 
took pI ace in a formalin-sterilized cubicle af ter whi:ch the entire apparatus was mounted 
in a greenhouse which was thermostat-controlled at ± 20° C. The plants were shaded 
from di.rect light. 

Twelve tonometers were used, each serving two culture-flasks , one containing 16 normal 
seeds, the other 16 sterile seeds. Every series was duplicated and six gas-mixtures 
were used. 

The experiments started June 1939 and were kept going until November 1939. The 
plants were kept on the same substrate, but i.n atmospheri:c air, until February 1940. 

A blunt vegetation-point is a certain sign of the crippled nature of the plant. This was 
therefore used as a criterion. 

r1' 
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In pure N2 or in 95 % N2 germinati.on was almost absent, and leaf-formation did not 
take place in the few seeds that showed slgns of germlnation. At the end of the experiment 
all seeds were dead. 

In pure oxygen germination was, in most of the cases, accelerated as compared wlth 
other gas-mixtures, but soon the seeds turned brown and became slimy. July 14 normal 
seeds showed an average root-leng th of 3.1 cm (1---6) while the heated seeds showed an 
average root-leng th of 1.0 cm (0.3-3). The normal seeds already showed leaves and a 
vegetation-polnt. Only a few of the heated seeds showed analogous development. ExperI­
ments with 100 % 02 were dlscontinued in August 1939. 

Series IV, atmospherk air, showed no reliable results due to repeated infections. 
Series lIJ 85 % N2, 15 % Û2 and 
Series V 40 % N2, 60 % 02 were the only ones that showed reliable results. 
In 85 % nitrogen and 15 % oxygen both normal- and heated seeds germlnated weil and 

rapidly. 
Average root-length of normals on July 14 2.6 cm (0.5---6) . 

.. heated 14 1.3 cm (0.2-3) . 
50 % of the normal plants showed an average of 3 leaves on August 24. 
30 %" " sterlle " 3 24. 
On August 24 there we re 30 % of crlpples in the " oormal" series. Thls number In­

creased to 88 % on November 4 to remaln almost constant in atmospherlc air (85 % on 
Pebruary 19). Of the heated seeds developed into crlpples; 55% on August 24, 70% on 
November 4, while af ter a sojourn in atmospheric air, thls number Increased to 85 % on 
Pebruary 19 1940. 

In 40 % n!trogen and 60 010 oxygen both normal and heated seeds germinated weIl and 
rapidly. 

Average root-Iength of normals on July 14 3.5 cm (2 -7). 
" heated 14 2.5 cm (0.2-7). 

75 % of the normals and 65 % of the steriIe plants showed 3 leaves at this date. 
On August 24 there were 55 % crlpples In the "normal" series, this number increased 

to 80 % on Pebruary 19 1940. 
All of the sterillzed seeds yielded crlpples on August 24 and showed Pebruary 19 1940 

swolIen roots, a phenomenon not mentloned by DE JONGH. 
A number of "normals" whlch still showed a sharp vegetati.on-polnt on August 24, had 

developed a blunted stem-apex on Pebruary 19 1940. Thls seems the more remarkable 
as the plants remalned In atmospherlc air from November until Pebruary. 

DE JONGH has shown that the number of "spontaneous cripples", developlng from 
normal seeds is extremely varl.able, while 48 hours heatlng of the seeds to 40· C. always 
yielded crlpples. In our experlments the lowered oxygen tension actua1ly cttWed tlle 
development 01 45 % normal plants /rom lleated seeds alter le.ss than 3 months. A number 
of these normals reverted to crlpples In atmospherlc air. 

Also the number of spontaneous crlpples in 85 % N2 + 15 % 02 (30 %) was lower 
than that in 60 % 02 + 40 % N2 (55 Wo) . A sojourn In atmospherlc air for 3 months 
Increased thls number in both cases to about 80 % . 

In 40 % N2 + 60 % 02 the heated seeds only yielded crippled plants aEter 3 months. 
These preliminary results seem to give astrong indication that the hypotllesis, stated 

in the work of PH. DE JONGH. according to which tlle bacterial film on the stem-vegefation­
point of Ardisia crispa lowers the oxygen tension in the stem meristem, contBins elements 
of truth. 
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Geology. - Three ge%gica/ sections across South Sumatra. By J. WESTERVELD. (Com­
municated by Prof. H . A. BROUWER.) 

(Communicated at the meeting of October 25, 1941.) 

INTRODUCTION. 

This paper is ment to give a short summary of the geology of South Sumatra as it has 
become known by the work achieved by the Swnatra par~y of the Geol. Survey of the 
Netherlands East Indies between 1927 and 1933, which methodical survey, the results 
of which have been published in the Explanations to the Geol. Map of Sumatra, scale 
1 : 200.000 1 ), in a certain way may be considered as a continuation of the explorations 
made previously by A. TOBLER 2) and others in Palembang and Djambi. The general 
geological structure of the region C0ncerned, as it can now be conceived from the results 
of these explorations and besides from the mapping done b.y employees of oil companies, 
is illustrated by three sections across the en ti re width of the island and by two comple­
mentary cross-cuts. The writer wishes to th ank Dr. H. M. E. SCHÜRMANN and Dr. J. K. 
VAN GELDER, both at the Hague, and Dr. J. ZWIERZYCKI , now at Warsav (Poland), 
for many valuable data concerning the oil reg ion put at his disposal. 

The area treated in this article covers the Residencies Palembang, Lampoeng Districts 
and parts of Djambi and Benkoelen 3). Apart from the presumably pre-Carboniferous and 
possibly even pre-Palaeozoic crystalline schists and granitic gneisses of the Lampoeng 
Districts, which primarfly belong to an old mountain system of unknown extension an:! 
still obscure connections with metamorphic rocks elsewhere in the East Indian Archipelago, 
the rock formations of South Sumatra outside the Neogene basin of Djambi, Palembang 
and the Lampoeng Districts are distributed over three main orogenetic units of major 
importance in the larger western half or "Asiatic" part of the East Indian Archipelago. 
The sediments of the oil basin were folded in subsidiary and later phases of movements, 
which culminated in late-Miocene time in the Barisan zone. From NE. to SW. the three 
main orogenetic sterns may be distinguished as: I. The late-Jurassic Malaga orogene, the 
chief exposures of which are found on the Malayan Peninsuia, the Tin Islands (Riouw 
Archipelago, Banka, Billiton) and in West and Central Borneo (Kapoeas region, Schwaner 
Mts., upper Mahakam region) , whereas on Sumatra it is only visible in the Bt. Batoe SE. 
of Palembang, the Bt. Iboel in E . Djambi and possibly also in the Tigapoeloeh Mts.; 
2. The middle- or late-Cretaceous (or ev. Palaeocene) Sumatra orogene 4), exposed in the 

1) R. W. VAN BEMMELEN, Explanation (Toelichting) to sheet 10 (Batoeradja) and 
sheet 6 (Kroeï) of the Geological Map of Sumatra (1932, 1933); K. IA. F. R. MUSPER, 
Do. to sheets 15 (Praboemoelih) and 16 (Lahat) (1933, 1937); C . H . VAN RAALTEN, Do. 
to sheet 7 (Bintoehan) (1937) ; J. VAN TUYN, Do. to sheet 4 (Soekadana), sheet 8 (Meng­
gala) , sheet 13 (Wiralaga) and sheet 9 (Gedongratoe) (1932,1934,1934, 1937); J. WES­
TERVELD, Do. to sheet 5 (Kotaboemi) and sheet 3 (Bengkoenat) (1931. 1933); J. ZWIER­
ZYCKI, Do. to sheet 1 (Teloekbetoeng) and sheet 2 (Kotaägoeng) (1931 , 1932). 

2) A. TOBLER, Topografische und Geologische Beschreibung der Petroleumgebiete bei 
Moeara Enim (Süd Sumatra) . Tijdschr. v. h. Kon. Ned. Aardr. Gen., 2nd series, 23, 
199-315 (1906); Do., Djambi-verslag. Jaarb. v. h. Mijnw. in Ned. O.-Indië, 48, Verh. lIl, 
pp.585 (1919). With Atlas. 

3) "oe" of Netherlands orthograph,y to be pronounced as "u". 
4) In a previous paper (J. WESTERVELD, "De tektonische bouw van Zuid-Swnatra" , 

Handel. v. h. 28ste Neder!. Nat.- en Geneesk. Congres, p. 264-267, 1941), the writer has 
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GEOLOGICAL MAP OF SOUTH SUMATRA 
(SIMPLIFIEO) 

~ AREA COVEREO 8Y QUATERNARY 
~VOlCANICS 
~ NEOGENE ,WITHOUT COVER Of 
~ QUATERNARY SEOIMENTS _

lATE-M IOCENE GRANITES 
TO OIORITES. 

Main oi! fields: 

1. Betoeng; 2. Badjoebang; 3. Tempino; 4. Kenali Assam; 5. Soeban Boeroeng; 

6. Babat; 7. Sumpal ; 8. Kloeang; 9. Mangoendjaja; 10. Benakat; 11. Djirak; 
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Tambesi-Rawas Mts.. Goemai Mts., Garba Mts. and in the Crystalline Mass of the 
Lampoeng Districts. all cupolas forming part of a broad mountain system. which can be 
followed without interruption from the Tambesi-Rawas Mts. onward along the ·whole 
length of Sumatra between NW. f?alembang and the north-point of Atjeh; 3. The late­
Miocene Soenda orogene. represented by the folded Miocene sediments. eHusive rocks and 
irruptives of the Barisan and Semangka Mts .• which zone can be followed from S . Ben­
koelen until the SW.-part of the Government West Coast of Sumatra. wh ere it evidently 
plunges bel ow sea-level opposite the coast region of Tapanoeli . where the rocks of the 
Sumatra orogene are washed at various places by the Indian Ocean. 

The Sumatra orogene forms the backbone of the island in Central and North Sumatra. 
On ~ava th is late-Mesozoic mountain system is only exposed in the small pre-Tertiary 
cores of the Sou th Serajoe Mts. and Djiwo Hills. while on the east-side of the area covered 
by the Malaya orogene equivalent structures of about the same age are very probably 
developed in the Meratoes and Bobaris Mts. of SE. Borneo. 

The Soenda orogene. characterized by the occurrence of Miocene deposits in 
dominantly volcanic facies and by the development of Neogene. dacitic and dioritic to 
granitic intrusiva along its entire area of extension. can be traced from the Barisan 
Mts. in Benkoelen towards the southern ranges of Java. whence it takes its fU'rther course 
over the Lesser Soenda Islands as far as the Banda sea. from which region it proceeds 
with a sharp bend into the SW.-arm of Celebes and ·· farther on into the western part of 
Central Celebes and the north-arm of this island. G . L. SMIT SIBINGA 5) proposed the 
denomination "Soenda orogene" for the tota!. assemblage of mountain structures developed 
on Sumatra. Java. the Lesser Soenda Islands and in the West Arc of Celebes. The name 
will be used here in a more restricted sense. applying it only to the Miocene magmatic 
zone indicated above. 

STRATIGRAPHY AND IGNEOUS ROCKS. 

Crystalline schists and gneisses. which presumably must be of at least pre-Carboniferous 
age in view of the entirely non-metamorphic state of the Anthracolitic formations of 
Sumatra. constitute the frame-work of the Crystalline Mass of the Lampoeng districts 
(section N-Q). while smaller exposures are found between Lake Ranau and the Garba 
Mts. and between the old-Miocene rocks of the Barisan Mts. (districts Mana and Bin­
toehan . sections A'-B'. H'-J') . This crystalline basement of S. Sumatra. which is partly 
covered by Miocene deposits and by products of Quaternary and pre-Neogene volcanism. 
can be traced from Lampoeng Bay in a NW.-direction until the Mana section of the 
Barisan Mts. It represents the only definite example of crystalline schists and gneisses 
on Sumatra and consists of an assemblage of orthogneisses (metamorphic granites. quartz­
diorites. quartz-porphyrites and tuHs). biotite-. muscovite- and chlorite-schists. sericite­
quartzites. graphitic zoisite-garnet-mica-schists. massive and schistose amphibolites. albite­
sericite-schists and occasional marbie beds; all rocks with a degree of crystallinity corres­
ponding to the epi- to meso-zone of regional metamorphism as distinguished by 
U. GRUBENMANN. 

Pemwcarboniferous rocks. A Permian rock suite of porphyrites and dark limestones with 

suggested a late-Cretaceous or ev. old-Eocene age for the Sumatra orogene and its post­
orogenetic irruptive rocks. The lower age limit. however. has to be removed to the middle­
Cretaceous. as all Cretaceous deposits of S. Sumatra presumably belong to the lower 
division of this formation. 

The Malayan prefixes in this paper have the following meaning: Bt. Boekit = 
Mountain top or hili; A. = Aer = River or water; B. = Batang = River; W. = Wai = 
River or water; S . = Soengei = River. 

5) G. L. SMIT SIBINGA, The Malay double (triple) orogen. Proc. Kon. Akad. v 
Wetensch .. Amsterdam. 36, 202-210.323-330.447-453 (1933). 
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Glomospira, Neoschwagerina and Fusulina sp. is known from the pre-Neogene core of 
the Bt. Pendopo on the Talangakar antlclinorlum In Central Palembang 6) . Late-Palaeo­
wie sandstones, conglomerates and Iiparitlc to andesitic effuslve rocks, together wlth 
Iimestones, which yielded a fauna of gastropods, brachiopods and Foraminifera of pro­
bably lower-Permia~ age, are developed at the Tambesi river on the NE.-side of the 
Tambesi-Rawas Mts. 7) . NW. of thls locality upper-Carboniferous (to lower-Permian7) 
rocks In domlnant~y volcanic facies are developed in a broad synclIne In Upper Djambi 8). 
Pebbles of Permocarboniferous Fusulina Iimestone were besides found in a conglomerate 
bed between MIddIe Palembang beds NW. of Palembang town 9), so that late-Palaeozoic 
rocks must form part of the pre-Neogene basement formations along the Palembang 
anticllnorium. 

Trias (7) . An indication to the existence of Triassic sediments in the Mesozoic slate 
formations of the Tambesi-Rawas Mts. is afforded by a find of Thecosmilia sp. in Iime­
slones along the Tambesi river 10 ). Triassic sediments are probably to be expected In the 
Tigapoeloeh and Doeablas Mts .. the sedimentary rocks of which con sist largely of strongly 
folded slates, interbedded with sandy layers, calcareous phyllites, a few marbIe beds and 
occasional volcanic material 11) . Triassic are possibly also the quaru-sandstones exposed 
on Bt. lboel. 

Jurassic sediments are exclusively known with certainty from the Tambesl-Rawas Mts., 
wh ere a small Dogger pelecypod fauna was found in sandy shales along the Temalang 
river N. of the Rawas river 12). The S. Temalang shales are the least disputable Jurassic 
beds thus far discovered on Sumatra. 

Cretaceous deposits are known from the NE.-margin of the Tambesi-Rawas Mts. , the 
Goemal Mts., the Semangka Mts., and very probably also from the Garba Mts. In the 
Tambesl-Rawas Mts. dull shales and Iimestones on the B. Asai and B. Limoen yielded 
a Valanglnian fauna of Ammonoidea (e.g. Neocomites and Thurmannites sp.) , pelecypods, 
gastropods and echinlds 13 ) . In the Goemal Mts. (sectIon A-G), the pre-Tertiary rocks 
of which have all proved to be Cretaceous 14), the late-Mesozoic deposits were divided 
lnto two apparently conformabIe series, distinguished resp. as the SaLing beds or upper 
divlslon (thickness at least 400 m.) and the Llngsing beds or lower ddvision (thickness 
at least 3000 m.) . The Saling beds are composed of volcanic breccias, tuffs and basaltic 
to andesitic lavas with a greenstone appearance, interbedded w1th fossiliferous IImestone 
banks, which yielded a probably lower-Cretaceous fauna of Nerineas, Lovceniporas, Lof-

(I) Jaarb. v. h. Mijnw. in Nederl.-Indië, 60, Alg. Ged., 25 (1931) . 
7) A. TOBLER, Op. cit., 195-200, 293, 294 (1919) . 
O . E . MEYER, Brachlopoden des Perm und Unter-Carbon der Residentschaft Djambi 

(Sumatra). Verh. v. h. Geol. MIjnb. Gen. voor Nederl. en Kol.; Geol.serie, 5, 203-222 
(1920-1922) . 

8) J. ZWIERZYCKI, Die geologischen Ergebnisse der Paläobotanischen Djambi-Expe-
dition 1925. Jaarb. v . h. Mljnw. in Nederl.-Indië, 59, Verh. 11, 1-70 (1930). 

9) Netherlands East Indies Mining Service; quarterly report (1932) . 
10) A. TOBLER, Op. cit., 78 (1919). 
U) A. TÖBLER, Op. cit. , 206--212, 310-315, 416 (1919). 
12) F . FRECH and O. E . MEYER, Mitteljurassische Bivalven von Sungi Temalang im 

Schleferbarissan (Residentschaft Djambi). Verh. v . h. Geel. Mijnb. Gen. voor Ned. en 
Kol.; Geol. serie, 5, 223-229 (1920-1922). 

13) E. BAUMBERGER, Die Kreidefossilien von Dusun Pobungo, Batu Kapur Menkadal 
und Sungi Pobungo (Djambi, Sumatra). Verh. v. h. Geol. MIjnb. Gen. voor Ned. en 
Kol.; Geol. serie, 8, 17-47 (1925). 

14) K. A. F. R. MUSPER, Nieuwe fossieLresten en de ouderdom der kalksteenen in het 
Pretertiair van het Goemaigebergte. De Ing. in Ned.-Indië; IV. Mijnbouw en Geologie, 1. 
521-531 (1934). 

Do., Explanation to sheet 16 (Lahat) (1937) . 
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tusias, echinids, small Foraminifera and corals. The Lingsing beds are a series of thin­
bedded shales, tuffaceous marls with Radiolaria and 5ponge spicules, Radiolaria-bearing 
homstones. and an occasional limestone bed with small Foraminifera and Orbitolina sp. 
of a presumably lower-Cretaceous type. In the Semangka Mts. a strongly folded series 
of black shales, tuffaceous sandstones, beds of coral limestone and of black limestone 
with Orbitolina sp., also of a presumably lower-Cretaceous type, was found abutting on 
the crystalline rocks of the Lampoeng Mass (section N-Q). The Cretaceous age of 
the Upper and Lower Garba beds (section H-M), into which the pre-Tertiary deposits 
of the Garba Mts. were divided. is suggested by their great lithological similarity to the 
Cretaceous rocks of the Goemai Mts. The Up per Garba beds, on~y preserved in a few 
steep synclines, consist of tuffaceous marls with Radiolaria and of diabase tuffs. Similar 
beds are also exposed in the cores of some anticlines near Batoeradja. The Lower Garba 
beds are a strongly folded series of hydrothermally altered, andesitic, basaltic and daeitic 
tuHs and lava flows. interbedded with shales and limestone beds. 

A1though de fini te evidence is still lacking, a transgressive position of the lower-Crefa­
ceous is suggested by the side-by-side occurrence of Cretaceous rocks and crystalline 
schists in Palembang and the Lampoeng Districts, apparently without any intercalation 
of Permocarboniferous and old-Mesozoic formations. which play such an important part 
in Central and North Sumatra. 

Pre-Terliary intrusive rocks, granites to diorites and allied types. are known from all 
the pre-Tertiary ranges. In the Tambesi-Rawas Mts., Goemai Mts., Garba Mts., the 
Crystalline Mass of the Lampoeng Districts, and possibly also in the Doeablas Mts. and 
the pre-Tertiary co re of Bt. Pendopo, the,y probably all belong to one post-orogenetic 
family, intimately connected with post-Iower-Cretaceous folding in the zone of the Sumatra 
orogene. Their period of intrusion has to be located between the lower-Cretaceous and the 
Neogene, but a pre-Eocene age seems most probable in view of the fact that in Atjeh 
(N. Sumatra) the al ready deeply eroded Sumatra orogene is locally covered unconform­
ably b,y Oligocene strata. The granites of the Tigapoeloeh Mts. and the granosyenite of 
Bt. Batoe probably belong to the late-Jurassic IMalaya orogene; almost certainly the rock 
of Bt. Batoe, which by its high content of potash and rare earths 15) shows unmistakable 
relationship to the eruptive rocks of the Tin Islands. Still older epochs of magmatic 
activity are represented by the undatable granite-gneisses of the Lampoeng Districts and 
by detached bodies of granitic rocks, which occur together with the Permian deposits of 
the B. Tambesi in an overthrust mass above Mesozoic slates 16). A homologue of this 
overthrust granite is found in the B. Merangin-B. Mesoemai region in Upper Djambi, 
where a pre-upper-Carboniferous granite of analoguous tectonic position occurs at the base 
of the volcanic upper-Carboniferous series described by J. ZWIERZYCKI17) . 

The pluton!c bodies of the Tambesi-Rawas Mts. are intrusive into Mesozoic slates and 
Jurassic (to Cretaceous?) Iimestones (pyrometasomatic iron and Cu-Pb-Zn ores!), while 
those of the Goemai and Garba Mts. are resp. intrusive into the Lingsing-Saling beds and 
the Garba beds (sections A-G, H-M). The Crystalline Mass of the Lampoeng Districts 
contains many intrusive granites (pyrometasomatic iron ores!), the most extensive body 
of which is exposed between the upper courses of W . Sekampoeng and W . Sepoetih 
(section N-Q). Dominant rock types in all these cupolas are granite to diorite, with on 
a minor scale gabbro and dikes of aplite, pegmatite. pyroxenite, porphyrite. dolerite, 
spessartite and kersantite. In the Doeablas Mts. the pre-Tertiary slate formation is in-

15) W. VAN TONG.E.REN, Mineralogical and chemical composition o.{ the syenite­
granite from Boekit Batoe near Palembang, Sumatra, Netherlands East Indies. Proc. 
Kon. Akad. v . Wetensch., Amsterdam, 39, 670-673 (1936). 

Do., On the occurrence of rare elements in the Netherlands East Indies. etc. Disser­
tation. Utrecht; analysis. p. 148 (1938). 

16) A. TOBLER, Op. eit., 195-200. 293. 294 (1919) . 
17) J. ZWlERZYCKI. Op. eit. (1930). 
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truded by granite, augite-syenite, essexite and dikes of diorite-porphyrite, homblende­
syenite, porphyry, aplite, tourmaline-bearing pegmatite and spessartite, while the plutonics 
of the Tigapoeloeh Mts. con sist of granite to diorite , joined by veins of aplite and 
pegmatite 18) . 

"aid andesifes" 19) . The general transgression of the lower-Miocene sea over the eroded 
structures of the Sumatra orogene was preceded in Eocene or early-Miocene time by 
a stage of terrestrial, dominantly andesitic volcanism, the frequently propylitized products 
of which still cover wide areas over the NW.-section of the crystalline Lampoeng Mass, 
the NW.-part of the Garba Mts. and the S.-part of the Tambesi-Rawas Mts. The Lower 
Kikim tuffs around the Goemai Mts. and andesitic rocks which occur between the pre­
Tertiary rocks of the Bt. Pendopo (Permian and intrusive granite) and their Miocene 
cover also belong to these effusives. Part of the Tertiary andesites, breccias and tuffs 
of the Barisan and Semangka Mts. may probably be correlated with these "old andesites", 
but it is hardly possible to distingu'ÎSh them from the old-Miocene volcanics of these 
mountain ranges. The "old andesites" are sometimes cut by Au-Ag veins of an epithermal 
type (NW.-section of the Lampoeng Mass, Tambesi-Rawas Mts. S . of the A . Rawas, in 
the latter region apparently associated with dacites and liparites ). 

Neogene sedimenfs and volcanics. The following stratigraphical sc he me applies in a 
general way to the Neogene formations of S. Sumatra (oil basin and Barisan zone): 

o i I bas i n inS W . P a I e mba n g. 

Upper ) 

Middle ( Palembang beds (younger-
~ Miocene and Pliocene) . 

Lower ) 

Batoeradja 
stage 

Telisa or Goemai I' 
beds. 
Batoeradja limestone. 
Basal beds ( quartz­

sandstone horizon (s) , j 
shales, layers of 
black lignite or wood 
horizons, sometimes 
volcanic deposits) . 

Batoeradja­
Telisa 
series 
(older 

Miocene) 

Barisan and Semangka Mts. 

Marine Pliocene of the Benkoelen coast 
and Semangka valley. 

~ unconformity. 

" Intermediary Neogene" of Benkoelen 
(Lower Palembang beds?) , 

~ loc al unconformity 

or stratigraphical gap? 

Batoeradja - Telisa series (at many 
places chiefly in volcanic facies) . 

The Neogene deposits of the oi! basin attain their greatest thickness ln the region E. 
of the Goemai Mts., where the Telisa and Palembang beds alone together measure about 
7600 m. (Telisa beds ± 4800 m.; Lower Palembang beds 700---1000 m. ; Middle Palembang 
beds 650--800 m.; Upper Palembang beds 500-1000 m.), which figure ought to be 
augmented with that for the Batoeradja stage, which around the Goemai Mts. consists 
of a basal quartz-sandstone horizon (75-200 m.), covered by a volcanlc series of 
andesitic breccias, tuffs and lavas (the Up per Kiklm tuffs) with an aggregate thickness 
of 2000--2500 m. on the S.-side of the range and 300-950 m, on its N .-f1ank. Along the 
northem margin of the Goemai Mts. the Telisa and Palembang beds show a very reduced 
thickness and the same phenomenon can be observed in the area of the Batoeradja folds 
and in the Lampoeng Districts, where the Neogene series covers a relatively stable 
region of slow former subsidence. In the case of the Goemai anticline its rather thin 
cover of Neogene deposits , especially on the N .-side, can be explained as a consequence 

18) A. TOBLER, Op, cit., 379-381, 388, 389 (1919) . 
19 ) The term has also frequently been used to denote all Tertiar,y andesites. 
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of its early rising in a initial stage of the process of young-Tertiar,y folding, The Neogene 
stratigraphy of the Moearaenim reg ion also applies more or less to Central and North 
Palembang and D jambi. Along the E .-side of the Tambesi-Rawas Mts .. however. the 
entire Neogene series shows a little differentiated. tuffaceous development. while E. and 
SE. of the Garba Mts. the Neogene beds are developed in sandy. tuffaceous and conglo-­
meratic facies . The Telisa series wedges out between its pre-Neogene basement and the 
Palembang beds along the Palembang anticlinorium (section A-G). so that the Lower 
Palembang beds in this reg ion are Iying immediately above pre-Tertiary rocks. 

The Batoeradja stage is especially well-developed around the Goemai and Garba Mts. 
and in the anticlines near Batoeradja. lts basal beds are of less importance in the latter 
region. where the old-Miocene Batoera<;!ja limestone (Tertiary e4-e5 according to W . 
LEOPOLD and I. M. VAN DER VLERK's scheme for the East Indian Tertiary 20 ) . charac­
terized by Eulepidinas. Spiroclypei. Miogypsina dehaarti V . D. VLERK and TriJlina 
Howchini SCHLUMB. as guide fossils . acquires a maximal thickness (up to 300 m.) . In 
small basins along the upper courses of W . Sekampoeng and W. Sepoetih on either side i 

of the Lampoeng Mass the basal beds consist of some hundreds of meters of qu'artz­
sandstones and quartz-conglomerates with a few coal beds and capped by Batoeradja 
limestone. SW. of the Crystalline Mass th is basal Miocene series passes side-ways into 
the volcanic old-Miocene of the Semangka Mts. (section N-Q) . The Batoeradja stage 
merely represents a facial type of the lowest division of the Telisa series. On the 
Talangakar anticlinorium. where the Telisa beds have a ,thickness of 1000-1200 m .. it is 
developed as a sandy deposit and contains an important oil horizon (oil fields Talangakar­
Pendopo. Benakat etc.). In the Barisan and Semangka Mts. the old-Miocene. the Telisa 
beds inclusive. is largely developed as a series of andesitic lavas. tuffs and breccias 
with som I' sedimentary intercalatations. e.g. shales and limestones with Batoeradja guide 
fossils. Only near Mana the Telisa beds show their normal sedimentary development. 

The Telisa beds (upper part of Tertiary I' and T. f) are a monotonous series of 
Globigerina ma ris and shales with intercalations of andesitic tuffs and breccias. beds of 
glauconitic sandstone. platy or concretionnary limestones and occasional layers with plant 
remains. Spyroclypei were still found in the lower part of the series in association with 
Lepidocyclinas and other genera. In the Barisan Mts. near Mana the Telisa beds are 
developed in normal sedimentary facies (thickness 3000-4000 m.) . but in the districts 
Bintoehan and Kroei and in the Semangka Mts. the series is almost entirely replaced by 
andesitic volcanics (see sections) . The Telisa beds con ta in important oil horizons in 
Central Palembang and Djambi. 

The Lower Palembang beds (Iate-Miocene) are a series of bluish green or gray. fre­
quently glauconitic marls and claystones. interbedded with tuffaceous sandstones and 
glauconitic. concretionnary. marly limestones. The formation con ta ins abundant molluscs 
and Foraminifera (Lepidocyclynas. Miogypsinas. Cycloclypei. rotalides and other genera) 
and corresponds more or less to the upper-Miocene Badoei. Bodjongmanik. Njalindoeng 
and Tjilanang beds in W . Java 21) . The L. P . beds contain oil sands practically over 
the whole extension of the oil basin in Palembang and Djambi. 

The "intermediary Neogene" of the Benkoelen coast region (distr. Mana and Bintoe­
han) presumably represents a stratigraphical equivalent of the L. P. beds. to which they 
correspond facially. NE. of Mana th is series (thickness ± 1500 m.) apparently succeeds in 

20) W . LEUPOLD and I. M. VAN DER VLERK. De Palaeontologie en Stratigrafie van 
Nederlandsch Oost-Indië; "The Tertiary" . Leidsche Geol. Meded .. 5. 611-648 (1931) . 

21) Guide fossiIs of the Bodjongmanik and Badoei beds in Central Bantam. W . Java 
(e. H . OOSTINGH. Mollusken als gidsfossielen voor het Neogeen in Nederlandsch-Indië. 
Hand. v. h. 8ste Ned.-Ind. Natuurw. congres. 508-516 (1938) ). also found in the L. P. 
beds are : Turritella subulata MART .• Amusium hulshofi MART .. Apolymetis grimesi elon­
gata (HAANSTRA and SPIKER). Cu/tellus di/atatus MART .. Siphocypraea caput-viperae 
(MART.). 
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conformabie succession to the Telisa beds, although the mutual relations are obscured 
by areverse fault (sect. A' -B', A-G) . Near Bintoehan this series, which is generally 
rich in shell fragments , contains also pumice tuffs, silicified wood and silicified dacite tuHs, 
whUe it is probably separated from the Telisa beds in thls district by a stratigraphical 
gap. The marine fauna of these beds mainly consists of molluscs and Foraminlfera (Lepi­
docyclinas, Miogypsinas, C,ycloclypei, e.g. Cycloclypeus ex. gr. guembelianuil BRADY and 
C. (Katacyclodypeus) annulatus MART., which two species according to TAN SIN 
HOK 22) are resp. restricted to the upper-Miocene·to Pliocene and to the upper-Miocene) . 

The Middie Palembang beds ne ar Moearaenim (Iate-Mlocene to lower-Pliocene) consist 
of claystones, tuff-sandstones, interbedded with marly or glauconitic concretions, glauco­
nite sands and severaL groups of brown-coal beds (total thickness of coal beds up to 
47-90 m., but strongly variabie). Marine horizons wUh molluscs, echinoderms, shark teeth 
and small Foraminifera are found in the lower part of this formation near the Goemai 
Mts. Oi! horizons are known mainly on the Moearaenim anticlinorium. 

The Upper Palembang beds (Pliocene to Pleistocene?) consist principally of acid pumice 
tuHs, tuH sands and kaoline-Iike c1ays, practicctlly without marine horizons and with few 
coal strings. The formation contains no oil. 

The Pliocene of Benkoelen and the Semangka valley lies unconformably above all older 
Neogene formations and shows a monoclinal, sea-ward dip of 5-10°, only locally inter­
rupted by faults, in the coast region of Benkoelen. The formation is of marine-tuHaceous 
origin. contains abundant mollusc remains and consists of greenish, ·tuffaceous marls, 
calcareous marIs, tuHaceous c1aystones, layers of pumice tufE. sometimes massive dadtic­
liparitic tuffs, andesitic ocnglomerates and occasionally also andesitic lavas (total thickness 
of the series 800-1000 m.). Plant remains and layers of impure brown-coal are also 
frequently found. The series corresponds more or less to the upper-Pliocene Tjimantjeuri, 
Tjilegong, Bodjong, Kaliglagah and Sondé beds in W. and Central Java 113). 

During the Batoeradja-Telisa epoch the Neogene sea of the oil basin stood in close 
connection with the Indian Ocean through wide passages around the Goemai and Garba 
Mts., which condition still persisted, albeit perhaps on a redoced scale, during the Lower 
Palembang and even locally - NW. of the Goemai Mts. - during the Middle Palembang 
epoch. Before the Upper Palembang epoch, however, all connections were apparently cut 
oH by the rise of the Barisan zone and the Lampoeng Mass; the marine ,Pliocene of the 
west coast possibly corresponds to the terrestrial-volcanic U . P. beds on the E.-side of 
these structural units. 

Late-Miocene intrullive rocks. The old-Miocene sediments and volcanics of the Barisan 
and Semangka Mts. are penetrated at many places by granltic to dloritic (on a minor 
scale also gabbroic) and dacitic rocks in bosses or batholithic bodies. The largest of these 
intrusions are found In the southem penInsuia of Benkoelen, NE. of Blntoehan and NE. 
of Kroei, while similar Intruslons are also found In the coast range of N. Benkoelen and 
In the region SE. of Padang (Gov. West Coast of Sumatra). The late-Mlocene granites 
to diorites are responslbie for extensive propylitizations and siliclfications of the old­
Mlocene volcanics in the Barisan zone, while they have also to be considered as the 
parent rocks of the epithermal Au-Ag veins In N. Benkoelen (Lebong region) and near 
Padang. The massive dacites are Intimately associated wlth the holocrysta1llne rocks, but 
in most cases seem to be slightly older. 

22) TAN SIN HOK, On the genus Cycloclypeus Carpenter. Dienst v. d. MIjnb. In Ned.­
Indië; Wetensch. Meded., 19 (1932). 

113) C. H. OOSTINOH, Op. cito (1938) ; also: Note on the stratigraphical relations 
between some Pliocene deposits in Java. De Ing. in Ned.-Indië; IV. Mijnb. en Geol, 6, 
140-141 (1939) . Gulde fossils of the Tjllegong and Bodjong beds (Bantam, W . Java) 
also found in the Benkoelen Pliocene are: Terebra insulindae P. J. FISCHER, Nuculana 
praerBdiata (0. BOETIO.). Turritella angulata bantamensill MART., Polinices (Neverita) 
sulcïfer (MART.), Pecten javanuIl MART., CarcJita javana MART. 
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Quaternary scdiments and volcanics. Marine Quaternary sediments are represented b,y 
upheaved coral reefs along the Benkoelen coast, especiálly near Bintoehan (up to 50 m. 
above se a-level ); furthermore by extensive blankets of clay deposits with marine shells, 
which form large embayments between the Neogene hills of E . Palembang and E . Djambi. 
The marine Holocene beds on the eastern outskirts of the oil basin were formed during 
the post-Pleistocene period of partial submergence of the eastern coast region. Only ;n 
, 'ery recent time the sea again receded over a height of 5-10 m. 24). Quaternary stages of 
volcanism produced the following five groups of effusive rocks, tuff mantles and volcanic 
cones: 1 0. Liparitic-perlitic lavas of fissure eruptions in the Pasoemah region (SW. of the 
Goemai Mts.) and along the Semangka val/ey; 2° . Dacitic pumice tuffs and dacitic-liparitic ' 
necks of the Lampoeng Distriets; 3° . Andesitic to basaltic volcanoes within and NE. of 
the Barisan zone; 4°. Liparitic-dacitic pumice tuffs of the Ranau eruption, deposited around 
Lake Ranau and E . of the Garba Mts.; 5°. Basaltic lavas of the Soekadana fissure erop­
tions in the eastern Lampoeng Districts. Groups 1 and 2 are the ol de st and connected with 
longitudinal fault zones as channel ways. The acid necks of the Lampoeng Districts NW. 
of Lampoeng Bay (two of them indicated on section N-Q) are probably the eruption 
points of the acid Lampoeng tuffs. The Ranau tuffs, connected with the formation of the 
volcano-tectonic L. Ranau depression, are older than the youngest andesitic volcanoes, but 
younger than the oldest andesitic con es. The andesitic volcanoes are mainly located on 
diagonal or transver,se fault zones. 

TECTONICS. 

The rocks of the Sumatra orogene, which were folded in the middle- or late Cretaceous 
(or ev. Palaeocene) epoch, are strongly, but not excessively folded; dynamo-metamorphism 
or regional metamorphism are apparently not developed on an intensive scale .. Overthrusts 
of presumably not very large horizontal displacement are known from the NE.-f1ank of 
the Tambesi-Rawas Mts., where Permian rocks and detached masses of granite were 
thrown in a SW.-direction upon Mesozoic slates; furthermore from the SWAlank of the 
Lampoeng Mass W. of Lampoeng Bay, where crystalline schists are separated by a NE.­
ward dipping, reverse fault from the Cretaceous rocks of the Semangka Mts. (section 
N-Q) . The Neogene deposits we re strongly folded and also cross-faulted in the Barisan 
section of the larger Soenda orogene in late-Miocene time ·before the intrusion of tbe 
late-Miocene granites (to diorites) and dacites. Later movements mainly affected the Mio­
Pliocene deposits of the oil basin, which were warped into three main anticlinoria in South 
and Central Palembang: the Moearaenim-Batoeradja anticlinorium, the Talangakar 
anticlinorium and the Palembang anticlinorium. In N. Palembang the Talangakar and 
Palembang anticlinorium unite into one broad system of folds. In the oil reg ion the most 
complicated structures are found in the oil fields of the Moearaenim anticlinorium, which 
are segmented by cross faults (Soeban Djerigi oil field) or even struck by overthrusts 
(Batoekras and Minjak Itam-Kp. Minjak oil fields). Reverse faults (with NE.-ward dip), 
however, are also known from the folds on the Talangakar anticlinonurn, as for instance 
on the Talangakar-Pendopo oil field (secion A-G) , along the SWAlank of Bt. Pendopo, 
along the SW-side of the Karangringin oil field (S. of the Mangoendjaja oil field) and 
on various folds between the A . Moesi and A. Rawas. A steep f1exure or even reverse 
fault is besides found on the NEAlank of the Palembang anticline (secion A-G) . Tbe 
arcual shape of the Moearaenim fold system may be explained as tbe result of the strong 
NE.-ward push exerted upon the mighty succession of poorly consolidated, Neogene beds 
in the former area of subsidence NE. of the Goemai Mts. through the tectonic depression 
between the Goemai and Garba Mts. Tbe Barisan zone only underwent a gradual uplift 
and di·ssection into longitudinal fault blocks during the Pliocene and afterwards. 

Amsterdam, Geological Institute of the University. 

24) J. VAN TUYN, O ver een recente daling van den zeespiegel in Nederlandsch Oost­
Indië. Tijdschr. v . h. Kon. Ned. Aardr. Gen., 2nd series, 49, 89-99 (1932). 
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Pala~ontology. - Smaller Foramini[era [rom the Lower Oligocene ot Cuba. By R. C. 
VAN BELLEN. J. F . C. DE WITT PUYT. A. C. RUTGERS and J. VAN SOEST. (Com­
municated by Prof. L. RUTTEN.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

Some years ago the geological institute of the university of Utrecht received from 
the Bataafsche Petroleum Maatschappij at The Hague a collection of washing-residues 
of marly clays from Cuba. The localities have been indicated on the map; they are 
situated to the WSW of Habana and in the neighbourhood of the town of Colon. The 
geologists of the B. P . M. regarded these claymarls as oligocene. The results of the study 
of this collection are to be found in this communication. In the tabular enumeration at 
the end of this communication have been indicated: I . the different species and varieties 
which compose the faunuia. 2. the localities. where each faunal element has been found. 
3. the literature for each species. 4. data on the occurrence of each species in the 
Upper Cretaceous and in the great subdivisions of the Tertiary of Tropical America 
and in the recent fauna. 
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There have been found 140 species and varieties. 12 of which are new. The following 
may be said with regard to the age of the faun uia. 

8 species have been found in the Upper Cretaceous of Tropical America. Of these. 
7 do not have any stratigraphical value. as they have lived as long as the Miocene. or. 
partly do occur still in the recent fauna. Spiroplcctoides clotho is the only species which 
has been found unti! now exclusively in upper cretaceous deposits; its determination. 
however. is uncertain. Dur faunuia. therefore. shows no relation at all with upper 
cretaceous faunae. 

Not less than 61 species and varieties have been Eound in the Eocene of Tropical 
America. More than the half - 38 - are known also Erom the Oligocene of Tropical 
America. and 7. although not known from the Oligocene. have been found in younger 
tertiary deposits of Tropical America or occur in the recent fauna . A large percentage 
of the faunuia. 16 species. viz. Gaudryina Cl/bana. Clavulinoides cubensis. Cl. havanensis. 
Cl. marielinus. Karreriella chapapotensis. Listerella venezuelana. Planularia wcstermanni. 
Nonion mexicanum. Bolivina malkinae. Uvigerina havanensis. Siphogenerina transversa 
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var. eubensis, Valvulineria jaeksonensis, Globigerina eoeaena, Ruttenia eoronaeformis; 
Planulina eoeoaensis and Planulina eocoaensis var. eoöperensis has been found until now 
in Tropical America exclusively in the Eocene; 6 of these are restrieted to Cuba. It is 
c1ear th at die fauna has strong eocene affinities. On the other hand. the absence of the 
genus Hantkenina. 50 common in eocene deposits with this facies suggests a posteocene age. 

Still more species and varieties - 75 - are known from the Oligocene of Tropical 
America. Of these. 38 occur also in the Eocene. and 13. whilst not being known from 
the Eocene have been found in miocene deposits or occur in the recent fauna. Not less 
than 24 species seem to be confined in Tropical Ameriea to the Oligocene. viz.: Textularia 
mississippiensis var. alazanensis, Dorothia eylindrica, Cristellaria kemperi, Cr. peregrina 
var. matanzana, Cr. subpapillosa, Planularia thiadensi, Marginulina sublitua, Nodosaria 
aff. earinata, N. matanzana, N. obliquata, Saraeenaria seheneki, S. senni, Vaginwna 
elegans var. mexieana, Lagena suleata var. strumosa, Gümbelina eubensis, Bolivina 
matanzana, Uvigerina eanariensis var .• U. eubana, Eponides byramensis var. eubensis, 
Siphonina advena, Anomalina alazanensis, Planulina alazanensis and Cibicides mexieanus; 
of these. 10 have been found exclusively in Cuba. The affinities with oligocene faunae 
are apparently very great. 

Only 40 species and varieties are known from the Miocene of Tropical America. 
and 29 of these have been found also in the Oligocene or Eocene of the region. 
Affinities with the Miocene. therefore. certainly exist. but they are much smaller than 
the affinities with the Eocene and Oligocene. 

If all the washing-residues are from one and the same formation. there is no doubt 
that the faun uIa is of oligocene age. and. given the strong relations with the Eocene. 
may be regarded as Lower Oligocene. It is. however. very weil possible that not all 
the samples are of the same age. The samples 2353-2363 f.i. which are located along 
a line about vertical to the general strike of the island may very weil be long to lower 
and upper parts of one formation or even to two formations. Generally. the faunuIa of 
each sample is. however. too poor to discuss its age separately. Our conclusion is. 
therefore. that the general aspect of the whole of the samples is so that it suggests a 
lower oligocene age. that. therefore. certainly a part. probably even the greatest part 
of the samples must belong to the lower oligocene. but that it is possible that some of 
the samples belong to an older or younger stratigraphical unit. 

A description of the new species and varieties and some remarks on other species are 
following here. 

Gaudryina jaeksonensis CUSHMAN (Iit. 18. 32). 

Our specimens diff~r from CUSHMAN's description by: 1. too large dimensions (average 
length 2.5 mm; maximum length 3.6 mm; breadth 1.1-1.75 mm). 2. having hardly visible 
sutures on triserial part. Moreover. there are in our material trensitional forms between 
G. jaeksonensis and G. trinitatensis. G. trinitatensis is triangular in cross section in the 
triserial part of the test. subcircular in the biserial part. where ribs are lacking. 
G. jaeksonensis is triangular throughout. while ribs are lacking only on the last two 
chambers. The ribs on the transitional forms occur on some of the older biserial chambers. 
but are lacking on the last 3-5 chambers. which are more inflated than the preceding 
ones. 

Planularia brandsi n. sp. DE WITT PUYT. (Fig. 37). 

Test much flattened. spirally coiled. with a broad and thin keel. Chambers very 
distinct. strongly inflated. regularly increasing in size. Sutures limbate. depressed. straight. 
somewhat broadening towards periphery. Length 2 mm; breadth 1.3 mm; thickness 
0.44 mm; thickness of strongly inflated proloculum 0.68 mmo 

Planularia westermanni PIJPERS . (Fig . 34) . 

For a full discussion of this species see Iit. 79. In this publication Pl. venezuelana has 
been placed in the synonymy of Pl. westcrmanni. By a study of Cuban oligocene material. 

73* 
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recently received in Utrecht it turned out rhat Pl. l'enezuelana must be regarded as a 
distinct species. 

Planularia thiadensi n. sp. DE WITT PU YT. (Fig. 38) . 

Synon. Planularia sp. in lit. 77. p. 94. pI. 16, fig . 2, 3. 
Two specimens of our material agree very well with the form which THIADENS 

described from the oligocene of Santa Cia ra. Cuba. It differs from PI. cubensis BERM. 
by its dimensions. by the curved "dorsal" and the straight "ventral " outline, by the 
broader sutures. the large number and the shape of chambers, It is very near to Pl. dentata 
(KARRER) as described and figured by LIEBUS from the dalmatian Eocene which is 
probably not the same as Pl. dentata (KARRER) described by KARRER from Moravia 
and Austria, Dimensions: 3.2 X 1.6 X 0.2 mmo 

Saracenaria schencki CUSHM. a . HOBSON var. DE WnT PUYT. (Fig. 35, 36) . 

The specimens differ from S . schencki in lacking the distinct spinose processes and 
the keel. They might as weil be regarded as a variety of S. italica DEFRANCE. Length 
1.4 mmo 

Spiroplectoides clotho (GRZ YBOWSKI). 
It is not sure, whether our specimens are arenaceous or non-arenaceous; in the first 

case they would be long to Textularia. in the second to Spiroplcctoides. Test flattened 
with nearly parallel si des. Chambers numerous and of equal si:te in adult. Initial chambers 
hardly visible. arranged in a flat spiral. Aperture transverse and elliptic. Length 1.3 mm; 
breadth 0.37 mmo 

Bulimina inflata SEGUENZA . 

The Cuban specimens have an initial spine. 

UVigerina auberiana D'ORBIGNY. (Fig. 31. 32) . 

The Cuban specimens lack the initia I spine, mentioned in lit. 42, p. 363. They are 
finely hispid; the short spines being locally arranged in rows. 

Uvigerina canariensis D'ORBIGNY, var. NUTTALL. (Fig . 27, 28, 29, 30). 

Some specimens agree very well with NUTTALL's variety; other ones differ by the 
presence of very faint striae covering the whole fossil or by complete smoothness of 
the test. 

Uvigerina havanensis CUSHMAN and BERMUDEZ, var. 

At the si de of specimens, well agreeing with U . havanensis there are much smaller 
forms with an average length of 0.55 and a breadth of 0.37 mm with many ba5al spines 
and built up by fewer chambers, arranged in an elongate spiral, and with sutures not 
passing from one chamber to the next one. They are nearly related to U. yazooensis 
CUSHMAN. 

Pullen ia sphaeroides D'ORB .. var. cubensis n. var. DE WITT PUYT. (Fig. 33) . 

The only difference with P. sphaeroides is the presence of 5 or, rarely, 6 chambers 
in the last coil. 

Eponides byramensis CUSHM., var. cubensis P ALMER a. BERM. (lit. 68). 

According to the authors this variety is almost equally biconvex. In the typefigure, 
however. the ventral side is much more convex than the dorsal side. Our specimens 
agree with the typefigure. The limbation is very strong. Ventral umbo usually not fiHed . 
Diameter ~ 1.3 mm, height ~ 0.8 mmo 

Eponides haidingeri (D'ORBIGNY) . 

According to different authors the number of chambers in the last formed whorl varies 
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strongly: 6 (Iit. 66). 9 (litt. 5). 9 (Iit. 59). 9 (Iit. 10). 7 (lit. 28) and 5 (Iit. 42). 
Probably this is caused by the indistinctness of the sutures. Our specimens have 9 cham­
bers in the last formed whor!. The dorsal sutures are somewhat raised and limbate. 
The whole surface is finely perforated. On the ventral side the sutures are invisible. 
Diameter :s; 0.9 mmo 

Eponides tschoppi n . S. VAN BELLEN (Fig . 10. 11. 12). 

Test biconvex . Ventral si de somewhat more convex than dorsal side. Periphery rounded. 
not lobate. not keeled. Dorsal side showing 3 coils. Dorsal sutures limbate. flush with 
surface. somewhat oblique. Spiral suture limbate. flush with surface. About 8 chambers 
in last whor!. Ventral sutures indistinct. limbate. flush with surface. last one slightly 
depressed. Ventral umbo sometimes with area of clear shell materia!. produced by the 
meeting of the limbate sutures. Surface perforated. Aperture a slit at ventral side. from 
periphery to about 1/:1 of distance to umbilicus. Diameter 1.10 mm; height 0.44 mmo 
Differs from E . pl'aecinctus in missing the strongly limbate and raised ventral sutures. 
in having an umbonal mass of clear shellmaterial. in having only 8 chambers in last 
whor!. Differs from E . coccaensis (lit. 23) in being ventrally more convex than dorsally 
and in having only 8 chambers in last whor!. It may be observed that in lit. 31 the 
description of E . cocoaensis does not agree with the figures : see number of chambers in 
last whorl. dimension of last chamber. planoconvexity of test. 

Rotafia cubensis n. S. VAN BELLEN. (Fig. 13. 14. 15). 

Test almost equally biconvex . Dorsal side showing 3Yz whorls. last one with about 
10 chambers. Spiral suture limbate. somewhat raised. Dorsal sutures limba te. flush with 
surface. Ventral sutures emerging obliquely from the umbo. with a slight curvature 
backward near the periphery. last two depressed. rest flush with surface. Umbo filled 
with a knob of clear shellmaterial. Periphery acute with a slight keel. weil developed 
at the beg inning of the last whorl and gradually disappearing to the end. Surface 
coarsely perforated. Aperture between umbo and periphery at ventral side. near to the 
periphery. but only visible in 2 of the 10 specimens. Diameter :s; 0.5 mm; height:S; 0.2 mmo 
Differs from R. cf. partschiana WHITE in being equally biconvex and in having more 
chambers in last whorl. Differs from Cibicides ultgerianus by its aperture. in missing 
the typical hispid. dorsal umbo and in being equally biconvex. 

Siphonina advena CUSHMAN. 

Our specimens agree weil with the description and figures in lit. 21. The description 
in lit. 47 does. however. not at all agree with the figure : see number of chambers in last 
whorI and diameter. Nor does the general aspect of the figure in lit. 2! agree with that 
in lit. 47. We have presumed that the descriptions in lit. 21 and lit. 47 and the figures 
in lit. 21 may be regarded as characteristic for the species. It differs from S. bradyana 
in missing the broad carina and the broad flaring lip. in having a longer neck and 
depressed sutures on the ventral side. Moreover the keel is not tubulated. It differs 
from S. tenuicarinata by the not-tubulated keel and the shape of the aperture. 

Siphonina tenuicarinata CUSHMAN. 

There is some variation in diameter of test. in form of aperture. in length of neck 
and development of keel. 

Siphonina reticulata (CZjZEK) . 

There are two differences with the description: our form has 5 chambers in the last 
whor! and a not-wholly tubulated kee!. 

Siphonina tubu/osa CUSHMAN. 

There is some variation in diameter of test (0.25--0.37 mm) and in number of 
chambers in the last whorl (4-5) . It differs from the foregoing species in having a 
wholly tubulated keel. 
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Siphonia cubensis n. sp. VAN BELLEN. (Fig. I, 2, 3). 

Test equally biconvex; periphery subacute; not keeled. Dorsal sutures very indistinct, 
curved, somewhat limbate, strongly oblique, flush with surface. Ventral sutures somewhat 
limbate, curved, flush with surface. Last chamber inflated. Aperture a broadly elliptical 
opening with a well developed neck and phialine lip, on the ventral side, close to the 
periphery; the axis of the ellipse making an angle with the plane of the periphery. 
Whole surface finely porous. Diameter :s; 0.62 mm; height :s; 0.35 mmo Differs from 
S. pulchra by situation of aperture, by absence of larger pores in central part of ventral 
face, by more distinct sutures, by smaller dimensions. 

Puivinulinella cubensis n. sp. VAN BELLEN. (Fig. 24, 25, 26). 

Test biconvex, ventrally somewhat more than dorsal~y. Periphery acute, with a broad, 
thln carina. On dorsal side 2Yz whorls visible, last one with about 10 chambers. Dorsal 
sutures strongly oblique, limbate, very slightly raised or flush with surface. Spiral suture 
Iimbate and raised. Ventral sutures oblique, limbate, flush with surface, near periphery 
slightly depressed. No ventral umbo. Aperture only visible in one of the six specimens. 
Differs from P. velascoensis in missing the strongly elevated sutures between the excavated 
areas over the dorsal si de of chambers, in having limbate, ventral sutures, in missing 
the ventral umbo. 

Anomalina cubensis n. sp. VAN BELLEN. (Fig. 4, 5, 6). 

Dorsal side convex, ventral flat. Periphery subacute. Sutures strongly Iimbate and 
raised. About 15-16 chambers in last whorl. Dorsal side showing IYz-2 whorls, the 
flrst small and covered by secondary shellsubstance, the last lying on a somewhat higher 
level. Ventral si de with depressed umbilicus, in which sometimes small boss of c1ear 
shellsubstance. Aperture over the periphery, somewhat extending on dorsal side. Length 
0.64 mm; breadth 0.54 mm; height 0.22 mmo Differs from A. alazanensis in having a 
dorsal convex side and a flattened ventral side and in having more limbate sutures. 
Differs from A. mecatepecensis in having not so strongly Iimbate sutures and in missing 
the coarsely perforated boss at the dorsal side. Differs from A. bilateralis in being 
planoconvex, in having more limbate sutures, in missing the dorsal umbonal boss. 

Planulina cocoaensis CUSHMAN. 

Dur specimens differ from type specimens in having a mass of c1ear shellsubstance 
at dorsal side in stead of small protuberances. 

Planulina palmerae n. sp. VAN BELLEN. (Fig. 7, 8, 9) . 

Our forms ag ree c10sely with the description of P. marielana by PALMER a. BERMUDEZ 
(lit. 68), which, however, does not agree with the original description by HADLEY (Iit. 51). 
The differences are : 

HADLEY: 

9 chambers in last whorl. 
Ventral umbo a small, slightly depressed 

area. 
Diameter 0.5 mmo 
Dorsal si de showing only last whorl. rest 

hidden by secondary shellsubstance. 
Sutures slightly limba te and elevated. 

PALMER-BERMUDEZ: 

12-14 chambers in last whorl. 
Ventral umbo a slightly elevated knob of 

c1ear shellsubstance. 
Diameter 1.6 mmo 
Dorsal side showing 2Yz-3 whorls. 

Sutures heavily Iimbate and elevated. 

The specimen of PALM ER and BERMUDEZ has therefore to he renamed; the new name 
has been given in honour of Mrs. PALMER. In our forms the sense of involution is some­
times c1ockwise, sometimes anticlockwise. 
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Planulina mexicana CUSHMAN. 

Has more chambers (11) in last whorl than P. cocoaensis var. cooperensis. 

Planulina wuellerstorfi (SCHW AGER). 

Is very near to Cibicides americanus. the only difference being the raised ventral 
sutures of P. wuellerstorfi; the ventral sutures are depressed in Cibicides americanus. 
Diameter ::;; 1 mmo 

Cibicides americanus (CUSHMAN) . 

Our specimens differ from original description (Iit. 11) in having a small ventral 
umbonal knob. This is also visible in the figure of Iit. 26. 

Cibicides floridanus (CUSHMAN) . 

Ventral sutures of our specimens are slightly depressed. There is always a flat border; 
at about 1/6 of radius begins the convexity of the ventral side. Diameter 0.33~.84 mmo 

Cibicides lobatulus (O'ORBIGNY). 

Concave-convex as weIl as biconvex forms have been brought to this species, Our 
form ag rees closely with the original figure of O'ORBIGNY (Iit. 66). It is ventrally convex. 
dorsally concave. Periphery strongly limbate and irregular. Ventral side showing only 
last whorl. dorsal side obscured by bad conservation. In last whorl 7 chambers, Ventral 
sutures depressed and curved; they meet each other in depressed umbilicus. Dorsal sutures 
depressed .. Diameter 0.7 mmo 

Cibicides subtenuissimus (NUTTALL) . 

The bosses not so pronounced as in NUTTALL's typefigures (lit. 59). 

Cibicides cubensis n. sp. VAN BELLEN. (Fig. 21. 22. 23). 

Test biconvex. dorsal side very slightly. ventral side more strongly so. Sub acute keel. 
Dorsally I Yl-2 whorls visible. Dorsal sutures limba te. raised. oblique, Spiral sutures 
strongly limba te. Surface coarsely perforated. About 9 chambers in last whorl. Ventrally 
large. central boss of clear shellmateriai. Sutures strongly limbate. flush with surface. 
Aperture invisible in consequence of small diameter (0.3 mm). Height 0.18 mmo Diameter 
of ventral boss 0.11 mmo Agrees with Cibicides spec. A CUSHMAN in lito 44. 

Cibicides tschoppi n. sp. VAN BELLEN. (Fig. 16,\ 17. 18, 19. 20) . 

Dorsal side flattened. ventral side convex. Periphery subacute with thickened keel. 
which is weIl developed on early chambers. but gradually disappears on final whorl. 
Dorsal side only showing last whorl. rest hidden by irregular mass of clear shellmaterial. 
Dorsal sutures curved; strongly limbate and raised in early part of last whorl. slightly 
limbate and depressed in last part. Spiral suture strongly limba te, Last whorl wiili 
10-13 chambers. Ventral side somewhat evolute. showing slightly more than 1 whorl. 
limbo with boss of clear shellmaterial. Sutures curved. slightly depressed. Surface coarsely 
perforated. Aperture an arched slit over the periphery. Diameter ::;; 1.05 mm; height 
::;; 0.4 mmo Differs from C, sassei in having larger size and more chambers in last whorl. 
from Eponides cocoaensis in being planoconvex. in having a dorsal mass of clear 
shellmaterial. in having limba te dorsal sutures. and in its larger size. from Planulina 
wueilerstorfi in having a dorsal umbonal knob of clear shellmaterial and in its larger size. 
from C. pseudoungerianus in being planoconvex. in having a coarsely perforated ventral 
side. in having a keel and a not-Iobulated periphery. 
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Zoology. - Note on a diseased dental condition in Hippopotamus amphib/us L. By D. A. 
HOOIJER. (Communicated by Prof. L. RUTTEN.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

An adult skull of Hippopotamus amphibius L. from Inhamissengo. Mozambique (cat. 
ost. n. don. H. P. N. MULLER. 1893) in the collection of the Rijksmuseum van Natuurlijke 
Historie at Leiden shows a remarkable abnormality in the arrangement of the lower 
incisors. Normally in hippopotami four incisors develop in the lower jaw. The cylindrical 
inner ones are the largest. their alveoli extend almost throughout the length of the 
symphysis. The incisors of the outer pair are smaller; they are laterally compressed and 
their upper margins are placed in a straight line with. or a Iittle higher Ithan those of the 
central ones. The depth of their alveoli varies from 0.45 to 0.60 of those of h . 

In our specimen (fig . I) . instead of two large central incisors. there is on the right 
side. considerably behind the level of the outer incisors (the left was ·removed before 
the picture was taken) a peculiarly shaped alveolus. The tooth is lost, the alveolus is 
dorso-ventrally compressed. the horizontal diameter being 38 mm, the vertical only 28 mmo 
The depth is 70 mm, whilst the length of the symphysis measures 165 mm! The alveolus 
of this. right h does not run parallel to those of the two I~ . but has an oblique direction. 
the posterior part is situated above that of the right 12 and below P3. As a result of this 
position of Ir the anterior root of P~ (PI does not occur in the permanent set) is partially 
absorbed and bent posteriorly so that the tooth can be easily removed from the jaw. 
P3' of which only the roots are present. has undergone a rotation as can be seen in the 
photograph, causing a broadening of the jaw, which has, to a smaller extent, also 
occurred in the corresponding part of the Ie ft ramus. The presence of a thin bony scale, 
which has been formed inside the alveolus of the right 11 and which lies on its anterior 
wall (fig . 3, a), mayalso be taken as proof of the shifting of this incisor to a more 
posterior position. This bony scale shows a ridge which brought about a longitudinal 
groove in the incisor. 

At the left side, corresponding in level with the alveolus of the right Ilo only a small 
opening, 11 mm in diameter, is present. 

Two longitudinal sections were made through the symphysis, one through the middle 
of th is opening, exactly halfw~y between the left 12 and the median plane and the second 
on a corresponding level at the right side. In normal jaws these sections should have 
passed longitudinally through the deep alveoli of the central incisors. Here at the Ie ft 
side indeed a cavity was found, resembling an alveolus as far as concerns its situation 
but much narrower, with a rough wall and at the anterior si de passing into a number 
of narrow channels, one of which is seen in the section (fig. 2). In the cavity. and 
partly in an expansion of it. there lies an irregular mass of calcifjed dental tissue (c). 
This calcified mass has locally widened the cavity and has even caused a slight constric­
tion of the alveolus of the adjacent incisor, so that the proximal extremi~y of the latter 
is more or less indented late rally (fig. 4, upper figure . lower side at the left) . The cavity 
communicates with the alveolus of the left 12 by several small openings, whilst it opens 
to the up per surface of the symphysis by a round hole (b) , the latter being the only 
distinct indication of this cavi~y at the outside of the jaw. The waIl of the round hole is 
smooth in contradistinction to that of the cavity. In the upper part of the symph,ysis the 
layer of compact bone is very thick (e) , in the lower part it has the normal thickness. 
Under the posterior part of the cavity the bony structure of the jaw is coarse and 
irregular, whilst next to th is coarse part there is a reg ion with finely cancellated bony 
structure (d) . 
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In the right section (fig . 3), the central part shows the same coarse and irregular 
structure whilst in the lower part there is a cancellous region as in the left section. The 
solid and very hard exterior wall here too is very thick at the upper and posterior regions. 
The bony scale, which has al ready been referred to above, is shown in this section (a) . 

At Hrst one is inclined to regard the cavity at the left side of the jaw as a dentigerous 
cyst, the fluid contents of which might have found an olltlet through the round hole at 
the upper surface (b) , this being the spot of least resistance. But against this supposition 
the following facts may be put forward: 

The elongated shape of the cavi~y is quite similar to that found normally in very 
young anima Is, where it con ta ins the germ of the permanent inclsor. When cysts occur, 
they grow to a rounded shape, and in further development they cause an expansion of the 
jaw. Moreover the round hole has a smooth wall. whilst outlets of pus always are much 
smaller and have a more or less rough wall. 

Therefore this hole must be regarded as the alveolus of the deciduous incisor. 
The narrow and smooth channels, which run forward from the cavity are those which 

are present in normal jaws too, in the living animal they contain bloodvessels. They are 
always found between the teeth and especially in the frontal part of the lower jaw. 

As the alveolus of the left Hrst deciduous incisor corresponds in place exactly with the 
opening of the alveolus of the right central inclsor it is probable that the right declduous 
incisor also erupted in this uncommon spot. 

For an explanation of the origin and cause of th is abnormality two possibilities must be 
considered. 

I. The incisors might have shifted to an uncommon position as a result of a narrowing 
of the jaw. This phenomenon has been met with in several species of mammais. In the 
present case, however, this explanation does not hold, for: 

1. the jaw in th is specimen is not narrower, but even broader than in some normal 
specimens, and 

2. the teeth have shifted over a much greater distance than is usually caused b,y a 
narrowing of the jaw. 

11. The declduous incisors might have shifted to th is abnormal position al ready before 
erupting. Neither COLYER (1936) nor BENNEJEANT (1936) mention cases of misdirection 
of the eruption of deciduous teeth, but this does not mean that it is impossible. The 
milk dentition in Hippopotamus amphibius L. is not long in use. SIOEL (1883, p. 11) , e.g., 
records that the change of the lower centra I incisors occurs at the age of ca. 1 Y-t year, 
while the maximum duration of life (in zoological gardens; data from animals in the wild 
state are not known) recorded is 41 years (FLOWER, 1931. p. 225) . 

As Mr. C . N. VAN RIJSWIJK kindly informed me, abnormal eruption of deciduous teeth 
in man, due to trauma by delivery b,y forceps, has been recorded by HENRY A. P. WILD 
ut the 53rd meeting of the American Dental Society of Europe at 'Lausanne, August 7-9, 
1939. The latter cause seems to me the most probable, and, therefore, I believe that the 
present case must be explained as follows: 

As a result of trauma in th is exposed and vulnerable part of the jaw during or shortly 
af ter birth the germs of the central incisors may have become dispJaced and afterwards 
erupted behind the level of the outer incisors 1.) . These milk incisors may have become 
carious, perhaps also on account of their abnormal sïtuation, and ,thereupon pu'lpitis and 
periodontitis originated in the left incisor. The rough wall of the cavity indicates the action 

1) KERBERT records that in the twenty-five cases observed in the zoological garden 
at Amsterdam up to 1922 the birth always took place on land, though the animal was 
given free access to the water (KERBERT, 1922, p. 189). Dr. A. L. J. SUNIER kindly in­
formed me that also in later years at Amsterdam it never occurred otherwise. Several 
cases are known, however, in which the animal was born in the water, e.og. , that recorded 
by ALVINO (1932) . VEVERS (1926) assumes that in nature the young probably is born 
in a bed of reeds close to the edge of the water or in very shallow water. 
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of pus bacteria. The germ of the left central incisor became surrounded with pus and 
devitalised; the disease, which must have affected the animal at an ear~y stage after the 
eruption of the deciduous incisors then developed into a c.hronic ostitis and may have 
caused the displacement of the right 11 , which for the rest has followed his predecessor 
and erupted, to a still more posterior position. In the meantime the ostitis has given rise 
to an ebumification in the upper section of the jaw, on the other hand to a rarefaction 
of the bony tissue in the lower section of the jaw. The small alveolus at the left si de 
may have been Wied with tissue, or. as is not uncommon when the eruption of the 
permanent tooth is prevented. the deciduous incisor may have subsisted for a long time; 
so the pus could not reach the small alveolus and its wall remained smooth. 

As the anima I is fully adult and no extemal expansion of perforations of the jaw are 
visibie, it was only alocal inflammation. The rest of the skull shows no morbid alterations 
except for a carious upper left fourth premolar. The disease was still progressing at the 
time when the anima! was shot and could have given rise to osteomyelitis. 

The importance of the diagnosis of th is anomaly in the dentition of Hippopotamus 
amphibius L. is evident as the determination of the fossil hippopotami from the Siwaliks 
and Java for the greater part rests upon minor differences in the arrangement of thl! 
lower incisors. 

Due to the endostomatic situation of th... lower central incisors the outer incisors, 
especiall,y the left one. are placed nearer 1:> the mesial line and are larger than normally. 
The ratio of the di stance se pa rating the outer incisors (86 mm) to that between the lower 
canini (240 mm) is 0.36. while in normal specimens th is ratio varies from 0,44 to 0.60. 
The dep th of the alveolus of the outer incisor at the right side is IlO mm, at the left side 
115 mmo In normal cases the corresponding central incisors would have had alveoli of 
at least 200 mm depth. the length of the symphysis in our specimen measures only 
165 mmo The left outer incisor (upper tooth of fig . 4) with its indentation at the pulp 
cavi~y, is twisted for about 90°. lts situation at the pulp cavity is normal, the vertical 
diameter being the largest, while at the alveolar border the greatest diameter is placed 
horizontally. The obliquely abraded surface at the outer part of the extremities of both 
12 is more pronounced than in normal specimens, in which the outer incisors oppose 
themselves more direct~y to the outer pair in the upper jaw and at times even are wom 
towards the inner side of their tips. The greatest diameter at the right side is 30 mm, 
at the left si de 33 mmo In norm al adult skulls with lower outer incisors from that size, 
the central incisors have a diameter of 50 mm or more! 

Due to the shifting of the lower 12 nearer to the mesial line the upper 12 are slightly 
bent inwards. The narrow strip of enamel along the convex side of these upper teeth has 
cut a deep groove in the lower incisors (fig. 4) . 

The upper central incisors show no trace of friction with antagonists. the displaced 
right lower 11, therefore. did not come into contact with one of them. The left is shorter 
than the right, their tips are rounded off like those of the tusks of an elephant, probably 
caused by rubbing against hard objects. The left on its posterior surface shows a horizontal 
so-called wedge-shaped defect (fig. 5) , which cannot be explained as having originated 
by friction against an antagonist. Similar wedge-shaped defects have been recorded as 
occurring on the incisors and canini of horses, ruminants and Kamchatka-bears (BREUER. 
1933, p. 113); like the former the Jatter feed on grass. The defect in our specimen is only 
shallow and cannot be artificial for it has a brown. colour Iike undamaged parts of 
the tooth . 

BREUER, who describes wedge-shaped defects on the posterior surface of the lower 
canini of Ursus spelaeus Rosenm. 1) suggests that they are caused by mechanic erosion 
when tearing off grass (I.c., p . 106). Although BREUER's statements app~y to defects on 
the Jower teeth exclusively, in the present case the following explanation may hold: 

1) KUBACSKA (1935) found them too on the extemal surface of the lower 13 opposing 
the canine. and on the upper canini of the same species (I.c. , pI. V , fig . 3, 7) . 
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Due to their endostomatic situation the central lower incisors could not perform their 
normal function while grazing and uprooting aqua tic plants; the upper incisors took over 
the function of the lower ones. Consequently the vertical pulling move ment was changed 
into a movement directed sideways to the right, and the grassblades and staIks were 
pulled oH between the upper teeth. On the anterior surface of 12, however, erosion was 
entirely prevented by its strip of enamel (fig. 5) . The defect on the posterior surface of 
the first incisor is only shallow because the longitudinal strip of enamel along its outer 
surface more or less prevented the erosion. 

The fact that the free part of the left upper 11 is shorter than the right indicates 
that it was more in use. As consequent\y the animal moved its head to the right when 
fee ding in all probability it was left-handed . 

For valuable information and kind advice I am greatly indebted to Dr. L. D. BRON­
OERSMA, Leiden ; Dr. TH. E . DE JONGE, Amsterdam; Mr. C. N . VAN RIJSWIJK. D. D . S., 
The Hague; Dr. A. L. J. SUNIER, Amsterdam; Dr. J. D. A. WAIBOER, The Hague; and 
Dr. J. ZELDENRUST, Leiden. 
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D. A. HOOIJER: NOTE ON A DISEASED DENTAL CONDITION IN 

HIPPOPOTAMUS AMPHIBIUS L. 

Fig. I. 

Fig. 2. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 

Fig. 3. 

Fig. 4. 

Fig. 5. 

EXPLANATION OF FIGURES. 

Fig. 1. Hippopotamus amphibius L. Rijksmuseum van Natuurlijke Historie, Leiden, cat. 
ost. n. Frontal part of the mandible showing the abnormal arrangement of the incisors. 

Pa at the right si de is rotated. The left 12 has been removed. About 1/3 nat . size. 

Fig. 2. Vertical section through the left part of the symphysis, inner view. a: alveolus 
of the left 12 ; b: alveolus of the left id1 ; c: dental mass in situ; d : cancellated part of the 
bony structure; e: upper part of the symphysis with eburnification. About Yz nat. size. 

Fig. 3. Vertical section through the right part of the symphysis, inner view. a: bony 
scale on the anterior wall of the alveolus of the right lt. About Yz nat. size. 

Fig. 4. Lower right and left 12 from the specimen shown in fig . I , viewed from above, 
showing the indentation in the left (upper fig .) and the grooves in the abraded surfaces. 

About Yz nat. size. 

Fig . 5. Left frontal part of the maxillary, side view, showing the wedge-shaped defect 
on the posterior surface of 11. About 4/5 nat. size. 



Comparative Physiology. - Ueber den Tonus des Schneckenfusses (Helix pomatia L.). 
I. Der Tonus gemessen an der Pedalkonstanz. (Vorläufige Mitteilung) 1). Von 
N. POSTMA. (Aus dem Institut für vergleichende Ph,ysiologie der Universität zu 
Utrecht.) (Communicated by Prof. H. J. JORDAN.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

A . E i n I e i t u n g. 

Es gehört zu den Funktionen des Gastropodenfusses (Aplysia. Helix. Arion . Limax) 
sich durch Zug an seinen Enden dehnen. d.h. plastisch deformieren zu lassen. Hierdurch 
regullert er (übrigens auch der Rest des Hautmuskelschlauches) den Innendruck des 
Schizozöls. JORDAN hat diese Funktion früher mit der auxotonischen Methode untersucht. 
da diese den biologischen Verhältnissen der Selbstentlastung bei Dehnung entspricht. 
Hierbei kommt es zu einem Grenzwert der Belastung. mit der die Viskosität (der 
sogenannte Tonus) dieser glatten Muskeln im Gleichgewicht ist. sodass weitere plastische 
Dehnung vom Erreichen dieses Zustandes an unterbleibt. Diesen Zustand nannte JORDAN 
(5 und 6) die .. Konstanz". Je nach den Versuchsbedingungen werden wir verschiedene 
Formen der Konstanz wie folgt unterscheiden : 

I. Pedalkonstanz. Die Ganglien. vor allem die Pedalganglien. sind vorhanden. 
a. Muskelkonstanz nennt JORDAN in diesem Falle das in Frage stehende Gleichgewi'ch~ 

bei niederer Belastung. 
b. Zentralkonstanz. die besonderen Gesetzen entspricht. tritt bei hoher Belastung auf. 
11. Wenn man alle Ganglien vor der Belastung exstirpiert. bleibt der Muskulatur als 

Zentralnervensystem das immanente Nervennetz (BIEDERMANN) . Obwohl der Einfluss 
dieses Netzes auf den Tonus noch unbekannt ist. nennen wir das entsprechende Gleich­
gewicht in diesem Zustande. urn der Möglichkelt des Bestehens einer solchen niedrigsten 
zentralen Innervation des Tonus gerecht zu werden. "Netzkonstanz". 

Die verschiedenen Formen von Konstanz sind offenbar Masse für den Grad des Tonus. 
Man wird sich fragen müssen. an welcher Stelle der Dehnungskurve (Zeit-Längenkurve) 
di'e Konstanz eintritt. also bei welcher Länge. nach welcher Dehnungszeit und. vor allem 
bei auxotonischer Methode. bei welcher Last. Je niedriger der Tonus ist. desto geringer 
wird die konstant getragene Last und desto länger der Muskei bei Eintritt des Gleich­
gewichtes sein. Weitere Fragen sind: wie ändert sich die Konstanz. wie steigt oder fällt 
der Tonus. wenn die Versuchsbedingungen geändert werden? 

Ein zweites Mass für den Tonus ist der Widerstand des Muskels. der bei der Dehnung 
überwunden werden muss. Wie passt sich der sich dehnende Muskei der Last an. welche 
ist die Form der Dehnungskurve. deutet sie auf mehr oder weniger Wlderstand gegen 
passive Dehnung? Bisher war in den Versuchen unseres Institutes dieser Widerstand. also 
der Neigungswinkel der Dehnungskurve gegen die X -Achse. das am meisten gebrauchte 
Mass für den Tonus. Aufgabe dieser Arbeit ist unter anderem. in dieser Beziehung auch 
die verschiedenen Formen der Konstanz zu ihrem Rechte kommen zu lassen; wir 
beschränken uns in dieser Mitteilung auf die Pedalkonstanz. 

JORDAN hat die nachfolgenden Unterschiede zwischen dies en Konstanztypen feststellen 
können: 

Muske1konstanz (mit G . pedaie. bei geringer Last) ist niedriger (d.h. sie tdtt bei 
grösserer Länge des Fusses auf) als Netzkonstanz (ohne G . pedaIe) und die awcotonische 
Dehnungskurve des ganglienlosen Fusses liegt bei niederer Last immer oberhalb der Kurve 
des Muskels. der mit dem Pedalganglion i'n Verbindung steht. 

Zentralkonstanz (mit G . pedale. bei hoher Last) ist höher als Netzkonstanz. aber in 
der Dehnungskurve tritt eine zwiefältige Ganglienwirkung auf: erst Beschleunigung der 
Dehnung. bis zu einem gewissen Punkte. dann aber Umkehrung dieser tonushemmenden 

1) Mit Unterstützung der Niederl. Regierung aus den Einkünften der .. Zomerpostzegels". 
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Funktion, so dass zuletzt das ganglienlose Tier stets tiefere Konstanz zeigt als das normale. 
Diese Umkehrung der Ganglienwirkung hat JORDAN (14) als "Umschlag" bezeichnet. 
Da die auxotonische Dehnungskurve, die zu Netzkonstanz führt, schliesslich bei Eintreten 
der Zentralkonstanz diejenige des Objektes mit G. pedale überholt, schneiden beide Kurven 
einander. 

Durch folgende Methoden kann man die Konstanz beeinflüssen: 
1. Chemisch: a. Bepinselung der Pedalgangli:en mit 2 % Kokainlösung dämpft deren 

Aktivitätszustand durch schwache Kokainisierung derart, dass sie Erniedrigung der Pedal­
konstanz bedingt. Steigerung des Erregungszustandes durch Beplnselung der genannten 
Ganglien mit Kochsalzlösung oder durch Auflegung von Kochsalzkrlstallen hat Erhöhung 
der Pedalkonstanz zur Folge. b. Injektion einer schwachen Dosis Kokain in die 
Muskulatur oder Bepinselung des Fusses mit diesem Alkaloid setzt den Tonus herab und 
verursacht Abschwächung der Muskelkonstanz. 

2. Reflektorisch: In JORDANs "Halbtierversuchen" wird der Schneckenfuss durch 
einen Schnitt in der Medianebene derart in seine beiden symmetrischen Hälften geteUt. 
dass diese nur noch durch das Zentralnervensystem verbunden sind. Ein analoges Präparat 
gewinnt JORDAN nach Exstirpation der Ganglien, dadurch, dass er bei der Halbierung des 
Fusses eine rostrale Muskelbrücke ausspart. Belde Hälften sind nunmehr lediglich dureh 
das Nervennetz in dieser Brücke mit einander verbunden. 

Die eine Fusshälfte des Präparates mit Ganglien wird durch mittelhohe Belastung zur 
Konstanz gebracht. Wir nennen diese Hälfte die "registrierende" Hälfte; sie befindet sich 
nunmehr offenbar in einem Zustand, den man "Mittelkonstanz" nennen könnte 1). Wird 
nun die andere Hälfte mit hohem Gewicht belastet, dann schwlndet die Konstanz der 
"registrierenden Hälfte": sie lässt sich aufs Neue durch unveränderte Belastung dehnen; 
EntIastung der schwer belaste ten Hälfte hat Wiederverkürzung der registrierenden zur 
Folge. Es tritt daher in beiden Hälften eine Koordination des tonischen Muskelzustandes auf. 

Eine derartige Koordination zeigt sich nicht nur, wenn die Tonusänderung durch 
Belastung ader EntIastung hervorgerufen wîrd; man kann den Tonus der einen Hälfte 
auch durch Reizung steigeren, oder durch Kokaïnisierung vermindern, immer folgt ihr die 
reg is tri erende Hälfte. 

Im wesentliehen die gleichen Erscheinungen erhält man, wenn die beiden Hälften nur 
durch eine Muskelbrücke miteinander verbunden sind und die Ganglien fehlen. Jedoch 
sind dann die Tonusänderungen in der registrîerenden Hälfte u.a. wegen des starken 
Dekrements und der geringeren Leitungsgeschwindigkeit in den Nervennetzen, viel 
schwächer; sîe äusseren sich am besten durch entsprechende Aenderungen der SteUheit 
der Dehnungskurve. Ein ähnlicher aber geringerer Unterschied als zwischen Pedal- und 
Netzkonstanz ergibt sich für Zen tra 1- und Muskelkonstanz: Bei dieser fand JORDAN im 
Halbtierversuch bei niedrigerer Belastung "unter sonst gleichen Bedingungen in sehr 
geringem Grade Tonusfall , und Entlastung bedingt Stillstand, kei ne Steigerung" (5, S. 214 
u. 6, S. 547) . 

Von 1907 an ist die auxotonische durch die isotonische Dehnungsme'thade ersetzt 
worden. Der ganglienlose Fuss lässt sich bei dieser konstanten Belastung na eh einer 
kleinen . elastischen Streckung langsam und gleichmässig dehnen (11 u. 12). Ueber eine 
Konstanz wird in den entsprechenden Arbeiten JORDANs nicht mehr berichtet. Da die 
Muskellänge an sich kein Mass für den Tonus ist, wird die Dehnungsgeschwindigkeit, das 
heisst die Längenänderung als Funktion der Zeit, als solches verwendet. Es ist noch zu 
bemerken, dass nach 1907 ein Tragen der Last durch die Muskulatur oh ne Ganglien an 
Kontraktur. einem pathologischen Zustande. zugeschrieben und also bei der Beschreibung 
und Deutung der Tonuserscheinungen des Schneckenfusses ausser Acht gelassen wurde. 
Daher hat JORDAN kei ne Netz- neben der Pedalkonstanz unterschieden. 

1) Später handelt es sich urn "die Reaktion einer Fusshälfte auf ei'ne geringe Last", 
also urn Muskelkonstanz (7, S. 215 gegenüber 5, S. 213) . 
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Andererseits werden von 1907 an die Muskel- und Zentralkonstanz unter dem Namen 
Zentraltonus zusammengefasst. Sowohl bei geringer wie bei hoher Belastung zeigt der 
unverändert belasteten MuskeI mit Pedalganglien naeh ei'neIil Umsehlag (Abb. I bei A') 
ein Tragen der Last und die Dehnungskurve kreuzt immer jene des ganglienlosen Fusses 
(Abb. I in B) . Für den Zentraltonus ist die Länge des Muskels bei dieser Konstanz das 
Mass für den Tonus. 

Xa Xb 

2 J 4 .5 1.5 m/rl. 

Abb. 1. Dehnungskurven. zweier Helixfüsse: I mit Pedalganglien. 11 ohne 
'Ganglien. Der Fuss mit Ganglien zeigt zuerst wesentlieh niedrigeren Tonus als 
der andere (Tonuslösung dureh die Pedalganglien). In A' erfolgt dureh Ganglien­
einfluss der "Umsehlag": Der Neigungswinkel der Tangente ist gleich demjenigen 
von Kurve I in Punkt A" (gleiche Dehnungsgesehwindigkeit). Der Umsehlag 
tritt gut 2 min na eh Belastungsanfang auf; dureh ihn wird daher der "Tonus­
spiegel" in beiden Füssen für kurze Zeit gleich gemaeht. In B. in dem beide 
Kurven einander sehneiden (fast 11 min na eh Belastungsanfang) . ist das 
Tonusniveau beider Füsse für ganz kurze Zeit gleich. bei versehiedenem 

Widerstand gegen Dehnung. 

Bei meinen Versuehen über die Wiederherstellung des Tonus naeh seinem Verlust dureh 
passive Dehnung hat sich aber gezeigt: 1. Dass der Helixfuss mit Pedalganglien ganz ver­
sehieden reagiert je naeh dem die Belastung hoeh oder niedrig ist. dass sich also aueh bei 
der Dehnung mit konstanter Last Untersehi'ede ergeben. die einer Zentral- und einer 
Muskelkonstanz entspreehen. 2. Weiter ergaben sich Umstände. unter denen die Länge. 
bei welcher der Pedaltonus die Last trägt. d.h. der Zustand . den ich Pedaltonusniveau 
nennen werde (siehe unten). sich ver,ändert. 3. Endlieh zeigte sich. dass bei dem seiner 
Ganglien beraubten Helixfuss aueh Konstanz auftreten kann. trotzdem in me in en 
Versuehen konstante Last zur Anwendung kam und die Objekte sicherlich normal waren. 

20 
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Unter Umständen kann dièse Netzkonstanz auf dem gleichen . Niveau liegen wie die 
Pedalkonstanz. Hierüber wird in einer folgenden Mitteilung berichtet werden. 

Bevor ich näher auf meine Ergebnisse etngehe. noch eine Bemerkung zur Nomenklatur: 
Wenn man mit .. Tonus" das eine Mal die Länge des Muskels. das andere Mal den 
Dehriungswiderstand andeutet (5. S. 203; 6. S. 547/48). so gibt es nur einen einzigen 
Zus tand. bei dem beide Definitionen geIten. nämlich w,ährend absoluter Konstanz. bei 
idealem Zentraltonus. Unter allen anderen Bedingungen müssen wir schärfer definieren 
um Misverständnisse zu vermeiden. Ich habe daher (23) unterschieden: 

TonUSDÏveau. als die Länge des Muskels. unabhängig von dem gebotenen Widerstand; 
Tonusspiegd. als der Dehnungswiderstand bei beliebiger Länge und Anwendung gleicher 

Last in allen verglichenen Versuchen. 

B. Met h 0 dis c hes. 

Wo liegt das Zentraltonusniveau? Im Falie eines idealen Zentraltonus (Kurve I. Abb. 1) 
ist die Antwort leicht zu geben: man misst die Länge des Muskels in Punkt B. und die 
Anfangslänge (0) und addiert hierzu die Dehnungsstrecke 0-Yb. 
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Abb. 2. Erklärung im Text. 

(lJ 

Schwieriger aber wird di'e Beantwortung unserer Frage. wenn zwar Konstanz eintritt. 
diese aber nach kürzerer oder längerer Zeit mit einer anderen bei geringerer oder grösserer 
Länge vertauscht wird. (Abb. 2 a. Kurve 5. 4. 2. 6 u. 8) . leh habe dann ein mittleres 
Niveau berechnet aus den verschiedenen gemessenen Niveaux. der Dauer ihrer Aufrechter­
haltung und zwar bei einer auf 10 min beschr.änkten Dauer der Dehnung; Mittleres 

' N' tl·ll+t2 .12+.··+tn · 1n B f" K 5' 2X4.57+5X5.00 A88 Iveau = • z. . ur urve . ="1. cm. 
tI + t2 + ... + t n 2 + 5 

Zur KontroIIe habe kh die OberfIächen zwischen den Kurven 5 bis 8 und das 
Achsensystem AB-BC5/BCS (Abb. 2 c) ausgeschnitten und die Papierstücke gewogen 
(dritte Kolumne der TabelIe) : 
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Berechnet Gewogen 

Kurve 5 4.88 cm 0.1236 9 
Kurve 3 5.54 .. 0 . 2396 .. 
Kurve 5 6.47 0.4323 .. 
Kurve 7 7.66 .. 0.6121 .. 
Kurve 8 8.19 0.7164 .. 

Differenz zwischen höch-
stem und niedrigstem 3.28 cm 0.5928 9 

Niveau (8-5) 

In der Abb. 2 b sind die gefundenen Werte dergestalt als Ordinaten aufgetragen (links 
die Längen.in 0,01 cm, rechts die Gewichte). dass die Extreme (Niveaux 5 und 8) je auf 
cinem Punkte der Y~Achse zusammenfaIJen: Länge 4.88 = Gewicht 0,1236; Länge 8.19 = 

Gewicht 0,7164. Es zeigt sich dann, dass die Partner der übrigen Wahrnehmungspaare 
(Längenmerkmale dick, Gewichtszeichen dünn gezeichnet) fast aufeinanderfallen. Die 
Methode der Ausmessung der Kurven und Berechnung der Niveaux ist also befriedigend. 

C. Erg e b nis s e. 

1. Einfluss del' Belastung. 
Es gibt ziemll"ch viele Fällen (ungefäht 40 %), in denen jede Ueberkreuzung der 

Dehnungskurven zweier Füsse, von denen bei dem einen die übergeordneten Ganglien 
entEernt wurden, ausbleibt. Die Kurve des Fusses ohne Ganglien läuft dann dauernd 
oberhalb oder unterhalb der pedaltonischen Kurve (Dehnungskurve des Fusses mit Pedal­
gangHen) . So drängt sich, die Frage auf, ob das Niveau der Pedalkonstanz und der 
Tonusspiegel des ganglienlosen Fusses oder, seltener, das Niveau der Netzkonstanz von 
äusseren Faktoren bestimmt sein können, Faktoren, die noch auEzusuchen wären, oder von 
unkontrollierbarer endogener Natur sind. 

Ergebnisse des Studiums der pedaltoni"Schen Wiederhohlungskurven an ein und 
demselben Fusse (17, 23, 24 und 25) deuteten darauE hin, dass die Länge, welche bei 
einer vorhergehenden Dehnung erreicht wurde, grossen Einfluss auE das Niveau der 
Pedalkonstanz der nächstEolgenden Dehnung habe: Kurve 7, Abb. 2 a , zeigt den Umschlag 
auE dem Niveau, auE welchem die Kurve 6 endete, Kurve 8 desgleichen in Bezug auf 
7 (man beachte die PEeile). Nun wird der SchneckenEuss vor dem Dehnungsversuche, 
nämlich bei der Präparation (vgl. 11 u. 12), immer etwas ausgedehnt und somit mehr 
oder weniger gespannt. Das Präparat erreicht dadurch dne bestimmte Länge, die wir die 
"Spannungs1änge" nennen wollen. Tatsächlich stimmt die Länge des Fusses, die nach 

. der eigentIichen Dehnung, durch die Pedalkonstanz behauptet wird, mit der Spannungs­
länge überein: 

Versuchsserie PK-R-L . ç , 7. u. 8.-11l-1934. 12 Schnecken von 18 g; 
Spannungslänge 6~ cm; Belastung variierl. 

Belastung Oede Gruppe 
4 Tiere) 

Niveau in cm Länge 
Dehnungsstrecke In cm 

5 9 

6.13 ± 0.37 
1.40 ± 0.38 

lOg 

6.32 ± 0.61 
1.67 ± 0.53 

20 9 

6.27 ± 0.71 
2.12 ± 0.37 

Versuchsserie PK-R-L/G, 19. u. 20.-1I1-1934. IJ Schnecken von 18 9 und 4 von 21 g; 
Belastung 20 g; Spmtnungslänge 6 oder 7 cm. 

Grösse der Tiere 18 9 (6 FUsse) 18 9 (5 FUsse) 21 9 (4 FUsse) 

Spannungslänge 6 cm 7 cm 7 cm 
Niveau in cm Länge 5 .97 ± 0.32 6 .97 ± 0,38 6.83 ± 0.32 

Proc. Ned. Akad. v . Wetensch .. Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 7-4 
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Die Grösse der Last und das Verhältnis zwischen Last und Grösse des Objektes 
haben keine Verschiebung des Niveaus rurfolge; nur die Spannungs/ànge ist bestimmend. 

Dass die Grosse der Last gar keinen Einfluss auf das Niveau hat. gilt nicht für den 
Zentraltonus bel Wiederholungskurven an ein und demselben Fusse. Es ist uns gelungen 
(vgl. 13. IS. 16. 17 und 23) durch ein besonderes Verfahren nach tonlscher Dehnung den 
ursprüngllchen ' Zustand derart wieder herzustellen. dass man die Dehnungskurve des 
ruhenden Fusses von der anfänglichen Länge aus beliebig oft wiederholen kann (Abb. 2. 
Kurven I und 2). Um solche identische Wiederholungskurven zu erhalten. [st es erforder­
lich den Helixfuss mit mittelhoher Last zu dehnen und darauf ganz Widerstandslos. wenn 
nötig mittels schwacher .. reflektorischer" Rei'zung. zur Verkürzung zu bringen. 

Welche Belastung als .. mittelhoch" gilt. muss jedesmal experimentelI bestimmt werden. 
Im Beispiel der Abb. 2 war es 10 g; geringere Last (5 g) bringt das Niveau der auf­
einanderfolgenden Kurven immer höher: Kurve 3. 4 und 5. Grössere Last (20 g) seut das 
Niveau stets mehr herab (Kurven 6. 7 und 8). In Abb. 2 b sind die Abänderungen der 
Niveaux schematisch dargestellt. 

leh habe eini'ge Anweisungen dafür. dass die Mittelbelastung bestimmt ist durch die 
Last. welche der Fuss vor der Präparation zu tra gen hatte. Für mittelgrosse Schnecken 
(18-23 9 Gewicht) ist die Mittelbelastung etwa 10 g. 

In Bezug auf das Niveau der peda/tonisch en Wiederholungskurve ist a/so nur eine be­
stimmte Belastung indifferent, kleinere und grössere Lasten ändern das Niveau in bestimm­
ter Weise. Das Niveau der ersten Dehnungskurve zeigt diese Wechselbeziehung nicht. 

2. Binfluss der Kä/te und Wärme. 

Der Tonus des Schneckenfusses verhält sich in seiner stationären Form der Temperatur 
gegenüber wi'e ein plastischer Körper: die Kälte steigert den viskösen Widerstand des 
seiner Ganglien beraubten Fusses. Wärme vermindert ihn. 

Auch die Pedalkonstanz (Zentraltonus) hat JORDAN einer Viskositätserhöhung zuge­
schrieben (8). die ebenfalls durch W .ärme aufgehoben werden kano (9 und 10). Wenn 
die Konstanz lediglich auf Viskosität zurückzuführen wäre. so müsste nicht nur Wärme 
das Niveau verminderen. sondern Kälte müsste es steigem. Dieses letztere ist aber nicht 
der FalI. wie sich aus einer Reihe von Versuchen ergab. 

Kä/te hat näm/ich 10einen Binfluss auf das Niveau, Wärme über 22° C. setzt dahingegen 
in der Tat das Niveau herab: bei 27° ist es urn 11.6 %. bei 32° urn 19.8 % erniedrigt. 
Zwei Ursachen könnte man für diese Verminderung verantwortlich machen. Neben 
Herabsetzung von Viskosität durch Wärme. käme vielleicht auch eine Wirkung der 
Wärme auf das zentrale Nervensystem in Frage. Wir werden dies späterhin zu unter­
suchen haben. 

3. Binf/uss vom Wassergehalt des Fusses. 

Ich habe (26. 27. 28) die Bedeutung der Hydratation des Fusses für den peripheren 
Tonus feststellen können: 

Während des Winterschlafes sind die Schnecken wasserarm; der Wassergehalt des 
Fusses weist nach BELLION (I) und FISCHER (3) 9 % Ver lust auf. Ich habe Füsse solcher 
wasserarmen Tiere gedehnt und die Kurven verglichen mit entsprechenden Kurven von 
Präparaten. die Tieren entnommen waren. die reichlich Wasser aufnehmen konnten. 
Dieser Wasseraufnahme belief sich. bezogen auf das Gewicht der trocken gehaltenen 
Schnecken nach Abzug des Gehäuses auf etwa 37 %; VON BRAND (2) fand 21 %. 
HOWES & WELLS (4) 30 % Gewichtszunahme. Der Wassergehalt der Fussmuskeln wurde 
nach Aufnahme der Dehnungskurve bestimmt; sie zei gen eine durchschnittliche Zunahme 
von nur 4 0/0, Gegenüber dieser geringen Aenderung stand ein sehr betr.ächtlicher Unter­
schied im tonischen Widerstand: 10 min nach der Belastung war die Dehnungsstrecke der 
fl:ucht gehaltenen Tiere urn 43 %. der Elevationswinkel urn 38 % grösser als bei den 
trocken gehaltenen Vergleichsexemplaren. Das aufgenommene Wasser. wovon nur etwa 
ein Zehntel dem Fusse zugute kommt. vermindert also den viskösen Widerstand sehr 
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beträchtlich. Ueberdies verursacht diese Fraktion einen auffallend gleichförmigen Verlauf 
der Dehnungskurven von 1'üssen ohne Ganglien. während bei den trockenen Tieren 
zwischen den Kurven verschiedener 1'üsse grosse Unterschiede vorkommen (26. Abb. I). 
Trockenheit kann daher offenbar in verschiedenen Graden auftreten. im Gegensatz zur 
Sättigung mit Wasser. Erniedrigt dies es Wasser au eh das Niveau del" Pedalkonstanz? 

Wir vergleichen das Niveau des Pedaltonus von wasserreichen und wasserarmen 
Schneckenfüssen mit demjenigen von 1'üssen mit normalem Wassergehalt. Extreme Was­
seraufnahme beeinflusst das Niveau der Pedalkonstanz nicht (im Gegensatz zum gang­
Iienlosen 1'uss. bei dem der visköse Widerstand durch Wasseraufnahme stark abnimmt). 
Wasserarmut dahingegen erhöht das Niveau diesel' Konstanz. In drei Versuchsserien zu 
13. 14 und 12 Tieren erhi'elt ich folgende Mittelwerte dieser Steigerung in % der 
Spannungslänge: Das Niveau steigt urn 17.5. 13.0 und 11.3 %. Hierbei betrug der Wasser­
verlust im Mittel 2.5 % und war der Durchschnitt aller Niveausteigerungen bei 39 
Tieren 12.5 %. 

4. Einfluss des jewelligen Aktivitätszustandes der P.edalganglien auf das Niveau der 
Pedalkonstanz. 

JORDAN und seine Mitarbeiter (5. 6 u. 16) haben gezeigt. dass der Antivitätszustand der 
Pedalganglien das Niveau der Pedalkonstanz entschieden beeinflusst (Versuche bei denen 
Kokain oder Kochsalz auf die Ganglia pedalia gebracht wird (siehe S. 1152)). Wenn wir 
annehmen. dass au eh normalerweise Schwankungen des Aktivitätszustandes der Tonus­
zentren auftreten . so sind wir imstande zu erklären warum in etwa 40 % der 1'älle die 
Dehnungskurve eines 1'usses mit Ganglien und diejenige eines 1'usses ohne Ganglien 
einander nicht schneiden: 1'alls nämlich der 1'uss mit Ganglien sich unter Einfluss seines 
Zentrums in niederem tonischen Aktivitätszustand befindet. kann das Niveau der Peda 1-
konstanz so niedrig zu liegen kommen. dass die Netzkonstanz dauernd oberhalb dieses 
Niveau bleibt. In solchen 1'ällen ist der tonuslösende Einfluss der Ganglien auf die 
Dehnungskurve (vor dem Umschlage) besonders gross. während eine solche Hemmung 
bei der Dehnung des ganglienlosen 1'usses naturgemäss fehlt . 

Eine entgegengesetzte Kombination trifft man bei einem Vergleichspaar. bei welchem der 
1'uss mit Ganglien auf eine hohe "Mittellast" eingestellt ist. sodass die benutzte geringere 
Belastung die Senkungsgeschwindigkeit der ersten steilen Strecke nicht erhöht (vgt. Mitt. 
11: Die Tonuslösung). Hat dieser 1'uss überdies einen hohen Tonusspiegel und der gang­
l.ienlose einen niedrigeren. so kann die pedaltonische Kurve bis zum Umschlag ne ben oder 
ganz oberhalb der Kurve des 1'usses oh ne Ganglien bleiben. Auch dann werden solche 
Kurvenpaare einander nicht schneiden . Wir kommen i!l einer gesonderten Mitteilung auf 
solche "tonische Stimmungen" unserer Objekte zurück (Vergt. auch Lit. No. 19 und 20). 

Tatsächllch wird das Niveau der Pedalkonstanz durch schwache Kokainisierung der 
Pedalganglien herabgedrückt und zwar urn durchschnittlich 13.8 % der Spannungslänge. 
Kochsalzlösung. die man auf gleiche Weise auf die Pedalganglien aufträgt. steigert 
dahingegen das Niveau. In zwei Versuchsserien erhielten wir als Mittelwerte von je 8 
Versuchen ei ne Steigerung von 12.4 und 19.2 % der Spannungslänge. 

D. D e u t u n 9 der Erg e b nis s e u n d Zus a mme n f a s s u n g. 

JORDAN hat am ganglienlosen Helixfuss vor allem die Statik des Tonus untersucht. 
urn für sie im Verhalten von plastisch en Stoffen ein Modell zu finden. Unsere Aufgabe 
war. weiter zu gehen auf dem von uns schon früher eingeschlagenen Wege. die Dynamik 
des ganglienlosen 1'usses zu studieren. durch welche er si eh von den nicht biologischen 
Modellen und dem 1'uss mit Ganglien unterscheidet. und daher ausgesprochener Dynamik. 
!läher kommt. Hierzu musste auch die Pedalkonstanz aufs Neue untersucht werden. Die 
Einflüsse. die diese Konstanz veränderen. wie Kokain. Kochsalz (5 und 6). Belastung 
(9 und 10). hatte man früher erst nach Eintritt der Pedalkonstanz einwirken lassen; oder 
aber der betreffende Eingriff hatte zwischen der Aufnahme von Wiederholungskurven 
stattgefunden (Last 23; Kokain. Kochsalz 16) . Nunmehr wurden die betreffenden Ver-



1158 

suchsbedingungen schon vor Applikation der ersten Belastung verwirklicht und sodann die 
reaktive Veränderung der Pedalkonstaru: quantitativ mlt Normalkurven verglichen. Dies 
war möglich geworden. da wir In der Spannungslänge eln Normalmass rur das Konstaru:­
niveau hatten. Untersucht wurde ausserdem. welchen Elnfluss W .ärme. Kälte und Wasser­
gehalt des Fusses auf die Lage des Pedalkonstaru:nïveaus haben. 

Wärme und zwar erst oberhalb 22" C vermindert das Niveau der Peda.konstanz. 
Dehydratation steigert es: weder Kälte noch reichliche Wasseraufnahme: ändern das 
Niveau. Dlese Einseitigkeit der W irkung stützt nicht die Meinung. dass Konstanz ledlglich 
durch gesteigerte V iskosität zuwegegebracht wlrd. Bel vergleichenden Versuchsserien braucht 
man daher nicht genau auf den Wassergehalt der Versuchstiere und auf die Temperatur 
während der Dehnung zu achten. solange man den extremen Grad. dieser beiden Faktoren 
vermeldet. 

Biologisch sind die se Verhältni·sse wohl zu verstehen: bei extremer Wärme und bei 
T rockenhelt kriechen die Schnecken nicht. Sie slnd dann melst zurückgezogen in ihrem 
Gehäuse. Sie brauchen also kelne Regulierung des Muskelzustandes w.ährend des Kriechens 
bei sehr warmer. trockener Witterung. Offenbar wird dahingegen der Elnfluss der Kälte 
und ausglebiger Wasseraufnahme bel Regen Irgendwie ausgeglichen: Diese belden 
Faktoren stören hlerdurch die Lelstungen der Muskulatur offenbar nicht. Für die 
Hydratation mag das damit zusammenhängen. dass die Muskelkollolde über e1nen gewis sen 
Sättigungsgrad kein Wasser aufnehmen. 
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Medicine. - Some considerations conceming our knowledge of the action ot the auditory 
organ. Part 11 . By J. BIJTEL. (Communicated by Prof. A. DE KLEYN.) 

(Communicated at the meeting of October 25. 1941.) 

Surveying the present state of our knowledge we can distinguish for the ~ake of the 
summary: 

I. The ·1eading thoughts· · forming the basis of the investigations. 
11. The technical methods. 
This distinction cannot always be sharply maintained. 
An important starting-point of recent investigations and views about the activity of 

the hearing-apparatus. more especially about the process of conduction in the auditory 
nerve. is the idea that each Gycle of a sound-stimulus gives one nerve-impulse. In the 
physiology of the auditory organ. more often than with regard to any other organ. the 
study of the process of conduction in the centripetal nervous elements has come to the 
fore. This train of thought can ' be understood very weil . The mechanical phenomena 
attending sound can be determined very weil at least at the source of sound. as regards 
form and si ze and when they are transmitted as an identical vibrational process through 
the auditory nerve. this also holds good for the attending phenomenon. which we then 
ought to perceive as an action-current of the nerve. This doet not hold good e.g. for a 
light-stimulus on the eye. It is true that the wave-leng th of light can be measured 
accurately and that the corresponding vibrational number can be determined. but there 
ilo no electric measuring-apparatus which might registrate action-currents of the frequency 
of light at the optica 1 nerve directly. With regard to the sensation of taste. smell. pain 
and pressure. we are dealing with stimuli of quite a different character. not with a series 
of equa! impulses working on the peripheral organ and coming back periodically. The 
sensation of vibration might again be compared with hearing. So in a certain respect 
the auditory nerve is the object for seeking. experimentally. the connection between outer 
stimulus and the process of nerve-conduction. In working it out. meanwhi!e. the classica! 
conception that the process of nerve-conduction is qualitatively independent of that which 
happens at the end-organ and has the same typical characteristics for all the nerves. 
has been given up at once. The whole plan of the investigations about the process of 
conduction in the auditory nerve presupposes an exceptional position of this nerve. 
It is taken as a matter of course that each cycle of a sound-vibration gives a nerve­
impulse. We pointed out already th at the e!ectrophysio!ogica! phenomena. as they are 
observed with a specia! technica! method. point in this direction. In our opinion. however. 
the applied technica! method is not of such a character th at we may speak of a crucia! 
experiment. We know further that a certain number of cycles is necessary for a full. 
well-deEined sound-impression. Up to 500 cycles thls number is fair!y constant. name!y 
8-10. Supposing this number to be 10 cycles a second. the minima! duration for a 
tone of 100 cycles a second is equa! to 0.1 second. for a tone of 500 cycles a second 
it is equal to 0.02 second. So one can say that up to 500 cycles a second the necessary 
minimal duration of the acting sound is inversely proportional to the frequency . Above 
500 cycles a second the minima! duration diminishes !ess strong!y with the frequency 
and increases a Iittle above 5000 cycles a second. There must be a minimal duration. 
however. for a well-definable perception. Sounds of less than this minimal duration give 
a so-called click-perception. the power to distinguish pitch being then strong!y weakened. 
One cannot draw a certain conclusion from th is about the significance of this phenomenon. 
Assuming. however. - for the present as an hypothesis - that one nerve-impulse is 
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necessary and sufficient for a complete perception. one is led to think that the minimal 
number of cycles necessary for a complete perception gives one nerve-impulse. in other 
words that for one nerve-impulse a series of some cycles is necessary. Nor can this be 
quite right. because a series of a shorter duration than that which is minimally necessary 
for rhe originating of a well-definable impression still gives a certain perception. We 
only want to elucidate that on account of the above-mentioned facts in general doubt 
of the axiom: one cycle = one nerve-impuJse and with this doubt of the now predominating 
views about the process of conduction in the auditory nerve. is fully justified. 

Indissolubly connected with the above-mentioned classical conception . of the process 
of conduction of excitation in a nerve is the principle of independent excitabilily. which 
means that several influences can have a direct exciting action on the nerve-fibres with 
the same - invariabIe - consequence as adequate excitation of the end-organ. IE we 
try to approach the question from this angle. we can only do so if we take the auditory 
nerve of man. this heing ahle to inform us of the ultimate result. the perception. As a 
stimulus we must in the first place consider the electric current. IE. there being excitation 
with altemating currents of different frequencies. the sound-perception that arises is 
always the same. thls can at on ce be considered to speak against the now predominating 
conception. In literature some data of such experiments are to be found. which point 
to the fact that such a simple state of affairs does not occur. Rather is it concluded that 
in certain circumstances t~e perceived sound is detennlned by the very frequency of the 
exciting current. Thls then ought to be attributed to excitation of the cochlea-apparatus. 
perhaps also of the middle ear. It is assumed that electrostatic influences in the peripheral 
audltory organ play a part here. So. to make a pure experiment. it would be necessary 
to excite. as an object. an audltory nerve without a perlpheral organ. so e.g . af ter 
extirpation of the labyrinth. It remains to be asked in how far In this case one is still 
dealing with a sufficientIy active auditory nerve. 

The stlmulation with electric currents also brings technica I difflculties with it. For 
one does not stimulate the auditory nerve directIy. but brings the current to the bodily 
surface. The density of the current in the auditory nerve Is unknown here. When one 
USE'S a direct current with one electrode close to the outer ear and one so-called indifferent 
elE'ctrode at a di stance one can certainly stimulate the nervus octavus. as appears from 
the phenomenon of the galvanic nystagmus. One may assume that this also holds good 
for altemating currents of a relatively low frequency up to e.g. 50 cycles a second. 
When the frequency is higher. however. one undoubtedly gets more complicated situations 
wlth the dlvlding of the current. Influences of capacity must be strongly feIt in this reg ion 
of less conducting bony tissue that has a very complicated relation to the non-bony tissue. 

The demonstrative force of stimulatIon of the audltory nerve when operations are 
resorted to must always be considered Iimited because of morbid qualities or inferiority 1). 
The same holds good for tinnitus. when of ten. too. the influence of a still present peripheral 
apparatus must be taken into account. 

All thlngs considered we may not yet at once expect a conclusive result from Investi­
gatlons In thls direction. Nevertheless we thlnk that we must pay attention to them. 

A second Item about which an axiom obtains is the analytical power of the audltory 
organ. We know from daily observation that the ear possesses a power to dlstlngulsh 
qualitatively. several sorts of sounds and tones. Probably' the Idea has arisen from this 
that the auditory organ in a physical sense analyses every sound In lts components and 
that higher centres agaln bulld sound-Images from these components. For this conceptIon. 

1) VON BÉKÉSY. [BÉKÉSY. G. VON. Zeitschr. f. technische Physlk 17. 522 (1936)] 
mentIons such an experiment. in which during an operation the audltory nerve was 
stimulated by altemating currents of different frequencies between 1.5 and 6000 Hen:. 
1.5-30 Herz glve munnurs of an impulsive character. At 30 Hen: the impulses fuse to 
a tone. From 100--6000 Herz the exciting currents are followed by an InvariabIe sound­
ImDresslon. VON BÉKÉSY does not give any further details. 
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however. we have no sufficient arguments. HELMHOL Tl 1) devotes to this subject a 
chapter of " Die Lehre von den Tonempfindungen··. Prom this it appears that the separate 
perception of overtones from a sound is only possible with the help of tricks. so that 
special attention is drawn to a certain overtone. It appears that one must know the 
components that one wants to perceive separately. Such a component in itself must be 
produced as a tone and its image retained in the memory. so that immediately afterwards 
one can find this component again in a sound. The argumentation of HELMHOL Tl mainly 
limits itself to showing that the ear does not perceive overtones that cannot be shown 
physically in the sound. It appears further that the overtones do not only determine the 
timbre. but also the subjective impression of pitch. This subjective element in determining 
the pitch of a sound sometimes leads to differences in judgment. even among persons 
with very talented and trained ears. of which HELMHOLTl gives striking cxamples. 
Something similar we also find mentioned in HOOGERWERF 2). The curves of avowel 
that is sung give fundamental tones that are sometimes I or 2 octaves lower thän the 
singer. comparing with a tuning-fork. meant. HOOGEHWERF attributes this to the varying sen­
sitivity of the auditory organ to varying pitches. Owing to this it may happen that an over­
lone in a sound. e.g. the human voiee. predominates. the pitch beingdeterminedsubjectively. 

In th is connection we drawattention to the fact that impulses of a periodieal character. 
but in themselves not having the form of a sinus. can bring about a tone-perception. 
SCHOUTEN 3) showed this. In a compound sound with several higher overtones. from 
whieh the fundamental tone has been eliminated. this fundamental tone can be perceived. 
This tone is then caused by the periodical impulses of the complexes of the harmonies. 
SCHOUTEN expresses this in this way. that the low tone, the so-called residue. appears 
to be correlated to the periodicity of the vi~ration. whieh arises when the high harmonies 
are joined. This fundamental tone is described as astrong, sharp sound and can even 
be perceived beside the fundamental tone. which may be added again. This residue-tone 
gives no beats with a frequency that differs litde from it and so does not occur as a 
vibration having the form of a sinus and being physieally present in the sound. So at 
any rate the auditory organ appears also to be sensitive to physical impulses of a 
character quite different from the vibrations that have the form of a sinus. SCHOUTEN 
thinks that the localisation-theory can be made to agree with this phenomenon. 

Also as regards this datum it is diffieult to judge the physiologieal importance at once. 
We think. however, that we may say that the phenomenon points in this direction: the 
auditory organ has not so much a sharp analytica I power. but is rather prepared to 
make all physieal periodicity into sound-impressions. 

The opposite of the ordinary conception - analysis in the peripheral followed by 
synthesis in the centra I organ - would bring with it that certain psychieal images are 
formed of sounds which up to a certain point can be analysed. IE the ordinary conception 
were the right one, then it is indeed strange that the recognising of separate components 
is so diHicult. It is true that neither for the other conception can we give conclusive 
evidence. but in our opinion the axiom of sound-analysis in the auditory organ as the 
primary element in the function must again be considered as aproblem. 

11. The technical methods. 

We already pointed out several technieal diffieulties. namely as regards the currents 
of action and the direct excitation of the auditory nerve. 

As long as the currents of action are not determined by direct measurement at the 
auditory nerve without amplifiers according to the requirements of classical electro­
physiology. one cannot draw conclusions from this phenomenon. 

1) HELMHOLTl, H .• Die Lehre der Tonempfindungen, 2e Auflage. Ie Abt. Vierter 
Abschnitt. blz. 84. Braunschwelg 1865. 

2) HOOGERWERF, S .. Onderzoekingen met de snaarphonograaf, Diss. Leiden 1924. 
3) SCHOUTEN. J. P., Philips Technisch tijdschrift S. 298 (1940) . 
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No less attention ought to !>e paid to an exact view of the sound-stimulus. Several 
attempts have been made to measure th is stimulus. These attempts were nearly always 
limited to determining the energy at the source of excitation. In literature we only found 
a tew data about the energy which reaches the tympanie membrane. namely measure­
ments of the resonance in the auditory cana!. FLEMING 1) published an investigation 
regarding the measurement of the sound-pressure near the tympanie membrane. VON 
BÉKÉSY?) also drew attention to the resonance in the auditory cana!. It appears that 
for tones in the resonance-region of the auditory canal the sound-pressure at the tympanie 
membrane is considerably higher than would be the case at the place of the tympanie 
membrane with free propagation of the sound. VON BÉKÉSY found for 2500 cyeles a 
second a value about 5 times greater at the tympanic membrane. In this case vibrating 
mt'mbranes were used as sound-producers. When one uses tuning-forks the field of 
sound is so complicated that a calculation has not vet appeared possible. 

In the circumstances in which we must work it is never possible to speak of a free 
propagation. unless this is perhaps approached when there are low tones. In every 
walled-in space standing waves arise. With the help of sound-dam ping walls one can 
reduce this phenomenon. but as soon as a person on whom the experiment will be made 
is brought into a room a surface that re-echoes sound is introduced. We have paid 
attention to this problem. which has led to the construction of 'a room with a special 
form b,y Prof. ZWIKKERj3). in which room in principle it would not be possible for a 
sound-ray to return and interfere with an approaching wave. The principle appeared 
to be right. Inevitable technical imperfections. meanwhile. again cause standing waves 
above 500 cyeles a second. 

Now we have not at all vet given a f1,l1l treatment of the subject of the technical 
methods. We only touched a few points and remarked that no technical execution gives 
a conelusive solution. By saying so we do not underrate the value of modem technical 
methods for practical purposes. We think. however. that the often far-reaching conclusions 
from routine-investigations are not considered critically enough. One should be aware 
of the fact that it is really only the true value of energy or sound-pressure at the 
tympanic membrane that may be considered as a measure for the sound-stimulus. 

With the above we think we have sufficiently accounted for our remarks made at 
the beginning. In the first place there ought to be a critical reconsideration of our funda­
mental notions. In principle a different vision will not be an entirely new vision. Vitalistic 
and materialistic ways of thought have alternated in history and have been expressed 
in many ways. Though nowadays one cannot speak of a conflict between these extremes. 
they are still to be recognised as different biological ways of thinking also as regards 
the subjects treated here. It cannot at all be said that a purely materialistic way of 
thinking predominates. Nevertheless. with regard to the auditory organ the identifieation 
wlth a physical instrument often comes too much to the fore. We shall always have to 
be aware of the fact that the auditory organ ultimately has a psychical function in the 
living organism. We must be aware of the fact that the function of the whole organ Is 
directed to this and determined by it. 

The realisation that the many special problems which have arisen in course of time 
are removlng us further and further from the main point - a satisfactory notion of the 
function of hearing - led us to the above considerations and· the indicating of lines 
of action along which our knowiedge. which is now of a rather chaotic character. will 
have to come to a more correct conception. 

1) FLEMING. N .. Nature. 143. 642 (1939) . 
2) BÉKÉSY. G . VON. Acta Otolaryngologica 27. 281 (1939). 
3) ZWIKKER. C. Nederlandsche Keel-neus-oorheelkundige Vereenigng. Amsterdam. 

Verslag der Me vergadering. 13 (1937). Ned. Tijdschr. v . Geneesk. 82. 4281 (1938). 
BIJTEL. J .. Nederlandsche Keel-neus-oorheelkundige Vereeniging. Amsterdam. Verslag 

der 66e vergadering. 9 (1938). Ned . Tijdschr. v. Geneesk. 83. 3649 (1939) . 



ERRATA dans la communication de Prof. J. WOLPP: "Inégalités remplies par les 

fonctions univalentes.'· (Proc. 27 Sept. 1941) : 

p. 956 ligne 10 zn lire z 

p.956 ligne 25 cependent lire cependant) 

p.96O ligne 14 > < à supprimer 

p.960 ligne 22 indtpendente lire indépendante 

p . 960 ligne 27 lire tels que. z tendant vers it sur rt. 
p. 960 lignes 31. 32. 33. 34 lire 

THÉOR~ME VI A. À toute familie de courbes rot ~ 1 - I z 1 = op (arg ~) t 
dans D, tangentes aux points a à la circonférence 1 z 1 = 1, op (u) étant 
une fonction convexe, iJ correspond une plénitude de points a tels que. 

z tendant vers a sur rot' 

p. 962 ligne 9 

p. 963 ligne 8 

j2 lire J~' 
z't Z't 

f' (z) = 0 (VI z-a I ). 
l-Iz I 

positis lire positifs. 
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Medid.oe. - The ultimate structure of the striped muscle fibre of the frog distinguishable­
with the micl'Oscope. By J. W . LANGELAAN. 

(Communicated at the meeting of November 29, 1941.) 

On a previous occasion I gave a short account of my researches on the structure of 
the muscle fibre, and especially drew your attention to an interferential pattem cau.sed by 
a fresh and structurally intact fibre. This pattern consists of a fine, narrow striation of 
the q-stripe. White dashes alternate regularly with small dark strokei. The period of this. 
pattern approximately amounts to 0.7 micron. The white das hes represent the light 
maxima, the dark strokes the minima of the interference figure. The I-stripe presents no 
recognisable structure with the interferential arrangement of the microscope. The inter­
ference pattern forms the only indication of the existence of a regular structure of the 
fibre, of which the characteristic dimensions are commensurable witb the wave-length of 
the visible light. 

The interferential method, by which the pattern can be rende red visible, forms a strict 
application of ABBE's theory on microscopical vision. This spectrum theory has been 
laid down in a compendious, mathematical form by LUMMER and REICHE 1). Unfortunately 
these authors dealt only with the problem of twodimensional gratings, but the muscle 
fibre is a tridimensional one. The method consists of the appliance of a narrow incident 
beam of which the divergence angle is equal to, or smaller than, 30

, monochromatic ·light, 
and a darkfield objective-lens according to the method of SPIERER 2) . The small opaque 
shield upon the curved surface of the front lens of the objective screens off the central 
bundle (spectrum of zero order) of the incident beam diffracted at the object. In this way 
the darkfeld is made. An adjustible diaphragm, forming the exit-pupil of the objective, 
makes it possible to restrict the number of the spectra which co-operate in the formation 
of the interferential pattern. 

The analysis of the primary interferent:al image, present ih the neighbourhood of the 
prlncipal fOc'al plane of the objective, indicates that the interferential pattem, called forth 
by the microscopic structure of the muscle fibre, arises from the joint effect of two inter­
crossing gratings. The elements of which these pattems are composed run in a diagonaI 
èirection in respect of the length of the fibre. They intercross at an angle varying between 
60 0 and 80 0

• When the interferential pattern is screened oH by a diaphragm, 
pJaced in the neighbourhood of the principal focal plane of the objective, a vague image 
remains of the ordinary cross striation of the muscle fibre. The diameter of the altemating' 
light and dark stripes amounts to about 1 micron. This image becomes more distlnctly 
vlsible when the divergence of the incident be am is increased and the exit dlaphragm 
of the objective widely open ed. This image obviously results from a periodic variatIon 
In the density of the fibre, causing a variation in the permeability of the tissue to light. 
The structure of this differentiation is submicroscopic, for it cannot be distinguished with 
the microscope, nor does it give rise to observabie interferences. 

A method, not essentially new, renders it possible to convert a plastic muscle fibre into 
a brittIe one without materially disturbing the microscopical structure of the fibre nor its 
characteristic dimensions. For th is purpose a fresh and structurally intact sartorius muscle, 
extended to its natural length, is put into an aqueous solution of chromalum of 3 to S. 
percent. In this solution the plastic fibres become hard and brittIe in the course of about 
two months. H, now, one tries to cut the muscle on an ice-microtome, the fibres are crushed. 

1) LUMMER und REICHE, Lehre v. d. Bildentstehung i. Mikroskop, 1910. 
2) SPIERER, Ch. Koll. Zeits. 51 (1). 162-163 (1930); 53 (1) 88-90 (1930). 
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'bythe knife and burst. This always happens independently of the direction in whieh the 
'ttmsc1e is cut. 

The fragments, resulting from the bursting of the fibres, prove to be split off along 
'preformed c1eavage planes, in the same way as a brittIe crystal would do under similar 
circumstances. Most of the fragments split off along a plane parallel to the surface of the 
' fibre. This plane represents the tangential c1eavage plane. The smaIler side of these 
;fragments is formed by the radial c1eavage plane. whilst the third side is formed by the 
'transverse, or BOWMAN, c1eavage plane. The directions of these planes are determined 
by the internal structure of the fibre . They rep re sent the faces of the structure. The 
configuration of the fragments indieates that they have split oH from an orthogonal 
grating. The measurement of the length of the sides of the fragments proves that they 
are all even multiples of a unit length of about 0.5 mieron. This dimension represents 
the diameter of a single structural leaf cif the grating . It follows Irem th is observation 
t!Iat the layers of which the grating has been built up are each composed of two leaves. 
Near the margin of the fragments small zones often occur, of whieh the diameter is about 
0.5 micron. These thin. single-leaved edges arise through the bursting of the fibre wh en 
crushed by the knife. I never deliberately succeeded by means of needIes or other mecha­
nical contrivances in splitting up a layer into its leaves. 

The single-leaved edges present no distinguishable structure when observed by means 
of white light and the image-forming arrangement of the microscope. Photos, however, 
made by means of violet light (J. = 145 millimiera) and an incident beam with a rather 
small divergence angle. show the structure of the leaf. The image present on the photo­
graphic plate consists of two sets of point rows. intercrossing at right angles. The points 
are equidistant, having in both directions a period of about 0.5 micron. The same obser­
vation can be made on the radial face of the fragments. The points visible on the photos 
are diffraction (AlRv) disks. They represent therefore the images of some submieroscopical 
detail, made self-Iuminous by the light of the incident beam. The rea I structure of the 
detail remains, of course, undetermined. 

The photograms can be measured, and prove that the period of the point row in the 
longitudinal direction of the fibre amounts to 0.55 micron. The period in the tangential 
and radial directions varies round 0.45 micron. The arithmetical means of the 
measurements in these directions indicate, however, that the tangential period is slightly 
greater than this figure , and the radial period slightly less. This may be indicated by 
writing for the tangential. period 0.455 and for the radial period the figure 0.14&. The basic 
cell of the microscopic grating is , therefore. a simple rhombic prism. c10sely approaching a 
tetragonal one. It must, however, be emphasized, Ithat this represents the basic cell of the 
contractile part of the fibre for the basic cell of the sarcoplasmatic part is slightly more 
complicated. .. 

The description of the structure of the microscopic grating has been based upon images 
presented by a single structural leaf, for th is excludes axial interferences. As far as I know 
axial interferences have always been neglected notwithstanding that they may produce 
interferences under conditions. making interference entirely unexpected. For that reason 
axial inter fe ren ces superposed upon a microscopie image are not recognised. Lateral 
interferences are weil known and also treated theoretically, though their effects of ten fail 
to be recognised 3) . 

Experiments made by means of an appropriate buffer-solution. ren der it possible to 
follow the desintegration of the microscopic grating for several hours. In this. sol ut ion the 
traces of but one element becomes visible, wh en using a paraboloid darkfield condensor. 
The only element which becomes observabIe in this buffer is a short thread-like fibril of 
which the characteristic diameter is submieroscopic. For that re as on it cannot be se en 
~ith the image-forming constellation. A great number of these fibriIs, still bearing their 
negative electric charges, adhere to the coverglass, other ones, af ter having lost their 

a) RAVLEIGH, Scientific Papers, IV (222), 235-260 (1903) . 
75* 
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charges. cllng together and form small. irregularly shaped granules. The largest of these 
granules are of microscopie dimenslons. The flprlls. adhereftt to the ·coverglass. execute 
brownlan. pendulatIng movements. The slmilarlty In shape and dlmenslon of the diffraction 
flgures. caused by the moving fibrIIs. render It probabIe that they have all approxlmately 
the aame length and diameter. 

The most probable conclusion to be drawn from these experlments Is. now. that the 
muscIe flbre forms a trIdimensionaI. rhomble grating. dosely approaching a tetragonal 
gratIng. The dimenslons of the three perIods. characterlslng the grating. approach the limit 
of the resolvlng power of the objectlve-Ienses. The elements composlng the grating are 
most probably thread-like filaments. The submicroscopIe knot-points of thls filamentous 
grating can he made self-Iuminous. These self-Iuminous points appear In the Image as 
the diffractIon disks. composing the orthogonal point-rows observabIe in the photograms 
made by means of violet light and the image-forming arrangement. 



Comparative Physiology. - Ueber den Tonus des Schneckenfusses (Helix pomatia L.). 
111 . Zwei antagonistische Zentren in den Pedalganglien. (Vorläufige Mitteilung.) 
Von H. J. JORDAN und N. POSTMA 1). (Aus dem Institut für vergleichende Physio­
logie der Universität zu Utrecht.) 

(Communicated at the meeting of November 29, 1941.) 

A. E i n I e i t u n g. 

Auf Grund seiner Erfahrungen an Aplysia war JORDAN (1) zur Ueberzeugung ge­
kommen, dass die Pedalganglien den Tonus der Muskulatur dieser Schnecken lediglich 
durch Hemmung (und "Lösung") regulieren. Er verfügte über kei ne Versuchsergebnisse, 
die ihn zwangen, neben einem hemmenden, die Existenz eines erregenden Zentrums in 
diesen Ganglien anzunehmen. Exstirpation der Ganglien hat stets starke Steigerung des 
Muskeltonus zur Folge. 

Wenn man eine Aplysia eine Nachtlang in den Eisschrank bringt, so findet man das 
Tier am folgenden Morgen vollkommen erschlafft, die Muskulatur tonu'slos. Bringt man 
das Tier nun in zimmerwarmes Seewasser, so trit! tonische Verkürzung auf und nach 
einigen Minuten ist es wieder normal. Macht man den Versuch mit einer Aplysia, der die 
Ganglien exstirpiert wurden, so verläuft der Prozess des Tonusverlustes im Eisschrank 
wie beim normalen Tiere. Die Wiederherstellung des Tonus im zimmerwarmen Wasser 
dahingegen erfolgt in ungemein übertriebenem Ausmass: das Tier schrumpft zu einem 
harten unförmigen K1umpen (vergl. 2). Es war JORDAN nie gelungen durch Reizung der 
Pedalganglien und der diese Zentren mit den Muskeln verbindenden Nerven "Tonus­
lösung" zu erhalten. 

Schwache Kokainisierung der Pedalganglien aber verursacht Tonuslösung in den Para­
podien. Kokainisiert man eine Tierhälfte, so fällt auch der Tonus in der anderen, die mit 
der kokainisierten Hälfte nur durch das zentrale Nervensystem verbunden ist. 

All das machte den Eindruck. als ob die Regulierung auf dem Prinzipe der "Isostasie" 
beruhe, die sich am allgemeinsten in der Gleichheit des Tonus innerhalb der Gesamtmus­
kulatur offenbart. Es könnte sich daher um eine Ausgleichung des Aktivitätszustandes in 
allen Teilen (Muskeln und Ganglien) handeln, deren Mechanik natürlich unbekannt bleibt. 
PrinzipielJ an dieser Form, die Erscheinungen zu beschreiben, ist die Auffassung, dass die 
Pedalganglien für den Tonus ein einheitliches Zentrum sind, und eine Differenzierung 
zwischen erregendem und hemmendem Zentrum in diesen Ganglien fehlt. 

Diese Einheitlichkeitshypothese wurde später zur Beschrerbung der Ergebnisse ausgebaut, 
die JORDAN bei seinen Untersuchungen an Helix pomatia erhalten hatte (Siehe 11, S. 1244). 
Mittlerweile haben POSTMA und MAAS die Möglichkeit gefunden, an ein und demselben 
Helixfuss zahlreiche Wiederholungskurven zu erhalten (6 u. 5). Nach jeder Dehnung 
wird der Fuss wieder zur Ausgangslänge gebracht und er lässt sich mit der gleichen 
Gesetzmässigkeit wie die "erste oder ursprüngliche Dehnungskurve" durch "indifferente" 
Last wieder dehnen. 

Mit Hülfe dieser Wiederholungskurven gelang es POSTMA (6 u. 7) eine fes te Norm 
für das Niveau der Pedalkonstanz zu gewinnen. Bei der Präparation wird der Fuss immer 
etwas gedehnt; in diesem gespannten Zustand werden die Ganglien für die kommenden 
Eingriffe freigelegt. Wenn man nun, ohne jeden weiteren Eingriff, den Fuss an den 
Ordinatenschreiber des Kymographions befestigt und mit einem bestimmten "indifferenten" 
Gewicht belastet, so tritt die typische pedaltonische Dehnungskurve auf und zwar mit 
einer Pedalkonstanz, die bei der "Spannungslänge" der Präparation liegt und bei richtiger 

1) Die Versuche wurden durch N. POSTMA, mit Unterstützung der Niederl. Regierung 
aus den Einkünften der "Zomerpostzegels", ausgeführt. 
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Wahl des GewIchtes, In den aufelnanderfolgenden Wiederholungskurven unverändert 
bleibt. Das "indifferente" Gewicht muss für jedes Objekt bestlmmt werden. Die Spannungs­
lAnge ist eln festes Mus für die Elnfliisse der Pedalganglien. Wenn man eln zu niedriges 
Gewicht wählt, so stelgt In den aufelnanderfolgenden Wlederholungskurven das Niveau 
aJlmähllch, während es ebenso allmählich absinkt. wenn das Gewicht höher Ist als das 
indifferente. 

JORDAN hatte selne E1ngrlffe immer erst nach Erreichen der PedaJkonstanz ausgeführt. 
Den E1nfluss dIeser Elngrlffe auf die erste steile Strecke der pedaltonlschen Dehnungs­
kurve hatte er daher nicht beobachtet. Dies hat nun POSTMA (8. MltteUung 11) getan und 
neue. Eür unser Verständnls der zentraJen Tonusregulierung wichtige Resultate erhalten. 
Im Laufe dieser Untersuchungen ergaben sich zahlreiche Erschelnungen, die es immer 
schwlerlger machten. an der Elnheltllchkeit der Ganglien fest zu halten, Erschelnungen, die 
POSTMA am Schluss seiner Mlttellung 11 zusammengefasst hat. Auch die Arbeiten über 
den Elnfluss des Aktlvltätszustandes der Ganglien auf den Tonus (von JORDAN. Fr!. 
SLUITER und POSTMA) und auf die Regullerung der Herztätlgkeit (von N. V. TIEL), 
belde bel Helix pomatla. hatten elnige Resultate ergeben, die auf das Vorhandensein echter 
Hemmungszentren und hemmender Impulse hinwiesen. sodass wir schon zu Anfang unserer 
Untersuchungen nicht zwelfelten, dass wir zu einer neuen Auffassung des zentralen Ge­
schehens bei unserm Objekte würden kommen müssen. 

Unsere häuflg wiederholten Versuche mit partielIer Vergiftigung der Ganglien mit Kokaln 
und mlt Kochsalz haben bel Helix nlemals diejenige Reproduzierbarkeit gezelgt, die not­
wendlg gewesen wäre. urn eine feinere Analyse der Ganglienbezlrke und Ihref vermuteten 
spezlflschen Funktionen durchzuführen. Wir entschlossen uns zu versuchen. ob wir. an 
Stelle von unkontrollierbar diffundlerenden Chemikalien, den konstanten Strom in elner 
Stärke verwenden könnten, in welcher er keine Reizung. wohl aber Elektrotonus verur­
sacht. Denn wir wussten, dass Reizung und Veränderung des Aktivltätszustandes der 
Ganglien verschiedene Resultate haben. Die elnfache Technik. vor allem die Form der 
unpolarlsierbaren Chlorsilberelektroden. wird In der ausführlichen Publikation beschrleben 
werden. Hier sei nur vorweg genommen. dass die infraoesophageale Ganglienmasse 
zwischen beide Elektroden kommt, sodass die eine dorsal, die andere ventral liegt. Durch 
einen Umpoler kann man den Katelektrotonus entweder dorsaloder ventral erzeugen. Ver­
suche mit einer indifferenten Elektrode sind noch im Gang . 

Zu den ältem Versuchen. in welchen Kokain oder Kochsalz immer dorsal appliziert 
worden war. wurden neue hinzugefügt. mit ventraier Applikation der genannten Chemi­
kalien. Dadurch konnten die widersprechenden Resultate älterer Untersuchungen aufge­
kIärt und die Ergebnisse der elektrotonischen Versuche bestätigt werden. 

Weiterhin wurden die Vers uche von POSTMA (8) mit mechanischer Reizung von Gang­
Iien und Nerven wiederholt. unter Anwendung von Einzelölfnungsschlägen und genauer 
Abstufung der Reizstärke. 

B. Ergebnisse. 

I. Vers uche mit konstantem Strom. 

Der Kürze halber sprechen wir bei Versuchen, bei denen die dorsale Elektrode die 
Kathode des subliminalen konstanten Stromes war, von dorsalem Strom. Lag dahingegen 
die Kathode ventral. so reden wir von ventralem Strom. Es hat sich als vorteilhaft 
erwiesen. unterhalb der Stromstärke zu bleiben. bei welcher Schluss und Oeffnung 
Zuckung erzeugen würden. 

I. Veränderung des Aktivitätszustandes in den Pedalganglien durch den Elektrotonus. 

Der dorsale Strom erhöht als primäre Reaktion das Niveau der Pedalkonstanz. das In 
Vorversuchen. zugleich mit der Bestimmung der indifferenten Last. festgestellt worden war. 
Der ventrale Strom erniedrigt dahingegen diese Konstanz in aufeinanderfolgenden Wleder-
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holungskurven (Abb. 1) . Diese Versuche sind sehr reproduzierbar (100 %). Es ist gleich­
gültig ob man die Kathode erst dorsal schaltet und daraufhin umpolt oder umgekehrt. 
Offenbar enthalten die Pedalganglien zwei topographisch geschiedene Zeatra. Wie 

E 
u 

·- - - -- - - - - - - - - - - - --~6 . 
\ ,,~----__ ~lc"2 

."'-
". a -. ----.-. 1,2 

.na 

-------"'4 
Abb. 1. Wiederholungskurven von einem Schneckenfuss im Zusammenhang mlt 
den Pedalganglien. Dehnungskurven mlt JO 9 Last von 10 Mmuten Dauer. Ordi­
naten: effektive Längenänderung des Fusses (Ordinatenschreiber nach N. 
POSTMA, 1933); Abs:z:issen: die Zeit. Versuche mit konstantem Strom (Electro­
tonus) . 1 und 2: Vorversuche, ohne Strom. Von Kurve 5 an (nicht ge:z:eichnet) 
Strom geschlossen, dorsale Elektrode ist Kathode. 6: Niveausteigerung ' durch 
dorsalen Strom; am Ende dieser Dehnung wird der Strom geöffnet. 8: ohne 
Strom; vor Kurve 11 (nicht ge:z:eichnet) Stromschluss, ventrale Elektrode ist nun-

mehr die Kathode. 14: Niveauverlust durch ventralen Strom. 

N . V. TIEL (9) für die extracardiale Regulierung des Helixher:z:ens in den Visceralgangllen 
ein erregendes und ein hemmendes Zentrum fand, so ergabsich aus unsern vorliegenden 
Versuchen die Existen:z: eines erregenden und eines hemmenden Tonus:z:entrums, welch 
let:z:teres, bei Erhöhung seines Aktivitäts:z:ustandes, das Niveau der Pedalkonstan:z: ernie­
drigt. Damit fällt die Möglichkeit, den Gesamtkomplex der Erscheinungen mit dem Schema 
der einheitlichen Ganglienwirkung auf Grund des Ausgleichsprin:z:ips :z:u beschreiben. Die 
Eindeutigkeit dieser Versuche beruht offenbar auf dem Gegensat:z: :z:wischen Katelektr0-
tonus und Anelektrotonus, wodurch eine gleich:z:eitige Aktivitätserhöhung in beiden anta­
gonistischen Zentren ausgeschlossen ist. Bei unseren früheren Versuchen über Aktivitäts­
erhöhung und -erniedrigung mit Kochsal:z: und Kokain war das, der Diffusion dieser 
Stoffe wegen, natürlich anders. 

2. Summation verschiedener Einf/üsse auf die Konstanz . 

Wie erw.ähnt steigt unter Einwirkung geringer Last das Niveau der Pedalkonstan:z: in 
aufeinanderfolgenden Wiederholungskurven (6 u. 7) . Dieser Anstieg unterbleibt bei 
gleich:z:eitiger Einschaltung des ventralen Strornes. Wiederholungskurven mit hoher Last 
:z:eigen :z:unehmenden Niveauverlust der Pedalkonstan:z:, der durch dorsalen Strom neutrali­
siert wird. Gleichsinnige Einflüsse unterstützen einander. Wenn bei einem bestinimten Fuss 
bei einem Gewicht von JO 9 das Niveau der Pedalkonstan:z: oberhalb der Normalen liegt, 
d.h. JO 9 un:z:ulänglich sind, urn das Gleichgewicht der Konstanz zu erreichen, genügt ein 
schwacher ventraier Strom, der an sich keine sichtbare · Veränderung im Verhalten des 
Präparates herbeigeführt haben würde, urn normales Konstanzniveau zu erreichen und :z:u 
behaupten . Das Gleiche hätte mit einer Last von 20 9 direkt erreicht werden können . 
\Venn man den ventralen Strom unterbricht, ist der Tonusspiegel erniedrigt. Nunmehr 
wirken 20 9 als .. hohe" Last, die in aufeinanderfolgenden Wiederholungskurven mehr und 
mehr das Konstanzniveau herabdrückt. Bei dorsalem Strom steigt das Niveau; 20 9 werden 
auf gleichem Niveau getragen als 10 g. 

11. Chemischer Einf/uss auf den Aktivitätszustand beider Zentren nach unsem neuen 
Gesichtspunkten. 

I. Ein Kochsalzkristall kommt auf die ventrale Seite der Ganglien. 

a. Untersucht werden die Wiederholungskurve:n. Die erste, steile Strecke der Deh­
nungskurven ist nunmehr steiler und länger, als im Vorversuch bei .. normalem" Zus tand 
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der Ganglien. Das Niveau der Pedalkonstanz wird erniedrigt. Man kann beim gleichen 
Präparat das Kochsalz ventral wegnemen und es, nach Drehung der Ganglienmasse um 
] 80°, dorsal auflegen. Dann wird die erste Strecke der folgenden Wiederholungskurven 
weniger steil und die Pedalkonstanz kommt auf ein höheres Niveau. 

b. Die "uraprünglic:he" Kurve. Ein Kochsalzkristall kommt vor Aufnahme der ers ten 
("ursprünglichen" ) Dehnungskurve auf die ventrale Seite der Pedalganglien. Die erste 
steile Dehnungsstrecke tritt nunmehr in ]00 % der Fälle auf. Die Pedalkonstanz kommt 
um 13.8 % der Normallänge (der sogenannten Spannungslänge) niedriger zu liegen. Um 
dieser Resultate sicher zu sein, darf man höchstens 5 Minuten nach Àuflegen des Kristalles 
mit der Aufnahme der Dehnungskurve warten. Wenn man 15 Minuten gewartet hat, so 
tritt eine entgegengesetzte Abänderung auf. Die steile Strecke ist nur in 25 % der Fälle 
nachzuweisen (gegenüber 61 % normal) und das Niveau der Pedalkonstanz steigt und 
zwar um ]5.i % der Muskellänge, die normaler Pedalkonstanz entsprochen haben würde. 
Offenbar besitzen die Pedalganglien ein ventrales Hemmungs-- und ein dorsales Erregungs­
zentrum für den Tonus; nach längerer Zeit erreicht das diffundierende Kochsalz, von der 
ventralen Seite kommend, auéh das dorsale Zentrum, welches, wenn einmal seine Schwelle 
überschritten worden ist, die Erscheinungen beherrscht. 

2. Kokain. Versuche an Wieckrholungskurven. 

Kokain dringt offenbar schnell in das Gangliengewebe ein, soda ss die Dämpfungser­
schelnungen, die es nach Vergiftung verursacht, schnell auftreten. Für unsere Versuche 
aller hat dieser Umstand die nachteilige Folge, dass die Resultate schon nach kurzer Zeit 
!bre Eindeutigkeit verlieren, da das Kokain seine Wirkung dann nicht mehr auf das 
untersutMe Zentrum (hier ,aIso das ventrale Hemmungszentrum) beschränkt. Es tritt dann 
nämlich zugleich Dämpfung des Erregungszentrums auf, deren Wirkung den Effekt der 
Vergjftung des Hemmungszentrums bedeckt: Die erste Wiederholungskurve nach Auf­
tragen des Kokains kommt in der Regel zu früh , um überhaupt Wirkung zu zeigen, die 
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Abb. 2. Wiederholungskurven von einem pedaltonischen Präparat, Ganglien um 
]80 0 gedreht (um die Längsachse). Versuche mit Kokain auf der ventralen Seite 
der Ganglien. Dehnungskurven mit 20 9 Last; 1 und 6 von 10 Minuten Dauer; 
die übrigen von 2 Minuten Dauer. 1: Ohne Kokain, Normalkurve; nach zwel Auf­
nahmen wlrd Kokain appliziert. 2: 6 Minuten nach Applikation (zu kurze Eln­
wirkungsdauer, noch kein Effekt) . 3: nach 16 Minuten: Dämpfung des ventralen 
lösenden Zentrums maxima!. Sodann erreicht das dlffundlerende Kokain das 
dorsale Erregungszentrum mehr und mehr. i : nach 21 ,Minuten Gleichgewicht 
zwlschen Hemmuqgs--und Erregungsdämpfung; 5: nach 31 und 6: nach 36 Min~­
ten (zunehmeba~ Erregungsdämpfung) : Ernledrigung des Tonusspiegels und 

. des Niveau. 
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zweite aber, bei der üblichen Kurvendauer von 10 Minuten schon zu sp.ät für reine 
D.ämpfung der Hemmung. 

Daher mussten wir die Zeitdauer der Aufnahme der einzelnen Wiederholungskurven 
auf einige Minuten beschränken. Die erste steile Kurvenstrecke geht.nun, durch D.ämpfung 
der Hemmung, verloren; in aufeinanderfolgenden Wiederholungskurven wird diese Deh~ 
nungsstrecke weniger steil. bis etwa 16 Minuten nach der Vergiftung (Abb. 2). Dann 
wird die Strecke wieder steiler und länger (Dämpfung des erregenden Zentrums); sehr 
deutlicher Unterschied mit Kurve 3 ist nach etwa 31 Minuten (Kurve 6) festzustellen. 
In der kUTzen Zeit, welche diese Kurvenaufnahmen dauern dürfen, wird keine Konstanz 
erreicht, soda ss wir über den Einfluss rein ventraIer Dämpfung auf das Konstanzniveau 
nichts aussagen können. Schon bei einer Dehnung, die 10 Minuten dauert, fanden wir, 
vor allem bei nicht zu geringer Last, Niveauverlust, welcher ohne Kokainvergiftung nicht 
aufgetreten sein würde; Niveauerhöhung wurde aber niemals wahrgenommen. Da bald 
danach auch, wie gesagt, Verlängerung der steilen Strecke auftritt, schliessen wir auf 
Dämpfung des erregenden Zentrums, die inzwischen weiter vorgeschritten ist. Die früher 
oft störend empfundene Zweideutigkeit der Resultate bei (dorsaler!) Ganglienkokainisie­
rung, ist daher offenbar als ein Streit zwischen beiden Zentren, je nach ihrem Vergif­
tungsgrad, aufzufassen. 

111. Tonuslösung durch Reizung mit Induktionsströmen. 

Auf Grund unsrer Ergebnisse haben wir ältere Versuche wieder aufgenommen, urn die 
Frage zu entscheiden, ob man Tonuslösung auch durch Reizung hervorrufen kann. Bislang 
war uns das nicht gelungen. Nur der Fall des Tonusspiegels, den wir bei Auflegen eines 
Kochsalzkristalles dorsal auf die Pedalganglien beobachtet hatten, wies auf die Möglich­
keit eines positiven Ergebnisses direkter Ganglienreizung hin. 

1. Reizung der Pedalganglien durch Einze/öllnungsschläge. 

a. Ventrale Reizung (Abb. 3). Schwellenreize (R. A. 30 cm) erzielen geringfügigen 
Tonusfall, der mit der Reizstärke zunimmt (bis R. A. 26 cm) . Bei R. A. 28 cm wird die 
Schwelle des erregenden Zentrums überschritten. Bei R. A . 22 cm trat reine Kontraktion 
auf. Ein neutrales Gebiet der Reizgrösse, bei welcher also keinerlei Reaktion auftritt, war 
nicht festzustellen. Eventuelle Muskelverkürzungen kommen stets vor der Tonuslösung. 

b. Dorsale Reizung (Kathode rostro-dorsal). Die schwächsten Reaktionen (R. A. 55-
53 cm) bestehen aus Spiegelerniedrigung (während bei ventralen Reizen lediglich Niveau~ 
erniedrigung, d.h. kurzes Absinken der Kurve, auftritt). Daher verhindert schwache dor­
sale Reizung die Behauptung einer Konstanz. Bei zunehmender Reizstärke (R. A. 48-40) 
fanden wir ein neutrales Gebiet, wobei also keinerlei Reaktion auftrat. Bei R. A. 35 und 
31 cm fand sich geringe Tonuserhöhung; Reizung bei R. A. 25 cm erzeugte Kontraktion. 

2. Reflexreizung (Einzelöffnungsschläge) eines der N n. palliales. 

Auch hier fanden wir bei schwacher Reizung Tonuslösung, bei starken Reizen nur 
Kontraktion, während auch hier zwischen beiden Gebieten eine neutrale Zone liegt, in 
welcher offenbar die Wirkungen beider Zentren miteinander im Gleichgewicht sind. 

3. Reizung der Pedalnerven mit Einzelöllnungsschlägen und Nervendurchschneidung. 

a. Elektrische Reizung der caudalen Nerven mittels untergeschobener Elektroden; die 
Kathode liegt myopolar; zwischen Anode und Pedalganglien sind die Nervenstränge durch 
Erhitzen zerstört, urn Reflexwirkung auszuschliessen. Auch bei dieser Technik ergab sich 
ein Unterschied zwischen schwacher · und starker Reizung. Schwache Reize verursachen 
Fall der Kurve (nach langer Latenz). Stärkere Reize verursachen erst Kontraktion, sodann 
Tonusfall. Zuweilen heben beide Wirkungen einander auf. Starke Reize haben Kontraktion 
zur Folge, hiemach bleibt der Tonussp;egel erhöht. 
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b. Urn alle Pedalnerven reizen zu können. wurden sie in Strängen zusammengebunden; 
die Knoten lagen nahe an der Ganglienmasse. Nachdem die Elektroden auf den Strängen 
befestigt waren, wurden die Stränge von den Pedalganglien getrennt. Erst wurden die 
Versuche mit elektrischer Reizung ausgeführt; dann reizten wir die Nerven mechanisch . 

Abb. 3. Ursprüngliche Kurve e:nes Schneckenfusses mit Ganglienmasse, die 
180 0 urn die Längsachse gedreht ist. Reizung der Ganglien mit Einzelöffnungs­

schlägen, Kathode auf der ventralen Seite, A node indifferent. R. A . bedeutet 

Reizstä rke in cm Rollenabs tand . Liminale Reize lösen nur Niveauverlust a us 

(R. A . 30 und 29) ; stä rkere Reize ergeben mehr Niveauverminderung, denen ei ne 

Kontraktion vorausgeht (R . A. 28 bis 23) . Starke Reize haben nur Kontrak tion 

zur Folge (R. A. 22). Die ver tikalen Linien geben den Augenblick der Reizung an. 

u. Mechanische Rei=e (Durchschneidung der N ervenbündel). Diese Methode, bei der 

V eränderung de r Reizstä rke ausgeschlossen ist. ergab bei Durchschneidung rostra Ier 

Stränge nichts oder Erschla ffung, bei Durchschneidung caudaler S tränge V erkürzung oder 

nichts . 
{J. Elektrische Ein=c/reihe bestätigen die Versuche mit Durchschneidung (Abb . 4): 

Schwächere Reize wirken lösend, wobei die Tonuslösung mit der Reizstärke abnimmt. 

Stärkere Reize haben V erkürzung mit Erhöhung des T onusniveau zur Folge. Auch hier 

zeigten die rostralen Stränge überwiegend lösende Wirkung . Offenbar laufen in den 

Pedalnerven spezifisch hemmende (neben erregenden) Fasern , die in den rostralen Strängen 

überwiegen, und in a llen S trängen niedrigere Reizschwelle haben als die erregenden 

Fasern. 

c. Zu s a mme n f a s su n g. 

I . Urn den Aktivitä tszustand der Zentren streng lokalisiert zu erhöhen und zu ernie­

drigen werden die Peda lganglien von Helix pomatia während der Dehnung mit schwachen 

konstanten Strömen durchströmt. Hierbei liegt in einer V ersuchsre ihe die Ka thode dorsal 
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und die Anode ventraI. in andern Versuchen umgekehrt. Dorsaler Katelektrotonus erhöht 
das Niveau der Pedalkonstanz, ventraIer Katelektrotonus emiedrigt dieses Niveau. 

2. Kochsalzkristalle, ventral aufgelegt, verstärken die Tonuslösung: die erste steile 
Strecke der Dehnungskurve tritt nunmehr in 100 % der Kurven auf; sie ist 1änger als in 

Versuchen ohne Aktivierung des ventralen Teiles der Ganglien. Das Niveau der Pedal~ 
konstanz wird emiedrigt. Auf die Dauer steigt das Niveau, da zweifellos das Kochsalz 
bis in den dorsalen Teil der Ganglien durchdringt. 
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Abb. 4. Schema der Effekte einer Reizung der Nn . pedales eines Schnecken­
fusses oh ne Ganglien; EinzelÖffnungsschläge. Erste horizontale Reihe: die vier 
(IV bis I) von den Pedalganglien getrennten Nervenstränge; c = caudale, 
r = rostrale Richtung. Auf jedem Strang wird eine Anode und eine Kathode 
(Ietztere myopolär) befestigt. welche verbunden sind mit je einer Sekundärrolle. 
In allen vier Sekundärrollen werden die Ströme gleichzeitig durch eine einzige 
Primärrolle induziert. In der ers ten vertikalen Kolonne sind alle Sekundärrollen 
urn einen gleichen grösseren Abstand von der gemeinsamen primären entfernt 
(Reizstärke A). Dann wird die Rolle des Stranges IV näher zur primären ge~ 
schoben, dieser Strang also stärker gereizt (Stärke B) ; später folgt Rolle lil, 
u.s.w. Nachdem alle vier Stränge mit Stärke B gereizt worden sind, werden alle 
vier sekundäre Rollen noch mehr der primären Rolle genähert: Reizstä~ke C. Die 
Reizstärke wird sodann für alle 4 Stränge noch einmal verstärkt (Stärke D) . 
Die Stränge sind nach Massgabe der zunehmenden Reizstärke dicker gezeichnet. 
Zweite horizontale Reihe: Die Pfeile bedeuten Kontraktionsausschläge, als auf 
stillstehendem Kymographion aufgezeichnet. Drifte horizontale Reihe: Niveau~ 

verlust oder -erhöhung, auf stillstehendem Kymographion. 
Erg eb nis se : Reizstärke A löst nur Erschlaffung aus. Stärke B ruft in den 
Strängen IV. 111 und 11 Tonusverlust, bisweilen (Reizung 5, 6 und 8) vorher 
auch Verkürzung hervor; sobald Strang I hinzukommt, erfolgt ausgiebige Er­
schlaffung (10) , keine Kontraktion. Erst mit sehr starken Reizen (0) tritt Kon-

traktion mit Tonussteigerung auf (14). 

3. Kokain, ventral appliziert , bringt die steile Strecke zum Verschwinden und das 
Niveau der Pedalkonstanz wird erniedrigt. Später tritt die steile Strecke wieder auf und 
die Pedalkonstanz verschwindet. Zweifellos hat das diffundierende Kokain inzwischen den 
dorsalen Teil der Ganglien erreicht. 
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i. Reizung der ventralen Seite der Ganglien mit liminalen Einzelöffnungsschlägen 
verursaeht Verminderung des Tonusniveau; bei stärkeren Reize tritt erst Kontraktion. 
sodann grössere Verminderung des Tonusniveau" auf. Bei starkeh Reizen treten ledigUeh 
Einzelverkürzungen, ohne Einfluss auf das Niveau der Konstanz auf. 

5. Sehwaehe Reizung der dorsalen Seite der Ganglien ruft Verminderung des tonisehen 
Widerstandes im Laufe der Dehnung hervor. Stärkere Reizung blelbt ohne Effekt, starke 
Reizung hat Einzelverkürzungen, ohne Einfluss auf den Tonus, zur Folge. Reizung eines 
Pallialnerven erglbt Resultate wie dorsale Ganglienreizung. 

6. Bei Reizung der Pedalnerven (ohne Pedalganglien) zeigt sich, dass die Pedalstränge 
hemmende und erregende Fasern führen. Die hemmend en Fasern Einden si eh überwiegend 
in den rostralen Strängen. Sie haben in allen Strängen eine niedrigere Sehwelle als die 
erregenden Fasern. 

7. Allgemeine Schlüsse aus diesen Ergebnissen: Die Resultate zwingen uns, das Vor~ 
handensein eines dorsalen erregenden und eines ventralen hemmenden Tonuszentrums in 
den Pedalganglien anzunehmen. Im Gegensatz zu unserer früheren Auffassung werden die 
pedaltonische Erscheinungen (Spiegelerniedrigung und Konstanzerzeugung) quantitativ 
durch das Verhältnis des Aktivitätszustandes beider Zentren bestimmt. Offenbar erfolgt 
jede Farm von zentraier Regulierung durch lmpulse, im Falle van Tonuserniedrigung 
durch spezifische Hemmungsfasern in den Pedalnerven, vor allem in den rostralen, welche 
Fasern eine niedrigere Reizschwelle haben als die erregende Fasern. 
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HydrodYDalllics. - On the influence of the concentration of a suspension upon the 
sedimentation velocity (in particular for a suspension of spherical particles) *). 
By J. M. BURGERS. (Mededeeling No. 42 uit het Laboratorium voor Aero- en 
Hydrodynamica der Technische Hoogeschool te Delft.) 

(Communicated at the meeting of November 29. 1941.) 

8. In the preceding part of this paper a general picture has been given of the problem 
of the sedimentation velocity of small particles in a viscous liquid, and those features 
have been pointed out which require a more thoroughgoing investigation. The difficulties 
inherent in the problem are mainly due to the circumstance that according to STOKES's 
equations the velocities produced in an unlimited field by a moving particIe A decrease 
proportionally to the inverse first power of the distance. The influence exerted upon a 
neighbouring particIe B in such a field appears to be always of the same sign (the 
particIe B is dragged along in the direction of the motion of A), and is of the order of 
magnitude air, a being the radius of a particIe and r the di stance between A and B. In 
an assembly containing a great number of particles the contributions to be derived from 
more and more distant groups consequently do not form a con verging series, and the 
resulting effect wilI be dependent upon the extent and the shape of the assembly, as 
well as upon the conditions imposed by the properties of the surrounding field. 

When the suspension is enclosed in a vesseI. a return flow somewhere must occur, as 
was mentioned before in 3.; in this case, along with the positive effect between neigh­
beuring particles, there will be a negative effect between particles at distances from each 
other comparable with the dimensions of the vessel. In consequence of the fact that these 
two effects nearly balance each other, the resulting average effect (which appears to be 
of negative sign) becomes of a much higher order of smallness, viz. of the order n s, 
where n is the number of particles in the suspension per unit volume, and s is the volume 
of a particIe. When the mean di stance between two particles is put equal to r mean' which 
quantity will be of the order n-'/" , we can also say that the resulting average effect is of 

the order a 3/r3 mean' 

It may be surmised that the precise numerical magnitude of this resulting average effect 
should be rather sensitive to circumstances which may affect the balancing between the 
"positive" and the "negative" regions of the field. In particular it might be supposed that 
the form of the vessel - which is the determining factor in the calculation of the function 
X in eq. (12) - greatly may affect this balancing. In the developments of sections 5.-7. 
this possibility presented itself in the result that the equation derived for the mean value 
of tP m contained terms depending upon the value of (JtP(àn along the waLls of the vessel. 
for which a general expression could not be found. 

The possibility that the sedimentation velocity should be dependent upon the shape of 
the vessel nevertheless does not appear to be readil.y acceptable 5). In the discussion of 
the paper at the meeting of the Academy of October 25 Professor VENING MEINESZ 
raised the question whether it would be possible to solve the problem for a suspension 

*) Continued from these Proceedings 44, 1941, p. 1051. - The reader will have 
observed that an error of print has crept into the formula for r, given at p. 1048, line 6 
from above; this formula must read: 

5) It should be stated that in all cases to he considered the suspension is assumed 
to be homogeneous; i.e. we suppose that the number of particles per unit volume (n) 
everywhere in the field has the same value. 
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extending indefinitely in all directions, provided the boundary condition whieh in the 
case of a suspension enclosed in a vessel is imposed by the Impermeabllity of the 
walls we re replaced by an equivalent condition of another type. This cannot be done, 
however, so long as the solution for the infinite field as given by STOK ES is taken as 
a basis. In a private discussion with Professor BIEZENO, to whieh I owe much in 
clearing up the difficulty encountered, the latter proposed to replace STOKES' solution 
by a different one, in whieh a return flow in the more distant parts of the field is 
automatieally combinèd with the ordinary STOKES' flow in the immediate neighbourhood 
of the particIe 6) . 

It appears that th is actually can' be done. Although the procedure at first sight may 
seem to be somewhat artificial, it wil.l be shown that it can be used in constructing a 
solution of the problem, whieh will en ab Ie us to treat the various questions mentioned 
before - the one conceming the correction for the hydrostatic pressure, that for the 
effective viscosity, and that for the field of flow - from a unified point of view. The 
procedure to be followed at the same time makes it possible to obtain an estimate of 
the influence of a preferential distribution of the distances of the particles in the neigh­
bourhood of a given one, such as may appear e.g. wh en repulslve forces are acting 
between the particles 7). 

9. The solution to be used represents the field of flow produced by a concentrated 
force of magnitude F acting at the origin, combined with a "diffuse" field of force 
giyen by: 

(25) 

Here x is a small quantity, of such nature that I/x represents a distance large in 
comparison with the average distance between the particles. All forces are i~ the direction 
of the x-axis. The integral of X taken over the whole field is equal to - F , so that the' 
force system is an equilibrl"um system. 

Introduciog the function : 

(26) 

whieh satisfies the relation : 

1] 0.0. 'I'==-X. (26a) 

(1] being the true viscosity of the pure Iiquid) the field of flow can be described by 
the equations: 

6) A field of flow differing frOip that determined by STOKES's formulae , is also ob­
tained when OSEEN's theory is applied (compare e.g. J. M. BURGERS, these Proceedings 
23, 1921. p. 1087 , and fig . 11 at p. 1091) . The distribution of the current given by 
OSEEN's theory, however, is dependent upon the magnitude of the REYNOLDS number 
Re = 2 e uo a/1] (uo being the ve)ocity of the partiele ) ; moreover its genera) character 
makes it appear less promising than the type of flow discussed below in section 9. 

7) As was pointed out by Professor KRUYT at the meeting of the Academy, the 
presence of repulsive forces must be considered as an essential feature of the majority of 
stabIe suspensions. Hence the assumption provisionally made in the preceding part of the 
paper, that the particIe B rnay take in all positions relatively to A with equal probability, 

in many cases will not be applicabIe. 
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When the pressure p is taken equal to - >io (6'P) /ox, th en in consequence of the 
rcJation (26a) this field satisfies the equations: 

1] 6. U = ap/ax-X; 17 6. v = op/ay; 17 6. UI = op/oz. 
together with the equation of continuity. 

In order to ob ta in a field which at the sam~ time w ilJ satisfy the b:)undary conditions at 
the surface of a spherica l particic of radius .:J , w e add a second field of flow, described 
by the equations: 

where: 

UIl = 02 cp/Ox2 ; UIl = (j2 (['fox dy; WIl = 02 cp/OX OZ 

cp = - Fa 2/24n 'Jr 
As 6 '1' = 0, this fjeld satisf;es thc equations of motion wit!-! p _"-_ 0, X = ° S) . 

For the resulting field we find : 

wh ere for shortness has been written : " = % r. 

(28a) 

(28b) 

So long as % r is smalJ in comparison with unity, w~ may develop the exponential 
function; we then find : 

Fr F"r2 

IJ' = const. + ----- - -
8n1) 48 n1] 

(30a) 

F ~ 1 x 2 a 2 a 2 x 2 2 " l 
U = 8 n 17 ("7 + ~3 + 3C3 - 7 - -3 ... ~ (30b) 

where the terms not written out are of the order ;e3r2 and van;sh for r = O. At the surface 
of the spherical particIe, where r = a, the velocity becomes: uo = (F/6:rr'1a) . (I-~- % a ... ). 
In view of the condition imposcd upon % the tera ~ % a is so small in comparison with 
unity that it wholly can be neglected; we therefore come back to the velocity which is 
given by the ordinary STOKES' formula, viz .: 

IlO = F/6n1)a. (30e) 

On the other hand for va:ues of r so large that % r is large in comparison with unity, the 
exponential function decreases to zero, and there remains: 

(31a) 

(31 b) 

It will be observed that tl:1e mean value of u taken over a spherical surface (r = constant) 
becomes zero in this case. 

It may be mentioned that a current function 'I' can be constructed, so that: 

1 OlP u---- · 
-2nwow' 

1 OlP 
V =- - - - --

«) 2nw ox 
(32) 

8) It can be shown that the field of flow described by eqs. (28a), (28b) may be 
considered as being produced by a multiplet consisting of six equal forces of magnitude f, 
respectively acting at the points + E, 0, 0; - 1',0. 0; 0, + 1'. 0; 0, - 1',0; 0,0, + 1'; 0, 0, - 1'; 

combined with a force of magnitude - 6 f, acting at the origin ,- provided 2 f 1'2 = F a2 /3. 
The equilibrium of the whole system thus is not disturbed. 



1180 

where: 0) = (g!J + z!J)'/. : " .. = (t'!J + w!J)'/ •• Thls function is glven by: 

tp = - ~ :r~ [e-~ ( 1 + ! + 0; ) - ~i + 3a~ ] . (33) 

Thls expression becomes . zero for 00 = 0 and for 00 = 00. Hence, provlded x is different 

from zero, the Integral fJ" dg dz u, extended over an unlimited plane x = constant, Is 

zero. - When r Is equal to a, tbe expression (33), af ter development of tbe exponential 
function, takes the value: 'liJ = (F oo!J/6 ~ a) (I - t" a) ~ n 002 Uo. from which it follows 

that:f J"d9 dz u = - n 002 UO, when the integral is extended over tbat part of aplane 

x = constant (with I x I < a) , which lies outside of the spherical surface r = a . Hence: 

tf f f dxdy dzu = - (i n a'/3) Uo (3i) 

where tbe Integral Is extended over the whole of space outslde of the spherical surface 
r=a. 

10. We now are in a position to build up a descriptIon of the field of flow which is 

adapted to our purpose. 
The suspension consists of a Iiquid of density (!, which is acted upon by a force (! 9 per 

unit volume, and in which are embedded n particles per unit volume, every one of which 
Is acted upon by a force W = $ ftpg ($ again belng the volume and (!p belng tbe denaity 
of aparticle ). All forces act In tbe same direction, which Is assumed to he the direction 
of tbe x-axis. The total system of forces can be analysed Into tbe followlng components: 

a) a continuous field of force with the intensity (! 9 + n F per unit volume (where F 
will be determlned helow), acting through the whole space, i.e. both through the space 
taken In by tbe Iiquld and through that taken In by the particles; 

b) a set of "equilibrium systems" of the type considered in 9., each system having its 
centre at the centre of a particIe, sa tbat there are n systems per unit volume of the field. 
. It Is not difficult to prove from eq. (25) that in an Infinitely extended field the resultant 
effect of tbe "diffuse" flelds of the equilibrium systems Is equivalent to a continuous force 
of magnitude - n F per unit volume, acting throughout the whole field 9). Comblnlng 
tbls witb tbe field mentioned under a), we come back upon the force (! 9 per unit volume 
actlng upon tbe liquld, and a force $ ft 9 actlng upon every particIe. The total force actlng 
upon aparticle thus will have the value F + $ (! g. As tbls must he equal to W, we 
obtaln tbe equatlon: 

(35) 
The field of force consldered under a) does not glve rise to any flow. It is kept In 

equilibrium by a pressure gradient of the constant magnitude 10) : 

OPm/àx = eg + n F = p g + n s (ep - e) g . (36) 

9) Thls result will be more and more accurate wh en " is sa small th at the irregularities 
In tbe spatial distribution of tbe particles are averaged out over distances of the order 1/". 

10) Thls pressure gradlent may be assumed to act through the Interior of aparticle. 
It Is kept in equilibrium there by a force of magnitude $. (oPm/ox) In the direction of 
tbe- x-axls. IE we add to tbls the force - s n F, which Is necessary to balance the pressure 
distribution corresponding to the continuous force - n F that was obtalned as the resultant 
of tbe "diffuse" fields, and further the force Fitself aetlng upon a particIe, we obtaln 
the total amount: 

F-snF+s . (è\Pm/ox) =W 
by (35) and (36) . 
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As the system of forces considered under b) is an equilibrium system, whic\l, although 
it may give rise to local pressures, will not produce a constant average pressure gradient 
throughout the whole fjeld, the expression (36) at the same time represents the mean 
hgdrostatic pressure gradient in the field. This corresponds to what was mentioned in 

connection with eq. (2) of the preceding part of this paper, 
On the other hand, every one of the "equilibrium systems" will produce a field of flow 

as described by the equations of section 9. The force F determining the intensity of a 
single system appears to be given by eq. (35), i.e. by eq. (1) of the preceding part of 
this paper with es = e, that is, with es equal to the densitg of the pure liquid. Hence 
the correction indicated by eq. (3) must not be applied when the calculations are per­
formed according to the scheme developed here. 

There now is no longer any danger that the contributions to the velocity at an arbitrary 
point of the fjeld, to be derived from the infinite number of particles, will fonn a 
divergent series. This follows from the result embodied in eq. (34), and will appear also 
from the calculations to be developed later on in section 17. 

lt. We now proceed to the investigation of the influence exerted by a particIe A 
upon another particIe B, and of B's reaction upon A. It is convenient again to assume 
provisionally that only A is acted upon by the gravitational force, whereas B is supposed 
to have the same density as the liquid, so that it is carried along by the motion of the latter. 

lf the components of the velocity of the flow, produced by the motion of A, are denoted 
by u, v, w, it follows from the considerations of section 4. that the components of the 
velocity taken up by B will be: 

Um = U + -Ir a 2 6. u; Om = 0 + t a 2 6. 0; Wm = W + t a2 6. w. (37) 

u, v, w here representing the values of these quantities at the centre of B. 
The particIe B at the same time will take up a rotation, the components of the angular 

velocity having the magnitude: 

W x = t (àw/ày - ào/àz), etc. (38) 

where the va lues of the derivatives likewise must be taken at the centre of B. 
When these motions (translation and rotation) are given to B, there will not yet be 

equality of the velocity of the liquid on the one hand, and the velocity of the points of 
the surface of B on the other hand, The djfference between the velocity components of 
the liquid and those of the surface of B can be expressed by means of the formulae: 

U* = X' Dil + y' D I2 + Z' DI3 + terms of the 2nd, 3rd, ... 

degree in x', g', z' 

: ( (39) 

Here x', g' , z' are the coordinates of a point of the surface of B, with the centre of B as 
origin; further: 

Dil = àu/àx; D I2 = D 21 = t (ào/àx + ou/ày), etc.. (40) 

The mean values of the terms of the second degree in the expressions (39) for u*, v*, w·, 
taken over the surface of the sphere, are zero when the values (37) are given to the 
components of the translational velocity of B. 

It is possible to get rid of the terms of the fjrst degree in the expressions (39) by 
assuming in B to be present certain doublets, combined with some multipiets of higher 
order, by means of which an appropriate system of additional velocities is called forth :11 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 76 
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the liquid. In order to dq this most convenient}y we introduce a new system of c::oordinates 
x",g",z", orientated in such a way that in this system Dl2=Dla=D23=0. We begin 
by taking z' = 0; then the x', g' -plane becomes a meridian plane, and Dla = 02a = o. 

Fig. 1. 

In the meridian plane we introduce axes x", g" (compare fig. 1); the angle a between 
the x"-axis and the x'-axis being determined by: tg 2a=2DlV(Dll-D22). With 
z" = z' the linear terms of (39) can be transformed into: 

u· = x" DI ; v· = g" D 2 ; w· = z" D3 

(all quantities now referring to the new axes). where: 

DI = DIl cos2 a + D 22 sin 2 a + 2 D I2 sin a cos a! 
D 2 = DIl sin2 a + D 22 cos2 a - 2 DI2 sin a cos al 

D3=D33 , 

It will be seen that: Dl + D2 + Da = Dll + D22 + Daa = O. 

(41) 

(42) 

12. The field of flow produced by a doublet is given by eqs. (9. 3) of the "Second 
Report on Viscosity and Plasticity" (p. 133). We introduce 3 doublets, having the 
following orientations: M l parallel to the x" -axis; M2 parallel to the g" -axis; Ma parallel 
to the z" -axis. It can be deduced from the equations mentioned that the resuIting field 
vanishes when M l = M2 = Ma. Consequently without loss of generality we can take: 
M l + M 2 + M3 = 0, so that M l = -(M2 + M3)' 

The expressions for the components of the velocity produced by these doublets can then 
be brought into the form: 

where r" = (x"2 + g"2 + Z"2)'/ •• and: 

The field produced by the doublets Ml' M2, M3 still must be combined with a field 
produced by two muitipiets of higher order, presenting the velocity components: 
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We now introduce the condition that the resulting field produced by these doublets and 
multipIets shall annul the quantities given by (41) at the surface of the spherical particIe B. 
This requires: 

U· + UI + Uil = O. etc. for rIf = a . (iS) 

The solution of these equations gives: 

B=(2M2 +M3)a2/iOn'Y/; C=(M2 +2M3)a2/iOn'Y/. (i6) 

and: MI =-2k'Y/D,; M 2 =-2k1]D2 ; M 3 =-2k1]D3 (i7) 

with: 11) k = IOn a3/3 = 2.5 s. (i8) 

13. The next step is to find the velocity which the particIe A derives from the 
additional field considered in the preceding section. We may call this the "induced 
velocity" of A. For this purpose we calculate the velocity of this field at the centre of 
A; in order to make the expressions not too complicated. we shall give attention to the 
field produced by the doublets Ml' M2. Ma only. 

Referring to fig. 1 we must put in eqs. (43): ril =r; x" =-r cos (D-a); 
y" = - r sin ( D -a ); Z" = 0; af ter some reduction we obtain: 

where: 

Hence the component in the x-direction of the "induced velocity" becomes: 

Ui = UI COS a-VI sin a = (5 a 3/2 r2
) Q3 cos {} , (50) 

In order to obtain the values of a. Dl, D2 to be substituted into th is expression, we 
ir:troduce a further simplification and restrict to the most important terms in the equations 
for u, v, w. For shortness we omit the factor FIB:Ir 1); the expressions to be used then take 
the forms: 

from which: 

and: 

Dll = x/r3-3 x 3/r5; 

D 22 = x/ r 3 - 3 xy2J r 5 

DH = x/r3 

Equation (50) then gives: 

(51) 

(52) 

(53) 

(Si) 
The reader will have observed that in the deduction of the last expressions terms which 

are of higher orders with respect to air have been neglected. The incorporation of these 
terms would have yielded rather cumbersome formulae; besides. in that case it would have 
become necessary to introduce a compensational field likewise for the still remaining 
tl'rms of the second degree in (39). and possibly also for further reactions between the 

11 ) When this result is combined with eq. (B) of the preceding part of this paper. 
we obtain a proof of EINSTEIN's fonnula for the specific increase of the viscosity of a 
suspension of spherical particles, 

76* 
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particles A and Band other partlcles. The expressIon (54) consequently wiU be valid only 
for not too large values of the ratio air. It may be noted on the other hand, as was stated 
already in footnote 4) to section 4., that the errors may remain sm aU even when the 
particles should happen to be at a smaU distance from each other. 

H. Summing up the results obtained, we have found that, under the influence of the 
field of flow produced by the faUing particle A. the particIe B is carried along with a 
velocity, the component in the direction ol the x*axls of which is given by: 

Urn = U + t a 2 6. U (37a) 

u belng the velocity at the centre of B; whereas the particIe A , in consequence of the 
disturbance due to the presence of B, experiences an induced velocity ui' as glven by 
(54), which is of negative sign and th us eVldently represents a retardation of the motion 
of A. 

In maklng use of (378) we must take account of the terms of the order llr and those 
of the order 8'2/,-3. For two particles at a di stance r from each other,which still is smaU 
in comparison with 1/", these terms are sufficient. Wrlting x = r cos {J , we then have: 

and: 

U = (1 + cos2 1'})/r + a 2 (1-3 cos2 1'})f3r3
• 

Urn = (1 + cos2 1'})/r + 2a2 (1-3 cos2 1'})i3r3 

In (54) the approximation has been restricted to terms of the order 8 3 /r4 • 

(37b) 

The expressions for urn and u i remain the same when the posItIons of the partlcles are 
interchanged, as they depend upon cos'2 (J . Hence when now we consider two particles 
both of which experience the action of the gravitational force, they will acquire the same 
resultant velocity 1"l.): 

where the factor FI8 n 'f} has been resto red, and where terms of higher orders have been 
neglected 13) • . 

The investlgation of the influence which a particle experiences from the surrounding 
ones In a suspension of unlimited extent wiU be given in a subsequent part of this paper. 

(To be continued.) 

1'2) The two particles will also acquire velocities in directions perpendicular to the 
x*axls. It would appear th at these velocities likewise are the ' same for both particles, so 
that their dlstance and their positions relatively to each other are not changed. Compare: 
C. W . OsEEN, Hydrodynamik (Leipzig 1927). p. 157. 

13) In the eJtprèssion between the brackets there would also appear the term - 2,,/3. 
and terms of the order ,,38 '2, etc. As mentioned already before, these certainly can be 
neglected. as It has been assumed that "r < < I. so that "8 will be much smaller still. · 



Mathematics. - Zur projektiven Djfferentialgeometrie der Regelflächen im R4. (Siebente 
Mitteilung.) Von R. WEITZENBÖCK und W . J. Bos. 

(Communicated at the meeting of November 29. 1941.) 

lm Anschluss an die vorige Mitteilungen z.ählen wir hier die projektiven Ausartungen 
der F23 im Ri auf. 

§ 22. 

Die am Schluss der ersten Mitteilung gegebene Klassifikation ergibt: 

MÓ2 =;É:- O. H o. FI in einem Rl (v'). 

Die Geraden Pik und q i k sind Erzeugenden der F23; d.h. : (! vi = (p2q2) i' 
Weiter haben wir (Vgl. (196)): 

Oder: 

H (pu') (pb2 bf) + t t (qu') (qa2 a~) O. 

(pu') (pb2 b~) = 0 

(qu') (qa2 a~) = O. 

Die Gerade p liegt also im Brennraum des Ebenenkomplexes Kb und q liegt im Brenn­

raum des Komplexes Ka' 
Aus den Gleichungen M~a = 0 und M~b = 0 (194) erhalten wir: presp. q ist ein 

singulärer Strahl des Komplexes Ka resp. Kb und liegt also auch im Brennraum des 

Komplexes Ka resp. Kb' 
Der Raum {j' ist also der Brennraum der beiden Komplexe Ka und Kb: 

(212) 

Wir wählen das Koordinatensystem derartig. dass der Raum v' die Gleichung u' 5 = 0 

hat. Dann ist also Pi5 = O. qi5 = O. Bi5 = O. b i5 = O. 
Dies gibt die folgende Darstellung der F23 im Raume v': 

Oik (t) = Pik + t . aik + t 2
• bik + t3 . qik (i. k = 1. 2.3.4).. (213) 

Aus M ' 00 = O{t} ergeben sich. analog (194) , die Gleichungen: 

(p2 p~) = 0 (p2 a
2)=0 1 

2 (p2 b2
) + (a 2 an= 0 

(p2 q2) + (a2 b2) = 0 

(b2 b~) + 2 (a 2 q2)=0 j 
(b2 q2) = 0 (q2 q~)=O 

Wir betrachten die vier Strahlenkomplexe Kp. Ka' Kb und Kq' 

(214) 
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Wenn 

6. = I Alk I =f O. (wo AIJ = (P2 p~). AI2 = (p2 a2). u. s. w .). (215) 

glbt es zwei Geraden L und M. welche allen vier Strahlenkomplexen angehören. 
Die Komplexe Kp und Kq sind spezielI; also sehneiden p und q die Geraden L und M. 

L und M slnd Leltlinlen der F28 , denn jede Erzeugende 0lk (t) sehneidet L und M. 
Nennen wir die Sehnlttpunkte von p mit L und M resp. 1 und 3 und die Sehnlttpunkte 

von q mlt L und M resp. 2 und 4, dann ist: 

Die Umformung des Ausdrueks (1234) (a2,n2) ergibt: 

Damit ist alk dargestelt als eine lineare Kombination der Linienkoordinaten (13) Ik ' 

(l4)lk und (23)lk' 

Ebenso erhält man bik als eine linea re Kombination der Grössen: (24) I k' (23) i k 
und (14)ik ' 

Dies führt zu folgendem Ansatz : Wir setzen: 

y=l+t . 2. 

z = 3 + t (3 + 4) + t 2 
• 4 

Die Geraden L und M' sind dann ein-zweideutig auf einander bezogen. 

(L) 

(M) 

Die Verbindungslinien entspreehender Punkte liefem die folgende Darstellung der F23 . 

Olk (t) = (I3)ik + 1(13)ik + (14)ik + (23)ikl t + 
+ 1 (14)lk + (23)lk + (24)ik I t2 + (24)ik t3

• 

Elne lineare Parametertransformation gestattet uns aueh die Darstellung: 

und also 

y=1+t.2 

z=3+t2.4 

(L) 

(M) 

Oik (t) = (I3)ik + t .·(23)ik + t2 (14)ik + t3 (24h. (216) 

Man kann also in diesem Falle mit Hilfe einer Parametertransformation die F23 in 
eine Gestalt bringen bei weLcher die Komplexe Ka und Kb speziell sind. 

Wenden wir uns jetzt dem Falie zu, dass die vier Komplexe Kp' Ka. Kb ' und K q nur 
eine Gerade L gemeinsam haben. 

Dann ist: 6 = I Alk 1= 0 (vg!. 215) 
Also naeh (214) : 

0 0 

0 (a2 ai) 
6._ 

- t (a 2 a~) (a2 b2) 

- (a2 b2
) - t (b 2 bi) 

- t (a 2 ai) - (a2 b2) 

(a 2 b2
) - t (b2 b~) 

(b 2 bi) 0 

0 0 

6. = l(a2 b2
)2 - t (a2 a~) (b 2 bi)jl = O. 

=0 
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Also: 

(217) 

Die weitere Rechnung wird einEacher wenn wir die homogenen Grössen aik und bik 
derartig wählen dass: (a2a12) = 2(a2b2) und also mit (217) : 

ist. 

War z.B. ursprünglich (a
2 

a(2) = c dann nehmen wir: 
2 (a2 b2) 

e!> ist dann 

0'. () - OilJg d (á
2 á~) - I 

Ik t - 2 un • - • 
c 2 (á 2 b2) 

Die Gleichung der doppelten Leitlinie ist dann gegeben durch: 

0 0 -f -f (p n')2 

0 2f f -f (a n')2 

-f f 2f 0 (bn'p 

-f -f 0 0 (q n')2 

(pn')2 (an'F (bn'F (q n')2 0 

Dies gibt: 

=0. 

2 f3 [(P n')2 + (a n'F + (b n'F + (q n')2]2 = O. 

Die Leitlinie List also: 

d.h. Lik ist die Erzeugende t = 1. 
Nennen wir die Schnittpunkte von Lik mit p und q resp. 1 und 2, und wählen wir 

auE p einen von 1 verschiedenen Punkt 3. 
Wir legen dann durch den Punkt 3 und die Erzeugende q (t = (0) eine Ebene 

(w'x) - (3q2x) = ° und schneiden diese Ebene mit den Erzeugenden 0ik (t) (GI (213)) . 
Also: 

(3q 2 0) (Ou') (3q21) (3u') + (3q 2 a) (au') t + 
+ (3q2 b) (b u') t2 + (3 q2 q\) (q. u') t3 = O. 

Da der letzte Term verschwindet bekommen wir also einen Kegelschnitt, der den Punkt 2 
enthält und dessen Punkte durch die Erzeugenden 0ik(t) projektiv auE die der Leit­
linie L bezogen sind. 

Die Fläche F?? kann man also in diesem FalIe darstellen mit Hilfe einer nicht 
singulären (1. 1) Korrespondenz zwischen den Punkten einer Gerade L und den Punkten 
eines Kegelschnittes K, wobei L und K einen Punkt gemeinsam haben. 
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Wir setzen: 

y=l+t.2 

z = 3 + t. (2-3-4) + t2 . 4 

Also: 

(K enthält den Punkt 2) 

(L) 

(K) 

Olk (t) = (13h + t 1(12)ik -(13)lk-(14h + (23)ik I + ~ 
+ t21(14)ik-(23)ik-(24hl + t3(24)ik ~ .. (219) 

Der Parameterwert t = 1 gibt die Leitlinie Lik = (12) ik' 
Wie zu erwarten war haben wir also die zwei bekannten Typen (216) und (219) der 

nicht ausgearteten und nicht abwickelbaren Regelflächen F23 im R3 gefunden. 

§ 23. 

Die Fläche F23 (192) ist abwickelbar wenn M' 02 - 0. also wegen (195) wenn: 

(220) 

Mit (19i) haben wir in diesem Falie: 

M~a=O. M~b=O. Mbb=O. 

Die Grössen aik und bik sind Linienkoordinaten und jede der vier Geraden p. a. b. und 
q schneidet dié drei anderen. 

Wir haben also die Möglichkeiten: 

1. Es gibt keinen Punkt, welcher den vier Gpraden angehört. 
Die vier Geraden liegen in einer Ebene und man erhält für die 0ik(t) die Darstellung: 

Oik (t) = (12) + t. (23) + t2
• (34) + t3. (41). 

1. 2. 3. i sind allgemeine Punkte der Ebene. 
Die Geraden 0ik(t) bilden hier eine ebene Kurve drltter Klasse. 

2. Die vier Geraden haben einen Punkt 1 gemeinsam und liegen nicht in einem R3. 
Also: 

Oik (t) = (12) + t. (13) + t2 • (14) + t3 . (15) (mit (12345) =t- 0). 

Die Erzeugenden bilden einen Kegel dritter Ordnung im Rol. 

3. Die vier Geraden haben einen Punkt 1 gemeinsam und liegen in einem R3. aber nicht 
in einer Ebene: 

Oik (t) = (12) + t. (13) + t2 
• (14) + t3 

• (15) (mit (12345) = 0). 

Die ° i k bilden einen Kegel dritter Ordnung im R3' 

i. Die vier Geraden haben einen Punkt 1 gemeinsam und liegen in einer Ebene. Die 
Erzeugenden bilden einen Geradenbüschel. 

Zum Schluss noch einige Bemerkupgen. 

1. (pu') (pb2~2) =0 genügt zum Verschwinden des Ausdruckes H (196) . Denn wir 
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erhalten dann aus (194) : (pu ' ) (pa2q2) = 0 oder (au' ) (ap2q2) = O. Zu Beginn des 
Paragraphen 22 zeigten wir: 

Wenn (pu ' ) (pErb12) = 0 dann ist (p2q2)i = f1. (b2b12)i (GI. (212» . Also auch 
(au' ) (ab2b12) = O. Also: (au ' ) (aa2q2) = O. oder: (qu') (qa2a12) = O. 

Dies gibt: H = O. 

2. Weiter kann man leicht zeigen: 
M~a = 0 genügt zum Verschwinden des Ausdruckes H ; und auch wenn 

M;q = O. ist H = O. 
Betrachten wir die Formeln (217) und (220) dann haben wir also: 

M~a=O. M;q=j:-O. F23 im Ra. Typus I (216) 

M~a=O. M;q=O. Mbb=j:-O F23 im Ra. Typus 11 (219) 

M~a=O. M;q=O. Mbb=O F2:l abwickelbar. 



Medidne. - Some remarks on symmetrical hearing remnants. By A. DE KLEYN. 

(Communicated at the meeting of Juny 28, 1941.) 

In 1936 LANGENBECK 1) communicated the result of hls audiometrie e~aminatlons and 
pointed to the fact that in most cases of hereditary deaf-mutism he found symmetrical 
hearing remnants. He also spoke of symmetrical hearing remnants when the patients had 
no hearing residues at all on elther side. From the results of hls investigations he further 
concluded that in doubtful cases the presence of symmetrical hearing rests furnished 
strong evldence of an hereditary genesis, especlally when It is combined with a vestibular 
apparatus which can be easily stlmulated. LANGENBECK was so convined of the truth of 
hls conclusion that he thought that his denomination "Symmetrlegesetz der erblichen 
Taubhelt" was not putting the matter too strongly. 

The difficulty that in some cases deafness with symmetrical hearing rests only develops 
in connection with a disease, e.g. infectious dlseases, was solved by him by accepting 
the presence of a hereditary inferiority of the hearing organs of these patients and 
supposlng that these were damaged identically at both sides by the toxines of the 
Infectious germs. On the other hand he did not think that this could be the case in persons 
who had no heredltary transmission, for he wrote: "Es wlrd jedenfalls durch die obenge­
nannten Beobachtungen noch in keiner Welse bewiesen. dasz eine toxische auf dem 
Blutwege erfolgende Schädlgung beim Erbgesunden auf beiden Ohren symmetrisch gleiche 
Hörausfälle erzeugen kann". 

As an example of symmetrical hearing remnants In two types of hereditary deafness the 
following observations made by myself are recorded. 

Fig. 1 concerns a boy, 20 years of age, with congenital hereditary deaf-mutism. The 
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heredity was clear from the fact that in his family more cases of deaf-mutism were found. 
Examination with the audiometer (Western Electric) revealed th at only the tones with 
256, 512, 1024 and 2(48 2 ) frequencles were heard while the minimum receptible for these 
tones was about the same bilaterally 3), which means that this patient had symmetrical 
hearing remnants. 

1) LANGENBECK, B.. Ztschr. f. Hals-Nasen-Ohrenheilk., 39, 223, 286 (1936). 
2) In all audiograms means the perceptibility of air-conduction of the right 

ear, - - - - of the left ear. 
3) Differences of 5 decibels are by this audiometer within the fault of perceptibility. 
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Fig. 2 concerns another type of hereditary deafness, the so-called hereditary degenerative 
internal-ear-deafness, developing a shorter or long er time af ter birth and causing a variabie 
degree of deafness. In this case the hearing remnants of a girl, 15 years of age, were 
completely symmetrical. Patient was an only child and suffered from an increasing 
deafness since she was 6 years of age. The inheritability of deafness was out of the 
question: both her father and her uncle (40 and 41 years of age) showed the same type 
of deafness, both had almost symmetrical hearing rests. 

Not in all cases of true hereditary deafness. symmetrical hearing remnants are found, 
however. LANGENBECK himself observed such cases. According to him these are patients 
whose audiograms only showed a symmetry for the higher, not for the lower frequencies. 
In many of these cases the asymmetry is supposed to be caused by a former otitis of 
one of the ears. Yet LANGENBECK speaks of "Regelfälle" as far as his "Symmetriegesetz" 
is concerned, with slight disturbances in the audiogram of one ear: "Die Abweichungen 
müssen aber durch überstandene Erkrankungen und Rückstände zu erklären sein, insbe­
sondere müssen linke und rechte Hörkurve auf grosse Strecken identisch verlaufen und 
vor allem an den oberen Hörgrenze wieder zusammenlaufen". 

We did not meet with distinct cases of this type among our own patients. 
On the other hand we found that symmetrical hearing remnants in true cases of 

hereditary deafness are of ten absent and this to a much greater ex tent than is recorded 
of the patients of LANGENBECK. 

Fig. 3a and 3b represent a typieal example. Four children of deaf-mute parents are 
also deaf-mute and a brother of their father as weil. Three of these 4 children were 
examined. A boy, 12 years of age, had no hearing residue at all and could be considered 
to belong to the symmetry-cases of LANGENBECK on the understanding that one accepts 
that bilateral absence is also a symmetry. One brother of 8 years, however, perceived 
only tones of 1024 frequencies with his right ear, whereas the left ear heard tones of 
256,512 and 1024 frequencies (fig. 3a). Another brother 6 years of age, had completely 
asymmetrie audiograms: with the right ear tones of 128, 256 and 512 frequencies, with 
the left one those of 256, 512. 1024 and 2048 frequencies were heard, so that the sym­
metry-Iaw of LANGENBECK is altogether out of the question. 

The audiograms shown in fig. 4 and 5 are also completely asymmetrie: Fig. 4 is of a 
girt 13 years of age. with true hereditary congenital deaf-mutism and shows a pronounced 
asymmetry especially in the reg ion of the middle and higher tones. Fig. 5 shows the 
audiograms of a deaf-mute girl of 14 years. Two brothers and one sister were also deaf­
mute, six other children had good hearing. The sister of her mother also suffered from 
deaf-mutism. The complete asymmetry of these audiograms needs no further description. 

To these examples one could add many others: in themselves, however, they form no 
considerable objection to the examination of inheritability . They only prove that, if 
symmetrieal hearing remnants we re absent. one might not conclude that heredity plays 
not a part. 

The main question on the contrary, is, if one is justified in accepting a hereditary 
genesis in those cases where symmetrical hearing residues are found. LANGENBECK holds 
this opinion although it must be granted that his conclusions are extremely cautious. 

However, many cases observed by us in the last years. are contrary to this conception. 
Fig. 6 shows the completely symmetrical hearing remnants of a 14 years old deaf-mute 

boy. When he was lt year of age, speaking strikingly weil for his age. he suffered from 
a parotitis af ter which he became almost completely deaf. In th is case the symmetry of 
the hearing rests, as shown in the figure, is very obvious. Both parents of this child had 
a good hearing. while, as far as could be gathered, no deafness was found in the family. 
In my opinion there is no reason therefore to accept the possibility of a hereditary genesis. 

No more is this the case in a boy of 14 years of age. whose audiograms are shown 
in fig. 7. He belonged to a family of 5 children of which 3 died when very young. This 
patient showed symptoms of a congenital lues; the Wassermann reaction was strongly 
positive. A brother of 15 years had no luetic symptoms. although in his case the 
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Wassermann reaction was also strongly positive. In the family no deaf-mutism or a 
severe degree of deafness occurred. So in this case the cause of the deaf-mutlsm must 
most probably be ascribed to lues. However. the hearing remnants. shown in fig. 7. were 
completely symmetrie. 

Probably to save his "Symmetriegesetz" for such cases. LANGENBECK gave the following 
explanation which is not convinclng: "Findet man aber derartige Anamnesen in unbelas­
teten Famillen. und bei Prüflingen. die sich auch als Regelfälle im Sinne des Symmetrie­
gesetzes erweisen. so muss man au'Ch daran denken. dass in der Familie solcher Prüflinge 
die Manifestatlonstendenz der erblichen Taubheit so gering sein kann. dass es erst des 
Anstosses einer toxisch en Schädigung bedarE. um die Erbkrankheit zum Durchbruch 
kommen zu lassen." 

To me it does not seem difficult to find with such reasoning an explanation of any 
diversity of his "Law of symmetry". 

The case described below. however. would have brought LANGENBECK himself into 
dlfficulties. 

A young woman had suffered from a repeated otitis from her 3rd year. At the right 
side a radical operation had to be performed. at the left a conservative treatment was 
suffieient. In the course of years both ears became dry. but the acuity of hearing had 
suffered much by aH the inflammations so that wh en patient was 33 years of age. she 
suffered from a pronounced deafness. The audiograms of both ears. however. we re com­
pletely symmetrie (fig. 8). In the family no cases of deafness occurred. 

LANGENBECK discussed the question whether it is possible that symmetrical hearing 
rests can be Ie ft af ter an inflammation and thought this must be denied: "Denn dass eine 
auf entzündlichem Wege entstandene Schwerhörigkeit zufällig gerade auf beide Ohren 
genau den gleichen Hörausfall hervorrufen sollte. wird man nicht annehmen können." Yet 
in our patient mentioned above su eh symmetrical hearing hemnants were found. 

Summarizing the above mentioned facts. one has to assume that although in 
many cases of hereditary deafness symmetrical hearing remnants are found. it is 
neither permitted to deny such a hereditary genesis when such a symmetry is absent, 
nor to accept a hereditary genesis when a symmetry is present. 

The opinion of SCHW ARZ 1) that a deafness "selbst nach exakter Untersuchung und 
nach eingehender Beobachtung aus dem Befund allein nicht mit der erforderlichen Sicher­
keit als erbbedingt oder umweltbedingt auseinander zuhalten ist" remains right and we 
cannot support the idea of LANGENBECK: "Somit kann man die These voll und ganz 
aufrechterhalten. dass die Symmetrie der Hörreste bei erblicher Taubheit. bezw. Schwer­
hörigkeit. ein brauchbares Symptom für die BeU'rteilung der Erblichkeit ist." 

From the above mentioned it is evident that symmetrical hearing remnants are only 
of a relative value for the investigation of heredity. In spite of this fact it has been 
a great merit of LANGENBECK that he has emphasized the above mentioned symmetry. 

In his communication he pointed also to the facto already known for a long time. that 
audiograms of individuals with a normal hearing are generally of a striking symmetry and 
that. if these. having a certain pitch. are somewhat divergent from the st~ndard audiogram 
of normal individuals. this divergence is in many cases of preeisely the same ex tent for 
both ears. Sometimes the same holds good for the audiograms of several members of a 
family so that the term "Familienhörkurve" would not be exaggerated. 

In patients suffe ring from presbyacusis too a striking symmetry in the audiogram!; of 
both ears is of ten found . A typical example is seen in fig. 9. It concerns a man of 74 years 
of age. who had never had any ear disease. so that the distuTbances in the audiograms 
had to be ascribed to his age. 

LANGENBECK tried to explain the symmetry by accepting the same demolition both for 

1) LANGENBECK. eit. blz. 223. 
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the left and the rlght ear. which as he says is completely determined by hereditary endo­
genous factors. In my opinion it Is not necessary to think especially of hereditary factors; 
It mayasweIl bé assumed that the symmetry develops owing to constitutional non-here­
ditary factors. which. although varying indivldually. are present to the same extent at the 
left and at the right. So when both ears are damaged by some agens. either by an infec­
tious disease (fig. 6 and 7) or by an inflammation. it is not strange that both ears loose 
an equal part of their function and that another more resistent part is kept. The result is 
that symmetrical hearing remnants are found. which as far as their extension is concemed. 
can differ very much individually. 

Some observations trom the Otorhinological Clinic ot Amsterdam revealed the 
remarkable tact that these sgmmetrical hearing remnants can also develop when 
the tunction ot the ears is not lost simultaneouslg but with intervals ot gears. 

Some observations from the Otorhinological Clinic of Amsterdam revealed the remark­
ab Ie fact that these symmetrical hearing remnants can also develop when the function of 
the ears is not lost simultaneously but with intervals of years. 

I. The medical history of the above mentioned patient (fig. 8) points already in this 
direction. This woman. suffe ring from a bilateral otitis media. had been deaf in the right 
ear for many years and It had undergone a radical operation. The hearing of the Ie ft ear 
was sufficient. However. this acuity also gradually diminished and reached a level com­
pletely identical to that of the other side. 

11. Another example is found in a woman. 65 years of age. who. af ter a pregnancy. 
became deaf in one ear. Many years af ter this. af ter an attack of malaria. which was 
treated with large doses of chinine. the other ear also became suddenly deaf: af ter this 
the hearing rests were completely symmetrical at both sides (fig. 10). Further acoustic 
and otoscopic examination revealed a bilateral middle ear-deafness. 

lIl. Fig. 11 shows the symmetrical hearing residu'e of a man of 28 years of age. who. 
as long as he remembers. had been deaf in his left ear. In his family deafness was un­
known. He was a hair-dresser but had never met with any difficulty in commerce because. 
as he said himself. his right ear was completely sound. His family-doctor had also never 
noticed any deafness. Some days before his admission to the clinic he awoke completely 
deaf. Extenslve Internal. neurological and serological examination revealed no cause for the 
deafness. It was very remarkable th at also in this case the hearing rests were completely 
symmetrical. 

IV. The last example is th at of a girl of 9 years. the youngest of 5 children of whom 
two are very deaf and have symmetrical hearing rests. whereas the two others have a good 
hearing. We have known both the patient and the whole family for years. 

The left ear of the patient was very deaf. the right one on the contrary completely 
normal. Some days before admlssion to the clinic patient stumbled and feIl. Immediately 
af ter this she ~as very deaf in the right ear. although she had not lost consciousness af ter 
her fall. Fig. 12 shows the audiograms of both ears. Here a true symmetry was altogether 
out of the qU'estion. but it was a remarkable fact that where a tone of 128 frequencies was 
heard at both sides (x and 0 on the figure) it was impossible to perceive a tone of 
256 frequencies neither with the right nor with the left ear. although the greatest intensity 
that the audiometer could supply was used. On the other hand tones above this frequency 
were heard wlth both ears. Sc for both ears only the perception of a tone of 256 fre­
quencies was failing. 

In my opinion all these observations are best explained by accepting the fact that a 
certain and bilateral equal part of the function of the hearing organs is more vulnerable 
than the remaining less vulnerable part and th at if both ears are severely damaged by 
some cause. it may happen that only this more vulnerable part is put out of function. The 
remaining part will then manifest itself in symmetrical hearing remnants of the right and 
the Ie ft ear. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh .• Amsterdam. Vol. XLIV. 1941. 77 



Mat ...... ·dca. - Stark konvergente Entwicklungen für die voll&tändigen elliptÏ$chen 
Integrale er&ter und zweiter Art. lIl. Von S. C. VAN VEEN. (Communicated by 
Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communicated at the meeting of November 29. 1941.) 

§ 3. Die Entwicklung de& voll&tändigen elliptischen Integrale& zweiter Art. 

Das vollständlge elliptische Integral zwelter Art wlrd deflnlert dureh . 

n 
ï 

E(k)= J VI-Psin2 tpdtp= ~ F(-t.+t; 1;k2). (37) 
o 

Wenn kno an und b n die Hilfsgrössen aus § 1 bezelchnen. so gilt 

Hmuatz 21 Für ganzes n:::= 1 ist 

• (38) 

. (38') 

(LANDENschen Tramformation /ür voll&tändige ellipti&che Integrale zweiter Art). 

Bewds: Wendet man auf 

~ 

E (p. {J) = J V l-p2 sin2 tp dtp 
o 

die LANDENsehe TransformatIon 

sin2w 

an. so flndet man 

P +cos2w 
costp = ; 

V I + 2 p cos 2 w + p2 

V I 2' 2 I +pcos2w -p Sin w= ; 
VI +2pcos2w+p2 

dtp _ 2 (I + p cos2w) 
dw - I + 2p cos 2 w + p2' 
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Hieraus ergibt sich 

f' 

E (p. fJ) + p. sinfJ =.f (Vl-p2 sin2 gJ + p COSgJ) dgJ = J 

o 

~ ~ 

=2J 1 + P cos2w dW=~J 1 +p-2p sin
2
w dw = 

VI + 2p cos2w + p2 l+p 1/
1 

4p . 2 

o r -(1 +p)2 Sin w 
o 

~ ~ 

= (1 + p) j. -V 1-(1 ~ )2 sin2 w dw + (l-p) r dw 
p 1/1 4p . 2 

o ol r (1 +p)2 SIn w 
o 

=(1 + p). E (~~:. fJl) + (l-p) F (~~:. fJl). 

mit 

sin 2 fJl 
tg fJ = p + cos2fJI 

(39) 

Wenn w das Intervall (O.~) durchläuft. so durchläuft rp das Intervall (0. n) und man 

findet aus (39) 

E(p.n)=(I+p).E(~~:.~) + ! 
(

2VP n) _ (2 Vp) (2 Vp) (40) 
+(1-p)F l+p'2 -(1+p)E l+p +(1-p)K l+p . 

Setzt man 

also. wegen (9) 

und. wegen (6) und (7) 

2Vp_ 
1 +p -kn-I 

l-Vl-~ 
n-I k 

p = -:-1 +--:-:-V-;=I=k=='2= = n. 
n-I 

1 + p = 1 + kn = an
-

I• l-p= l-kn = bn
_

l • 
an an 

so geht (40) über in (38). und wegen (12) und (1) in (38') . 

Sab: VII Für ganzes n::== 1 ist 

. (41) 

77* 
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und für ganzes n === 2 ist 

BeWda! Wegen (38) ist 

n n 
I 12m 8m E (km) - 2m- 1 am-I E (km-I) I = I 2m- 1 bm- I K (km-I). 

m=2 m=2 

also. wegen (12) und (1) 

2nSnE(kn)-2E(kl)=K(kl) ' i 2m- 1 bm- I .8m-I=K(kl) i 2m- 1 b!z = K(kn) Î 2m- 1 b!z. 
m=2 m=2 8n m=2 

womit (41) bewiesen ist. 
PUr n === 2 folgt aus (41) 

E (kl) = 2 n- 1 8n E (kn) - 2
n
-

2 b~ . K (kn) _ K (kn) .'1/ 2m- 2 b!z = 
8n 8n m=2 

= 2n- 2 . Sn 12 E (kn) - (l-k~) K (kn) 1-K (kn) nj/2m- 2 b!z (wegen (8)) 
8n m=2 

=-2n- 38) i r(m-t).~(m+t) k~m+(I-k~) f (r(m+ t ))2 k~ml 
? m=O (mI) m=O mI ~ 

_ K (kn) '1/ 2m-2 b!z = 2n-S 8n f (r (m - t))2 k~ m ~ K (kn). nj/ 2m- 2 b!z = 
Sn m=2 ! m=O mI 8n m=2 

2:re 2 n-I 2 
=2n- 3 :re8n.F(-t.--l: 1:kn)--2 F(t.t: l:kn). I2m-2 bm• 

womit (42) bewiesen ist. 

A. k liegt nicht in der N ähe lJon 1. 

Aus (3) ergibt sieh 

~=cosa. 

Sn m=2 

2 2 a -- -- --
bl+2b3 = cos a + 2 cos2 "2 V cosa=Vcosa (1 +Vcosa+ cos a). . (43) 

2 2 2 a.v-( - a.v- a) b2 + 2 b3 + 4 b4 = cos a + 2 cos "2 cos a V cos a + cos "2 cos a + cos2"2 
U. s.w. 

Endlich ergibt sieh aus (41). bzw. (42). und (43). für n = 1 ..... 5 

E (k) = ; F(-t. t: 1: sin2 a) . . . . (E I) 

a 
:reCOS

2
2 ( ) 

E (k) = 2 F - t. - t: 1 : tg4 ~ : • • • (E 11) 
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E(k)=n (1 + V~)2F(_t. -t: 1: (1 - V~)4) _ 
2 1 +Vcosa 

_ 2n cos a F(t 1. l' (1- Vooro)4). (E lIl) 
(1 +Vcosa)2 . • 2' • 1 + Vcosa • 

(
COS ~ + ]V cosa)2 ( (COS ~ - ]V cos a) 

4 

) 

E(k)=2n 2 F -t.-t:l: a .4/--
cos 2 + v cosa 

a ,4/--

( ( )
4) -- -- cos-- v cosa 

_ 2 nVcosa(l+ Vcosa+cos a) F .!. 1. l' 2 . 

( )

2 2' 2' • • (EIV) 
COS ~ + ]V cos a COS ~+]V cos a 

E(k)= ~(I +Vcosa+2 Vcos ~. ]!V cosay . 

. F (-t.-t: 1: (1 + vro.;;-2 F' ,vëOsa)4 ) 
1 + V cos a + 2 cos ; . ]!V cos a 

~cosa+2cos~.]V~. (V~+cos~.]V00sa+COS2~ )~ 
-8n ( 1/ )2 . 

1 +Vcosa+2 V cos; . ]!V cos a 

Wegen 

. F (t. t: 1: (1 + VëOsa-2~. JVëOsa)4 '): (E V) 

1 + V cos a + 2 cos ; . l!V cos a 

U.s.w. 

k ~ sin2n-1a 
n ~ 22n- 2 

für kleine Werte von k. ist die Stärke der Konvergenz mit der der Reihen (K) zu ver~ 
glelchen. Die Hauptglleder der letzten drei Reihen sind 

E(k) ~~ ~(I + V~)4-8 cos a ~: . . . . . (E /11') 
-4 ~ (1 + Vcosa)2 ~ 

~ n )(cos~+]V~)4_-4V~(l+v~+cosa)(. ' 
E(k)~2 ( a 4 _)2 . (EIV) 

COS "2 + lY COS a 
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(I+Veosa+2 Veos~. llVcosay-32 (eosa+ 

n 
E(k):::::~ 

+2eos~ lYëOSa.(VëOSa+eos ~ lY~+eos2~)) 
(E V') 

a 

::s: 450 

600 

700 

800 

850 

890 

900 

(I+Veosa+2Veos~.llVeosay 
FEHLERTABELLE. 

Pehler In 
k l = sin a 

BIll' BIV' 

::s: 0.70711 ::s: 1.9 . 10-5 ::s: 6.7 . 10-11 

0.86603 2.7.10-1 1.5. lQ-8 
0.93969 1.4.10-3 3.9.10-7 
0.98481 7.5.10-3 1.4.10-5 
0.99619 2.3.10-2 1.4. lG-t 
0.99985 9.5.10-2 2.9 . 10-3 

1 
:Ir 

0.215 = 1 - i 
:Ir 

0.215 = 1 - i 

BV' 

::s: 8 .10-21 
4.2.10-17 
3.4.10-14 

4.6.10-11 

4.4.10-9 

2. lQ--6 
:Ir 

0.215 = 1 - i 

Die Reihen (B) konvergieren im ganzen Gebiet O::S:a::S:~. obgleich die Konverge~ 
. 2 

stärke für k = 1 (a = i) ziemlich gering ist. Sie slnd jedoch noch sehr gut verwendbar. 

weonder Unterschied zwischen k und 1 gering ist. 
Die Anwendung von (15) auf die Reihen B Iiefert fast gleich genaue Abschätzungen. 

mit zieml!ch elnfachen Hauptgliedem. zumal für (B 111) und (B IV). n.ämUch 

. n lY cos a --
E (k) ::::: (I - V COS a + COS a) : 

a 
2 eos"ï 

(EEIII') 

nVeosa ~ y eos~ · . lY eOSfl. (I + Veosa)2-(1+Veosa+eosa) ~ 
E (k) ::::: ~ ~: (E E IV') 

Veos ; . llV cos a . (I + Veosa). 

B. k liegt in der Nähe von 1. 

mu..atJ; 31 Wenn In und cn die in § 2 ckfinierlen Hilfsgrössen bezeichnen, so ist für 
n~l 

__ ___ n 

E (kl) = E (V I-In = en E V(1-/~) + K (kl) I 2m- 1 Im c:n. . (ii) 
m=2 

Bewdal Wir setzen in (40) 

P =Vl~ m-I 

also 

1 m-I--2Vp- V (I-VI-P)2 
I +p= - I+VI"-/~_I =VI-/~. 
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(40) geht über in 

oder, wegen (33) 

Cm-I E (VI-/~_,) = Cm E (VI-/~) + Cm Im K(VI-/~) = 
= Cm E (VI-/~) + 2m- ' /m c2m K (k) 

und 

(wegen (34)), 

m~ ) Cm-I E (V l-/~_,) - Cm E (V l-/~) ~=K (k) 12 2m- ' lm c!z = K (k) . An 

w.z.b.w. 

Zusaw Für m ::: 3 ist, wegen (30) und (31) 

d C2 -d2 
1 2 _Cm-I- m-I ~ _ m-I m-I 

m m- Cm-I + dm-I . m- i 
(Cm-2 + dm_2)2-i Cm-2· d m- 2 _ 

16 

= (cm-2~dm-2 y = ( Cm-3 + dm-3-~ V Cm-3 . d m- 3 y = (V~~V~) 4 

12 S = t cos2 a . 

Man findet somit, wegen (30) , (32) und (45) 1) 

2 
A 2 = Z 2m-1 Im c2m = t cos2 a; 

m=2 
3 

A3 = 2 2m- 1 Im c2m = t cos2 a + t (I-sin a)2 = t (I-sin a) (3 + sin a) ; 
m=2 

4 __ 

(i5) 

A4 = Z 2m- 1 / m c2m = t CO&2 a + t (I-sin a)2 + t (l-V sin a)4; 
m=2 (i6) 

s 
As = Z 2m-

, 
Im c2m = t cos2 a + t (I-sin a)2 + 

m=2 

+ t (l-V sin a)4 + t ~ cos ( ~ - ;) - 1Y sin a r 
u. s.w. 

Anwendung von (26) und (35) auf (404) liefert unmittelbar 

Satz VUl Für ganzes n::: 1 ist 

E(k,)=cnF(-1.-t;I;/~)+~I~log ~.F(t,t;2;1~) ~ 
_ 2cn Ï 1 Ï r(q+t)·r(q+t) eq+2+A K(k) 

n m=o(2m+I)(2m+2)q=m q!(q+l)! nnI. 

(i7) 

wo K(kl) durch (35) , und An durch (46) bestimmt ist. 

n-I 
1) V gl. den Zusatz am Ende dieses Berichtes. Weiter ist An = I 2m-2 l~ c~. 

. m=1 



1204 

Wir lassen die explizite Darstellung der Sonderfälle n = I. .... 5 fort. und geben nur die 
Hauptglieder für n = 3. 4 und 5. Sie lauten 1) 

also. wegen (30) und (46) : 

E(kl)~(1 +Vsina)2 +! (l-sina)(3+ .. in a) log 2 (1 + V~); (E-/II') 
2 2 (1 + Vsina)2 l-Vsina 

(
1 + V sin a + 2 V cos ( ~ - ;) . 1Y sin a) 2 

E(kl)~ 2 + 

+ [tCO"a+t(I-.inalH(I-Viinal·+t) cos (~--i1- JYiinaf]. 

( 1 + V Sin a + 2 V cos ( ~ - ~ ) . 1Y sin a) 

log 2 4 2 (E - V') 
(

1 + V sin a + 2 V cos (~-~) . 1Y sin a) 
1+Vsina-2 Vcos(~-;). JlVsina 

Die Fehler sind wegen (47) 

p (cn cn I 4 Cn An 4 An) 
~ n "4 +"2 og T,; - "2 + 2n+1 . Cn log T,; - 2n+l Cn -

= cnl~ (21 .!-1) + An l~ (log 14n -1). 4 og In 2n+l Cn 

Sie betragen im Gebiet !!.- =::: a =::: !!.-
4 2 

n Fehler bei Verwendung von B-' 

3 =::: 1.9 . 10-5 
4 6.4.10-11 
5 7.6.10-21 

1) V gl. den Zusaa. 
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Die Anwendung der Annäherungsformeln E' im Gebiet 0 ::::::a::::::~. und E*' im Gebiet 
4 

~ :::::: a :::::: ~ verbürgt somit schon Genauigkeit 
4 2 

im ganzen Gebiet 0 :::::: a :::::: ~. 
2 

(Zusatz bei der Korrektur) : 

Aus 

in 4 Stellen 
.. 9 
.. 19 

für q = 3. 
.. q=4. 
.. q=5 • 

1 + 1 Cm-I m=--, und 
Cm 

1 
2 Vlm 

m-I = 1 + Im 

ergibt sich 

lm-I Cm-I = 2cm Vlm. 

Also ist für m > 1 

oder 

(vgl. (33)) 

A = ~ 2m- 1 1 cl = 1 ~ I1 12 • ••• Im-I • ( > 1) 
n ~ m mi":' 2m - 1 ' n 

m=2 m=2 

(vgl. (46) und (47). 

(a) 

Unter Vemachlässigung von l~ U.S.w. ergibt sich wegen (a)und (35) für die Haupt~ 
glieder von (47) den einfach gebildeten Ausdruck 

~ 1 -4 n+l m-I _ 
~Cn+-2n-1 [og-I I 2 c2m -

Cn n m=2 
(/3) 

(Fortsetzung folgt.) 



MathaDada. - Ueber die Entwicklung der unvoll8tàndigen ellipti&chen Integrale er&ter 
und zweiter Art in IStark konvergenten Reihen. 111. Von S. C. VAN VEEN. (Com­
munlcated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT.) 

(Communlcated at the meeting of November 29. 1941.) 

§ 2. a in der N ähe von !!....; P klein. 
2 

A. Db unvoll&tändige etlipti:sche Integral erlSter Art. 

f3 f3 

F(sin a, fJ) =f d cp =f cos cp. d cp = 
Vl-sin2a. sin2 cp V(l-sin 2cp)(l- sin 2 a sin2 cp) 

o 0 

f3 
=f coscp dcp Z (1.3.5 ... (2n-l)) (l-sina)2n sin2n cp = 

(l-sina.sin2cp) n=O 2 .... 6 ... 2n (I-sin a sin2 cp)2n 
o 

sin fo 
_ ~ (1.3.5 ... (2n-l))(I_· )2nf x 2n dx _ 
-... 2 A 6 2 Sin a (1 . 2)2n+1 -n=O ."J: •••• n -srna.x 

Setzt man 

a1so 

und 

o 

sin f3 V sin Cl 

:t (1.3.5 ... (2n-l)) (l-sina)2n f y2n dy 
- n=O 2 .... 6 ... 2n (sina)n+l (l_y2)2n+1 

y 

o 

l+y z=t 1og-1-, -y 

l-sina 1 +sinfJV~ 
-,-----==_ - X' = w, V sin a - , 1 - sin fJ V sin a 

(25) 
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so wird 

aln f5 Vsln« i/ogw i/ogw 

J y2ndy f (e2Z-e-2Z)2nd =_1 1: (_I)p(2n) [ 4(n-p1z d = 
(l_y2)2n+l 4 Z 42n p=o p. e z 
000 

- A2 n + 1 ); ( 1) + A2 n 1" log w -
__ 1_ 2n _ P (2n) w2(n-PI (-I)n (2n) 1 _ 

• p=o p n-p • n 
p=/,n 

= (_l)n (1.3.5 ... (2n-l)) 10 w + w
2n 'J: (-I)P (2n) w-

2p 

22n+l 2.4.6 ... 2n 9 42n +1 p=o p n-p 
. p=/,n 

Aus (25) und (26) ergibt sich 

F(sina.fJ)= I. logw 2 (_l)n(1.3 . 5 ... (2n-l))2(X)2n 
2Vsma n=O 2.4.6 ... 2n 2 

+ 1 Ï (1.3.5 ... (2n-l))(Xw)2n Ï (_I)p(2n)W-
2P

• 
4Vsina n=l 2.4.6 ... 2n 4 p=o p n-p 

p=/,n 

1 - sin a 1 + sin fJ V sin a x - . w - -'--------'~--== 

- Vsina' - l-sinfJVsina 
mit 

Die erste Reihe in (27) konvergiert für 

x 
2 

I-sin a ~ 1 oder sin a ~ 3-2 V2; a ~ 9° .53'. 
2 V sin a -.;: • 

(27) 

Die Konvergenz ist sehr stark. wenn ex in der Nähe von !!.- liegt. Auch die zweite Reihe 
2 

in (27) konvergiert dann stark, wenn wenigstens sin P nicht in der Nähe von 1 liegt. 
Wegen 

I Ï (-l)P (2 n) w-
2p I < 1: (2 n) w-2p = (1 + w-2)2n= ~ 2 (1 + sin

2 
fJ sin a) ~2n 

p=O p n-p p= 0 p ~ (1 + sin fJ V sin a)2 ~ 
p=/'n 

bildet xw. 2(1 + sin2 fJ sin a) = x I+s~n:tls~na < 1 
4 (1 + sin ti V sin a)2 2 1 - sm ti sm a 

o ~ sin2 ti < (2 ~ ) x. x sma 
oder 

(28) 

eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz der zweiten Reihe in (27). (Die erste 
Reihe konvergiert dann auch, wegen x::::: 2) (vgl. Fig. Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., 
Amsterdam, oH 911 (1941» . 

Das Hauptglied der Reihe (27) ist 

F ( . R) ~ 1 I _ I l 1 + sin ti V sin a sm a, f' ~ ---= og w - og • 
2 V sin a 2 V sin a 1 - sin ti V sin a 

(29) 

(26) 
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B. DIU unl1011ständige elliptische Integral zweiter Art. 

~ ~ 

E( ' fJ)-JVI . 2 • 2 d -JO cos cp (l-sin
2
asin

2
cp) d-sm ,a, - -sm a sm cp cp - cp -

V(I-sin2 cp) (l-sin2asin2cp) 
o 0 

~ 
=JCOSCP(I-Sin2a.sin2cp)dcp 1 (1.3.5 ... (2n-I») (1-sina)2n sin2n cp 

I-sin a . sin 2 cp n=O 2.4.6 ... 2n (l-sina . sin2 cp)2n 
o 

sln~ V slna 

- 1 1 (1.3.5 •.. (2n-l») 2n J y2n(1-sinay2) d -
- Vsinan=o 2.4.6 ... 2n x (1-y2)2n+1 y-

o 
logw 
-2-

_ 1 OO(1.3.5 ..• (2n-l») 2nJ(elZ-e-2Z)2n~ . (eZ-e-Z)2~ - I 2 4 6 2 x 4 I-sm a. z+-z dz. Vsinan=o . .. ... n e e-

log w 
-2-

PUr n~ 1 ist 

o 

J (el
Z 

4e-2zyn~ I-sin a (::~:=:y~dZ= 
o 

log w log w 
-2- 2 

1 J sin aJ (e2 z_e-2 z)2 n (eZ_e-Z)1 = 42n (e2 Z-e-2z)2n dz - 42n (el? -e-2Z)2 dz = 
o 0 

log w log w log w 
2 2 -2-

1 J sinaJ 8sina f = 42n (e2 Z_e-2Z)2n dz - 42n (e2Z-e-2z)2n dz -~. (e2Z_e-2Z)2n-2 dz 

o 0 0 

log w 
-2-

, sina f + 42n- l . (el z_e-2Z)2n-z (e2Z + e-2Z) dz = 
o 

l-sina 2n (2n) w2(n-p) (_1)n(2n)(1-sin a) 
- 42n+l I (-l)p + ~ 2 log w 

p=O p n-p ... n 
p~n 

--- I (-I)P -
8 sin a 2n-2 (2n-2) w 2(n-l-p) 
-f2n+l p=o p n-l-p 

p~n-I 

(-1)n-I.8 (2n-2)sina sina (w_w- I )2n-1 
42n . n-l 2 . log w+ 42n-t 2n-l . 

(30) 

(31) 
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Für n = 0 ist 

log w log w 
2 --2-

J~ I-sin a (::~:=:J ~ dz J~ (I-sin a) + ~:;~~ ;;: ~ dz= 
o 0 (32) 

I-sin a 2sina. I-sin a . (W-l) 
= 2 log w- w + 1 +sma= 2 log w+sma w+l . 

Aus (30), (31) und (32) ergibt sich nach einiger Reduktion die Entwicklung 

x 2wVsina[ 1/ ~X(w2-1)~2J 
E (sin a. (3) = 2 log w + sin f3 . sin a + w2-1 1-r l-l i w ~ 

+ 1. log w 1 (_l)n (1.3.5., .(2n-l))2 (X)2n(1 + 2n + 1 sin a) 
2 V sm a n = I 2 .4 . 6 ... 2 n 2 2 n - 1 

+ 1 1 (1.3.5 .. . (2n-l)) (xw)2n 
4Vsina n=1 2.4.6 ... 2n 4 

(33) 

~ 2n (2n)W-2P 2n-2 (2n-2) W-2p-2 ~ (1- sin a) L) (-I)P - -8sina L) (-I)P . 1 • 
p=o p n-p p==o p n-p-
P=F n P=F n- t 

mit 

1 - sin a 1 + sin f3 V sin a 
X - , w = -------'------== 

- V sin a • I - sin f3 V sin a 

mit dem Hauptglied 

E (sin a. (3) ~ ~ log w + sin f3 . sin a = __ ! 
l-sina I l+sinf3.Vsina + . R • 

(34) 

. og sm f' • sm a 
2 V sin a 1 - sin f3 . V sin a 

Die Konvergenzbedingungen der Reihen (33) sind identisch mit den Bedingungen der 
Reihen (27), also: 

Hinreichende Bedingung für die Konvergenz der Reihe (33) ist 

0 ~'2R< 2-x 
~ sm f' (2+)' x sma 

. (35) 

(Forfsetzung folgt.) 



MathematlclI. - Domalne~ d'univalence et d'étoilement de~ fonction~ holomorphe~ 

Ii partie réelle po~itive dan~ un clemi-plan. Par Prof. J. WOLPP. (Communicated 
by Prof. J. G . VAN DER CORPUT.) 

(Communlcated at the meeting of November 29, 1941.) 

On salt que toute fonctlon w (z) holomorphe et à partie réelle positive ~ Ie demi ­
plan D (x> 0) de la variabie complexe z = x + i Y peut être repréKntée d'une seule 
manière par la formule 

w (z) = Äz + H (z) (1) 

oû la constante l, appelée la dérivée angulaire de w (z) á l'in6ni, ~t un nombre fini 
positif ou nul et H (z) une fonetion holomorphe à partie réelle positive ~ D, dont la 
dérivée angulaire à l'inflni est nulle. 

nest connu que z H (z:) a pour zinfIni une limite angulaire" positive ou infinie, et que, 
u (z) étant la partie réelle de H (z) , sur toute droite y = const. Ie produit x . u (x + i g) ne 
décrott jamais lorsque x croit et tend vers " pour x -+ Q) : 

u (z) -== J!.., lim x. U (X + iy) = f' 
X x-+ co 

(2) 

Considtrons dans D la classe C Cl, ,,) des fonetions (1) pour lesquell~ les nombr~ 
l et " sont d~ constantes donntes, l > 0, 0 < ,,< Q). 

Posons les deux questions: 
1. Chercher la borne inftrieure b des nombr~ reéls et non négatifs a teis que tout~ 

les fonetions de la classe C (l, ,,) soient univalentes dans l~ demi-plans x> a. 
2. Chercher la borne inférieure b' des nombres a' tels que pour tout~ l~ fonetions 

(1) de C (l, ,,) les images d~ droltes vertical~ x const. > a', réalist~ par la transformation 
w = w (z), coupent toute droite horizontale y = const. en un seul· point au plus. 

Le demi-plan t, (x> b') ~t Ie plus grand demi-plan dans D oû toute fonction w (z) de 
C (l, ,,) ~t étoilée par rapport au point Ii l'inf/ni de faxe réel. n ~t clair que t, (x> b') 
~t Ie plus grand demi-plan dans D , oû toute fonctlon de C(l, ,,) jouit de la propritté: 

partle réelle de la dérivte = ffi (w/) > O. . (3) 

L'ttoilement entraIne l'univalence, donc b ~ b'. 
On voit l'analogie avec les recherch~ connues sur Ie plus grand cercle Izl=e d'uni­

valenee et d 'étoilement pour les fonctions w = a z + .. . , lIJ 1 < 1. holomorphes et de 
valeurs absolues < 1 ~ Ie cercle-unitt I\. L'analogle se montre mleux encore, si nous 
supposons l > 1. ce qul ne nuit pas à la gtntralité: car alors Ie point à l'inflnl est Ie 
point attractif pour l~ itérés Zl = w (z), z2 = w (Zl), .• , et joue Ie r6le du point attractif 
z = 0 ~ Ie cercle-unité, l'inégalltt !R (w) > x entrant à la place de l'intgalité 1 w 1 < 1 z 1 
~ Ie cercle-unlté. 

u 
L'inégalité connue Ilf (z) 1 :;;; ~ et l'inégalité (2) montrent que 

1 H' (z) 1-== ; . (4) 

1) Par exemple : J. DIEUDONN2, Polgnome~ et fonction~ hornée~ äune variable com­
plexe. Ann. Sc. de l'&ole normale supérieure, strie 3, tome 48, 1931. p. 307-358. 
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De (1) et (4) on tire 

ffi (w/) =- 1- ;. (5) 

De (5) on condut immêdiatement que b'~ -V i . 
Cherehons maintenant les fonetions de la dasse C (l. I.t) pour lesquelles /::, (x> -V i) 

est Ie plus grand demi-plan d·êtoilement. Dans ee but rêprêsentons H (z) par une inttgrale 
de STIELTJES êtendue sur r axe Imaginaire z = t i. - (Xl < t < (Xl : 

00 

H(z) =.lf (_1_. + 1 +1 .) d'IjJ (t) + c 
:n z-tr ti 

(6) 

t=-oo 

ou 1jJ (t) est une fonetion non-dteroissante telle que les inttgrales j '!i et J ~i sont 

I -00 

convergentes. et c une constante. De (6) rêsulte 

a> a> 

1 f xd'IjJ 1 f d'IjJ 
U (z) = ~ 1 z-ti 12 + ~ n+ti 12 + ffi (c). 

t=-a> t=-a> 

La somme des deux derniers termes dans (7) êtant ;;;;;:; O. (2) exige qu'elle soit = 0: 

x fa> d'IjJ 
u(z)=- 1 12 ' :n z-tr 

t=-oo 

Il suit de (2) et de (8) que 

f
oo X2 

lirn 2 + (l d'IjJ = np.. 
x-+oo X 

t=-oo 

Soit N un nombre fini positif. En vertu de (2) et (9) on a pour z = x > 0 

N 

f 2 X,2 2 d'IjJ -=:: np.. 
X Tt 

t=-N 

(7) 

(8) 

(9) 

Remplaçons Ie premier membre de la demière intgalitê par sa Ilmite pour x -+ (Xl. 

Il vient 
N f d'IjJ -=:: :np.. 

t=~N 

Cela êtant quel que soit N. nous conduons que 

00 J d'IjJ -=:: np.. 

t=-oo 
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00 

0' autre part (9) montre que J d V' ;;;;;: n fl, donc 

t=-oo 

QD 

.f dtp=n!-'. 
t=-oo 

(10) 

Étudions malntenant la conduite de u (z) dans un demi-plan 1:::.0 (x> xo > 0), Soit 6 

un nombre positiE, L'~uation (10) met en ~vidence l'existence d'un nombre positiE N tel que 

(11) 

Z ~tant dans 1:::.0 on d~duit de (ll) 

~J __ d~ == ~ == _13_ 
n I z-til 2 - nx- nxo' . (12) 

Itl>N 

Pour Z -+ (I) dans 1:::.0 nous avons en vertu de (10) 

~J dtp ~ O. uniformément dans 1:::.0, , 
n I z-til 2 (13) 

Itl ;::; N 

(8), (12) et (13) montrent que 

u (z) ~ 0 pour z-+ (1) , uniformément dans 1:::.0, (14) 

u 
Et, parceque I H' (z) I ~ -; et !R (w' ) = Ä. + !R (H'), il vient 

lirn 9l (w/) = À > O. uniformément dans 1:::.0, 
Izl-+oo 

(15) 

Co~quence de (15) est: condition n~cessaire et suffisante pour que ll. ( x > V~) soit Ie 

plus grand demi-plan d'~toilement est que la droite x = V~ = xo contienne un point 

fini Zo = xo + i Yo satisfaisant à !R I w' (ZO) ! = O. donc !R I H' (ZO) ! = - Ä., Or, en vertu 
de (6) 

QD 

H' (zo) =-~J ( dtpt')2' 
n ZO-I 
t=-a> 

d'ou en vertu de (10) 
a> 

9lIH' (Zo)! ~- ! J 
t=-oo 

et l'~alit~ !R I H' (ZO) ! = - Ä. ne se produit que si V' (t) est constante pour y > Yo et 
pour y < Yo. donc si V' (go + 0) - V' (go - 0) = n fl , 
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Les fonetions eherehées satisfont par eonséquent à 

H' (z) = - ( ~ )2 Z-IYo 

dans D, done 

H (z) = ~. - CO < Yo < 00. 
Z-IYo 

La constante additlve est nulle en vertu de x H (x) -+ '" pour x -+ co. Inversement pour 

toutes ces fonetlons H' {zo} = - :a2 = - Ä., done w' {zo} = 0, par suite L (x> -V~) est 

Ie plus grand demi-plan d 'univalenee et d'étoUement pour les fonetIons w (z) = Ä. z + --"'-,­
Z-IYo 

et pour aueune autre fonetion de la dasse C (Ä., ",), Nous avons démontré Ie 

THÉOR~ME I. Toute fonction de Ia cIas8e C (Ä., ",) est étoilée, donc uni-

valente dans L ( x > -V~). Les seules fonetions de la clas8e pour lesquelles 

L est Ie plus grand demi-plan d'univalence, donc d'étoilement, sont 

L'équation (14) donne Ie 

W (z)= Àz --t- ~,. - CO < k < 00. z-k, 

THÉORÈME 11. Toute fonction H (z) holomorphe et à partie réeIle positive 
dans D, pour laquelle la limite angulaire de z H (z) pour zinfini est finie, 
jouit de la propriété que dan8 tout demi-plan x> Xo > 0 Ia partie réelle de 
H (z), donc de même Ia dérivée H' (z), tendent uniformément vers zéro quand 
z-+ CO. 

Proe, Ned, Akad, v, Wetenseh" Amsterdam, Vol. XLIV. 1941. 78 



Botany. - The growth of the petioks of waterplants in solutions of phytohormones. (From 
the BotanIcal Institute. Govemment Unlverslty, Leyden.) 11. By G. L. FUNKE. 
(Communicated by Prof. L. G. M. BAAS BECKJNO.) 

(Communlcated at the meeting of November 29, 1941.) 

V. Cell elongatïon-cell division. 

I have measured the length of the cells of epidermis and subepidermal ~yer In more 
than 150 petioles and In each at 5 places: above, at t from the top, In the mIddIe, at ! 
from the top and below. They conflrm completely the outcome of the thousands of 
measurements made In foregolng years, vlz. that In the vast majority of cases the definIte 
length Is reached partly by cell elongation and partly b.y the formation of new cells. It 
Is Imposslble to say more or less exactly in how far each of them accounts for the rapid 
Increase In length of the petlole; now one may take the upperhand, now the other; some­
times elongatIon or dlvlslon is more Important In the whole extenslon of the petiole, 
sometimes only In one or some parts of It. Many factors probably Influence both processes 
of growth, many of which, esp. the Intemal ones, escape thus , far our con trol (age, 
respiratIon, asslmllation. food storage, etc.). There Is hardly any phenomenon In plant 
llfe so capriclous as the cell dlmenslons. Yet there Is one ruIe which holds true fairly 
generally. W. that cell elongation Is the principle means of reachlng the deflnlte length 
whenever a leaf Is In unfavorable condItions, Intemal or extemal. 0I.d 'age. sIckness. 
polsonous solutions, etc. are invariably fol\owed by strong cel\ elongatlon, and reversely, 
whenever I EInd abnormal\y long cells I feel Intitled to conclude from that fact that the 
petlole In question has somehow suffered from injury (comp. 2) . A striking example Is 
shown by Limnanthemum nymphaeoides (9); concentratIons 0.25 mg/L and 5 mg/L alpha­
naphtalene acetIc acid are resp. sub- and super-optlmal for the longltudinal growth of lts 
petioles; although the lengths reached In these concentrations are about the same. the cell 
lengths In 5 mg/L are abnormal for thls species and ± 2 à 3 times those In 0.25; extemally 
no dlfference Is to be seen, but al\ measurement-s show that the growth had been achleved 
In different clrcumstances and therefore In total\y different ways. 

A selection of my measurements may lIIustrate sufflclently what has been sald above. 
Table 6a glves the data of a few specimens of N . amazonum. It happens that wlth 

the progression of the season the petioles show longer cells; therefore con trol specimens 
have been measured at different perlods In summer. I would point out the followlng facts: 
No. 2 in 0.25 mg/L naphtalene acetIc acid, although the longest petlole of Nos. 2-5, has 
by far the shortest cells; the concentratiorul 0.5 and 1 mg/L are obvlously noxious. No. -+ 
has much longer cells than No. 3, although it is shorter; thls Is an example of the 
capriclousness whlch one meets so of ten and for which there Is not always a ready 
explanation. No. 7, three times longer than No. 6, has cells of the same order of length; 
Nos. 8 and 9 have about twlce the length of No. 7; if we only compared these three, we 
would be Incllned to assume cell elongation as the only means of reachlng the greater 
length; thls assumptIon, however, has to be abandoned when we compare Nos. 8 and 9 
wlth No. 6. No. 11 shows long cells over the whole extenslon. but No. 10, of the same 
age, 15 only ± l lts length and thls relatIon Is nowhere to be found in the cell 
dimenslons. No. 14 Is much shorter than No. 13; It Is 'a striking example of a petlole 
whlch has done its utmost without succeedlng in reachlng the surface of the water; thls 
exertion 15 consequently clearly expressed by its abnormally long cells. 

Table 6b, N. Boucheana. No. 3 was a rather old leaf which was visibly Injured by the 
0.5 mg/L solution; It was strongly twisted and broke off while belng measured some days 



No. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

li 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

1 

2 

3 

TABLE 68. CellIengths of Nymphaea amazonum. 

Dtmenslona Average length of cells in mlcra 
Particulars (cone. Length 

leafblade In 

11 of horm. mgfL : mm (middIe Epidermis Subepidermis 
pet. In cm velo -

depth water: date) greatest 
1 8 b 1 • breadth) 8 T m T 8 T m T 

Control 
20 cm 4/VI 46 73- 65 100 135 105 80 60 135 175 175 130 
Napht. 1 
20 cm 23/VI 170 41- 52 80 170 165 170 220 95 225 225 335 
Napht. ~ 
20 cm 4fVI 140 81- 96 185 270 220 255 320 195 290 265 360 
Napht. ~ 
20 cm 4/VI 124 94-102 330 465 3751

) 320 350 250 455 505 590 
Napht. 1 
20 cm 19/VI 139 70- 83 3351

) 580 380 305 290 315 505 460 485 
Control Vlet. 
Basln 30/VII 51 115-158 50 80 100 95 90 75 120 180 215 
Control 
200 cm lfVIII 152 104-175 40 65 110 130 115 70 liO 150 190 
Napth. 1 
150 cm 2fVII 310 158-230 100 115 195 3851

) 200 liS 165 285 445 
Napht. i 
150 cm 30/VII 300 115-180 70 160 215 275 290 110 225 315 375 
Control Vict. 
Basin 19/IX 42 48- 71 65 150 120 110 60 135 305 240 210 
Napht. 1 
40 cm 17/IX 370 50- 7i 225 435 520 560 315 175 1330 360 435 
Contr. : seedling 
5 cm 25tVIII 8 22- 29 85 90 105 90 liS 85 105 135 120 
Napht. 1: seedl. 
200 cm 16/IX 137 22- 28 105 270 370 365 225 110 275 310 295 
Napht. 1: seedl. 
200 cm 16/IX 90 23- 29 135 385 460 460 380 190 370 355 525 

TABLE 6b. Nymphaea Boucheana. 

Control 
20 cm 3tVI 29 25- 25 80 195 175 205 190 105 210 185 210 
Napht. ~ 
20 cm 4/VI 140 27- 30 230 365 290 330 230 240 320 330 340 
Napht. ~ 
20 cm 28/V 77 41- 48 210 590 465 460 450 240 520 500 585 

TABLE 6c. Nymphaea Devoniensis. 

Control Vict. 
Basin 29fVIII-41 42 65 110 90 65 100 80 170 130 100 
Control 
Ghent 1939 50 27 110 150 135 135 92 110 210 160 
Napht. 3 
Ghent 1939 53 134 380 385 350 230 200 315 405 325 
Napht. 1 

170 1220 40 cm 18/IX-41 213 180 270 235 175 170 210 245 

TABLE 6d. Nymphaea zanzibariensls rosea. 

Contr. ; seedling 
10 cm 29/VIII 19 28- 36 110 190 150 90 80 130 250 210 135 
Napht. 1: seedl. 
200 cm 16/IX 226 27- 36 135 270 330 310 200 130 210 320 435 

TABLE 6e. Nymphaea Lotus lilacina. 

Contr.: seedling 1 
5cm 29fVIII 10 36- 38 50 55 70 60 62 65 70 95

1

85 
Contr. ; seedling 
200 cm 16/IX 60 36- 39 250") 395 720 665 365 230") 415 565 1620 
Napht. 1: seedl. 
200 cm 16/IX 199 35- 40 150 4301365 460 230 170 390 390 1460 

8 means: above; !-: at !- from the top; m: in the middle; ! : at t from the top; b: below. 
1) : man\y new~y dlvided cells; 2): at ! from the top 435; 3) : at ! from the top 315. 

b 

115 

295 

370 

485 

455 

150 

185 

305 

470 

liS 

430 

140 

340 

350 

225 

290 

370 

140 

195 

370 

265 

105 

260 

105 

490 

310 
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hefore the end of the experiment; its unfavorable condItionis neatly revealed by the cell 
dimensions. 

Table 6c, N. Devoniensis. In 3 mg/L naphtalene acetic acid growth was equal to that 
in the control, but the cell dimensions are a waming against the erroneous conclusion 
that this hormone would have no influence on the longltudinal growth. 

Table 6d. N. zanzibariensis rosea. The data speak for themselves. 
Table 6e, N. Lotw! lilacina. No. 2 is one of the very rare examples in which cell 

elongation may he considered as the only means of reaching the definite length of the 
petiole; indeed It is a specimen which has been in the same unfavorable conditions as 
No. 14 of amazonum and evidently still worse; that in a normaJly grown petiole, cell 
division plays its part, is once more neatly demonstrated b,y No. 3. 

These examples can be multiplied; my data are at the df.sposal of an,yone interested. 
Two striking facts appear from these measurements. The dimensions of the leafblades 

(length of middle vein and greatest breadth) indicate that no relation exists between the 
assimilating surface and the longitudinal growth of the petioles. The celL divisions must 
take place at a very rapid rate, otherwise the fact cannot be explained that so very few 
indications of It were visible, esp. in the longest petioles. 

VI. Discussion. 

Has the greatest length, which a petiole of N ymphaea can reach, been attained by the 
several treatments1 This question must certainly be answered in the negative. Several 
species of Numphaea are grown in the basin of Victoria regia where they get rich food 
and high temperature. They show a luxuriant development and notwithstanding the 
shallowness of the water, ± 20 cm, they form petioles of considerabie length. I measured: 
N. Lotw! lilacina up to 120 cm, N. Lotw! var. up to 180 cm, N. capensis up to 130 cm, 
N. hybrida var. hort. Oberg. Graebner' up to 230 cm. These petioles are much thicker than 
those grown in my experiments; they take several weeks to reach their full length and 
therefore, as I expected, their cell dimensions indicate a high degree of division (comp. 
my observations on Victoria regia. Nos I, 2); the blades are large (middle vein up to 
240 mm, greatest breadth up to 460 mm). If we could transport these plants in basins 
of, let us say, 400 or 500 cm deep, I feel convinced that the.y could easily outgrow them 
and more than that. TheoreticalLy we could force the petioles to elongate indefinitely 
by growing them in shallow basins, but at the same time by preventing the blades from 
reaching the surface. I have tried this with Victoria regia (2); the petioles reached 
indeed a greater length, but they soon showed signs of decaying and their abnormally 
long cells were another indication that this treatment is injurious; yet it might be worth 
while to try it again with the more robust petioles of N ymphaeaceae. 

Adding alpha-naphtalene acetic acid to the Victoria basin would be another way of 
testing the growth potentialities and a very tempting one; the quantity of hormone needed 
would not he enormous, 2 à 2t gr for a concentration of i mg/L; it would be interesting 
to observe at the same time the reactions of other waterplants, of Victoria itself in the 
first place; but just because I was confident of a striking result, the consequences 
deterred me. 

It must be emphasized, however, that my plant material in the controls, though vigorous 
and healthy, was not grown in such optimal conditions and therefore never reached 
dimensions exceeding those mentioned in the tables. The tremendous growth, as weil the 
lengths reached as its amazingly rapid pace, were entirely due to the height of the water 
column and (or) to the hormones. 

Of the three substances used, alpha-naphtalene acetic acid has by far the gre.atest 
activlty in furthering the longitudinal growth of the petioles of Nymphaeaceae. This 
holds true for quite a number of other phenomena in plant life, e.g. the rooting response 
of cuttings (VAN DER LEK and KRIJTHE, 12, RAPPAPORT, 14), the parthenocarpy of 
fruits (HUBERT and MATON, 10, 11 ; see also 6), the inhibiton of buds in seedlings 
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(MATON, 13) . The sensitiveness of Nymphaeaceae is such that I feel intitled to propose 
a Nymphaea-test besides the Avena- and Pisum-tests. THIMANN and SCHNEIDER (15) 
give the concentrations in mg/L of alpha-naphtalene acetic acid giving minimal and 
maximal responses of straight growth of Pisum; when we compare these with mine for 
Nymphaea (tabie 7) we see that the latter is by far more sensitive; and we should not 

T ABLE 7. Concentrations in mg/L of alpha-naphtalene ace tic acid giving minimal 
and maximal responses of straight growth. 

Pisum (THIMANN and SCHNEIDER) 
Nymphaea 

Minimum 

0.05 
0.016 

Maximum 

4 
0.25 

forget th at the lowest concentration of 0.016 is probably still toa high and that, while 
a maximum response in Pisum means an elongation of 30 à 50 %, in N ymphaea it may 
mean one of some hundreds percent. THIMANN and SCHNEIDER rightly point out the 
dangers of comparing testmethods as the relatÏ\le activities of the auxins val'JY widely 
with the test plants. Notwithstanding this I think that these data indicate all the same that 
Nymphaeaceae may be considered as very sensitive plants worthy of further examination. 
On the other hand, we should never forget th at they present serious practical difficulties: 
they can only be grown in summer; their size is such that we are restricted to a small 
number of specimens which are far from being uniform and whose leaves give only 
partly the right response; growing them under the carefu11y controlled conditions as are 
usual with Pisum and Avena is exc1uded; seedlings unfortunately appear to be less 
suitable. Considering all this I am fully aware that my proposal of establishing a N ym­
phaea-test can have hardly any practical value; but all the same circumstances may occur 
in which future investigators can consider its possibilities. 

It is noticeable that the growth of the leafblades is not influenced at all by the hormones; 
in higher concentrations they show hypo- or epinastic curvature, but in the concentrations 
optimal for the growth of the petioles, the,y do not react at all. This is still more striking 
when we consider the flowerstalks; these do not elongate, neither as response to deepening 
of the waterlayer, nor to the addition of hormones; they were sometimes somewhat coiled 
and this was the only indication of their being "aware of' the presence of auxins. 

VII. Summary. 

1. The growth potentialities of the petioles of N ymphaeaceae and some other plants 
are feebie in the early seedling stage; they increase graduall.y and strongly and decrease 
onl.y when the plants are getting old. 

2. Each leaf shows individually a parallel behaviour and consequently it only gives 
the utmost responses to external growth-promoting factors when it is at the suitable age. 

3. The two main factors inducing a sudden vigorous renewal of growth of the adult 
petioles are: (1) deepening of the waterlayer; (2) adding of growth substances to the 
water. (1) is especiaUy efficient wh en the plants are young ; (2) becomes gradually 
equally important until later on it takes the upper hand and finally can be the only means 
of attaining the extreme dimensions. 

4. At the suitable age both factors combined or the latter alone result in causing 
amazing achievements of growth, up to 130 and 160 cm in 48 hours, provided the tem­
perature is between 25° and 30°; wh en it is between 20° and 25° the same result can be 
reached but it takes more time. 

5. Of the three hormones used, heteroauxin has the least influence, beta-indole butyric 
acid more and by far the most active is alpha-naphtalene acetic acid. 

6. The optimal concentration of alpha-naphtalene ace tic acid is I!bout 0.25 mg/L 
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(0.25 X 10-1 = ± 7 X 10-11 mol); in lower concentrations, even in .. ' .. mg/L (3.1 X 10-8 = 
± 6 X 10-6 mol) individual petioles may glve respon~ which are nearly as strong .as 
the average one in 0.25 mg/L. Owing to the! imposed scarcity of the plant materia! It can 
be ascertalned only wlth $Ome restriction that there exlsts a relation between the con~ 
centrations .. '~, i r, T''' , i and t mg/L and growth; higher concentrations are becoming 
gradually more noxlous. 

7. The sensltivlty of the petioles of Ngmphaeaceae appear to be 10 à 16 times greater 
than that of Pisum; there are, however, practicalobjections against establ!shing a 
N gmphaea~test. 

8. The longltudlnal growth, even the extremely rapld one, is achleved by cell 
elongation as weil b.y cell divlslon; the flrst one takes the upper hand whenever a leaf Is 
In unfavorable condltions, but elongation Is never the only means of reachlng the 
definite length; thls proves especially to be the case in solutions of more than 0.25 mg/L. 

9. The leaf blades are not affected by the hormones In low concentratlons, nor are, 
curiously enough, the flower stalks. 

1 want to express my heartfelt thanks to the Board of Trustees of the Universlty of 
Lelden, to the Director of the Botanical Institute, to the scientific and technica! staffs 
ot the laboratory and gardens, to the Director, the scientific and technical staffs of the 
State Herbarium, who, with the utmost kindness, enabled me to continue my research 
work in my present circumstances. 

I have great pleasure In thanking the Direction of the N.V. Amsterdamsche Chinine~ 
fabriek, Amsterdam, who provided me wlth the growth substances. 

&tanical Imtitute. 
Legden. October 1941. 
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Geology. - On rocks Irom the isles of Soegi. Tjombol and Tjitlim. Riouw Archipelago. 
Netherlands Bast lndies. By A. VAN WESSEM. (Communicated by Prof. L. RUTTEN.) 

(Communicated at the meeting of November 29. 1941.) 

I ntroduction. 

The rock-samples, described in this artide, are in. the collections of the "Mineralogisch­
Geologisch Instituut" at Utrecht. They have been collected in 1930 by Dr. P. M. 
ROGGEVEEN, geologist of the Billiton My. at that time, during a geological investigation 
in the Riouw-Archipelago and have been donated to the above-mentioned Institute. The 
Billiton My. kindly put at our disposal the reports of ROGOEVEEN. 

The oldest investigation has been done by R. EVERWIJN (1), who visited the isle of 
Soegi in 1863. He only mentions the occurrence of white and variegated silicïfjed sand­
stones; his foreman FLEURY detected some iron-containing sand but no trace of cassiterite. 
Much later, in 1925 A. BOTHÉ (2) publlshes a report which contains the results of an 
investigation for tinstone in the Riouw-Archipelago. By th is exploration it has been 
stated, that on Soegi and Tjombol there exists a slightly folded shale- and sandstone­
series. From the S. coast of Tjitlim he reports eruptive-rocks: granitites and a dike of 
dark porphyritic rock. On Soegi a sandstone was found from which tinstone-grains could 
be separated. In 1925 BOTHÉ (3) again treats of the geology of these islands. Besides 
the al ready mentioned sandstones there occur slates, phyllitic shales, and phyllite-conglo­
merates. On Soegi and Tjombol the general strike is North-West, this in accordance with 
other islands of the Riouw-Archipelago. 

The description of ROGGEVEEN is much more discursive. Of the sediments he mentions 
sandstones, many conglomerates, daystones, and their transitions; they are of ten red. At 
one si de th~ sandstones pass into conglomerates, at the other si de into daystones. There 
occur quartzitic, mica-containing and schistose sandstones. In S. Soegi carbonized pIant­
remains have been found in a conglomerate; here, also silicïfjed wood has been found, 
belonging to Protocupressinoxylon malayense (4). According to ROGGEVEEN the pebble­
material in the conglomerates has a polygeneous composition: quartz, quartzitic material. 
sandstone-fragments, daystone, fragments of siliceous slate etc. are the most important 
components. He regards all these sediments as Trias. The sediments show lateritization, 
especially on the low coasts of E. Soegi and W . Tjombol. On the E . coast of Tjitlim 
ROGGEVEEN has collected remarkable pebbles from a conglomerate, among which also 
pebbles of volcanic rocks. He suggests that these are related to the "syenite-porphyritic" 
rocks of E. Tjitlim regarded by BOTHÉ as granitites. Dur microscopical research proved 
the possibility of the identity of the effusive pebbles with the volcanics of E. Tjitlim, 
which, however, are no syenites but quartzporphyrites and related rocks. Dur study 
proved moreover that this conglomerate also contains pebbles of luxullianite, crano­
dioriteaplite, chert, and a kaolinquartzrock. This conglomerate, thus, is probably younger 
than the eruptive rocks in the neighbourhood and certainly younger than the tin-ore-bearing 
rocks of the region: occurrence of Luxullianite in pebbles. It is uncertain, whether this 
conglomerate has the same age as the other sediments of the islands, regarded by ROGGE­
VEEN as Trias. If the conglomerate and the other sediments have the same age, then the 
complex must very probably be post-trias sic, as even the tin-granites are regarded as 
post-triassic. It remains, however, possible that tbe conglomerate of S. E . Tjitlim is 
younger than the rest of the sediments. ROGGEVEEN himself suggests this possibility as 
he mentions the occurrence of a metamorphic sandstone in the vicinity of the eruptive­
rocks of S. E. Tjitlim. This sanclstone does not occur in our collection (see, however, later­
on, sub "Quartzitic Rocks"). ROGGEVEEN found inclusions in the volcanics of S. E. 
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Tjitlim. of which he suggests that they are also of eruptive origin. In my samples. 
however. I did not find a single inclusion. In E . Soegi and W. Tjombol ROOOEVEEN has 
found rocks. which point to the possible occurrenee of an older formation. Near kampong 
Kang (E. Soegi) he found a talcschist and on Poeloe Palt (also E. Soegi) a siliceous 
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talcschist. The microscope proves that they are sericiteschlst (Kang) and a qua~ 
sericiteschlst (P. Palt). Moreover he mentions the occurrenee of metamorphic sediments 
and gabbro-dlorite Erom E . Soegi but they have been found In isolated fragments and may 
have been brought from elsewhere. As stated above. the normal sediments Erom these 
islands are regarded by ROGOEVEEN as Trias. The discovery of the Protocupressinoxylon 
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can only prove their mesozoic age. The somewhat metamorphie sediments from E. Soegi 
are regarded as permocarboniferous; the eruptive rocks of S. E. Tjitlim as jurassie or 
cretaceous. 

According to ROGGEVEEN the tectonics in the region are govemed by the Malacca­
direction; this is expressed in the topography. 

On N. Soegi. however. divergences of this direction occur. here the strike is nearly 
E.-W. Soegi and probably Tjombol can be regarded as synclines with hard rocks while 
the strait between them might be an anticline where older. less resistant rocks. have been 
eroded. Some small faults have been observed in the Soegi-rocks. As compared with the 
Billiton-sediments. the rocks of Soegi are only slightly disturbed and in consequence their 
petrographical habit is young. No trace of tin-stone has been found on these islands. 
Granites do not occur anywhere. The eruptive rocks of E. Tjitlim do not show pneu­
matolytie influence. The occurrence of granites on Soegi and Tjombol at a small dep th 
is not probable. as the islands lie in a synclinal reg ion. Tinore-veins in the sediments. 
therefore. cannot be expected. this in accordance with the relative quiet structure. 

Description ot the rocksamples 1). 
Schists (338,339,348,349). 

The samples 338. 339 and 349 whieh macroscopieally are more or less distinctly 
schistous. show mieroscopieally a directed texture. They are very finegrained. Quartz 
and sericite are the most important components. In 338 and 339 sericite dominates. in 
349 on the contrary quartz is the dominating mine ral. Here. sericite appears in sometimes 
very distinct bands whieh cause a parallel-texture. In 338 we observe rather many. smalI. 
albite-grains. some tourmaline and. on fissures. rather much limonite; it is a quartz- and 
albite-containing sericitechist. In 339 we find beside quartz and sericite very much 
epidote; it is a sericite-epidote-schist. In 349 we observe again some albite and limonite. 
In this sample. accumulations of rather coarse quartz-grains are not rare. It is an albite­
containing quartzsericiteschist. Sample 348 gives the impression of a medium-grained 
quartzite. It is rather strongly sericitized. It contains. however. numerous bipyramides 
of quartz. clearly Idiomorphie. partly with glass-inclusions. partly corroded and possibly 
also some sericitized felspar-phenocrysts. The rock. therefore. must be a somewhat 
schistous. silieified and serieitized quartz-porphyrite or quartz-porphyrite-tuff. 

Cherts (341, 342, 344-347, 680, 685, 686). 

The first six samples are pebbles from a conglomerate at Pemoekoel; 680 is from the 
conglomerate of S. E . Tjitlim. while 685 and 686 seem to be samples from an outeropping 
chert near the aforementioned conglomerate. On the map. however. ROGGEVEEN does not 
indieate at this spot a chert. but conglomeratie sandstone. The samples consist almost 
wholly of a silicified mass. Locally we ob serve in 685 and 686 nests and veiniets with 
coarser quartz or with cha1cedony.often in spherulites(341. 685). In 346 there lies a green 
flush over the silicified mass. This is caused by a pale-green pleochroie mineral; refraction 
and double-refraction point to chlorite. Sericite we find in small quantities in 345. 680. 
685 and 686. It occurs in 680 among the coarser quartzgrains. whieh have recrystallized 
in seams in a later stage; the sericite congregates in the axis of the veiniets. That might 
point to a pneumatolytic influence. Possib~y very small grains of a coaly substance are 
present in 685 and 686. Magnetite and limonite are rare. A certain lamination can be 
distinguished in 343. Unmistakable radiolaria occur in 341 and 347 and possibly also 
in 685. 

Quartzitic rocks (324,340,687,688) . 

With re gard to the structure only 340. a pebble from a conglomerate. can be called 

1) The numbers of the samples correspond with tltose of the yearcatalogue of 1941 of 
the ··Mineralogisch-Geologisch Instituut"· at Utrecht and with tltose of the map. 
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a true quartzite. It consists almost wholly of small interlocked quartzgrains, a single 
muscovitescale, much magnetite and some limonite. 324 is a white~yellow, finegrained 
rock with many parallel quartz~veins. Under the microscope it presents a fine~grained 

aggregate of partly spherulltic quartz-crystals with many veins, which are built up by 
large quar~crystals. The sample seems to he a transltion~rock between chert and quart~ 
zite. The two other ;SaIIlples (687,688) which come from the eruptive zone of S. E. TJitlim 
represent possibly the "metamorphosed sandstone" mentioned by ROGGEVEEN'. They 
equally consist of a fine~grained siliceous matrix with quartz~veins; these contain fine 
crystals of haematite, partly altered into limooite; in the matrix occur many fragments and 
crystals of pyrite. The origin of these rocks is uncertain; with regard to the mineralization 
it may be supposed, that they are related to the magmatic rocks in the vidnity. There is, 
however, no indication that they are metamorphosed sandstones. 

Shales (328,667,676). 
All these samples are from the W . coast of Soegi; we observe in these gray, fine~grained, 

clastic rocks a more or less distinet stratification, especially in 328. Quartz is always 
present in angular or in more rounded grains. In 667 we find felspar in small fragments. 
Sericite in smal! sc ales and rare muscovite represent the micas. Chloritous substanee 
occurs in 676. Opaque complexes are caused by kaolin and iron~ore (667). Coal in minute 
particles, some limonite and very small rutile~needles can be distinguished in 328. Nr 667 
contains very much glauconite; it may be called a glauconitic shale. 

Sandstones (343, 668). 
They are red~weathered rocks. In contrast with 343, 668 shows a distinct stratification. 

Quartz is by far the most important component; the grains are of ten typical!y rounded. 
Sericite is present in small quantities; in 343 sericite is the result of weathering of rare 
felspar~grains. Muscovite and felspar are present in only small quantities (343). In 668 
opaque complexes are probably caused by kaolin~accumulations and iron~ore. Chlorite 
occurs in small quantities (668), limonite in small aggregates (343). The occurrence of 
epidote, tourmaline and zircon in 343 is remarkable; the thin~section presents at least 
4 well~rounded grains of tourmaline, partly green, partly blue. The zircons are rather 
large, max. 150 micron. 

Graywackes (325, 326, 327, 330, 332, 333, 334, 665). 

Most samples are grey, partly welL-stratified rocks; one sample (330) is red~weathered. 
The samples are characterized by a distinct clastic structure, which changes from coarse~ 
grained (326, 327, 333, 334) to fine~grained (325, 330, 332); quartz is an important 
component; mostly it is rounded, but in some samples it is angular or even splintery 
(325, 665). The quartz is sometimes cataclastic and shows almost ever undulatory extinc~ 
tion. Sericite is present in large quantities. In some cases its arising from felspar can be 
observed very weil (330, 333, 334). In 326and 327 the sericite is arranged in garlands 
around the quartz. Muscovite~plates are numerous and sometimes showing bent and broken 
Iamellae. In 334 albite~grains can be observed. Orthoclase is always sericitized. A parti~ 
cular pi ace is hold by large fragments of silicified material. These fragments are sometimes 
rounded and they are very fine~grained: they are chert~fragments. Clastic quartzite~ 

fragments are also present, while in 327 a fragment of porphyritic material can be o~ 
served; it is very likely the rock of 348. Further we find biotite (333), rare tourmaline 
(325, 333), chlorite and epidote (325, 332, 333, 334, 665) and zoisite (334, 665). Ores, 
e,g. magnetite (325, 326, 327, 332, 333), sulphur~iron~combinations and limonite are 
not rare and in 330 limonite is very common. The matrix of the rocks contains as 
rccognizable components quartz, sericite and silicified material. The occurrence of nume~ 
rous chert~fragments and of the porphyritic material in 327 prove, that the graywackes 
belong to a younger part of the sediment~formation, than the cherts and that they are 
younger than the schists. 
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Graywacke-sandstones (329, 336, 666, 669, 670). 

All these red-weathered, coarse-grained, clastic rocks are from S. Soegi and S. Tjomboi. 
The most important component is quartz; it occurs in rounded, but also in angular, of ten 
undulatory, sometimes cataclastic grains. The larger quartzgrains are cemented either by 
fine secondary quartz (336) or by small serieite-scales (666,669,670). In 666 we observe 
an intergrowth of quartz and sericite, whieh makes their arising from felspar probable. 
Muscovite in small quantities (329); chlorite occurs in 660. Rather coarse grains of tour­
maline we meet in 329, 666, 669 and 670. Epidote (329) and opaque complexes like kaolin 
(666) and iron-ore (limonite) (329,336,666,669), and magnetite (329) occur. Fragments 
of fine-grained silicified material in 329 and 669 give these rocksamples the appearence of 
graywackes. The nrs. 669 and 670 are strongly pressed. It is remarkable th at the 
quartzitefragments in 670 have not yet adapted themselves to the prevalent press-direction 
of this rocksample, whieh is indieated by the arrangement of the sericiteplates. 

Graywackeconglomerates (331, 335, 671, 675)~ 

These gray, coarsely to finely conglomeratie rocks are all from S. W. SOEOI. Large 
chertfragments, in whieh in some cases rests of Radiolaria have been conserved, take, 
especially in 331. an important pI ace. Quartz occurs sometimes in very large rounded 
grains; they are often cataclastie or show an undulatory extinction. Quartzitefragments 
with beautifull "mosaie texture" can be observed in 331. In the nrs. 331 and 335 we 
observe large slatefragments whieh show a directed texture; their components are small 
quartzgrains, sericite, some felspar, chlorite, coaly substance and traces of iron-ore. In 
the cement quartz, sericite and silicified material occur; the cement is locally green-yellow 
coloured by limonite and chlorite. In 675 conglomeratic bands alternate with bands whieh 
wholly consist of quartz; the latter probably are veins. Nr. 675 contains many foreign 
pebbles. Besides the already mentioned components we stated the presence of: 1) isolated 
plates of biotite; 2) some grains of what is considered to be staurolite; 3) crystals of 
plagioclase; 4) many grains of groundmass of porphyritie material (their plagioclases 
show of ten fluidal arrangement); 5) grains of corroded quartz, whieh are to be regarded 
as phenocrysts of a porphyritie rock and 6) grains of epidote-zoisite. 

Porphyrites, Quartzporphyrites and their tufls (664, 672, 673, 677, 683, 684, 690, 691, 
692,694,695,696). 

The first three are from S. Soegi; the other ones from S. E. Tjitlim, partly from a con­
glomerate. All are characterized by a more or less distinct porphyritie texture. Later-on, 
however, processes have been active whieh have effaced the porphyritic texture to a 
cl:rtain degree. In 672, 690, 694, 695 and 696 f.i. we ob serve astrong silicification. 

Nrs. 690, 691, 692, 695 and 696 are porphyrites. Among the phenocrysts oligoclase­
andesine occupies an important place. Some are fresh, other ones show a profound 
alteration. In 690 and 696 it is al most wholly sericitized. 695 is wholly silicified, so that 
the felspar can only be recognized by its outlines. In 691 the felspar is replaced by 
calcite; in some phenocrysts the beg inning of this alteration can be observed. Amphibole­
and biotitephenocrysts can only be identified by their outlines. They are of ten wholly 
replaced by chlorite, limonite etc. The lavenderblue polarizationcolours of the chlorite in 
691 point to pennin. Unimportant are apatite' (690, 691), sulphidie ore (692) and titanite 
(691). In 695 and 696 we observe much magnetite. The fine-grained groundmass is com­
posed of plagioclase, whieh is more acid than the plagioclase of the phenocrysts, quartz 
and probably some orthoclase. 

The nrs. 690, 695 and 696 are altered porphyrites. They are strongLy silieified, sericitized 
(690) and show some mineralization. In 695 a small vein, filled with heulandite is present, 
in whieh, very remarkably, niee idiomorphie magnetite-crystals are enclosed. 

The nrs. 664, 677, 683, 684 and 694 are quartzporphyrites; 672 and 673 are quartz­
porphyrite-tuffs. The phenocrysts are: quartz (sometimes corroded), plagioclase (more 
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or less serlcitized. probably alblte-oligoclase). amphibole and biotite. for a great part 
replaced by chlorite and limonite. Apatite and Iron-ore occur. but only in small quan­
tities; in 677. however. there is much ore. In 677 and 683 the groundmass Is holocrystalline; 
it consists of plagioclase (likely alblte), quartz and orthoclase. In 664, 673 and 684 we 
find a hyaline matrix. In 664 and 673 the groundmass has become partly crystalline, 
while In 672 and 684 the whole matrix is . devitrified. Consldering the composition, 
graindlmenslons, the presence of splintered quartz etc. of 672 and 673 we call them 
quartzporphyrite-tuffs. As weatheringproducts of the phenocrysts and the groundmass­
components kaolin, Iimonite, sericite and chlorite may be mentioned . . 

The three samples from Soegi agree weil inter se by the exlstence of a hyaline matrix 
and the absence of feIspar phenocrysts; they are quartzporphyrites. 

The components of the conglomerate from Tjltlim are also quartzporphyrites, whlch 
differ from the foregoing three by the presence of large sllicified felspar-phenocrysts; the 
groundmass Is here equally silicified. 

The quartzporphyrites from the voleanlc complex of TjltIim present less quartz-pheno­
crysts and more felspar-phenocrysts. Porphyrites without quartz have only been sampled 
from the voleanlc outcrop. Thus, It Is posslble that the pebbles from the conglomerate 
have been derived from the voleanlc outcrop, but the microscopIc difference between the 
samples Is so great. that we canoot regard th is relation as proved. 

Luxullianites (679, 682). 

These samples have been found in the conglomerate of S. E. Tjitlim. They are granular 
rocks are built up by the followlng minerais: quartz (of ten clear and with many 
Iiqutd-incluslons: in 682 beautlful transverse sectlons of Idlomorphlc crystals; in 679 and 
682 large quartzgrains with felspar-Iike circumference and wlth relics of lamellation). 
tourmaline (in large quantities, its colour changing from colourless and Iight-yellow to 
dark-brown or near~y black; beautiful tourmaline-suns can be observed), apatite, topaz, 
zircon and possibly some cassiterite, a single muscovlte-plate in 679: further some ore. 
probably magnetlte, in 682. As the felspars have been altered into quartz, '!Ne must call 
these rocks sillcified Luxullianites. 

Diorite (693), found as isolated rock in S. E. Tjltlim. 

The sample Is holocrystalline. and strongly altered. We can distinguish the following 
minerals. ·Plagioclase: only rarely rests of crystals wlth lamellation can he found; nearly 
all felspar Is sericitized; It is probably alblte-oligoclase. Kac4in fllls the weathered plagio­
clases. Muscovlte occurs in rather coarse scales. Biotite is the dominating dark mineral. 
It 5hows strong pleochroism. Chlorite and complexes of Iimonite can be regarded as its 
alteratlon-products. Amphibole is in mlnority 'wlth respect to biotlte. It sometimes still 
shows distinct traces of idlomorphy; lts colour is pale-green, only a Iittle pleochroitic; 
it has been partly replaced by chlorite. Finally we observe some topaz, also apatite and 
t'ather much haematite. Obviously the velnrock 689 belongs to the sequence of thls diorite. 

Amphibole-dioriteporphyrite (689). 

Thls sample Is from S. E. Tjltlim. lts strocture is holocrystalline porphyritic. In aground­
mass, whlch 5hows a microgranitlc texture, and whlch consists of plaglocIase, quartz, 
orthoclase and some amphibole. the following phenocrysts can be destingutshed: plagio­
clase (Index of refraction and lamellation point to alblte and albite-oligoclase; the feIspar 
is sericitized and epidotized), amphibole (In pale-green idlomorphlc crystals), chlorite, 
epidote and some caleite (can be regarded as alteration-products of amphlbole) . Besides 
amphibole, a pale-yellow augite occurs (probably diopslde). Haematite in rather large 
quantities and finally some titanIte. 

Granodioriteaplite (678). 

This is a pebble from the conglomerate of S. E . Tjltlim; lts structure is holocrystalline. 
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The slide consists for the greater part of a typieal granophyrie intergrowth of quartz and 
all acid plagioclase. The plagioclase is often dusty and somewhat sericitized. There also 
occur plagioclases in idiomorphie to hypidiomorphie grains; these show a distinct twinning 
and are also somewhat dusty; they are oligoclase-andesine. Zoisite, epidote and sericite 
appear as its alteration-products. Mierocline in hypidiomorphie crystals whieh show 
gridiron-twinning. Some quartz-crystals are idiomorphie. Biotite occurs in rare green­
brown plates, also in radiated aggregates; its pleochroism is not strong and locally it has 
been altered ioto chlorite. In the biotite we observe rutiIe in the shape of sagenite. Finally 
some zircon and apatite may be mentioned. 

Veindeposifs (337, 674). 

337, c1earl,y a part of a quartzvein, is. according to its location, associated with the 
schistous rocks of E . Soegi. 674, a quartz-Iimonite-rock, with very fine idiomorphie crys­
tals of quartz, is equally a part of avein. 

SUMMARY. 

The rocks from the islands under consideration belong to different formations. 
1. It is fairly probable that the schistose rocks among which a schistose quartzporpliy­

rite are the oldest and that they belong to the permocarboniferous. 
2. It is not quite c1ear whether chert-samples have been found in situ or that they are 

all pebbles from the conglomerates at Pemoekoel and Tjitlim. It is possible that the cherts 
685 and 686 have been taken from outcropping rocks but the fact that ROGGEVEEN 
indicates at this locality "conglomeratie sandstone" makes the supposition somewhat doubt­
ful. Thus, it is uncertain. wh ether a chert-formation occurs on the islands. 

3. The most important formation of the islands is a sequence of sandstones, quartzites, 
graywackes, graywacke-sandstones, graywacke-conglomerates and shales. When unweather­
ed they are all gray rocks with only traces of metamorphosis (f.i. the graywacke-sandstone 
670, see above). It is probable that the quartzporphyrites from S. Soegi are intercalations 
in this formation. The following can be said about the age. The absence of general 
metamorphosis proves that the formation is younger than the permocarboniferous. The 
presence of pebbles and rounded grains of radiolarite and chert in many of the clastic 
rocks proves that the formation is younger than the cherts; it is, however, possible that 
the difference of age is only slight. In some of the rocks grains of tourmaline have been 
found. As tourmaline is among the heavy minerals of clastic rocks everywhere an ordinary 
component, we do not feel justified to say that its presence proves that the formation 
is younger than the tin-ore formation of the reg ion. H, however, the conglomerate of 
S. E . Tjitlim, with its pebbles of luxullianite and granodiorite-aplite belongs to the gray­
wacke-sandstone formation, it will be justified to regard, at least a part of the clastic 
formation, as younger than the tin-granites. From the field-observations of ROGGEVEEN 
it cannot be deduced whether th is conglomerate really belongs to the clastic formation. 
Perhaps Mr. ROGGEVEEN, wh en returned to Europe, will be in the possibility to give 
certainty about this important question. The formation is generally regarded as Trias, 
and, in this case, must be ol der than the tin-granites. Besides radiolarites and chert there 
occur most interesting foreign pebbles and grains in the rocks. Material of porphyritic 
rocks, quartz-phenocrysts of quartzporphyrites (or porphyries), rounded fragments of 
quartzites, large plagioclases, crystals of biotite and staurolite give indications about the 
nature of the rocks which have provided the clastic material. 

4. In S . E . Tjitlim an outcrop with volcanic rocks has been found. They consist of 
quartzporphyrites, porphyrites, a diorite (found only as isolated fragment) and an 
amphibole-diorite-porphyrite. It is very probable that aU these rocks belong together. 
ROGGEVEEN's supposition that they would have metamorphosed sandstones is not proved 
by our microscopical research. It is possible that the porphyrite-pebbles of the conglo­
merate of S. E. Tjitlim belong to this sequence; this, however, cannot be proved, as there 
exists lmdoubtable differences between the pebbles and the outcropping volcanie rocks. 
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Geology. - On the rocks of the isle of Koenooer, Riouw-Archipelago, Neth. Bast [ndies. 
By J. H. GERMERAAD. (Communicated by Prof. L. RUTTEN.) 

(Communicated at the meeting of November 29. 1941.) 

[ ntroduction. 

In 1930. Dr. P. M. ROGGEVEEN. geologist of the Billiton Mij. at that time. carrled out 
a geological investigation in the Riouw-Archipelago. The rock-samples. collected by him. 
have been donated to the Mineralogisch-Geologisch Instituut at Utrecht whereas the 
Billiton Mij. kindly put at our disposal the reports of ROGGEVEEN. The rock-samples froIl 
Koendoer have been examinated by the author. 

In 1863 EVERWIJN and FLEURlj (1) made a flying survey in the island. According to 
EVERWIJN. Koendoer is situated on the NW or W of Karimon and has a smaller size 
(sic.). He alr~ady knows the occurrence of granite and sandstone. also of tourmaline and 
some tinstone. From the mouth of the Tameras he reports mag ne ti te. but probably this 
has been wolframite. 

By exploration of BOTHÉ. BOERS. KROES and LOTH (2) it has been stated. that 
contact-slates exlst at Bt. Penindjau (Bt. Salak) N of the granite. In the Tameras and the 
Timon-valley tinore has been deposlted in placers; in the "kollong" of thc latter a 
quartzvein with tinstone (S 105. D 80 N) has altered the granite into greisen. Possibly 
EVERWIJN has taken this greisen for a sandstone. Parallel to this quartzvein many 
tourmaline-strings with tinstone occur in the granite; in the Sg. Limau and the placers 
of Sg. Gemoeroe and Sg. Koendoer tinore has been found. According to their estimation 
the quantity of tlnore is considerable. 

According to the detailed report of BOTHÉ in 1925 (3) Koendoer is very flat ; in the 
N low hills exist and slowly streaming brooklets empty into the sea with wide mouths; 
the watersheds have nearly disappeared. S Koendoer is one large swamp. but there are 
small hills of granite in the southernmost part. BOTHÉ mentions the occu'rrence of Trias. 
He knows granite. granitite. tourmaline-granitite. pegmatite and amphibole-granite; 
tou'rmaline. topaz and tinstone indicate pneumatolysis. According to GISOLF the rock­
samples be long to the upper part of the batholith. There are also quartzmica-rocks. 
considered as differentiations of the magma. A quartz-greisen in the Timonvalley is a 
pneumatolytic product of the granite; it contains tinstone. tourmaline. mica and quartz. 
The strike of the above mentioned quartzvein is now given as 1500

• probably a mis print. 
Wolframite occurs abundantly. 

The exploration of ROGGEVEEN was much more extensive. The eldest rocks are the 
crystalline schists of Songkop. perhaps Prae-Carboniferous. because the Carboniferous 
of Malacca is less regional metamorphic. They are finegrained hornblende-schists with 
constant composition: hornblende. quartz. epidote and In smaller quantity sphene and 
sulphldic ore. As a consequence of the directed position of the hornblende crystals the 
rocks are schistose; the quartz appears In th In. lenticular layers. The rocks show fine. 
minute folding. visible in thin sections. Possibly these rocks are homologous with those 
of Merak. Tembias and Tg. Maioio (Karimon). By our examination it has been stated. 
that they contain only a small quantity of quartz. but much albite; no epidote but zoisite. 
Squeezed rests of oligoclase-veins also occur (214). According to ROGGEVEEN these 
amphibolites are paraschists. but we are of the opinion that they are orthoschlsts. On 
Koendoer the Carbonjferous is absent. 

Probably. the rocks regarded as Trias cover the Prae-Carboniferous discordantly. The 
absence of regional metamorphosis in the Trias proves the higher age of the amphibolites. 
lts contact-metamorphosis proves that it is older than the granite. The absence of granite-
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material in the Trlas~conglomerates on Toelang Indlcates the same. The triassIc rocks of 
thls isle are red conglomerates wlth much quartz (elements up to 5 cm). w1th lenticules 
of schlsty quartz~sericite~shales and sandstone. On Seraja clay sedIments exlst. In trenches 
on the Bt. Djerat weathered. contact~metamorphlc clay~sedlments occur. Accordlng to 
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The indication /::,. for sericite-quartzites in the explanation of the map should be A. 
ROOOEVEEN they are chlasto1ite~schlsts and knotted schlsts. but they do not appear In 
the examlnated materlal. The other triassic sediments In this region are intensely lateritic. 
e.g. on Belat. Pandjang. N . Koendoer. etc. The granite~samples of this region never show 
this alteratIon. Sometimes limonitebanks indlcate the bedding of the orlglnal sedlments. 
e.g. In the neighbourhood of Setoenah. On the beach of Parit at Kg. Parlt many rounded 
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quartzgrains occur. probably a relic of the N Toelang-formation. On the N slope of the 
Gg. Papan some weathered pieces of schists and veinquartz were observed. At Kg. Boeroe 
on Boeroe finegrained. silicified rocks exist. The age of all these rocks is not certain. 
The resemblance with the fossil-bearing rocks on ·Malacca. Singapore and Lingga makes 
atriassic age probable. At any case they are older than the granites. 

Many granites and connected rocks have been sa mp led by ROOOEVEEN ; their description 
follows later on. 

It is pointed out by ROOOEVEEN. that the tinore has been mainly observed in the 
granites and for a srnall part in the contact-zone. In normal sediments no tinore has been 
found; possibly this, is caused by the relatively slight folding. making the sediments 
impermeable for the tin-bearing f1uids. Quite different are the vertically folded sediments 
on Billiton. 

ROOOEVEEN observes that many phenomena prove the tectonic analogy between 
Malacca and Riouw. They are: 1°. direction of the sediments is about NW-SE; 2°. strike 
of the quartzdike of S Kenipaän ca 130° ; 3°. topographic directions often NW-SE. e.g. 
on Belat; 4°. strike of the contactplane of granite and sediments in N Koendoer ca 115°; 
5°. many greisen strings have the same directions; 6°. slightly parallel positIon of the 
orthoclase-crystals in the granite itself with direction about 115-160°. 

The batholith of Koendoer can not be connected with the granite-massif of Karimon, 
which is proved by the different facies of the rocks. The rocks and is les of granite between 
Koendoer and Sumatra indicate th~ probable continuation of the Koendqermassif below 
Sumatra. On the "E-coast of Sumatra the granite-hill Senggoenoeng proves th is suggestidn. 
Possibly the quartzporphyry (af ter OUT opinion: granite-porphyry) of Pandan is a roof­
intrusion of the Karimongranite. 

The very distinctive directions of the crystalline schists of Songkop rnay be relics of an 
older folding. as ROOOEVEEN suggests. Remarkable is their direction of the minute-folding, 
the strike of which coincides with the direction of Malacca. 

Description of the rock-samples of Koendoer. collected by ROOOEVEEN 1) . 
Amphibolites (211. 212. 213. 214). 

Finegrained. schistose, green-gray rocks with thin Iightcoloured veins. In 211-213 
green amphibole (pleochroism: Iightgreen-bluegreen) dominates. while albite and zoisite 
occur in much smaller quantities. In 212 zoisite is so abundant. that we may speak of 
zOisite-amphibolite. Quartz is very rare; accessory are small titanite-grains C'ant eggs"). 
In all these rocks we observe astrong schistosity. The metamorphosis has taken place in 
the epizone and is typically regional. Sample 214 consists chiefly of oligoc1ase in large 
grains, which are slightly sericitized. just as the albite in the amphibole-bearing part of 
the thin-section. It also contains some chlorite. In connection with the Temblas-. Merak­
and Karlmon-samples we may conclude. that this is an altered plagioc1ase-vein. strongly 
squeezed by dynamic forces. The amphibolite is considered by us as a metamorphosed 
gabbro. just in contrary with the opinion of ROOOEVEEN. who speaks of para-schlsts. 

Quartzites (117. 119. 126. 138. 142. 143. 148. 149. 629. 656) . 

These rocks. strongly varying in colour are all characterized by the domination of 
quartz. The quartzgrains join together without leaving interspace; they extinguish 
undulatory or they are cataclastic. Some of them' are well-stratified (148. 149) ; they 
contain rareore-grains. posSibly magnetite. This mineral is abundant in 119, where it is 
concentrated in zones; a small quantlty of limonite is present. Secondary limonite is more 
abundant in J 38. macroscoplcally a lightbrown rock; epidote. muscovite and caleite are 
•. ccessorial. Two very dark. purplebrown samples in which the dark layers alternate with 

1) The numbers of the samples correspond with those of the year-catalogue of 1941 
(lf the Mineralogisch-Geologisch Instituut at Utrecht and with those of the map. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .• Amsterdam. Vol. XLIV, 1941. 79 
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light ones (629. 656) 'contaln much haematite, concentrated in the dark layers. In 656 
llmonlte in concentric radiated aggregates occurs In flssures. Some tourmaline is present 
In small prlsms. In 142 and 143 dark and light coloured layers also alternate; the dark 
ones consist of big. idlomorphic crystals of pneumatólytic tourmaline (pleochroism: 
yellowwhite-darkbrown) and some secicite (142) . epldote and magnetite (143). Two 
samples are quartzltic sandstones (117. 126): the orlglnally clastic elements are mostly 
quartz. for a small part, however, finegralned quartzlte. Pneumatolytlc minerals are 
tourmallne and serlcite; limonlte is secondary. 

Tourmaline-rocks (139. 144, 146, 147, 166). 

Except 166, they all have a limonltlzed hablt. There Is always much idiomorphic and 
cataclastic (except 166) tourmaline (pleochrolsm: Iightbrowo-darkbrown). In the sections 
the larger prlsms are clearly orientated in one direction. In 166 the tourmaline' appears in 
big idlomorphic prisms, together with some non-undulatory quartz. Quartz also occurs 
(one graln) in 146. Very much limonlte was observed In the thln-sectlons, filling the 
fissures. In 139 and 146 some epidote-grains occur. Magnetite appears In 146 and 147, 
haematlte in 139 and 147. All the rocks are compact. The orlgin Is always pneumatolytic. 

Sericite-quartzites (703, 704, 705). 

The samples 703 and 704 are flnegrained wlth some big quartzgrains; In 705 we flnd 
~ serlcitized and an unaltered part. Microscopically we observe strongly cataclastlc quartz, 
orlglnally big round quartzgralns (quartz-sand), which are deformed cataclastlcally to 
ovalolds or totally crushed. Streaks of limonlte surround the former sandgralns; serlcite­
strings appear between them and are of pneumatolytlc orlgln. just as the non-cataclastic 
tourmallne, which has a pleochroism: lightgreen-bluegreen and occurs in small prlsms. 
In 703 and 704 leucoxene has been observed; In 705 much haematlte. ,In this last sample 
there also occurs a part without serlcite, whlch proves, that the orlginal rock is a pure, 
strongly cataclastic quartzlte. Af ter stress, these rocks have been pneumatolysed. 

Micagreisens (162, 163. 164. 167, .169). 

Limonltized rocks. mostly schistose, of ten wlth tourmallne. Very much muscovite -
, of ten bent - is present In big aggregates. Much clear, undulatory quartz of ten occurs In 

layers. In all the samples we observe tourmaline, which is abundant In 167 and 179. Of 
pneumatolytic origln are also polysynthecically twlnned ("calcite-like") tlnstone crystals. 
which appear in big gralns in 179. All sections, show much limonite, borderlng on the 
muscovite. Epldote (162-164. 179) and ore (probably magnetlte) are accessory. In 162 
we observe a special tou'rmallne-zone, In 164 a quartzveln. We do not know the genesis 
of these rocks: weathered, pneumatolytlc sedlments or pneumatolytlc altered orthorocks. 
All the samples have been collected In the Kollong Sg. Llmau. 

Mica-rocks (151, 156. 157). 

These rocks are closely connected with the micagreisens. Large muscovlte In bent 
crystals Is predominant. Besldes. much limonite (156, 157) or tourmaline (151), dependlng 
from the degree of pneumatolysls. Always some magnetite has been found. 

Limonite-rocks (112, 114, 115, 116, 120, 122, 128, 129, 133, 134, 137, 140, 141, 145, 
150, 153, 154, 159, 175, 176, 209, 210. 

They mainly contain limonite. Besides we observe magnetlte? (128, 140, 141, 153. 154. 
175, 176), haematite (114, 116, 120, 122, 129, 137, 150, 154, 209), quartz (150, 175, 210; 
in 145 and 154 a fine grained mass is probably quartz) and sometimes kaolin (112, 120, 
128, 210) . Hydrargillite. common In flssures of 115, 120, 122, 128, 129, 133, 134, 137, 140, 
145.150.154,175) is secondary. Calcite (122.175) and tourmaline (145, 150, 175), which 
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is always pleochroitic: lightgray-bluegray may be present. Accessory is an epidote-grain 
in 175. The limonite has been of ten deposited in fissu'res, then having a concretionnary 
structure. The texture of the samples is of ten compact (112, 114, 115, 116, 122, 128, 129, 
133, 134, 140, 149, 175), sometimes however porous (the other samples). The tourmaline 
indicates pneumatolytio influence; the mineral is only found in the samples from the 
contact in the Bt. Djerat and from the Kollong Sg. Limau. The hydrargiJIite-bearing rocks 
pass into the hydrargiJIite-rocks, the tourmaline-bearing ones into the tourmaline-rocks. 
Closely related to the limonite-rocks is an iron-ore concretion from Parit (123). which is 
strongly weathered. 

Kaolin-limonite-rocks (152, 155). 

They are closely related to the limonite-rocks and con ta in moreover kaolin, which is 
abundant in 155. Small prisms of tourmaline indicate pneumatolytic influ'ence. 

Hydrargillife-rocks (113, 121, 124, 127, 130, 131, 132, 136). 

Hydrargillite dominates i~ these samples; it has partly been deposited in fissures and 
th en shows beautiful twin-lamellation. Besides, a varying quantity of Iimonite occurs, 
of ten in fissures. Tourmaline (in the contact-zone of the granite-aplite of Parit, 121. 124) 
some epidote (113, 124) and ore (124, 130) are observed. The structure of the samples 
is mostly porous, sometimes a Iittle compact and of ten schistose. 

Granites (194, 199, 200, 202, 618-621, 625-628, 630-632, 652-655). 

Coarse grained rocks, always containing orthoclase, microcline and their perthites with 
albite or albite-oligoclase. Independant albite crystals also occur, they are always 
sericitized and sometimes zoisitized (200, 625). Big, c1ear, mostly undulatory or cataclastic 
quartzgrains abundantly (in 200 scarcely) occur in the th in sections. In all the samples 
mu'Scovite and biotite appear, the latter' with pleochroism: Iightbrown-darlkbrown and 
of ten with pleochroitic haloes around zircon (not observed in 620, 628, 630, 653) and 
sagenite-texture of rutile-needles (202, 619, 625, 626). Often the biotite is altered into 
chlorite. Muscovite is absent in 621. 625. 631. 655; both micas are absent in 200 where 
the dark components are represented by green hornblende. Pneumatolytic minerals are 
tourmaline (not in 194, 200, 619, 626, 654, 655), topaz (not in 200,625,626,654), fluorite 
(194,618,619,632,652-655) and sericite (not in 200). Accessories are epidote (not in 
628, 630, 655) , apatite (not in 194, 202, 620, 626, 630, 632, 652, 653) , ore (not in 628, 
630) , garnet (628, 630, 653), leucoxene (627, 630) or titanite (200) and of ten secondary 
limonite. In 200 coarse flakes of chlorite occur in the plagioclase. Cataclastic influence is 
often observed, very strong in 618, in which even the fels pars are cru'shed. A pronounced 
direction is nowhere observed. The texture is always holocrystalline, allotriomorphic to 
hYl?idiomorphic granular. 

Granite-aplites. a). Prom Parit (125) and Toelang (697-702). 

Finegrained rocks, light coloured (yellowor gray) with dark spots. They all contain 
much orthoclase, the samples of Toelang moreover microcline and perthitic intergrowth 
of these two with plagioclase. In 697 some myrmekite. Much, in 125 few, albite-oligoclase, 
which is strongly sericitized and in 125 also chloritized. The felspars are brok en by 
cataclasis, the c1ear quartz is broken and crushed. The biotite has been found in rare 
small crystals and is altered into chlorite. 700 and 702 contain zircongrains; when they 
lie in the biotite they are surrounded by pleochroitic haloes. Fluorite appears in 697, 698, 
700 and 701. th us in most of the Toelang-samples, but not in that of Pa rit. Neither topaz 
nor tourmaline has been found, the pneumatolysis therefore has not been powerful. 
A~cessories are epidote (697-702), some ore (125, 697), and leucoxene (698-700). 
The texture always is holocrystalline, alJotriomorphic-fine-granular. A pronounced 
direction has not been observed. 

79* 
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b) Prom Koendoer (196, 197, 622~24). 

They are much more fine-grained than the Koendoer-granite; 196 is the only coarse­
grained sample. Always much orthoclase and microperthite; in 623 moreover some 
microcline. Besldes we observe albite or alblte-oligoclase. c1ear. undulatory or cataclastic 
quartz. which was originally interlocked. In 196 quite chloritized biotite appears in thin 
streaks. Always much tourmaline with pleochroism yellow-brown; besides some garnet 
(196. 624). Pneumatolytic minerals are also sericite (not in 623) and topaz (196); no 
fhtorite. Accessory are epidote (not in 623). ore (196) and chlorite (196). Texture always 
holocrystalline. allotriomorphic-granular. No pronounced direction occurs. The samples 
622 and 623 are aplite-veins in granlte. 

GrBnite-porphyry (118). 

Fine-grained. yellow-gray rock with large quartz- and felsparphenocrists. Microscopically 
we observe many. large. corroded quartzphenocrists; besides. phenocrists of kaolinized 
orthoclase and sericitized albite are present. Chlorite and haematite also occur in thc 
felspar. Nearly always the felspar is twinned. The groundmass contains the same mineraIs: 
quartz. orthoclase. albite. sericite. chlorite and haematite; accessory is epidote. The texture 
of the groundmass is rather porous. microgranitic and relatively coarsegrained. Texture 
of the rock holocrystalline-porphyritic. 

GrBnite-pegm8tites (195, 198,201, 203, 204, 206, 630). 

Always coarsegrained rocks which contain mainly orthoclase and microperthite. some­
times also much microcline-microperthite. The strongly twinned plagioclase is albite. 
Many large quartzgrains. mostly u'Ddulatory and cataclastic (not in 195 and 2(4) . Always 
sericite (not in 206). tourmaline (not in 2(4) and topaz (not in 195 and 203). Garnet in 
195 and 630. Accessories are epidote (198.201. 206) and ore (203. 630). In 195 limonite 
appears between the grains. In 206 chlorite occurs. Always the texture is holocrystalline. 
allotriomorphic-very-coarsely-granular. with graphic intergrowth. No typlcal direction has 
been observed. 

QUBrlz-veins (pp. with CBssiterite and Wolframite); (135, 158, 160, 161, 165, 168-174, 
177, 178, 205, 207, 208). 

They are mainly composed of c1ear. undulatory. sometimes cataclastic. coarsegrained 
quartz. Besides. one or more ores have been observed. 177 and 178 only consist of 
tinstone. but are probably c10sely connected with quartz-velns. Cassiterite also appears in 
161. 168.171; in 161 and 168 the second ore is wolframite. This mineral becomes abundant 
in 160. 161. 165. 168-170. 172. 174. Always small quantities of Iimonite have been 
observed. Tourmaline occurs In 158. 161. 165. 168. 170. 171. 173. 205; pleochroism: 
yellow-brown or bIU'e-gray. In 161 and 165 a small quantity of muscovite has been found. 
Quartz is the only component of 135. In 205. the only sample collected in the centre 
of the granite area. nearly the only component is cataclastic quartz; besides we find some 
tourmaline. On Kenipaän a large quartzreef (lts ' length is given by ROGGEVEEN: 700 m) 
exists. It was stated microscopically. that the samples 207 and 208 conslst only of coarse­
grained. c1ear. cataclastic quartz; it seerns posslble. that this reef is c10sely related with 
the granite-masslf of Koendoer. 

Summary 

Probably the oldest rocks occur on Songkop; they are amphibolites with ortho­
character. On Merak. TembIas and Tg. MaIoIo (Karimon) c10sely related rocks have 
been collected; the description of these samples will be published later-on by my colleagues 
VAN RAADSHOOVEN and Sw ART. According to ROOOEVEEN these rocks are pre­
carbonlferous. 
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At any case they are older than the sediments (quartzite, quartzitic sandstone, sericite­
quartzite, limonite rocks, kaolin-limonite rocks, hydrargyllite rocks) of the Northem and 
Northeastern part of the area. These appear in a NW-SE directed region. Their 
distribution has been indicated on the added map. According to ROGGEVEEN their age 
may be triassic, because of their similarity with triassic, fossil-containing rocks on 
Malacca, Singapore and Lingga. It is very remarkable, that the triassic rocks have been 
so strongly lateritized, wh ere as the granite-samples in our collection do not show any 
lateritization. One might be temptated to suppose, th at the lateritization is not a recent or 
sub recent process, but that it has been pre-granitic. We do not believe, that th is supposition 
would be right. If the triassic rocks have been lateritized in pre-granitic time, they must 
have outcropped at that time, be eau se laterization takes place at or directly below the 
surface. The lateritic sediments then must have been buried under a thick cover of younger 
rocks, as the granitic magma has crystallized as a true abyssal rock, which must have 
taken place at a rather great depth in the earth's crust. Afterwards this hypothetic cover 
must have been removed without leaving any tra ces. In our opinion th is supposition is too 
hypothetical to be permitted, only for the explanation of the lateritized trias at the side 
of the non-lateritized granite. We prefer to suppose, that the alteration was much easier 
iIJ the sediments than in the coarsely crystalline granite. Moreover Mr. ROGGEVEEN of 
course has taken the best samples he cou'ld get from the granite and it is possible th at at 
other localities th is granite presents strenger alteration. We may add, that on the neigh­
bouring island of Sumatra strong lateritization of different young sediments occurs 
frequently. 

At any case the granite-massif of Koendoer is younger than the ?triassic sediments: 
at N Koendoer, Parit and Toelang c1ear metamorphism has been observed. The granite 
itself has contained much gas in its fluid stage, because tourmaline and topaz have been 
found at several points in the granite and at the contacts with the sediments of the Trias, 
while in the granite itself fluorite frequently occu'rs. In the sediments the tourmaline is 
absent in all samples which have been collected at large distance of the contact. 

It is of interest that the ?triassic sediments, the abyssal rocks and the veinrocks show 
strong cataclasis whereas no signs of cataclasis can be observed in most of the tourmaline. 
This proves that the magma intruded during the period when orogenetic forces were very 
active but t!-lat orogenetic action had come generally to an end when the pneumatolytic 
tourmaline was formed. Only in some samples from the contact zone in N . Koendoer 
crushing of the tourmalines has been observed. 
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Palaeontology. - Old Tertiary Mol/usea trom Curaçao. By C. O. VAN REGTEREN 

ALTENA. (Communicated by Prof. L. RUTTEN.) 

(Communicated at the meeting of November 29, 1941.) 

The Mollusca dealt with in this paper were collected by Dr. P. WAGENAAR HUMMELINCK 

on September 7th 1936 and belong to the collection of the Geological Institution of the 
Unlversity of Utrecht. They all derive from a marly limestone exposed at the steep 
N edge of the Seroe Mainchi (= Mainsjie), a hili Immediately S of the St.-joris bay, 
In the Island of Curaçao (textfig. 1). The marJy limestone is exposed at some 15 m 
below the top, which has an altitude of 43 m; it is covered by a thln layer of quatemary 
limestone, and, contrary to the latter, contains a considerabIe amount of 'quartz gralns. 
l'viost of the casts had been loosened from the rock by deslntegration and were found 
at a low,er level on the talus. The present locality has been mentioned by HUMMELINCK 

(1940, p. 21) as ·· ...... probably also an eocene marl in the S, forming the Seroe Malnsjle", 
but there are no previous records in literature. 

CUQAÇAO 

tO f(ti 

Fig. 1. 

I received a great number of fossiIs, mostly casts and impressions of Gastropods and 
Lamellibranchs for examination. The preservation of the greater part is rather bad, so 
that only few of them could be identified with some accuracy, and only very few 
wlth such accuracy that they give some hold for determinlng the age of the bed. The 
samples contain no Foraminifera; apart from the Mollusca there is only one badly 
preserved fragment of a cora!. 

The following Mollusca have been identified: 

Gastropoda 
Areruteetonica spec., 1 cast, and 1 fragment of a second specimen 
Ampul/ina ? spec.. 1 specimen 
Poliniees spec., 1 specimen 

Lamellibranchia 
Area spec., 1 specimen 
Venerieardia parinensis OLSSON, specimen 
Cardium spec., 3 specimens 
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Clementia cf. parinensis OLSSON. 20 specimens 
Tellinidae gen. spec .• 1 cast 
Raetomya arbolensis falconensis (RUTSCH). 2 specimens. 

The presence of a Venericardia of the planicosta LAM. group and of the genus 
R.aetomya at once makes it clear that these fossiIs are of 10wer palaeogene age. Veneri­
cardia parinensis has been found in the Salina. Pale Greda. and Parinas formations in 
Peru (OLSSON 1928). and in some localities in Trinidad presumably belonging to the 
upper palaeocene (RUTSCH 1936. pp. 174 seq.). According to RurSCH (1936. p. 180) 
the lower palaeogene formations distinguished in Peru by OLSSON can he paralleled 
with the divisions of the conformabIe period in E North America and Europe as appears 
from the following stratigraphical tab Ie. 

Peru E North America Europe 

Saman 
I c:: Bartonien s. stro cu 

Jaekson t1l "iS ....: (= Wemmelien. Ludien) 
B 

Z ... .. 
Talara ca Lédien t1l CXl 

U 
Restin 0 Lutétien 

t1l Cl ai borne t1l 

Parinas Z Yprésien 
t1l 
U ----

Pale Greda 0 t1l 
t1l Z 

Wilcox t1l Landénien 

Salina 
g 
t1l 
~ 
o-l 

Negritos Midway 
~ Montien 0.. 

In Peru. where the mollusean fauna of the whole palaeocene and eoe ene series has 
been investigated. Venericardia parinensis does not occur in older strata than the Salina. 
nor in younger beds than the Parinas formation . Therefore it is probable that this 
species really did not live longer than from middle pa!aeoeene to lower eocene. Con­
sequently the old tertiary deposit of Se roe Mainchi must be younger than lower palae­
ocene and ol der than middle eocene. A lower eocene age is the most Iikely. as the 
specimen of Venericardia parinensis agrees with WOODS' form C. which is characteristic 
of the Parinas formation . 

Raetomya arbolensis falconensis has been des cri bed from some loealities in the 
provinces of Falcön and Lara in Venezuela. and RUTSCH (in SEITZ & RUTSCH 1930. 
pp. 600-601) thinks it probable that it derives from eocene beds. as the typical 
R. arbolensis arbolensis (WOODS) oceurs in Peru from the Parinas up to the Saman 
formation. that is in those beds whieh have been paralleled with the European eocene. 

Clemenfia parinensis has only been recorded from the Parinas and Restin formations 
of Peru. eonsequently from lower and middle eocene beds. 

We saw that the specimen of Venericardia parinensis has probably a lower eocene 
age. and there is no reason not to assume a lower eocene age for the other Mollusea 
also. but the material is too scanty for us to be absolutely sure about the age of the 
Seroe Mainehi deposito 

Up to the present rocks ofpalaeogene age had been found in Curaçao in one plaee 
only. They were described as the Seroe di Cueba series by MOLENGRAAFF (1929. p. 25). 
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The Seroe di Cueba 1) is situated at a dlstance of some 40 km NW of the Seroe Mainchi 
(textfig. 1) . MOLENORAAFF (l.c.) and RUTTEN & VERMUNT (1932) conslder the Seroe 
dl Cueba series to be of upper eocene age because of the Foraminifera and Echlnoidea 
lt contains and because of the occurrence of Tubulostium leptostomB clymenoides 
(GuPPY) (cf. RUTSCH 1939. p. 240) . Casts of Mollusca were collected by MOLENORAAFF 

. in the basal Iimestone of this series. but they were too bad for identification. I sought 
in va in for these casts in the MOLENGRAAFF collectlon. which is kept in the Geological 
Instltution at Delft. The curator. Dr. P . KRUIZINOA. kindly informed me that they have 
probably been thrown away. because of their bad state of preservation. It is. however. 
improbable that any relation exists between these two palaeogene molluscan faun as of 
Curaçao. as the Seroe di Cueba series must be much younger than the Seroe Mainchi beds. 

The following remarks on some of the examined specimens may be added here. 

Veoericardia parinensis OLSSON 
Plate. figures IB-d 

1928 VenericBrdia planicosta var. parincnsis, n. var. - OLSSON. Bull. Amer. 
Paleont.. 14. n . 52. p. 26. pI. 5 fig . 3. 

1939 VenericBrdiB (Venericor) pBrinensis OLSSON. - GARDNER & BOWLES. 
U.S. Geol. Survey Prof. Paper 189F. p. 183. pI. oiO fig . 3 (with full 
synonymy) . 

There is one damaged specimen of this species. lts dimensions are (after careful 
reconstruction ) : height 86 mmo leng th 91 mmo diameter 60 mmo In the middle of the 
sheU the ribs fade always at a distance of about 1/3 of the height of the shell Erom the 
UDlbo; in the anterior and posterior parts they can be followed up farther in the direction 
of the ventral margin. They number 17 in front of the umbonal slope and probably 24 
in tota!. The right and left valves could not be separated from each other. therefore I 
sawed the fossil into two halves. exactly in the medial plane. in order to be able to 
ex amine the features of the hinge. This appeared to be very heavy. The medial cardinal 
of the right valve agrees rather weil wlth the diagram given for this species by GARDNER 
& BOWLES (1939. p. 132). although this must have been taken from a larger specimen. 
The specimen agrees with WOODS' form C (WOODS 1922. pI. 3 fig. 3) from the Parinas 
formation. in which the umbos are prominent and much curved. and the sculpture is 
rapidly fading away. and not with his form B (Ibidem. fig . 2) occurring in older beds. 

Clementia cf. parinensis OLSSON 
Plate. figures 2a-7b 

1928 ClementiB (ClementiB) parinensis n. sp. - OLSSON. Bull. Amer. Paleont .. 
14. n. 52. p. 35. pI. 7 flgs. 3. 4. 

There are 20 specimens of what is eVidently one and the same species of ClementiB; 
they are casts sometimes partly covered by fragments of the thin shell. As to the 
dimensions and habitus they much resembIe Cl. parinensis from the Parinas and Restin 
formations of Peru. but the concentric sculpture does not fade away so conspicuously 
towards the ventral margin as in that species. and the posterior extremity is s1ightly less 
truncate. These characters are. however. variabIe in my material; there are specimens 
which differ but slightly from Cl. pBrinensis as figured by OLSSON. The dimensions of 

1) Mr. HUMMELINCK pointed out to me that this hili should properly speaking bear 
the name of Seroe BartooI. as the real Seroe dl Cueba is a hili situated more to the N 
at the coast. It is to be tegretted that this mistake Is made as weIl on topographlcal maps 
as in the geological literature (cf. West-Indische Gids. 21. p. 89. 1939) . 
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same of my specimens can be compared with those given by OLSSON with the aid of 
the following tabie. 

I Length Height Diameter 

\ 
I 

28 mm 24 mm 13 mm 

C/ementia cf. parinensis, Curaçao 27 mm 21 mm 13.5 mm 

( 
I 

26 mm 21 mm 13 mm 
23 mm 21 mm 13.5 mm 

C/ementia parinensis. Peru I 27 . 5 mm 22 . 75 mm 14 . 5 mm 

Raetomya arbolensis falconensis (RUTSCH) 

1930 Mya (Raetomya) schweinlurthi fa/conensis nov. var. -- RUTSCH. Ed. Geol. 
Helv .. 23. p. 597. pI. 16 figs. 2-5. 

As the two specimens found by Mr. HUMMELINCK are damaged. their dimensions had 
to be ascertained after careful reconstruction. The Geological Institution of the University 
of Amsterdam possesses two more specimens labelled "Curaçao" ; it is possible that these 
shells derive from the same locality. They are nearly entire. and their dimensions could 
consequently be ascertained without doubt. 

Though I have not been able to examine specimens of Raetomya from other localities. 
I got the impression from the study of the literature. that the African forms designed 
to this genus differ more from the South American subspecies described by WOODS 
and RUTSCH than the latter differ from each other (cf. SEITZ [, RUTSCH 1930 and the 
literature cited there) . Therefore it seems rational to consider the two Sou th American 
forms specifically distinct from the African ones. 

The dimensions of my specimens and those of the subspecies known from Peru and 
Venezuela respectively have been compiled in the following tabie. It appears that my 
specimens agree very weil with the Venezuelan subspecies. especially as to th!' relation 
between diameter and length. 

I 
Length I Height I Diameter 100 1-!.1100 D 

L L 

R . arbo/ensis fa/conensis I 
I) Seroe Mainchi. Curaçao ~ 51 mm 34 mm 27 mrn 61 53 

(Geol. Inst . Utrecht) ~ 37 mm 27 mm 21 mm 73 57 
2) Curaçao ) 41 mm 29 mm 25 mm 71 61 

(Geol. Inst .• Amsterdam) ~ 49 mm 33 mm 27 mm 67 55 
3) Venezuela (SEJTZ [, RUTSCH ) 49 mm 36 mrn 26 mm 73 53 

1930. p. 597) ~ 57 mm 42 mm 29 rnm 74 51 
R . arbo/ensis arbo/ensis 
4) Peru (SEJTZ [, RUTSCH 62 mm 36 mrn 19 mm 58 31 

1930. p. 597) 59 mm 36 mm 22 mm 51 37 
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c. O. VAN REGTEREN ALTENA: OLD TERTIARY MOLLUSCA FROM C URAÇAO. 
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Figures la-<1. V encricardia parinensis OLSSON, Seroe M ainchi , Curaçao. a left valve, 
b right valve, c and d medial section through the hinge (diminished , dimensions see text). 
Figures 2a- 7b. Clcrnentia cf. parinensis OLS SON, Seroe Mainchi , Curaçao. a right 

valves, b left valves (natural size). 

Proc. Ned. Akad. v. Wetenseh., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 



Comparative Physiology. - Ueber den Tonus des Schncckenfusscs (He/ix pomatia L.). 
Il. Die Tonus/ösung. (Vorläufige Mitteilung).l) . Von N. POSTMA. (Aus dem 
Institut für vergleichende Physiologie der Universität zu Utrecht.) (Communicated 
by Prof. H. J. JORDAN.) 

(Communicated at the meeting of November 29. 1941.) 

A. Ei n I e i tu n g. 

In der ersten Mitteilung (15) haben wir die. den Tonus erhöhende Funktion der Pedal­
ganglien eingehender kennen gelernt: sie äussert sich in bestimmten Gesetzmässigkeiten 
bezüglich des Niveau der Pedalkonstanz. Neu war das Studium des Einflusses von 
Be/astungsgrösse und von Hydratation und Dehydratation hierauf. Letztere hat ei ne 
Steigerung des Niveau zur Folge ; reichliche Wasseraufnahme ändert das Niveau dahin­
gegen nicht. Niedrigere Belastung fördert die Konstanzerzeugung; höhere Belastung 
erniedrigt das Konstanzniveau der Wiederholungskurven. 

Wärme. und zwar erst oberhalb 22° C erniedrigt das Niveau; Kälte ändert es nicht. 
Durch schwache Kokainisierung der Pedalganglien wird das Konstanzniveau herabge­
drückt; Kochsalzlösung auf die Ganglien aufgetragen. steigert das Niveau. Diese Ver­
suchsbedingungen wurden nunmehr. im Gegensatz zu früheren Versuchen. vor Applikation 
der ers ten Belastung verwirklicht. Die so erhaltenen Resultate bestätigen im Grossen und 
Ganzen die Befunde von JORDAN und Mitarbeitern (2. 3. 4. 5. 6. 7. 8) über den Einfluss 
von Mehrbelastung. Wärme. schwache Kokainisierung und Aktivierung der Ganglien 
durch Kochsalz. 

Die Pedalganglien greifen aber nicht nur durch Steigerung des Tonus ein. die Regulie­
rung erfordert auch eine Abänderung des peri ph eren Tonus in entgegengesetztem Sinne: 
also Verminderung des Tonus. Diese ist schon ohne Belastung des Fusses zu beobachten 
(vgl. 1 Abb. 2.a). Von zwei Vergleichspräparaten liegt das noch mit Pedalganglien 
versehene flach ·und breit der Wachsplatte auf: d.h. der pedaltonische Fuss breitet sich 
durch das eigene Gewicht etwas auf der Unterlage aus. Er zeigt geringeren Dehnungs­
widerstand. hat einen niedrigeren Tonusspiege/. bei ähnlicher Länge. d.h. gleichem Tonus­
niveau (vgl. 15 S. 1154) als das ganglienlose Objekt. das hoch und schmal geworden is. 
DE MAREES VAN SWINDEREN (16) hat gefunden. dass diese Tonuszunahme nach Exstir­
pation der Pedalganglien sich in etwa 15 min vollzieht. Diese Ganglien erniedrigen mithin 
normalerweise. und zwar ohne irgendwelchen Reiz den Tonusspiegel. welchen die 
P~ripherie an sich zeigen würde: die primäre Funktion diescr Ganglien ist Tonus/ös~ng. 
wie JORDAN auch auf Grund seiner Erfahrungen an Aplysia (3) dies stets betont hat 
(4. S. 223) . 

Werden solche Fusspaare durch gleich grosse Last gedehnt. so zeigt auch das Mechano­
gramm des pedaltonischen Objektes. auf jeden Fall im Anfang. eine grössere Dehnungs­
geschwindigkeit als das Myogramm des anderen Fusses. Bei Anwendung der auxotoni­
schen Dehnungsmethodik behauptet sich der Vorsprung. vorausgesetzt dass man von 
geringer Belastung ausgeht. War die Anfangslast relativ hoch. so folgt nach einer steilen 
Dehnungsstrecke der S.g. Umschlag : der Dehnungswiderstand wächst schnell an und die 
Dehnungskurven beider Präparate schneiden einander. weil der pedaltonische Fuss auf 
höherem Niveau als der Fuss ohne Ganglien die Konstanz erreicht (JORDAN, 4. S. 226). 

Bei Anwendung der isotonischen Dehnungsmethode tritt der "Umschlag" immer ein 

1) Mit Unterstützung der Nieder'l. Regierung aus den Einkünften der "Zomerpost­
zegels". 
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und man erhält in 60 % der Versuche eine Ueberkreuzung der Kurven (15 Abb. 1). Der 
von JORDAN bei der auxotonischen Dehnung gefundene Einfluss der Belastungsgrösse 
(Niveaux der Muskel- und Pedalkonstanz gegenüber dem Konstanzniveau heim Fuss 
ohne Ganglien) ist wichtiger als sich damals erwarten liess. Das hat sich nicht nur bei 
den Versuchen über das Niveau der Pedalkonstanz gezeigt, sondern auch in ausge­
sprochener Wei se bei der Untersuchung der tonuslösenden Funktion. 

JORDAN führte bei seinen Versuchen die Abänderung der Versuchsbedingungeo erst 
nach Eintritt der Pedalkonstanz aus, wenn also die erste steile Dehnungsstrecke vor dem 
Umschlag vorüber war; eine Beeinflussung dieser Strecke wurde daher nicht untersucht. 
Durch höhere Last, Wärme und Kokain wurde während Konstanz aufs neue Dehnung 
ausgelöst; Kochsalz hatte. Verkürzung zurfolge. /ch habe 1Iun den Einfluss del' betreffenden 
Eingriffe auf die erste Dehnungsstrecke verfolgt. indem ich die Versuchsbedingungen 
schon VOl' Applikation del' ersten Belastung ei1lwirken liess. 

Man kann derart feststellen, ob die Tonuslösung sich bei der Belastung des Fusses zu 
Beginn in einer längeren und sehr steilen Dehnungsstrecke äussert, welche mit einem 
scharfen Umschlag in Konstanz übergeht, oder ob der Dehnungswiderstand sofort ziemlich 
hoch ist und die Konstanz relativ allmählich eintritt (Abb. 3 Kurve 111). Die so erhaltenen 
Ergebnisse muss man statistisch bearbeiten: Die Reaktionstypen bis zum Umschlag werden 
in drei Klassen eingeteilt, je nachdem die sehr steile' Strecke deutlich oder fraglich ist, 
oder aber gänzlich fehlt. Ohne besondere Behandlung der Tiere einer Versuchsreihe von 
33 Objekten wurde die Zugehörigkeit zu den drei Klassen zu etwa 61, 18 und 21 % 
festgestellt. Das entsprach offenbar für dieses Material der normalen Wahrscheinlichkeit. 
Ich habe daraufhin verfolgt, wie diese Perzentage sich modifiziert wenn die Versuchs­
bedingungen abgeändert werden, sei es während der Dehnung (Temperatur, Aktivitäts­
zustand der Ganglien) oder nach entsprechender Vorbehandlung der Versuchstiere (z.B. 
ob sie trocken aufbewahrt worden waren oder ob' sie reichlich Wasser hatten aufnehmen 
können). 

Zweitens habe ich den Tonus durch Reizung zerstört. Es war nämlich möglich, durch 
mechanische Reizung von Nerven oder durch mechanische, oder vielleicht auch chemi­
sche Reizung der Pedalganglien die Konstanz zu durchbrechen. Oefters wurde der Durch­
bruch durch eine kleinere oder grössere Verkürzung eingeleitet. 

B. Ergebnisse. 

I. Uebet reflektorischc Lösung der Pedalkonstarlz. 

I. Einfluss der Belastung. 
Der beim Fuss mit Pedalganglien schon im Moment der Belastung bestehende niedrigere 

Tonusspiegel hat eine typisch steile Dehnungsstrecke zur Folge. Dieser Einfluss der 
primären tonuslösenden Funktion der Ganglien wird nun weiterhin durch relativ hohe 
Lasten verstärkt: 

Versuchsserien PK-R-L . A, : B, . C und -LIG: Vor Auftritt der Muskelkonstanz 
(= Pedalkonstanz bei niederer Last, hier 5 g) fand ich nur in etwa 8 % (1/13) der Fälle 
Tonuslösung, während bei Zentralkonstanz (höhere Belastung, hier 20 g) eine Häufigkeit 
der sehr steilen Strecke von 7ï % (;)6/34 ) gefundcn wurde; eine Belastung mit lOg 
nahm eine Zwischenstellung ein : 7 von 12 Objekten zeigten sehr ausgesprochene Tonus­
lösung . Dass es sich nicht urn einen Unterschied im Verhältnis zwischen äusserer Reibung 
und Last handelt, heweist die zunehmende Abänderung des Niveau der Muskel- und der 
Zentralkonstanz bei, nach tonischer Verkürzung, wiederholter Dehnung (vgl. 14 u. 15). 
Niedere Belastung steigert das Niveau in den aufeinanderfolgenden Dehnungsversuchen, 
bei grösserer Last wird es emiedrigt. Die Reibung in der Dehnungs- und Registrier­
apparatur bleibt jedoch während der aufeinander folgenden Wiederholungskurven kon­
stant, während bei niederer Last die Niveauerhöhung, bei höherer Last die Niveau­
verminderung von Kurve zu Kurve zunimmt, sodass diesl" progressiven Aenderungen des 
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Niveau als Verschiedenheit der Reaktion des pedaltonischen Präparates aut diese Lasten 
ZII deuten sind. 

In 8 von 13 Versuchen über Muskelkonstanz zeigten die Myogramme. verglichen mit 
Dehnungskurven von ganglienlosen Füssen (Netzkonstanz) in der anfänglichen steilen 
Strecke nur einen. durch den niederen Ruhetonus verursachten Vorsprung: der pedal­
tonische Fuss lässt sich passiv schneller dehnen als der ganglienlose. weil er vor der 
Belastung einen niederen Tonusspiegel hatte. Bei relativ hohen Lasten kommt dazu noch 
eine. durch die Dehnung ausgelöste Tonusverminderung . welche die typische sehr steile 
und längere Anfangsstrecke zur Folge hat. Diese Aufhebung von Tonus durch die 
Ganglien bekommt man gleichfalls sehr deutlich zu sehen. wenn während Muskel- oder 
.. Mittelkonstanz" die Last hoch gemacht wird (Abb. I. Kurve 2) . Eine ähnliche Reaktion 
zeigte der Helixfuss im JORDANschen .. Halbtierversuch" (2 . 3; 5. S . 591 ; 15). 

In Bezug auE die Tonuslösung während der ersten Dehnungsstrecke beträgt sich der 
Fuss also auch bei der ersten Dehnungskurve verschieden. je nachdem seine Dehnung 
mit Zentral- oder Muskelkonstanz endet. 

2. Eintluss von KäIte und W ärme. von H ydratation und vom Aktivitätszustand der 
Pcdalganglien aut die erste Strecke der Dehnungskurve. 

In der Einleitung haben wir beschrieben. wie die. in der Ueberschrift dieses Abschnittes 
genannten Faktoren das Niveau der Pedalkonstanz beeinflussen. Das Resultat einer 
statistische Bearbeitung der Ergebnisse in Bezug auf die steile Strecke der entsprechenden 
Versuchsserien sind in der Eoigenden Tabelle zusammengefasst: 

Steile Strecke 

Deutlich Fraglich Fehlend 

Normal (15°) 61% 18% 21% 

Temperatur 2° C. 20 20 60 
7 40 20 oiO 

12 60 20 20 
bis 27 60 20 20 

32 100 0 0 

Dehydratation 29 29 42 
Sättigung mit Wasser 56 33 11 

Kokain 0 43 57 

Kochsalzlösung 50 50 0 
Kochsalzkristall 87 13 0 

Es zeigt sich also. dass. im Gegensatz zur einseitigen Wirkung durch Wärme auE das 
Niveau der Pedalkonstanz. die Tonuslösung auch durch Kälte beeinflusst wird. unterhalb 
12" C wird mit zunehmender Kühlung die steile Strecke stets mehr unterdrückt; durch 
Wärme wird sie geEördert. wenn auch erst oberhalb 27" C. 

Ebenso wie in Bezug auE das Niveau der Pedalkonstanz. hat nur Dehydratation Einfluss 
auE die Tonuslösung: die steile Strecke tritt weniger häuEig auf; Sättigung mit Wasser 
ändert dahingegen die normale relative HäuEigkeit des Auftretens steiler AnEangsstrecken 
nicht überzeugend. 

Schwache Kokainisierung dämpEt die tonuslösende Funktion der Pedalganglien: eine 
deutliche steile Strecke Eehlt. sie wird von einer Häufigkeit von 61 % auE 0 % herabge­
drückt. Kochsalz. als Kristall appliziert. Eördert die Tonuslösung stärker als Kochsalz· 
lösung (15 %) . Diesen Unterschied werden wir bei der zusammenfassenden Diskussion 
oi!ingehender besprechen. 
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11. Ueber Lösung der Pedalkonstanz durch Reizung. 

Bei den nunmehr zu beschrei benden Versuchen machten wir Gebrauch von der durch 
uns (POSTMA. 14; MAAS, 9) angegebenen Technik der Wiederholungskurven. Es gelingt 
dann jeweils nach ganz widerstandsloser Wlederverkürzung recht gut reproduzierbare 
Kurven zu erhalten, d.h. die Wiederholungskurve zeigt diesel be Gestalt und Gesetzmässlg­
keiten, wie die ursprüngliche, erste Dehnungskurve. 

1. Indirekte Reizung der Pedalganglien durch den N . pallialis. 

Bei den Versuchen über die Pedalkonstanz waren bisweilen nach Abschneidung des 
Eingeweidesackes nicht nur die Ganglien und die Nn. pedales geschont worden, sondem 
gleichfalls die Nn. palliales. Wurde nun während Pedalkonstanz einer der Nn. palliales 
mit kurzem Schlag einer scharfen Schere durchschnitten. so gelang es öfters aufs Neue 
eine schnelle Dehnung auszulösen (Abb. 1. Wiederholungskurve 3, bei R.). In diesen 

Abb. 1. Wiederholungskurven von einem Schneckenfusse mit intakten Pedal­
ganglien. Objekt PK-W-MR. FVI, 21-11-'34. Gewicht des Tieres 18 g, Last 
20 g. Ordinaten: effektive Längenänderung des Fusses (Ordinatenschreiber nach 
N. POSTMA, 1933); Abszissen: die Zeit. Kurve 2: Steile Strecke und Pedal­
konstanz nach kurzem "Umschlag"; Erhöhung der Belastung auf 30 9 hat 
Tonusfall zur Folge; 3: Während der Pedalkonstanz wird (bel R) einer der 
Nn. palliales mit kurzem Scherenschlag mechanisch gereizt; es folgt Tonusfall 
nach schneller Kontraktion. 4: Im Zustand der Pedalkonstanz werden (bei E) 
die Ganglien exstirpiert; die Reaktion entspricht vollkommen der in Kurve 3 

wiedergegebenen. 

Fällen wurde die Pedalkonstanz durch einen solchen mechanischen Reiz auf genau die 
glelche Weise gelöst, wie durch Exstirpation der Ganglien (Wiederholungskurve 4, 
bel E.). Die erstgenannte Art der Reizung (via N. pallialis) zerstörte die Konstanz nicht 
unwlederruflich, denn in Kurve 4 erzeugt das Präparat aufs neue Konstanz und zwar 
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gleichfalls bei Spannungslänge. Dem Durchbruch der Konstanz geht eine Kontra)(tion 
voran. Diese Kontraktion nach Pallialisreizung entspricht durchaus derjenigen nach 
Ganglienexstirpation. Solche Verkürzungen können aber in beiden Fällen viel geringer 
sein als in den abgebildeten Kurven. 

2. Direkte Erregung der Pedalganglien durch Auflegen eines Kochsalzkristalls. 
Auf eine derartige Tonuslösung durch Reiz deuteten einige Resultate bei den in Ge­

meinschaft mit Frl. C. E . SLUITER unternommenen Versuchen über die Pedalkonstanz 
der Wiederholungskurven nach Massgabe des Aktivitätszustandes der Ganglien (7, 8). 
Verglichen wurden Normalkurven (ursprüngliche Kurve und eine oder mehrere der 
Wiederholungskurven) mit Wiederholungskurven, wenn vor Applikation der Belastung 
ein Kochsalzkristall mit einer Pinzette vorsichtig auf die Pedalganglien gebracht worden 
war. Abb. 2A gibt als Normalkurve Wiederholungskurve 2 wieder; nach widcrstands­
loser tonischer Verkürzung wird ein Kristall appliziert und 5 min später die Bremse des 
Dehnungsapparates geöffnet. Die Restlast des Registrierhebels, welche zur Streckung des 
Fadens dient, dehnt den Fuss sofort urn etwa I cm (a'-b'); dann wird die Dehnungslast 
angehängt und es folgt die Strecke a"_b". Die ganze steile Strecke bis bH ist länger als 
in den Vorversuchen ohne Kochsalz; auf sie folgt ein .. Umschlag··, welcher nicht zur 
Konstanz, sondern zu einem Minimum und sodann zu einer tonischen Verkürzung (c-d) 
führt; die se macht neuerlicher Dehnung Platz. Statt Konstanz zeigt sich in dieser Wieder­
holungskurve dynamischer Tonus. Die ihm entsprechende Kurve sinkt unterhalb des 
Niveau der Pedalkonstanz urn dann über das Niveau des peripheren Tonus (Wieder­
holungskurve 5) hinaus zu steigen. 

1min 
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Abb. 2. · Dehnungskurven von Füssen, im Zusammenhang mit den Pedal­
ganglien. Versuche mit Applikation von Kochsalz auf die Ganglien. 
A. Wiederholungskurven. Objekt PK-W-KD . A V, 9-11-'38. Gewicht des 
Tieres 18 g, Last 10 g. 1. Vorversuch: Normalkurve ohne Kochsalz. 2. Nach 
Applikation eines Kochsalzkristalles: auffallende Erniedrigung des Tonusspiegels 
und Dynamik (tonische Kontraktion ). 3. Nach Exstirpation der Pedalganglien. 
B. Ursprüngliche Kurven . Gewicht der Tiere 17 g, Last 20 g. I. Normal­
kurve. XI. Fliesspapierblättchen mit 15 % Kochsalz in Schneckenblut auf die 
Pedalganglien: Konstanzniveau erhöht. XIV. Kochsalzkristall auf die Ganglien: 

Tonusabfall und Dynamik (Versuchsserie PK-R-ZD . B, I-V-'41). 

:Ir 
/ 

/ 

Eine ähnliche Dynamik zeigt die ursprüngliche Kurve (= U .K.) nach Auflegung eines 
Kochsalzkristalls auf die Pedalganglien (Abb. 2B): l. Normale U .K. zur Vergleichung. 
Die U.K. XIV zeigt nach Applikation von Kochsalz eine sehr steile Senkung der ersten 
Strecke und einen sehr schar fen Umschlag auf Spannungslänge (b--c). woraufhin toni­
sche Verkürzung c-d auftritt, auf welche ständige Dehnung folgt. Diese sekundäre 
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Dehnung überschreitet die Spannungslänge. ohne Tendenz zur Konstanz. Die U.K. XI 
wurde nach Applikation einer IS % Kochsalzlösung mittels eines damit befeuchteten 
Fliesspapierblättchens aufgenommen; die sehr steile Senkung ist kürzer. der Umschlag 
oberhalb der Spannungslänge führt zu einer Konstanz (b'---c'). welche in Verkürzung 
·übergeht. aber viel später als die in Kurve XIV nach Applikation eines Kristalls. 

Im Gegensatz zur. durch das Kochsalzkristall ausgelösten dynamischen Reaktion. 
zeigen die U.K. und W.K. nach Applikation eines Fliesspapierblättchens mlt Kochsalz~ 
lösung auf die Pedalganglien elne Konstanz und zwar auf höherem Niveau als die 
Spannungslänge. Dasselbe Resultat bekommt man nach Auflegung eines Blättchens aus 
kristallinischem Kochsalz. 

C. Di sk ussion der Er geb n i sse un d Z usa m m en f ass un g. 

Melne erste zusammenfassende Arbeit auf dem hier behandelten Gebiete war der 
Wiederherstellung des Tonus (Tonusniveau und Tonusspiegel) nach vorhergegangener 
Dehnung gewidmet. Die Regulierung des Tonus durch das Zentralnervensystem wurde 
absichtlich ausser Acht gel assen (verg!. 14. S. 27). Jetzt ist die Funktion der Pedal~ 

ganglien unser Hauptproblem. 
Auf Grund seiner Erfahrung an Aplysia (3). bei welchem Objekt sich bislang lediglich 

Tonusverminderung durch die Pedalganglien hatte nachweisen lassen. hatte JORDAN die 
genannten Ganglien als einheitliche Zentren der Tonusfunktion aufgefasst. Ihr Einfluss 
sollte auf der Koordination des Aktivitätszustandes beruhen. Wie sich der tonische 
Zustand zwischen allen Muskelteilen des normalen Tieres koordiniert. so soli te auch 
eine Angleichung der Aktivität zwischen Zentren und Peripherie bestehen. wobei die 
Pedalganglien. da sie als Urfunktion die Tonusverminderung haben. dauemd oder doch 
vorwiegend im Zustande nlederen Aktivitätszustandes verkehren sollten. 

JORDAN hat diese Form. die Zentrenwirkung zu beschreiben. auch auf Helix ange~ 

wandt (4. 5). obwohl er bei diesem Objekt und analog bei Ciona intestinalis. aber Im 
Gegensatz zu Aplysia. auch eine tonussteigemde Wirkung der Pedalganglien fand. 
nämlich den Zentraltonus (Pedalkonstanz). Um zu zeigen. dass die Richtung des 
Ausgleiches dem Aktivitätszustand in den Ganglien. verglichen mit demjenlgen der 
Muskeln. entspricht. hat JORDAN eine Reihe von Versuchen gemacht. bei denen er diesen 
Aktivitätszustand der Ganglien erhöhte (Kochsalz) oder emledrigte (Kokain) . Der 
Aktivitätszustand in den Muskeln wurde gleichfalls durch Aufbringen von Kochsalz 
erhöht (7); Emiedrigung des Muskeltonus war möglich durch Kokain oder durch passlve 
Dehnung. welche das Tonusniveau verminderte und parallel damlt den tonlschen Aktivi~ 
tätszustand der Muskulatur herabsetzen sollte (4. S. 203; 5. S. 542) . So stellte JORDAN 
der ,,dngrdfenden" Regulierung durch ImpU'lse. die "koordiDative" Regulierung nach dem 
Prinzip der Isostasie gegenüber (8): einheitliche Reaktion des Muskels oder des Ner()en~ 
muskelsystems. Sie ist unverträglich mit antagonlst;lscher Muske1innervatlon. Tonuslósung 
und Tonuserzeugung sind zwei Phasen einer Funktion, die einander bei ein und derselben 
Erscheinung ausschliessen, also nur nach einander auftreten können. 

Der allgemelne Gesichtspunkt. der mlch bel meinen Untersuchungen leltete. war. urn 
am Auffinden einer andem Theorie der zentralen Tonuserzeugung und Tonuslösung bei 
unserm Objekt mltzuarbeiten. Gewisse Erfahrungen hatten bei uns Zweifel an der 
R1chtigkeit der alten Theorie geweckt. Ich habe nun die direkte Reaktion des Tonus-­
spiegels auf die verschledenen experimentellen Elngrlffe feststellen können und mlt den 
Abänderungen des Niveau der Pedalkonstanz. unter dem Einflusse der gleichen Elngriffe. 
verglichen. Die Resultate haben unseren Zweifel verstärkt: 

1. Die Reaktion des pedaltonischen PräpBrates auf Belastungsgrösse: a. Es zeigte 
sich. daas hohe Last die Tonusarmut des Muskels. der in Verbindung mit den GangUen 
steht. steigert: Aktivierung der Tonus1ösung (steile Strecke der ursprünglichen Kurve; 
Ernledrigung der Nlveaux der Wlederholungskurven). b. Niedere Last aktIvIert die 
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Konstanzerzeugung, als spezifisch erregende Funktion der Pedalganglien; in aufeinander­
folgenden Wiederholungskurven steigt das Niveau. Zum Auftreten einer wirklich steilen 
und langen Anfangsstrecke der Dehnungskurve kommt es bei niederer Belastung nicht. 
Zwar verläuft dieser Kurventeil etwas steiler als beim ganglienlosen Fuss, wegen des 
niedrigeren Tonusspiegels des normal innervierten Muskels, aber es fehlt hierbei der, die 
Tonuslösung reaktiv verstärkende Reiz der höheren Last. 

2. Kokain wird in geringer Konzentration auf die Pedalganglien gebracht. Stets 
fehlt eine deutliche steile Strecke, dahingegen schwindet die Konstanz nicht, das Niveau 
wird nur erniedrigt. Das Gift dämpft die Tonuslösung mehr als die Konstanzerzeugung. 
Man muss hierbei an die Dämpfung der Wirkung einer spezifisch tonushemmenden 
Funktion denken. Diese Auffassung gewinnt an Wahrscheinlichkeit durch unsere Ver­
suche mit Aktivitätserhöhung in den Pedalganglien durch Auflegen von Kochsalz. 

3. Kochsalz wird als Kristal). oder als Lösung von 15 % 'angewandt. Nach Auflegen 
dnes Kochsalzkristalles tritt keineswegs lediglich Muskeltonuserhöhung auf, sondern 
zuerst namen wir (7) eine ausgesprochene Tonuslösung wahr, die sich in langer und 
steiler erster Strecke der Dehnungskurve zu erkennen gibt, die niedriger sinkt als das 
normale Konstanzniveau. Ein Kristall fördert also auch die Tonuslösung, erhöht dann 
durch eine Strecke tonischer Verkürzung das Konstanzniveau. Kochsalzlösung zu 15 % 
oder ein Blättchen aus kristallinischem Kochsalz verursacht keine Tonuslösung (erstre 
Strecke), sie erhöht lediglich das Konstanzniveau. Vermutlich lokaler Verhältnisse wegen, 
wird nur die erregende Funktion der Pedalganglien aktiviert durch Applikation von 
Kochsalz auf eine grössere Oberfläche (Blättchen gegenüber KristalI). Die Wirkung 
eines kleinen Kristalles lässt die ErkIärung zu, dass das Salz erst auf ein hemmendes 
Zentrum reizend wirkt (weil dieses vermutlich eine niedrigere Reizschwelle hat und die 
Lokalisation der Einwirkung für dieses Zentrum günstiger ist), um sodann die Konstanz­
erzeugung zu aktivieren. 

Wenn dies alles wahr ist, muss man Tonuslösung auch durch passende Reizung der 
Pedalganglien und der Nn. peda les erzielen können. Auch das war mir gelungen und 
zwar durch mechanische Reizung (vgl. auch Mitt, 111 u. IV).' 

4. Mechanische Reizung des Nervus pallialis (Durchschneidung) im Zustande der 
Pedalkonstanz verursacht, ähnlich wie Exstirpation der Pedalganglien während dieses 
Zustandes des Muskels, schnelle Dehnung (Tonuslösung während der Konstanz). Nach 
dieser Tonuslösung durch Reflexreizung war in unserm Institut lange vergeblich gesucht 
worden. 

5. Allgemeine Schlüsse aus diesen Ergebnissen: Die beschriebenen Resultate sind 
nicht in Einklang mit der Ausgleichhypothese zu bringen. Sie lassen sich dahingegen 
als die Beeinflussung von zwei gleichzeitig wirksamen antagonistischen Funktionen 
erklären: 

a. Kokain wirkt in der Tat auf die Konstanz derart, dass die Wirkung mit dem 
Ausgleichschema beschrieben werden kann. Allein die erste steile Strecke, die nach diesem 
Schema steiler und länger werden müsste, wird durch diese Emiedrigung des Aktivitäts­
zustandes unterdrückt. Kochsalz müsste nicht nur das Konstanzniveau erhöhen, sondern 
auch die Häufigkeit der steil en Strecke vermindern; die Lösung wird ab er gefördert. 
Kokain und Kochsalz wirken also gleichsinnig fördernd auf zwei einander entgegengesetzte 
Funktionen. 

b. Auch die Reaktionen auf Belastungsgrösse, wie Aktivierung der Spiegel- oder 
Konstanzerzeugung durch niedere Last und Aktivierung der Tonuslösung durch hohe 
Last widersprechen der früher benutzten Beschreibungsweise der Tonusregulierung (vergl. 
auch 17, S. 108). Beide Reaktionen können nunmehr als ein Reflex beschrieben werden. 
Das erlaubt mir auch den .. Halbtierversuch" (vgl. Mitt. I, S. 1152) anders zu erkIären als 
]ORDAN dies tat, da ihm zentrale Tonuslösung durch hohe Last unbekannt war. 

Proc. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, Vol. XLIV, 1941. 80 
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Wenn der Einfluss der Last, wie wir ihn durch die Wiederholungskurven kennen 
(Nlveauerniedrlgung durch hohe Last, Niveaustelgerung durch geringe Last), sieh auch 
Im "Halbtierversuch" geitend machen sollte, so ist folgende Erklärung dleses Versuches 
möglich: die hoch belastete Fusshä!fte verursacht reflektorisch zentrale Aufhebung des 
Tonus in der Gesamtmuskulatur, also auch in der "registrlerenden", nicht extra belasteten 
Hälfte. Die ursprlingliehe, erste Dehnungskurve des intakten Fusses zeigt bel hoher 
Belastung aber nur Spiegelemledrigung bei gleichem Niveau und wir werden noch 
kontrollieren müssen, ob diese Spiegelemiedrlgung eine Niveauverminderung zurfolge 
hat, die dem Niveauverlust Im "Halbftierversuch" entsprlcht. 

1 min 

• 

Abb. 3. Ursprlingliche Kurven von pedaltonischen Objekten (Last bei I und 11, 
20 g). Kurve 11 zeigt bei B. b. u.s.w. einen Kampf zwischen Tonuserzeugung und 
Tonuslösung. I. Jedesmal nach kurzdauernder Konstanz (a, P. u.s.w.) plötzlicher 
Abfall, welcher auf das Eingreifen eines hemmenden Impulses hinweist. 111. Kurve 

ohne steile Strecke. weil die Last niedrig ist (10 g). 

Ich habe früher (14, S. 71) beschrleben, und immer wieder wahrgenommen, dass In 
vielen Fällen während der pedaltonischen Dehnungskurve sozusagen ein "Kampf" 
zwischen der Tendenz zur Konstanzbildung und derjenigen der Tonuslösung auftrltt. Die 
Dehnung wird plötzlieh unterbrochen, scheinbar trltt Pedalkonstanz auf, plötzlich aber 
wird die steile Dehnung fortgesetzt. Dieser Wechsel kann sieh im Falle sehr ausge­
sprochenen Kampfes öfters wiederholen (Abb. 3, Kurve 11). leh habe damals an die 
Möglichkeit gedacht, dass die Tendenz zur Tonuslösung in den Pedalganglien, die 
Tendenz zur Konstanzerzeugung dahingegen in der Fussmuskulatur selbst lokallsiert sei. 
Da es aber offenbar ein tonuserzeugendes Zentrum in den Pedalganglein gibt, dürfte kaum 
daran zu zweifeln sein, dass es neben Netzkonstanz auch eine Pedalkonstanz gibt. Der 
plötzliche Abfall der Kurve I, nach kurzdauernder Konstanz, welst auf alle Fälle auf das 
Eingreifen eines hemmenden Impulses hin. 

Alle diese Resultate und diejenigen gemeinsamer Versuche (7) wurden Anlass zu 
weiteren Untersuchungen, deren Aufgabe es war, die vermutlieh vorhandenen zwei 
Zentren in den Pedalganglien zu Einden, über die in der nächsten Mitteilung 111 beriehtet 
werden wird. 
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Die übrigen Resultate lassen das Prinzip des Ausgleiches ausser Disku5sion. Sie 
ergaben dass die Muskelviskosität nur einen Teil der Tonuserscheinungen zu erklären 
imstande ist, was in unserem Institut auch immer ausgesprochen worden ist (6, 10, 11. 
12, 13, 14). Obwohl Tonus und selbst die Konstanz (nach Maas, 9) keinen Anspruch an 
den Stoffwechsel stellen, muss beiden eine reflektorische Grundlage zuerkannt werden. 
In meinen Versuche spielte Viskosität als sokhe eine überwiegende Rolle nur in folgenden 
Ergebnissen: Kälte unter 12° erhöht den tonischen Widerstand der ersten Dehnungs­
strecke, während Wärme (oberhalb 27') ihn erniedrigt. Auch Wassermangel erhöht den 
Widerstand, während Sättigung des Muskels mit Wasser merkwürdigerweise nicht den 
umgekehrten Effekt hat. 
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MedidDe. - Classification of the disorders of language. speaking and voice. By F. 
GREWEL. (Communicated by Prof. A. DE KLEYN.) 

(Communicated at the meeting of November 29, 1941.) 

The doctrine of the dlsturbances mentioned in the title, which used to be termed 
disorders of speech, has developed slowly; and only gradually has a classlficatlon into 
different large groups come into existence; the development in thls respect has not yet 
come to an end. The deepenlng of our knowledge In this field was dlfficult, however, the 
more so because the materlal for thls greater knowledge had to be drawn from various 
other domalns of sclence, most of which have just begun to develop. Thus our knowledge 
of the neurological diseases attended with disorders of language and speaklng has gradually 
increased, while also the pathological-anatomical basis of the dlseases which affect voice 
and speech has been studied more thoroughly. One gets a more and more profound 
insight into the physlology of voice and speaking, so that experimental phonetics have 
become a separate subject of study. In many respects we have only just begun to apply 
thelr results to the pathological physiology of volce and speaking, a field which, It is true, 
does not lie fallow, but can still be explolted more extensively; here there are perhaps also 
hidden possibilitles to glve to Iinguists a better insight into certain changes of language. 
The development of speaking in chlldhood has become a su'bject of study and the 
knowledge of the development of the child's language has also become greater. Besides 
the knowledge of the dlsorders of language among patlents has also deepened; the theory 
of aphasic dlsorders especlally has developed to an enormous ex tent. Medical Investlgators 
have realised that one cannot be satlsfled with a nalve opinlon about language defects 
among su eh patlents; ever slnce PICK's Investlgatlons and agaln just lately the Inslght 
that the dlsturbances of aphasic patlents should also be stud led from the linguistic point 
of view has been roused. It goes without saying that the psychological study of these 
patlents, who are hampered or dlstU'rbed in fundamentally human functions, such as 
language and speaking, ylelds also important results. 

So we are provlded with an abundance of data the arranging of which is very difficult; 
it follows Indeed clearly from the above th at no expert can any longer be master of the 
whole field. 

The diseases in the domain of human acts of language and speech have up to now been 
classifled as disorders of speech and dlsorders of voice. A new arrangement based on 
newer insights Is necessary, however, and, as we think, posslble too. In making it, one 
should start from the In5ight that man has the power of speech. He can use thls power 
by making himself understood in a system of conventlonal symbols, hls language. It is 
only in a language that the human power of speech .gets its great biologica I realisatlon 
and Itsgreat soclal slgnlficance 1). So the power of speech is a dispositlon for which 
symbols of language are necessary; the disposition Is every time realised In the act of 
speaking, the speaking. So one must make a clear distinctlon between dlseases which make 
the language of the patient dlsappear or hamper It and those where the act of speaking 
Is made impossible or difficult. It is true that for a long time these two groups of dlsorders 
have been set over against each other, but again and agaln such disorders which concern 
the Incapaclty for the act of speaklng threaten to be introduced wlthin the group of aphaslc 
dlsorders. One can even say that the prototype of aphasic conditions, the group of 
patlents-described by BROCA who had lost "Ie souvenir du procédé qu'iJ faut suivre pour 

1) J. VENDRYES. Le langage. Parls 1921. 
G. RÉvÈsz. Die Sprache. Proc. Ned. Akad. v. Wetensch .. Amsterdam, XLIII, 1940. 
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articu'ler les mots" (BROCA) do not belong to the aphasias in a narrower sense, but at 
the most form an intermediary group between aphasia and dysarthria. 

For graduaIly it has become clear that. at least for . the expressive aphasias. the 
incapacity for language is the most important phenomenon 2). It is true that this is made 
more complicated by a wh~le series of psychological phenomena and by radical disorders 
in the whole power of expression 3), so of a fundamental field of the praxis; but for the 
classification it is not the psychical and psychomotoric attendant phenomena that are 
important. but the essential fact that not the act of speaking. but the language has suffered. 

Considering what GUTZMANN 4) in his monography ranges under dysarthria one can 
only conclude that his classification is entirely obsolete. Stammering- and stutte ring-de fe cts 
and the disabilities of speaking cau'Sed by mechanica I defects in lihe articulation-apparatus 
are all styled as forms of dysarthria. The instrumental investigation of these defects and 
disorders has made it possible to establish such fundamental differences that already 
ZWAAROEMAKER. QUlX. TEN CATE. later SCRIPTURE. OE SANCnS could distinguish 
nervous disorders of speech. such as stuttering. fr~m organic ones. It appears to be 
necessary to indicate c1early that by dysarthrias one understands disorders in the act of 
speaking caused by lesions of the nervous system. ex cept for the cerebral cortex. in other 
words as a consequence of subcortical or peripheral nel1rological injuries. By this the 
field of the dysarthrias is greatly narrowed down. but on the other hand th is definition 
of dysarthria does incl4de the enlargement that appeared necessary in thc long run. Thus 
for instance that which was clearly indicated by LEYSER 5) when he considered the 
disorders of speech caused by affections of the basal nuclei, such as post-encephalitic 
parkinsonism and athethosis, as dysarthrias. For by this it has not only been confirmed 
that besides the disorders of articulation and of tempo phenomena of phonation and 
respiration can also occur in dysarthria. but it has. moreover. become clear that the 
disturbances of melody. the iterations. the changes of tonus. etc. in speaking are deserving 
of our attention. 

Both the nervous disorders of the act of speaking and the mechanical ones form groups 
separate from the dysarthrias. 

Considerations that are essentially the same as for the abnormalities of language and 
of the nervoUS. mechanical and neurological disorders of the act of speaking amollg adults 
also have their value for the child; on the understanding. however. th at here individuals. 
so also language and speaking are aHected in their development. So the problem changes 
in so far that besides the abnormalities found among adults. hindrances in the development 
of language and speaking are found as weIl. In these disturbances of growth one must 
again distinguish two groups: the disorders of tempo. where the unfolding of a power 
only takes place more slowly and the qualitative disabilities. 

In the same way as among adu'Its a defect in the articulation-apparatus can lead to 
articulation-defects; th is is possible with the child. moreover. on account of an incomplete 
mastering. i.e. of a function of this apparatus as yet incomplete. As is known the disorders 
of the tempo of development play a great part especiaIly in the domain of speaking. 

When one separates the voice-defects from the speech-defects one must point to the 
fact th at th is obtains only when it is the voice alone that makes us hear abnormalities. 
while for the rest speaking is intact. Disorders of the voice namely repeatedly occur in 
cases of disability in speaking. especially in dysarthrias; ,in such cases one considers them 
as belonging to the dysarthric syndrome. 

2) H . HEAO. Aphasia and Kindred Disorders of Speech. Cambridge 1926. 
M. A. V. MELLE. Over Aphasie. Acad. Proefschrift. Amsterdam 1900. 

3) F. GREWEL. Taalpsychologische problemen bij aphasie. Alg. Neder!. Tijdschr. v. 
Wijsbegeerte en Psychologie. XXXIV. 1941. 

4) H. GUTZMANN. Die dysarthrischen Sprachstörungen. Wien u. Leipzig 1911. 
5) E. LEYSER. Ueber einige Formen von dysarthrischen Sprachstörungen u.s.w. 

Zeitschr. f. d. ges. Neur. u. Psych .• LXXXXVIII. 1924. 
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What has been explained above leads us to make the followlng classification: 

A. THE GENERAL ABNORMALITlES. 

I. Disorders of language-functions. 

a. Aphasia. There is incapacity of using language. while speaking is essentlally 
undisturbed. In aphasias very definite parts of the cerebral cortex are injured and 
dependent on the place of the lesion one can distlnguish certain types of aphasia. namely 
expressive. receptive. amnesic and perhaps central aphasia. As the aphasias are disorders 
in the use of the instruments of language. it will appear useful to glve a linguistic basis 
to the analysis of the aphasic disturbances; one will have to look for the abnormalities In 
the structural laws of the language. not only phonematical (TRUBETZKOY) . but also 
syntactical ones. etc. 6) . 

b. PICK' s dlsease certainly fits in with the aphasias. also anatomically 7). It is character­
ised by a gradu'ally progressive inca pa city for language and by its complication wlth 
other disorders. particularly preseniIe dementia. loss of initiative. reduction of mental 
productlvity and deterioration of the practognosis (GRÜNBAUM). 

c. Several diseases th at are artended with language-disorders show anatomically 
conspicuous lesions of the cerebral cortex. These alterations of the cortex must be 
considered as more or less important in ALZHEtMER's disease. with some forms of palilalia 
and with language-disorders in seniIe dementia. Anatomical lesions of the basal nuclei. 
however. which are also present in P(CK's disease. are found especially in the two former 
clinical pictures. 

Il. Disorders of the function of speaking. 

a. Dysarthria. This term serves to summarize the disorders in the mechanism of 
speaking, as a consequence of subcortical or peripheral lesions of the nervous system. 
Here one finds, dependent on the localisation in the nervous system, a great number of 
different neurological syndromes, in each of which the acts of speaking are impaired. while 
the language is intact. The disability of speaking expresses itself in disorders of artkulation, 
phonation and respiration, in tempo and modulation; elther in all these domains or in 
some of them. The hindrance of the mechanism of speaking can be explained neurologi­
ca1!y; again and again different disorders occur in accordance wlth the parts of the nervous 
system affected; so a classification of the dysarthrias based on the localisation is possible 
and gradually this is being made . The bulbar and pseudo-bulbar. the cerebellar, choreatIc. 
athethotic and post-encephalitic forms of dysarthria can be mentioned in this connection 8). 

b. Dyslalia. The dyslalias too are the consequence of technical disorders. but only 
of the articulation-mechanism. They are due to anatomical de fe cts In the peripheral 
apparatu'S itself; cleft palate. abnormalities of the tongue, etc. One also calls them 
peripheral-mechanical disorders. Disability in speaking caused by peri ph era I nerve-lesions 
such as neuritis (paralysis of the pa late af ter diphtheria; hypoglossusneuritls, etc.) is 
classed among the dysarthrlas, The hampered speaking found with myasthenia gravis can 
be looked upon as intermediary; it Is best to group it with the dyslalias. 

c. Aphemia and dysphemia. By these one understands the large group of disorders of 
speaking on a neurotic basis, also among the constitutionally nervous and inferior, such 

6) R. JAKOBSON. Kindersprache, Aphasie und alIgemeine Lautgesetze. Sprakvetenskap­
liga Sällskapets I Uppsala Förhandllngar. 1910-1912. 

F . GREWEL. L.c.; and Problemen bij de aphasiestudie. Psychiatr. en Neuro!. Bladen. 
XXXV, 1911 . 

7) C. VAN DER HEIDE. Klinisch-anatomische studie over Picksche ziekte, A'dam. 1931. 
8) M. NADOLECZNY. Kurzes Lehrbu'ch der Sprach- und Stimmheilkunde. Leipzlg, 1926. 

J. EUZIÈRE. J. TERRACOL et R. LAFFON. Les troubles de la parole dans les affec­
tions du système nerveux centra!. Revue franç, de Phoniatrie. 1939. 
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as the feeble-minded. They are the defects of stuttering. clottering and stammering. Further 
subdivisions are necessary within this group; th ere are also transitions. as between 
stuttering and clottering. Further there are differences in stuttering as e.g. between the 
stutter-neurosis and the hysterical stutter. 

lIl. Disorders in the [unction ot the voice. 

Here there is the same classification as in the preceding group. 
a. Neurological disorders of the voice. as with tabes dorsalis. posticus-paralysis. etc. 
b. Organic disorders of the voice through local affections. as hoarseness as a conse­

quence of a tumour of the larynx or inflammation of the vocal chords. etc. 
c. Neurotic (nervous) disorders of the voice. as phonasthenia (as a rule). hysterica I 

hoarseness or aphonia. etc. 

IV. The peripheral-impressive disorders of speaking form a separate group. The changed 
speaking attending deafness is due to the fact that deaf people lack an acoustic control 
of their own speaking-production. articulation. phonation. melody and accent deviating so 
mu'ch that the speaking changes in character. 

B. THE ABNORMALITIES IN THE DEVELOPMENT. 

As has been explained above. there are among the young. besides the disorders which 
the adult knows. the disorders in the development. as a separate group of affections. 
These disorders in the development of human speech-utterances must be stildied separately. 
Here again it appears to be useful to distinguish the language-function and the function 
of speaking; then in the one case one meets with difficulties which the child has to over­
come when it learns how to master the language. i.e. the whole of the symbol-conventions. 
in the other case in acquiring suffident readiness of speaking. This does not mean that 
both develep entirely independant of each other; it seems to us namely that readiness of 
speaking also has some influence on the acquiring of language; but this is beyond the 
scope of th is article. 

The mastering of the language has two sides. In the first place a suffident intellect is 
necessary for -this; if this is wanting no language or a very limited language develops; 
the mutit.as idiotica and the poor language of many feeble-minded. therefore are not among 
the disorders of langu'age in a narrower sense. though their study contributes much to 
our understanding of the development of language among normal people. There is. however. 
a second side to the development of the language in childhood; the power to handle the 
conventional symbols namely has a development which is more or less independent of the 
intelligence. Thus one se es intelligent children learning the mastery of a language with 
difficulty and on the other hand feeblemindedamong whom the fluent mastering of the 
language develops quickly (verbal giftedness). Though this may not be profound in such 
'a case and may cau'se a spurious pseudo-intelligence to arise. essentially it cannot be 
denied. (And it is curious th at a lang ua ge. i.e. a system of conventional symbols forms 
yet again such a powerful means to the drawing of conclusions that many a verbally 
gifted dun ce gets along fairly weil by means of the f1uency of his language.) Besides. 
however. there are defects in the development that only concern a part of the mastery 
of the (a) language. 

These considerations lead us to make the following classification: 

l. Disorders in the language-development. 

a. Congenital acoustic agnosia. This concerns not the group of children who suffer 
hom congenital psychic deafness and who cannot be "roused" acousticaIly. so do not 
react on a single sound-stimulant. but the group of the congenitally word-deaf. These 
children do react on sound and are not deaf to the sounds of the human voice; nor are 
they feebleminded; yet they do not understand or produce lang ua ge. The clinical picture 
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of congenital word-deafness. which has always remained inexplicabie. suddenly becomes 
clear when one keeps in mind that it must not be regarded as a congenital receptive 
disorder. but that it is an arrearage of the power to handle language-symbols. 

b. Some forms of hearing-muteness, where it is especially the active use of language 
that is attended with difficulties. while the language heard is understood relatively weil. 
can perhaps be included within the group of disorders in the language-development. 

c. Congenital agrammatism, first described by LIEBMANN. also becomes clearer through 
this classification; here there is. with sufficient intelligence. a partial hampering of the 
language-development. namely that of the grammatical-syntactical fU'Ilctions (symbols). 

d. Belated recognition of a phonological opposition within a correlatiori-pair is a 
phenomenon that can repeatedly be observed in children. By this one should understand 
the incapacity to distinguish phonemes that belong together. such as d and t. band p. and 
possible others. within the language. Such a child does not only say e.g. "toe te teur tan 
toch ticht". but also writes it. The wrong writing shows that here it is not a disorder of 
speaking - up to now this phenomenon was . taken to be that - bu! a disorder of the · 
discriminative powers within the language-domain. namely of the phonological oppositions. 
The description given here of this disorder shows that it Is necessary to make use of 
modern linguistical conceptions to get a better insight In the natu're of these disabilities. 
In this case the conception of the phonological oppositIon withln the meaning of 
TRUBETZKOY and hls school had to be used 9). 

e. Congenital aphonemia. FONTES 10) has described an isolated congenital (and here­
dltary) disorder in the use of the r; he considers this an isolated congenItal aphasia. To me 
it seems right to regard it as an isolated disorder of the language function. but as it only 
concer·ns a single phoneme It seems better to call it congenltal aphonemia. 

f. Echolalia in childhood. of long duration shoulcl perhaps be included within thls 
group; it occurs especially among the imbeciles. 

11. Disorders in the del1elopment of speaking. 

a. Hearing-muten.ess Is generally due to the incapacity of leaming how to speak or 
to the fact that thls is attended with great difficulties. The little patients can indicate the 
rhythm of a word. but fail in speaking. often even in pronouncing a combination of 
consonants. One can distlnguish variou'S forms of hearing-muteness. but this same principle 
obtains for all of them. They are all due to a motoric infantilism. 

b. Belated del1elopment of speaking. Instead of in the second year speaking develops 
some years latl'r. In such cases a language-factor sometimes plays a part as weil; but 
there are children who understand every thlng clearly. try to speak and faU in this. Here 
too. one can always establish that there are arrears in psychomotorics 11). 

c. Stammering-defects in youth: del1elopmenial dyslalia. Many children find it difft­
cult for a longer period than is normal to pronounce one or two phonemes. Every child 
shows disorders of articulation. especially of many consonants for a certain physiological 
period; this is the physiological stammer. It is due to a technical incapacity. as a 
consequence of the insufficient sU'Ppleness and promptness of the articulation-apparatuses 
to produce the deslred sounds In the right manner. So wlth the young child one phoneme 
represents ltself and some others. The other phenomena th at attend the undeveloped 
speaking are irrelevant in this connection. A nor m a I c h i I d 0 ver c 0 mes th I·s 
wit h ins 0 m e y e ars. at any mte before the school-age. Thls remark Implies that 
abnormal children. e.g. mentally defectlves. are less successful In gettlng over this 

9) N . S. TRUBETZKOY. Grundzüge der Phonologie. Prague 1939. 
10) V. FONTES. Sur la signification fonctlonelle de certaines altérations du langage. 

Zeltschr. f. KInderpsychiatrie. VII. 1941. 
11) F. GREWEL. De psychomotoriek biJ ontwikkelingsstoornissen van de spraak. 

Maandschr. v. Kindergeneeskunde. X . 1940. 
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mechanical incapacity (frequent dyslalia among the feeble-minded) and that the 'persisting 
of a stammer-defect in a constitutionally normal child mostly points to a development 
disorder, particularly to a children's neurosis. 

d. Clottering and stuttering frequently occur during the development, especially during 
the period when speaking cannot yet follow thought (dottering) or when the child has 
not yet enough language-material to satisfy the existing impulse to comminucate 
(stuttering) . This physiological dottering and stuttering are overcome and it is only 
through neurotic (or neurological) causes that the stutter can persist 12) . Only in the 
puberal period, when the motories pass through a temporary desintegration before reaching 
their definite organisation stuttering may perhaps again occur physiologically, or on a 
physiologlcal basis. 

e. Sc already in youth aphemias and dysphemias can develop from the physiologieal 
stammer, dotter and stutter, under the influence of neurotic mechanisms, or, as in the 
case of stammering insufficient training. Children's neuroses cannot be regarded as identieal 
with these of adults; therefore there is some sense in mentioning these children's aphemias 
besides the aphemias of adults. Children's neuroses are of ten overcome spontaneously; 
this also obtains for the neurotic disorders as regards their speaking. Perhaps one should 
take together the groups 11 c and d of the development-disorders of speaking as one group. 

111. Disorders in the development ot the voice. 

a. The mufation-disorders of the voice are organic: cracking of the voiee, avoice th at 
is too deep or falsettc-voiee. Here it is of ten diffieuIt ,to say where lies the border between 
the physiologieal and the pathologieal domain. They are certainly pathological with 
pubertas praecox or on the other hand with hypopituitary infantilism, or mutation delayed 
in another way. 

b. Technical disorders in speaking cause the hoarseness that is so frequent in youth. 
c. Psychogenic disorders. such as whispering in youth, are sometimes found in smaller 

children (timiditas infantu'Ill). 

IV. Peripheral-impressive disorders. 

These play a great part in certain disorders of the development of language and 
speaking. The val'ious forms of deafness and hardness of hearing can cause insufficient 
speaking or can account for the fa ct th at it is wanting. lt goes without saying that in 
serious cases. when no other methods are resorted to. language is not acquired either. 
The anatomical defect can be localised in the internal ear or in the central connexions 
up to the cerebral cortex (bilateraIly). 

lt is dear th at several of the above-mentioned groups of disorders need a further sU'b­
division; th is obtains e.g. for the dysarthrias and developmental dyslalias; these sub­
divisions have already begun to be worked out. We do not mean. however, to enter into 
these questions of practical diagnosties. 

Because several of the disorders dealt with here can occur together, in certain concrete 
cases the dassifieation may seem to be diffieult. Thus a hemiplegie aphasie person can 
at the same time be dysarthrie. Other cases are intermediary, 50 that one can speak of a 
mixed case or a transitional form. Thus modem investigations te ach us that the sub­
cortical motorie aphasia of DÉJERINE. wrongly called anarthria by RiERRE MARIE. must 
be considered as a dysarthria; the p h 0 net i c a I deterioration whieh one finds with 
this disorder mu'St be considered as a consequence of the dysarthria. JAKOBSON (I.c. ) 
wrongly uses these data to argue that a p h 0 nol 0 9 i cal deterioration occurs in 
aphasia, though th is in itself cannot be denied. Pure aphasia-material. however, should 
furnish the evidence. In subcortieal motoric aphasia, besides the phonetieal disorder, one 

12) F. GREWEL. Stottern. Psycltiatrische en Neurologische Bladen. XLI. 1937. 
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meets with agraminatism and a limlted v9cabulary as well; and · so in this case there 
certainly is a deterioratlon of language hesides the phonetical defect. So here one must 
speak of an intermediary affectIon: there are both dysarthric and aphasic phenomena·13 ) • 

. A third questIon Is that a disorder will now have to he considered as helonglng to one. 
then to another groU'p. Thus stutte ring should mostly be consldered as an aphemla. but 
there are cases of organic stutte ring which must be regarded as a dysal'thria. Moreover 
there exists perhaps an aphasic stutter as well. - A developmental dyslaHa may have 
been· fixed later in life and must then he consldered as a dysphemla. 

From all this It appears that the classIfIcation pf the disorders In the use of language. 
speaking and voice glven here cannot he applied schematically; but It seerns to us that 
thls scheme essentlally arranges and summarizes our present knowledge of the field under 
consideratIon. This obtains especlally for the abnormalities in the language- and speaklng­
domaln of the chlld. Instead of a heterogenous group of affections one flnds here. besldes 
the dlsorders that also occu'r among adults. a series of disorders in growth. either of the 
tempo of development (so-called tempo-disorders: B Ia. band c. B Ub) . or of a quaHtative 
nature. 

13) F . GREWEL. Review of: Alajouanine. Ombrédane et Durand. La desintégratlon 
phOllétique. Logopaedle en Phonlatrle. XIV. 1942. 
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