
Analyse mathématique. - "Su?' une fJl'o[J?'iété de séries trigono
rnétriques." By Prof. AUNAUD DJ<:N.JOY. 

(Communicated al the meeting of June 26, 1920). 

Dans llne Note que j'ai eu l'bonnenr de pl'ésenter à I' Aeadémie 

dans sa dernière séance, j'ai dérnontl'é lIne propl'iété dont je vais 

I'appeler l'éIlOflCé, et qlli appartient à une cedaine classe de fonctiolls 

F'(fJ) adrnettant une dérivée seconde ,qénéralisée f(fJ). 
POSOIIS 

F(B + u) - P (B) 
Q (fJ, n) = ~-~--~--

n 

On a Q(fJ,u) = Q(B + 1t, - u) et uH (fJ,u) = Q (fJ,u) -- Q(fJ,- u). 
Pal' hypothèse H(fJ,u) tend vers f(fJ) quand u tend vers 0, (j restant 

invariable (condition A). 
Nous désignons par 1.p(fJ) Ie maximum de I R(fJ,u) I pout' tontes les 

valelll's de u,fJ gardant une valeur indépendante de u. "1 étant' un 

nombre positif queleonque, 'l/)(fJ,"1) désignel'a Ie maximum de I R(fJ,u) I 

pom lul < "1. 
Les fonctions P(fJ) auxquelles s'applique Ie théorème démontl'é 

,dans ma p"écédente note, satisfont non seulement à la condition de 
possédel' Ulle dél'i vée seeonde généralisée, malS enCOl'e à la sui van te: 

La dittérence Q (fJ) À u) -- Q (fJ) tt) tend vers 0 avec u, unifor-

1Jliment dans tout ckamp: fJ queZconque, 1)·1 + I}! < r, r étant indé

pendan t de fJ) de u et de À (con di tion B). 
Ces pl'opriétés de F(fJ) sont en pal'ticnlier vérifiées si f(fJ) est la 

somme d'une sél'Ïe tl'igonométrique pal'to\lt convergente. Si I'on pose 

f(fJ) = ao + Al + ... + An + ... , . (1) 

avec All = a" cos nfJ + bn sin nfJ (a o' an , bllindépendan tsde fJ), 0/1 a 

F (fJ) = ~ fJ' + CfJ + C' - AI ~ ... - ~n - .. • (3) 

(C, Cl indépendants de fJ). 

Et si '{ (fJ) désigne, q \land elle existe, la dél'i vée de P (fJ), 

(p (fJ) = ao fJ + C + BI + ... + !!l: + ... 
n 
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avec 
Bn = -:- bn cos nfJ + an sin nfJ. 

Les points fJ de convergence de Ja série et d'existence de Ja 

dét'ivée sont les mêmes, avec égalité de Ja dél'ivée et de la sél'ie en 

ces points. Cela posé, DOUS l;!,Vons démontt'é Ja pl'oposition suivante: 

I k
2 I 

Si I kil I tend vers 0 en décroissard) si Za sér'ie I-~-I est abso
k n +1 

lument convergente) si 1~ (fJ + kil) et 11) (fJ) sont in{érieurs à A 
indépendant de nl la (onction F (t) possède /Jour t = fJ une dérivée (p(fJ). 

Si en outre Ze rapport IIJ~II est 'in{lfrieuT à a 'indépendant 
~n+ 1 

de n, et S'i Ikl < 2 IX Ik11) on a 

Q (fJ, h) = (P (fJ) + 20da Ah (9) 

Enfin) si Ikl < "1) A peut être remplaclf par Za borne supérieure 

des nombres 1" (fJ) "1)) 1') (fJ + klll "1) )Jour Iklll < "1. 
L'h.vpothèse faite SUl' lf) n'implique pas l'existence de la dél'ivée 

seconde génél'aliste de f(fJ). La démonstI'ation exige la condition (13). 
De la formule (9) nO\lS déduif'Ons eel'taines PI'OPI'létés diffél'enti

elles de F'(fJ) en nous aidant du théol'ème de BAIRE SUl' les fonctions 

limites de fonctions continues. 

THÉORÈME. Si Pest un ensemble parfait (continu ou discontinu)) 

l'en,semble K des points de P au voisinage desquels lP (fJ)) su:pposé 

fini) est non born(! 8ttr p) eet ensemble est non dense sur P. I) 

Voici Je sens de cet énoneé. Nous disons qn'llne fonction .q(fJ) n'est 
pas bOl'llée SUl' P, au voisinage d'un point fJ o, s'il est possible de 

déterminer une snite fJn de poiilts situés SUl' P, tendant ,"ers fJ o quand 

n Cl'oît, et tels que Ig(fJn)I Cl'oisse indéfiniment. (Jo appal'tient à P 
puisque P, étant parfait, contient ses points limites. 

1) Je rappelIe qu'un ensemble est dit fermé s'il contient tous ses points limites, 
d~nse en lui-même s'il admet chacun de ses points pour point limite, parfait 
s'Il est à la fois fermé et· dense en lui-mêrhe. 

On appelle portion de P toul ensemble parfait cr contenu dans P et renfermant 
tous les points de P compris entl'e les extrémités ci'e cr. 
O~ dit que l'ensemble Eest partout dense sur l'ensemble parfait P, si tonte 

porlLon de P contient des points de E. E est dit dense SUl' P, s'il est pal'tout 
dense sur une portion au moins de P. E est dit non dense sur P, si dans toute 
portion de P il en existe une autre ou E n'a pas de points. Si (E, P) désigne 
]'ensemble commun à E et à P, Eest parlout dense, est dense, ou est non dense 
sur P, selon que Ie dél'ivé de (E, P), - c'est-àdil'e ]'ensemble des points limilf~s 

de (E, P) - ou bien coïncide avec P, ou bi en contient une pOl'lion de P, ou 
bien n'en contient aucune. 

15* 
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On peut encore dire que, quelque soit N, dans toute pOl'tion de 

P contenant 8
0

, existe un point 8N oll Ig(8N )1 > N. 
Si au voisinage d'un point 8 0 de P, 1/)(8) n'est pas bornée SUl' P, 

l'oscillation I) de tJ)(8) SUl' P au point 8 0 est infinie. Et réciproquement 

d'ailleurs. 
Or, M. BAum a !Ylonké qne 'si une fonction 11)(8) est Jirnite de 

fOllet ions COII lin ues, l' ensem bie K( (1) des poi n ts de P ou l' osei Ilation 
de 1~(8) SUl' P SUl'passe un nombre positif It donné est non den se 
Slli' p, A /01,tio?'i, I' ensem bIe [( des poin ts ou l' oscillation de tp( 8) 

eKt infinie, est-il non dense Stil' p, 
Voici la démolJstratioll de BAlUI1, dans ce cas particulier. 
Soit K I'ensemhle des points de P au voisinaf!;e desquels 1/>(8) n'est 

pas bortlé. ]( est évidemment fel'rné. Si j( n'était pas non dense 
SUl' P, il existel'aitune pOl'tion PI deP qui serail. conlenue dans K. 
Nous détinissons simultanément: une suite de points 8 1 "", 8", ... , 
Sitllés SUl' PI' une suite de segrnents ') 8 0 , SI , •.. , Je segment S" 

étant intériellr à S,,-l et con tenant lui-même 8n à son intél'ielll', et 
une suite de nombres u,,, par eette l'ègle récurrenle: 8. est UH segment 
q uelcon q 11e con tenan t des points de PI . Sn- 1 étan t Sll pposé obtenll, 
nOUS détinissons comme il suit 8n , Sn , Uil' t,,(8) étant non borné SUl' 
Pi' au vOlsmage de tout point de Puil existe SUl' PI> intérieurement 

à Sn-i, un point 8n 011 tp(8n» 2n. D'aprèstp(8;7)=ma:c·I Rt8 ,,,u)l, 
--- 1! < U<rc 

il existe un nombre U n nOIl nul tel que I R(8" , Uil) I >n. R(8,1l) 
étant continue par rapport à 8 si u =t- 0, on peut entollI'er8n d'lln 
segmen t s" in térieur à Sn-i, inférieur en longueul' à 1/, Sn - 1 et en 

tout point 8 duqnel I R(8,u,,) I> n. 
II existe un point 8' (et un seul, puisque S" tend vers 0 en lon-

gueul') intérieUl' à tous les segments SIl • 8' est la lirnite unique des 
points 8". Donc, 8' est SUl' Pl' Ol', 8' appal'tenant à Sn quelque 
soit n, Ja suite I R(8' ,un) I ('roit indéfiniment avec 11., ce qui est con

traire à J'existence de \/>(8'). 
Done f( est non dense SUl' P. Dans toute portion de P ij en 

existe une autre ou ]( n'a pas de points et stil' Jaquelle, pal' suite, 
(tJ>8) est bornée. Cette conclusion exige seulement que, pour chaque 
valeur de 8, les limit.es d'indétel'mination de R(8,u) pour U = 0 

--
I) L'oscillation de f sur' un ensemble Q en un point limite Ou de Q, est I'écart 

des valetll·s limites extrêmes de f (0) quand (J tend vers &0 sans quitter Q. ({I peut 
coïncider une infinité de [ois avec 00 , si (Jo appartil'ntà Q). Si f supposée finic en 
tout point et en particulier au point en, est non bornée SUl' Q au voisinage de (lo. 

l'oscillation de f SUl' Q en 00 est évidemment infinie. 
S) Je distingue Ie segment af3 (ensemble 0( -::; X -::; 13) de l'intervalle af3 (ensemble 

0( < x < 13). 
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soient finies et non pas (condition A) toujours égales et finies. 
Si F vél'ifie la con dit ion (A), on montre par un raisonnement analogue 

au précérlent, que si en tmd point de P, 1/(8)1 est in/érie'I?' à un 
nombl'e fixe C, on peut tTouver un nornbre posit1f '1)' tel q1.le, si l~'( 8,'1) 

est Ze ?lîatcimurn de I R(8,u) I pOUI' I u I < '1'/, il e.1:iste une pOTtion F\ de 
P en tout point de laquelle 11'(8,'(J) < C. I/hypotbèse opposée, que 
toute pOl'tion de P contient, quelque soit '1), des points 8 01ltp(8,'I'J) 2 C, 
entraÎne 1/(8 11.2 C en cel'tains points de P. Toute portion de P 
donne lieu au même énoncé que P lui-même. 

N ous allons appliq uer les pl'opositions pl'écéden tes à di verses 

catégol'ies d'ensembles parfaits P, en sltppOsont que F vérifie les 

conditions (A) et (B). 
Pl'enons d'abol'd pOUl' P un segment continu aiJ· I/ensemble 

f( relatif à P est non dense SUl' P. Donc, dans tout segment S 
Sitllé SUl' a('], existe un segment s', ou a'{J', 011 I( ne possède aucun 
point. Alors; pour tous les points de s', ti) (8) est inférieul' à un 
même nombre A.8 et 8 + h étant denx nombres quelconques 

h 
intét'Ïellrs à s', posons hn = 2'" D'apl'ès 11' (8) et 11' (8 + h,,) < A, F 

a une dérivée au point 8. De plus, d'aprèsla formuJe (9) 011 a = 2 (et 
dont la démonstl'ation se simplifiel'ait extrémement avee Jes valeUl's 

comidél'ees de hn ), 

Q (8, h) -::- F ~± h) =f' (8) = (p(8) + 40(~ Ah. 
h 

En ée.hangeant les róles de 8 et de 8 + h, on trouve 

F (8) - F (8 + h) Ll 40 'I'A' (\'" s". 1) Q ((p + h, _ h) = ------ = ({J (u + h) + (). ft. (J ,u < . 
-Tt 

(P (8 + h) -- rp (8) I 

Par conséquent est borne Slll' l'intervalle a' {I'. 
ft 

Donc la fonetion rp(8) est continue SUl' s' et a ses nomol'es dérivés 
bornés. Elle possède, sant' éventuellement SUl' un ensemble de 
mesut'e nulle de valelH's de 8 eornprises entre a' et {J', une dél'ivée 
qui, constituant ponr P une dérivée seconde, ne saurait être alltre 

que /(8). ' 
Nous obtenons dOTl(, ee premier résultat impol'lant: 
1'. L' ensemble des points de non ex'istence ou de discont'inuité de 

la dérivée de J.? (8L est non dense sur le continu. 
20. L' ensemble des points au tour de.c;quels ([! (8), dérivée de J.? (8), 

existe et est conti nue, et en lesquels '1 (8) a ponr dérivée t (8), at 
ensemble est partout dens~ sur le continu. 



224 

Je dis que l'ellsernble des points 01'1 F((J) ne possède pas de 
dél'ivée est de mesure nnlJe. 

En eifet-, snpposons que eet ensemble ait une meSlll'e positive 
(qn'il soit é/wis) j). U contient done un ensemble parfait épais en 
lui-même P. 11 existe une portion de P, soit Pj, ou l~ ((J) est bOl'né. 
Ol' Pj étant epais, contient des points ou son épaisseur est égale , 
à 1. Soit (Jo un de ces points. Tl existe un nombl'e positif "), tel 
qltO, dans tont intervalle eontenalll (Jo et de longueur infét'ienre à "), 
['ensemble Pj possède Ilne épaisseUl' moyenne supérieure à l/~. 

"), 1) Ij 
Donc, dans I'intervalle (Jo + 2,,+i'a {jo + 2'~-' la mesure de . j est 

positive. Done Pj possède des points dans cet intervalIe. Soit (J + hn 

lt" Ll I l'un d'eux. La suite /tn verifie la condition 1 < ,--- < 4 et ~(U+lln) 
hn+1 

est inferieur, quel que soit n, aü maximum fini de 1~ ((J) SUl' p, 
Le theol'ème génet'al s'applique. Done, contrairement à notte 

llypothèse, P((J) possède une dérivée en (Jo' 

Done, l'ensemble E des points oit F' ((J) n'existe pas, ensemble 
coïncielanl avec celui mI, la sé7'ie (2) diverge, eet ensemble est de 
mesure nulle, résultat déjà connu et démontl'é en particulier par 
M. FATOU, mais que nous établissons sans l'eeoul'S à l'intégmtion. 

Considérons I'ensemble El ou g; ((J) exisle. Je dis que (I' ((J) possède 
une dé'l'ivé,." appro/);imative ') ~qale à j ((J) en tout point ele Ej sauj 
éventuellement sW' un ensemble de mesure nulle 3). 

On montre d'abord pal' un type de raisonnement que j'ai indiqué 

I) Je dis qu'un ensemble Eest épais si sa mesure est positive; qu'il est épais 
, dans un intervalle ab, si les points de E intérieLlrs à ab forment un ensemble 
de mesure positive; épais en un point, s'il est épais dans tout inlervalle contenant 
ce point; épais en lui·même, s'il est épais en chacun de ses points. Si les points 
de E compris entl'e a et b (a < b) forment un ensemhle de mesure m(b)-m(a), 

m(b)--m(a) , II I" , dEI" t 11 b Ie rapport .._~--~ sappe e epawseur moyenne e sur III er va e a . 
b-a 

L'épaisseur de E en un point Xo est la limite, si elle existe, de I'épaisseur moyenne 
de E SUl' un intervalIe contenant Xo et tendant indifféremment vers 0 en longueur 
(voir ma note de la précédente séance pour les cas ou I'épaisseur n'existe pas). 

') On dit que cp (0) possède une dérivée approximative À en Lln point 00 (ou 'P 

'fi' . I . cp (0) - cp(Oo) t d 0 cl ~ t d ~ d' I est de lUle) SI e quol1ent --- en vers 1\, quan ,> en vers {ja en se ep a-
0-00 

çant indifféremment sur un ensemble (ou cp est sLlpposé défini) do nt I'épaisseur en 00 

est égaJe à 1. (M. KINTCHINE emploie dans Ie même sens l'expression de dérivée 
asymptotique). 
. 3) "SUl' un ensemble contenll dans El et de même mesure que lui" s'exprime 

par la locution "presque' partout SUl' El" de M. LEBESQUE ou par celle.ci "sur une 
pleine épaisseur de El" qlle j'ai proposée. 
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ailleul's (Bull. de la Soc. Math. de fr., 1915) q1l8, si (p ((J) n'admet 
pas en (Jo la dérivée appl'oximative j ((Jo), il existe llTl nornbr'e positif 
d ((Jo) ou do tel que l'ensemble e(do) des points (J vérifiant 

I 
~_((J)_~~~ «(Jd - f«(Jol I > d «(Jo) 

(J-(Jo 

possède en (Jo une épaisseur supérieul'e positive, pOUl' un ('olé au moins. 
Si Ie théol'ème enof]ré était inexact, l'ensemble,H des points 

(Jo pl'éeédents allrait une meSUl'e positive. 
NOlls pOllvons évidemment supposel' que la fonetion d((Jo) de (Jo est 

mesUl'able [il sllffit ponr cela que d((Jo) soit par exemple la moitié 
de la borne snpérieul'e stl'icte des nombl'es d tels qlle l'epaisseul' 
supér'ieure en (Jo de l'ensemble e(d) soit positiveJ. Soit HIl l'ensembJe 

des (Jo tels que nd ((Jo) > 1. 
IJ est la réunion des EI' Donc I'un au moins des Hn a une 

meSUl'e positive. Il existe done un nombre positif d, tel que l'ensemble 
Hl des (Jo vél'ifiant d((Jo) > d a nne mesure positive. 

Hl contient I1n ensemble parfait Q épais en lui-rnême. 
j((J) étant limite de fonctions eontinues est ponetuellernent cliseontinne 

Slll' Q (BAIRE). Si petit que soit dl, l'ensemble des points de Q ou 
]'oseillation de j((J) SUl' Q est au moins égale à dl, ee~ ensemble est non 

dense SUl' Q. Prenons dl = 1~i' Il existe nne portion Ql de Q en tout 

point de laqnelle l'oseillation dejsul' Q (donc aussi sllr Qj) est inférienre 
à dl. Done, si {jj est un point pal'~icl1lier de Qj' ij existe Uil intervalIe 
i eontenant (Jj et tel qu'en cbaqne point (J de Q sitllé SUl' Ie segment 'i, 

d 
1 f((J) - f«(JJ I < W· 

Soit Q. la portion de Qj déterminée pal' I'intel'valle i. (Q. est 
l'ensemble parfait situé SUl' Ie segrnent i et eoïncidant avee Ql dan~ 

l'intervalle i). 
Chacun, sanf Ie dernier, des ensembles El' H, Hl, Q, Ql' Q. con

tienl Ie suivant. Done, en tout point 'de Q., g;((J) existe (puisqne Q. 
cl cl 

est dans El), j ((J) est eompris entre f((Jj) - 121 et j((JI) + 121 
(dernière eondition de Q2)' et (r((J) possède, en tout point (J2 de Q., 
et SUl' tont ensemble w( (J.) d' épaisseur 1 en (JOl Uil nom bre dél'i vé 
spécial à w «(J.) et différant de f((J) de plus de d en valeur absolue 

(puisque Q. est dans Hl). 

. (J' Ll Cf' t' 'd Considérons FJ(J) , F«(J) - 2- j (u j). etteollctlOfl eonlflue posse e 

en tont point de Qt la dérivée (f'l((J) = g «(J) - (J j((JI)' F1«(J) possède 



226 

en tout point la dél'ivée seconde généralisée fl (f)) =f(f)) - f(f),). 

f Q 
d . cl , 

l(f)) est compris, SUl' ., entre -121 et 121' D al1tre part, les nombres 

dérivés de (p] (f)) sont eenx de (p(f)) diminués de f(f)]). Done, (!\(f)) 
dérivée de FI(f)) existe en tout point de Q. et possède, quels que 
soient Ie point f). de Q. et J'ensemble w(f).) ayant I'épaisseur 1 en 
f)., au moins un nombre dél'ivé spéeial à w(f).) et différant defl(f)I) 
d'.au moins d en valeur absolue. Oe nombre dérivé vaut done au 

120 
moins - d ell valeur absolue. 

121 

D'après I fl(f)) I < i-~l quel que soit f) SUl' Q., il est possible de 

trouver un nombre s' > 0, tel que I'ensemble tl'1(f), s') < 1~1 contienne 

une portion 1( de Q •. W,(f), s') est par définition Ie maximum de 

FI (f) + u) + FI (f)-u) - 2F] (f) 
RI(f), it) =------------------------ po Ut' 0 < I u I < .~', 

u' 

L'ensemble parfait I( jouit en résumé des propriétés suivantes: 
j' I( a une mesure positive (I( étant portion de Q .. épais en 

lui-même). 
2° Il existe une fonction F](f)) et un nombre positif s' tel que la 

f) I I' 'D t t . d TT' f' , . ,d fonction tl'l ( ,s) re at! ve a 1 1 I es ., en out pomt e 11., 111 el'leure a T2i' 

3° FI (f)) possède en tout point de 1( une dérivée générale 
(ordinaire) (fl (f)). 

4° Quel que soit f)o SUl' K, ot l'ensemble w(f)o) d'épaisseul' 1 en 
f)o, (PI(f)O) possède en f)o un nombre dérivé spécial à w(f)n) et dont 

120 . 
Ja valeur absolue surpasse 121 d. 

Nous allons montrer l'incompatibilité de ces conditions simultanées. 
L'ensemble des points de K 011 ]( a l'épaisseur 1, a même mesure 

que K, donc une mesure positive. L'ensemble j(s) des points f)l de 
K tels que, dans tout intervalle contenant f)1 et de long'ueut' inférieure 

à s (> 0), l'épaisseur de K soit supérieUl'e à~, eet ensemble a UDe 
G 

mesure positive dès que s est assez petit, et eette meSllre tend \'ers 
celle de 1( quand s tend vers O. Snpposons s < s' et j (s) épais. 

Soit f). un point 011 j (s) a lui-même l'épaisseur L Je dis que, si 

f) d f) 'tt'() (F(f) cp(f).) I"t d" d 't . ten verS 2 sans qUl er J S , ----- a ses lInt es III e erml-
f) - f), 
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120 d 120 d .. . t'bl nation compl'ises entre ._. 121 et 121 ,ce q1ll est IIlcompa 1 e avec 

la Je condition ci·dessus; cal' l'épaissenr de j (s) en f). est 1. 
Supposons I f) -- f),1 < s, f) et f)J étant Sut' j(s). Pnisque 1( a une 

5 . 
épaissel1r snpérieure à (3 dans tout intervalIe contenant f) ou f). et 

de longuelll' infériellre à s, flOUS pouvons trouver SUl' R deux suites 
do nombres f) + hn, f). + kn de manière que 

1°, hl = - IC I = f). - f), 2°, 2 ~ 11 h
n 

I <3 et 2<: I ~ I ~ 3. 
t!n+l . ICn+l 

D'après lP(f)I,S)<i~l quel quo soit f)' SUl' R, on adone(a=3): 

d 

et de même 

QI (f), f). - f) = (PI (f) + GOd 121 (f), -- f)) 

f d 
QI (f)., f) - f).) =rpI (f),) + GO ó --- (f) - f).). 

121 

D'après l'égalité des premiers membres de ces deux relations 

PI (f) - (P~:) c-:--= 120 ()1I3__ «()', 0", ()II' < 1), 
f) - f). 121 

Oette relation est exacte quels que soient f) et f). SUl' j (8), si 
1f)-f).1 <s. Doneles nombres dél'ivés de (PI (f)) au point f)., spécia-

lement à J'(s), sont inférieurs à 120 d ell valeur absolue, ce qui est 
J 2J I 

opposé à l'hJpotbèse 4. 
En résumé, ['ensemble des points ou P(f)) ne possèdepas une 

dérivée ordinaire (f (f)) est de mesure nulle. Soit E eet l/isemble, et 
El son eomplémentaire. La fonction (jJ (f)), définie seulement sur El, 
possède une dérivée approximative égale à f( f)), sauf éventuellement 
en des points formant un ensemble de mesure nulle, 

Soit maintenant P un ensemble parfait discontinu quelconque, 
situé SUl' l'axe des f). Soit M un point de P. Ajoutons à P son 
symétl'ique par rapport à )J!f. Nons obtenons UI1 ensemble parfait 
discontinu P (:.H), sJ métrique par rapport à M~ Mest done un point 
de seconde espèce (on limite des deux catés) de P(M). Ponr ehacun 
des in tervftlles con tigll s i de P (M) formons Ie rapport l (i) d0s di stances 
respeetives à M de l'extrémité de i la plus éloignée et de I'extrémité 
de i la plus rappl'ochée de M. 

l (i) est borné indépendamment de i et de M, si la distance de i 
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à M SUl'passe un nombre donné. Quand i tend vers M, I (i) possède 
une plus grande lirnile À (M) que nOl1sappellel'ons incüce de Pen M, 
L'indice est un nornbre all moins égal à 1 et peut être infini, 
même en tout point de P. 

8 étant J'abscisse de M, J'indice À (~ peut encol'e être ainsi 
cal'actérisé (s'i! est fini). Si petit que soit E positif, i! existe une suite 
de points 8 + hl1 sitnés snr PI tendant vers Met tels qne, pour toute 

valellr de n, 1 < --- < J. (M) + E. Il n'existe pas de suite ana-
1

1
!/I I 

lt l1+1 

logne telle que 1 < -- <). CM) - 1'. 

I 
h/l I 

hll+1 

En tOllt point (sauf peut-être aux points extl'êmes) d'une portion 
PI de P, J'indiee de PI et celui de P coïncident. 

Si Pest épais, À (M) = 1 en tous les points M- ou I'épaisseur de 
Pest 1. Mais, même si Pest épais en lui-même, l'lndice J. (M) peut 
être infini en certains points, et même en un ensemble dense de 
points de P. 

On montre, 8elon un type de raisonnement maintes fois renconüé 
(voir pal' exemple, Ie Premier Tbéorème des nombres dél'ivés, 
Journal de JOl'dan, 1916) les propositions suivantes: 

1. Si l'ensemble des points M ou ). (Jf) = 0Ci est partout dense SUl' 
P, cet ensemble est Il.n l'ésiduel de P. De même pour l'ensemble 

). (M)? u > 1. 
2. Si P possèdo en chacun de ses points nn indice fini, l'ensemble 

J{ des points de P au voisinage desqllels eet indice est non borné, 
!( est non dense snr P. 

3. Si I'indice de P est en tout point infériellr à un nombre fixe 
ex> 1, il existe nn nombre "1 positif et une portion PI de P, tels 
que, 1 0 si 8 est quelconqlle SUl' PI> 2° si 8 ' est queleonqueà la 
fois SUl' P et dans l'intel'valle 8-11 .. 8 + rJ, il existe un nombl'e 

8" situé SUl' P et vérifiant les inégalités 1 < I~:, ___ ~I < a. 

Cal' l'inexaetitllde de cette conclllsion entraÎnerait SUl' un l'ésiduel 
de p, J'inégalité ). (M) > ((. 

La proposition précedente peut être appliquée à toute portion W' de 
P.Les portions PI pOIll' lesquelles existe un nombre ti sont done 
partout denses SUl' P. 

L'application de ces remarques à I'étnde de F(8) est immédiate. 
11 est évident qu'en tout point de P 011 l'indice est fini et antoul' 
duquel, SUl' P, l') (8) est borné, (p (8) existe. DOllc: 

T 
I 

_I 
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5'i l' ensemble des points de P ou l'indice de P est fini, est .partout 
dense SUf P, l' ensemble E\ des points d' existpnce de (P (8) est partou t 
densè sur p, 

Nous retl'onvons comrne cas particulier Ie théol'ème que l'ensemble 
EI des points d'existence de rp (8) est padollt dense SUl' tout ensemble 
épais, et en eonséquence, que lE, com plémentail'cde El> est de rneSllre n nlle. 

Si un ensemble parfait P possède en chacun de ses points Utl indice 
fini, I' ensemble des points ou lp (8) n' existe pas, ou est discontinue 
sur P, ou possède spécialement à P au moins un nombredérivé 
infini, eet ensemble est non dense sur P. 

De plus, l' ensemble des points ou rp ((1) est dérivable spécialement 
à P et ou sa dérivée spéciale à Pest égale à f( 8)) eet ensemble est 
partout dense sur P. 

COITnne exemplo pal'ticnlièrement simple d'ensemble dont I'indice 
est pal'tout fini, nous citel'ons l'onsemble parfait classiql1e de Cantor, 
obtenn en retranehant d'un segment continu J'intervalle occupant 
le tiers médian de ce segment, puis en l'ecommen<;ant I'opél'ation 
SUl' chacun des denx segments conservés et en la l'épétant indéfini
ment. À (kl) est pOlll' cet ensemble Po au plus égal à -~ en tout 
point. Dans Ie cas Ie plns général, il existe sur Po un ensemble 
Jermé non dense Ko, tel que SUl' toute portion de Po sans points 
communs avec K, Ti" (8) = rp (8) e:v is te , est continue et clouée spéciale
ment à Po de nornbres dérivés finis; de plus, en tous les points d'un 
ensemble pa1'tout_ clense Sll?' p., rp(8) admet f (8) [JOIl1' dérivée sp écia le à p •. 

Soit P un ensemble parfait quelconqne, JJ;f un de ses points, (1 
l'abscisse de JJ;f, P(M) l'ensemble parfait obtenu comme il a été 

dit plus haut. / 
Ponrehaqne intervalIe ion r8(8< r< s) contigu à P(M-) et pour lequel 

lei) > 2 (on poml'ait remplacer 2 par tout autre nombre indépendant 
(8--&)' 

supérieUl' à 1), formons Ie rapport ---- = (1 (i) du carré de la 
r--8 -

distanee à M de l'extl'émité 8 de i la plus éloignée de M, à la 
distarlCe à M de I'extrémité r de i la plus proche de M. 

11 est aisé de voir que si la série (1 (i) est convergente, il est pos
sible de détel'miner nne suite 8 + hil Rituée SUl' P et telle que la 

sél'ie :~\,- soit convergente. La réciproqne est évidente. NOlls dil'ons 
rLn+l 

que Pest lW1'1WÛ ou anormal en j}[ selon que la série (1 (i) relati ve 

à Mest cOI1\'ergente ou divergente. 
Toute portion de P contenant M enlt'e ses extrémités est, en même 

temps que P, normale ou anormale en M. 

~ ________________________________________________ ............................... L ................................................................................ . 

Lc~ • 
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On montre sans peine que, si un ensemble Pest nOl'mal en chaclln 
de ses points, il existe. si petit qlle soit Ie nombre positif donné s, 
un lIombre positif 'Ij et une pOl'tion PI de P, tels ql1e, pont' toute 
valeur de & située SUl' PI et quelque soit &' SUl' P entre & -'Ij et 
& + f), il est possible de tl'Ollver une suite & + h = &', & + hl' ' , " 

1 d ' ., IJ· I" h' hl' + & + 1~1l' ., e pomts sltues SUl' .. et tels qne a sene -1'- + -11 1 
ft l I 11., 

+ + hn' +' . f' . à . . . ·1-;-- ... alt IIne somme 10 erWUl'e s. 
l~n+11 

De là résulte que, si un ensemble parfait Pest n01'mal en chacun 
de ses points, l'ensemble des points de P ou (p (&) est non existante 
ou discontinue sur P, cet ensemble est non dense SUl' P. 

Considérons un ensemble parfaitP dont la construetion satisfait 

aux conditions suivantes. Soient til' {l" ... , {1," .. , une suite de nom
bres positifs illfél'ieurs à 1/., et (Jo un segment quelconqne. A la pre
mière opémtion, 1I0US retranchons de (Jo un intervalle, de manière 
qu'il subsiste SUl' 15

0 
deux segments 0l ayant chacun une longueur 

supérieure à {110 •. A la seconde opération, nous extrayons de chaqlle 
segment (JI un intervalIe, de façon que chacun des deux segments 
l'estants surpasse ce même segment 6 1 multiplié par iJ, . , . A la n e 

fois, nous opérons sllr 2" segments 6 n eonservés à la suite de l'opé
ration préeédente. De chacun de ces segments, extrayons un inter
valIe de manière qne chacun des deux segments 6,+1 restants SUl', 

passe Ie segment 6,. d'ou il est extrait, multiplié pal' {1n' Et ainsi 

indéfinimen t. 
1 0 • Si la plus petHe limi te de {1n ponr n infini est posi tive, et 

égale à IJ, P posRède . en chaeun de ses points un indice au plus 

1-11-IJ' 
égal à a = -----. 

IJ-IJ' 
2°. Si 6n+1 = On {1n, Pest norrnal ou anormal en chaclln de ses 

. 1 I" {Jl {J, ... {J" pomts, se on qlle a se1'Je -----.- est convergente ou divergente. 
{Ju +1 

Si donc {J" = 2-1~", Pest normal ou anormal selon qne k < 2 ou 

qne k ~ 2. 
L'ensemble E des points de non existenC'e de rp (&) est, nous 

l'avons vu, non dense SUl' Ie continn. II se décompose en un 
ensemble non den se Slll' tout ensemble parfait (ou clairsemé) G I et 
un ensemble dense en lui-même G. Soit 1I Ie dérivé de G, nest 
parfait et G est partoll t dense SUl' lI. nest anormal en tous les 
poins de G, sauf éventuellement en certains points formant un 

ensem bIe g non dense SUl' Il. 
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On peut montl'er par des métlJodes analogues aux précédentes, Ie 

résultat suivant. 
Toule fonction F (&) douée d'une dérivée seconde généralisée f (&) 

(condition A) possède (indépendamment de la condition B) les 

propriétés ci-après: 
1; ensemble E de non existence de la dérivée F' (&) = rp (&) estnon 

dense sur Ie continu. E est de mesure nulle. Les points ou (P (&) 
existe, sans posséder f(fJ) pour dérivée exacte ou approximative, forment 
un ensemble de mesure nulle. 

Sur tout ensemble dont P l'indice est en chaque point inférieur à 2, 
10 il existe une portion PI ou (P (&) existe, est continue; douée de 
nombres dérivés spéciaux à P fini,;, 2° (P (&) admet en un ensemble 
de valeurs de & partout dense sur P, la fonction f( &) pour dérivée 
spéciale à P. 




