Analyse mathématique. — “Sur une propridté de séries trigono-
métriques.” By Prof. Arnaup Drnjor.

(Communicated at the meekting of June 26, 1920).

~ Dans une Note que j’ai eu 'honneur de présenter a I’ Académie
dans sa derniere séance, j’ai démontré une propriété dont je vais
rappeler 'énoncé, et qui appartient & une certaine classe de fonetions
F(6) admettant une dérivée seconde généralisée f(6).

Posons
F(# + w) — 7 (6)

Q (4, u) = -
R(6,) :F(ﬂ + u? + a (:9—1() — 2F (19)‘

u

On a QEu) = Q@ -} u, — ) et ulk (Bu) = QG u) — Qb,— u).
Par hypothése R(#,u) tend vers f(6) quand u tend vers 0, f restant
invariable (condition 4). '

Nous désignons par (@) le maximum de |R(€,u)| pour toutes les
valeurs de wu,d gardant une valeur indépendante de w. % étant un
nombre positif quelconque, P(#,n) désignera le maximum de | 2(6,u)|
pour Juj< 7. : ;

Les fonctions F'(6) auxquelles s’applique le théoréme démontré
dans ma précédente note, satisfont non seulement & la condition de
posséder une dérivée seconde généralisée, mais encore & la suivante:

Lo différence Q (8, 2u) — @ (6, u) tend wvers O avec w, unifor-

mément dams tout bhaw&p: 8 quelconque, |2| +

1
11 < 7, r dlant indé-

pendant de 6, de u et de A (condition B). _
-Ces propriétés de ['(#) sont en particulier vérifies si f(6) est la
somme d'une série trigonométrique partout convergente. Si ’on pose

f(ﬁ):a'o+“A1+--'+An+---,. L (1)

avec A, = a, cos nd -+ b, sih nd (a,, a, b, indépendants de 8), on a
- Al ao ] A An ’

1’»(6’):*2*6”%—0(94[-0—A,_...“;lT--—‘..- .. (8

C, indépendan'ts de 6).
Et si 4(#) désigne, quand elle existe, la dérivée de F'(6),

. . B”
PO =08+ Ch B+ .k
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avec ,
By, = -— b, cos n@ -} a, sin nf.

Les points & de convergence de la série et d’existence de la
dérivée sont les mémes, avec égalité de la dérivée et de la série en
ces points. Cela posé, nous avons démontré la proposition suivante:

h2

Si |h,| tend vers O en décroissant, si la série '.~4—’l est abso-
. n-1
lument convergente, si ¢ (6 4 h,) et W (6) sont inférieurs a A
ndépendant de n, la fonction F (1) posséde pour t = 6 une dérivée ().

h
Si en outre le rapport g 7 i I‘ est inférieur d-ea indépendant

n-1 .
de n, et si |h] <2 ||, on a

Q(6, %) = ¢ (8) + 20da Ah <Y (9)

BEnfin, si || <m, A peut élre remplacé par la borne supérieure
des nombres W (8, m), ¥ (8 -+ h,, m) powr |h,| <.

L’hypothese faite sur ¥ n’implique pas 'existence de la dérivée
seconde généraliste de J(8). La démonstration exige la condition (B).

De la formule (9) nous déduirons certaines propriétés différenti-
elles de F'(4) en nous aidant du théoreme de Baire sur les fonctions
limites de fonctions continues.

THEOREME. Si P est un ensemble parfait (continu ow d@scontmu),
Z’ensembl@ K des points de P au voisinage desquels  (8), supposé
find, est non borné sur P, cet ensemble ost non dense sur P.")

Voici le sens de cet énoncé. Nous disons qu’une fonction g(é) n’est
pas bornée sur P, au voisinage d’un point &, s’il est possible de
déterminer une suite 6, de kpoihts situds sur [, tendant vers 4, quand
n croit, et tels que |g(d,)| croisse indéfiniment. §, appartient & P
puisque P, étant parfait, contient ses points limites.

Yy Je rappelle qu'un ensemble est dit fermé s'il contient tous ses points limites,
dense en lui-méme s’ll admet chacun de ses points pour point limite, parﬂmt
s'il est & la fois fermé el dense en lui-mérhe.

On appelle portion de P tout ensemble parfait w contenu dans P et renfermant
tous les points de P compris entre les extrémités de w.

On dit que V'ensemble E est partout dense sur l'ensemble parfait P, si toute
portion de P contient des points de E.F est dit dense sur P, §'ll est partout
dense sur une portion au moins de P.E est dit non dense sur P, si dans toute
portion' de P il en existe une autre ol E n’a pas de points. Si (K, P) désigne
I'ensemble commun & E et & P, E est parlout dense, est dense, ou est non dense
sur P, selon que le dérivé de (B, P), — c'est-d-dire I'ensemble des points limites -
de (B, P) — ou bien coincide avec I, ou bien contient une portion de P, ou
bien n'en contient aucune.

15%
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On peut encore dire que, quelque soit IV, dans toute portion de
P contenant 6,, existe un point Gy ol lg(@x)| > N.

Si au voisinage d’un point 6, de P, (@) n'est pas bornée sur I’
Poscillation ') de p(8) sur I au point &, est infinie. Kt réciproquement
d’ailleurs. ‘ '

Or, M. Bame a montré que i une fonction W(@) est limite de
fonctions continues, I'ensemble K(«a) des points de P ou loscillation
de w(@) sur [P surpasse un nombre positif « donné est non dense
sur P. A fortiori, 'ensemble K des points ot Voscillation de (6)
est infinie, est-il non dense sur /.

Voici la démonstration de Bare dans ce cas particulier.

Soit K I’ensemble des points de [ au voisinage desquels (&) n’est
pas borné. K est évidemment fermé. Si K n’éiait pas non dense
sur P, il existerait une portion [, de P qui serait contenue dans K.
Nous définissons simultanément: une suite de points B,yiiy Onyeer,y

situés sur P,, une suite de segments ') 8,58, ..., lo segment Sn

étant intérieur & s,_; et contenant lui-méme 6, A son intérieur,. et
une suite de nombres wu,, par cette régle récurrente: s, est un segment
quelconque contenant des points de P, .s,_1 étant sapposé obtenu,
nous définissons comme il suit G, , 8, Uy . W(6) étant non borné sur
P,, au voisinage de tout point de P,, il existe sur P, intérieurement
& $,—1, un point &, ol W(@n) > 2n. D’apres W(f;) = maz. | B\G,u)

—rluldm
il existe un nombre u, non nul tel que iR(&’n,un)‘>n. R(6,u)
étant continue par rapport & € si w7 0, on peut entourer 4, d’un
segmenf s, intérieur & s,—j, inférieur en longueur & '/,s,-1 et en
tout point & duquel | R(G,u.)| > n.

Il existe un point & (et un seul, puisque s tend vers O en lon-
gueur) intérieur a tous les segments s, . @ est la limite unique des
points 6. Done, & est sur P,. Or, & appartenant & s, quelque
soit 7, la suite | R(6,us)| eroil indéfiniment avec n, ce qui est con-
traire & existence de w(&'). ‘ :

Done K est non dense sur P. Dans toute portion de P il en
existe une autre ot K n’a pas de points et sur laquelle, par suite,
(p8) est bornée. Cetie conclusion exige seulement que, pour chaque
valeur de @, les limites d’indétermination de R(6,u) pour u=20

]

1y L'oscillation de [ sur un ensemble Q en un point limite 6, de @, est I'écart
des valeurs limites extrémes de / (4) quand @ tend vers d, sans quitter Q. (6 peut
coincider une infinité de fois avec o, si 6, appartienta Q). Si f supposée finie en
tout point et en particulier au point 6,, est non bornée sur Q au voisinage de &y,
Voscillation de f sur ¢ en fp est évidemment infinie.

%) Je distingue le segment o3 (ensemble o < &< B) de Vintervalle «3 (ensemble
a<z<p

Vi

223

soient finies et non pas (condition A) toujours égales et finies.

Si F vérifie 1a condition (4), on montre par un raisonnement analogue
au précédent, que si en fout point de P, | f(O)] est infériewr & un
nombre fize C, on peul trouver un nombre posiitf el que, st w(6,m)
est le maximum de | R(Gw)| pour [ul < il existe une portion P, de
P en tout point de laquelle ¥(&,7) < . T’hypothése opposée, que

toute portion de P contient, quelque soit 4, des points 6 ou () = C,

entraine |f(6)|> C en certains points de P. Toute portion de P
donne lien au méme énoncé que P lui-méme. :

Nous allons appliquer les propositions précédentes a diverses
catégories d’ensembles parfaits P, en supposont que I' vérifie les
conditions (A) et (B).

Prenons d’abord pour P an segment continu «3. I’ensemble
K velatif & P est non dense sur P. Donc, dans tout segment S
gitué sur of, existe un segment §, ou o'f, ot K ne possede aucun
point. Alors, pour tous les points de s, W (f) est infériear & un
méme nombre A.8 et 6 -k 6btant deux nombres quelconques
intérieurs a §, posons h, == 57% Daprés ¢ (6) et ¢ (0 + k) < A, F
a une dérivée au point 6. De plus, d’aprésla formule (9) ot e == 2 (et
dont la démonstration se simplifierait extrémement avec les valeurs

considérees de /),

Q8 by = = () + 400 4h.

En échangeant les rOles de & et de 6 4 h, on trouve

— A
Qe + h—10) = ﬁ@__i%(ﬁ_ﬂ — (@ | h) + 400" 4R, (3, 07 < 1).

Par conséquent —
(]

“Donc la fonction (6) est continue sur ¢ et a ses nombres dérivés

bornés. Elle posséde, sauf éventuellement sur  un ensemble de
mesure nulle de valeurs de @ comprises entre « et ', une dérivée
qui, constituant pour F une dérivée seconde, ne saurait &tre autre
que /' (6). ’

Nous obtenons donc ce premier résultat important:

1%, L'ensemble des poinls de non existence ou de discontinuité de
la dérivée de F(8), est non dense sur le continu.

00, I’ensemble des points autour desquels ¢ (0), dérivée de F (),
existe et est Cont;:%ue, et en lesquels « (9) a pour dérwée [ 6), cet
ensemble est partout dense sur le continu.
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Je dis que l'ensemble des points ou F () ne possede pas de
dérivée est de mesure nulle. - '
En ‘effet, supposons que cet ensemble ait- une mesure positive
3 . ! . 1 . 3 AN ’ . "
(qu’il soit épaus)'). 1l contient donc un ensemble parfail épais en
lui-méme [°. Il existe une portion de P, soit P,, olt ¥ () est borné.

Or P, étant épais, contient des points ol son épaisseur est égale

a 1. Soit ¥, un de ces points. Il existe un nombre positif 7, tel
que, dans tout intervalle contenant #, et de longueur inférieure & v,
Iensemble 7, possede une ép&isseur moyenne supérieure a !/,.

Done, dans Vintervalle &, 4~ _— ad, +2 la mesure de Prvest
positive. Done /°, possede des points dans cet intervalle Soit €~ hy

Pun d’eux. La suite 4, vérifie la condition 1 < }77— < 4 et WO+ hy)
i n-1
est inférieur, quel que soit », au maximum fini dJ(; Ww(6) sur P,

Le théoreme général s’applique. Done, contrairement & notre
hypothese, [(8) posséde une dérivée en 4.

Done, lensemble [ des points o I (6) n'existe pas, ensemble
coincidant avec celui o lo série (2) diverge, cet ensemble est de
mesure nulle, résultat déjd connu et démontré en particulier par
- M. Farou, mais que nous établissons sans recours & lintégration.

Considérons 'ensemble E, ot ¢ (6) existe. Je dis que ¢ (8) posside
une dérivée approximative *) égale & f(8) en tout point de E, sauf
dventuellement sur un ensemble de mesure nulle®).

On montre d’abord par un type de raisonnement que j’ai indiqué

B Je dis qu'un ensemble E est dpais si sa mesure est positive; qu'il est épais
_dans un intervalle ab, si les points de E intérieurs & ab forment un ensemble
de mesure positive; épais en un point, s'il est épais dans tout intervalle contenant
ce point; dpais en lui-méme, s'il est épais en chacun de ses points. Si les points

de E compris entre o et b (@ <b) forment un ensemble de mesure m(b)—m(a),

m(b)—m(a)
b

P s'appelle Pépaisseur moyenne de E sur lintervalle ab.

le rapport

L'épaissewr de E en un point x, est la limite, si elle existe, de 'épaisseur moyenne
de E sur un intervalle contenant xz, et tendant indifféremment vers O en longueur

(voir ma note de la précédente séance pour les cas olt ['épaisseur n'existe pas).
2) On dit que ¢ (9) posséde une dérivde approximotive A en un point §; (ol ¢

‘P_@__ﬁo(go)
— 0,
gant indifféremment sur un ensemble (olt ¢ est supposé défini) dont I'épaisseur en 4,
est égale & 1. (M. KinTcHINE emploie dans le méme sens 'expression de dérivée
asymplothue) '
. %) ,Sur un ensemble contenu dans K, et de méme mesure que - lui” s'exprime
par la locution ,presque partout sur %" de M. Lesrsque ou par celle.ci,sur une

pleine épaisseur de )" que j'ai proposée.

est définie) si le quotient

tend vers A4, quand ¢ tend vers ¢, en se dépla-
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aillears (Bull. de la Soc. Math. de Fr., 1915) que, si ¢ (6) n’admet
pas en 6, la dérivée approximative f(6,), il existe un nombre positif
d(8,) ou d, tel que Iensemble e(d,) des points & vérifiant

(p""(_di’“"' z (632 —f((90) >d(6o)
posséde en @, une épaisseur supérieure positive, pour un ¢0té au moins.

Si le théoréme énoncé était inexact, l'ensemble [ des points
8, précédents anrait une mesure positive. ‘

Nous pouvons évidemment supposer que la fonction d(6,) de &, est
mesurable [il suffit pour cela que d(4,) soit par exemple la moitié
de la borne supérieure stricte des nombres d tels que I'épaisseur
supérieure en 4, de 'ensemble ¢(d) soit positive]. Soit [, Pensemble
des 4, tels que nd(4,) >1.

H est la réunion des H,. Done l'un an moins des H, a une
mesure positive. Il existe done un nombre positif d, tel que 'ensemble
H' des 6, vérifiant d(8,) > d a nne mesure posmve

H’ contient un ensemble parfait @ épais en lui-méme.

f(6) étant limite de fonetions continues est ponctuellement dlsconnnue
sur Q (Bamm). Si petit que soit «’, I'ensemble des points de () on
Poscillation de f(f) sur Q est au moins égale & d’, cet ensemble est non
denge sur Q. Prenons d’ =— 1—% Il existe une portion @, de () en tout
point de laquelle Ioscillation de ' sur Q (done aussi sur Q,) est inférieure:
a d’. Done, si 8, est un point particulier de ¢),, il existe un intervalle
¢ contenant &, et tel qu’en chaque point 8 de () situé sur le segmentz

7O —16) <157

Soit Q, la portion de @, déterminée par lintervalle 7. (@, est
I’ensemble -parfait situé sur le segment 1 et coincidant avec Q dans

Pintervalle 7).
Chacun, sauf le dernier, des ensembles E,, H, H', Q, Q,, @, con-

tient le suivant. Done, en tout’'point'de @Q,, ¢(6) ex1ste (puisque Q

est dans F)), Jf(6) est compris entre f(6,) — T.‘Zi et f(é’)—}-wﬁ-

(derniére condition de Q,), et ¢(6) posséde, en tout point 8, de @Q,,
et sur tout ensemble w(#,) d’épaisseur 1 en &,, un nombre dérivé

- gpéeial & o(4,) et différant de f(F) de plns de d en valeur absolue
(puisque @Q, est dans H". :

_ g \
Considérons F,(6) = F(8) — —2~f(¢91). Cette fonction continue possede

“en tout point de Q, la dérivée ¢,(8) = ¢(6) — 6 £8,). F,(6) posséde
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eun tout point la dérivée seconde généra isée [, (8) = f(6)— f(6).
d d
#) est compris, sur (,, entre — —— et ——. D’autre part, les nombres
JA(6) est comp Qu entro — o7 ot o; pat I
dérivés de ¢, (6) sont ceux de ¢ (f) diminués de f(6,). Donc, ¢,(6)
dérivée de [7,(4) existe en tout point de (J, et possede, quels que
soient le point 4, de (), et I’ensemble w(#,) ayant 'épaisseur 1 en
6,, au moins un nombre dérivé spéeial & w(@,) ot différant de f,(¢
d’au moins d en valeur absolue. Ce nombre dérivé vaut donc au

120 { 1 b l
moms 191 ¢ en valeur absolue.

: d ' ~
D’aprés | f1(6)] 51 quel que soit @ sur @,, il est possible de

, d
trouver un nombre s’ >0, tel que ’ensemble v,(4, s") < 91 contienne
une portion K de @, .w,(#,s) est par définition le maximam de

F (6 P (H—u) — 2F
R,(&,’LL): 1( +‘N)+ 15(9 u) 1(6) pour 0<|u|<3"

U

I’ensemble parfait K jouit en résumé des propriétés suivantes:

1* K a une mesure positive (K étant portion de Q,, épais en
lui-méme).

2° 11 existe une fonction F,(#) et un nombre positif s’ tel que la

fonetion w, (4, s’) relative & F| est, en tout pomtde K, mfeneme a

- 3% F,(0) possede en tout point de K une dérivée genemle
(ordinaire) ¢,(6). :
Quel que soit #, sur K, et 'ensemble w(d,) d’épaisseur 1 en
By :(0,) posséde en &, un nombre dérivé spécial a «(8,) et dont
120
la valeur absolue surpasse ﬁi‘d
Nous allons montrer I'incompatibilité de ces conditions simulianées.

L’ensemble des points de K ot K a ’épaisseur 1, a méme mesure

que K, donc une mesure positive. L’ensemble j(s) des points 4, de
K tels que, dans tout intervalle contenant &, et de longueur inférienre

- . . ’ : \ 5
& s(>0), I'épaisseur de K soit supérieure a cet ensemble a une

mesure positive deés que s est assez petit, et cette mesure tend vers
celle de K quand s tend vers 0. Supposons s < s’ et j(s) épais.
Soit &, un point ol j(s) a lni-méme l’épaisseur 1. Je dis que, si
7(0)  @(6,)
6 - 6:

¢ tend vers 6, sans quitter j(s),

B T

L%
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i i 120 d et 120d ce qui est incompatible avec
namon‘ comprises entre —- 19 191 q p
la 4¢ condition ci-dessus; car P'épaisseur de j(s) en &, est 1.

Supposons |6 — 8, |<s, & et 6, élant sur j(s). Puisque K aune

5 ) , ,
épaissenr supérieure a — dans tout intervalle contenant & ou &, et

v

de longueur inférieure a. s, nous pouvons trouver sur K deux suites
de nombres 8 - h,, 6, + k&, de maniere que

<3.

<3 et 25

1° hy=—k =6, —6, 2° 25,

h In-4-1 kn+1

D’apres (6, s) <1(§1 quel que soit #” sur K, on adonc («¢=3):

d
Ql ((9, 62 - (9) =, ((9) —*‘ GOdi—z‘i ((9, - 6)

et de méme
d
Ql (62’ 6 — 62) = (6:) + 60 d’ IE’I“ (‘9 - 62)
D’aprés 1'égalité des premiers membres de ces deux relations

P (6) (101( 2) \ 1/ d s Nt Nis 1
= WJ%)WE (3%, 0", 0" < 1).

Cette relation est exacte quels que soient & et &, sur j(s), si
|6—86,] <s. Donc les nombres dérivés de ¢, (6) au point. 19,, spécia-

120
lement &.j(s), sont inférieurs & 191 d en valeur absolue, ce qui est

opposé & l’hypothése 4. »

En résumé, [lensemble des points o F(0) ne posséde pas une
dérivée ordinaire ¢ (0) est de mesure nulle. Soit E cet énsemble, et
E, son complémentaire. La fonction ¢ (0), définie seulement sur Ey,
posséde une dérivée approximative égale & f(9), sauf dventuellement
en des points formant un ensemble de mesure nulle.

Soit maintenant £ un ensemble parfait discontinu quelconque,
sitné sur ’axe des 4. Soit M un point de P. Ajoutons & P son
symétrique par rapport & M. Nous obtenons un ensemble parfait
discontinu (M), symétrique par rapport a M. M est donc un point
de seconde espéce (ou limite des deux cbtés) de P(M). Pour chacun
des intervalles contigus ¢ de P (M) formons le rapport /(i) des distances
respectives & M de lextrémité de ¢ la plus éloignée et de I'extrémité
de ¢ la plus rapprochée de M.

1) est borné indépendamment de 7 et de M, si la distance de
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a M surpasse un nombre donné. Quand 7 tend vers M, [ (i) posséde
une plus grande limite 2 (M) que nous appellerons indice de Pen M.
L’indice est un nombre au moins égal & 1 et peut &tre infini,
méme en tout point de P.

6 ébtant labscisse de M, Vindice A (M) peut encore étre ainsi
caractérisé (s'il est fini). Si petit que soit ¢ positif, il existe une suite
de points 6 + h 3111169 sur P, tendant vers M et tels que, pour toute

valenr de n, 1 <

ln—{«l

< 2 (M) + e 1l n'existe pas de suite ana-

logue telle que 1 <

I<Z(]W)-£

En tout point (sauf peut-etxe aux points extrémes) d’une portion
P, de P, 'indice de P, et celui de I’ coincident.

Si P est épais, A (M)==1 en tous les points M ol V'épaisseur de
P est 1. Mais, méme si P est épais en lui-méme, 'indice 2 (M) peut
étre infini en certains points, et méme en un ensemble dense de
points de P ' )

On montre, selon un type de raisonnement maintes fois rencontré
(voir par exemple, le Premier Théoreme des nombres dérivés,
Journal de Jordan, 1916) les propositions suivantes:

1. Si I'ensemble des points M ou 2 (M) == o est partout dense sur
P, cot ensemble est un résiduel de . De méme pour I'ensemble
A(My> > 1.

2. Si P posséde en chacun de ses points nn indiee fini, 'ensemble
X des points de P au voisinage desquels cet indice est non borné,
K est non dense sur P.

3. Si lindice de P est en tout point inférieur & un nombre fixe
a >1, il existe un nombre % positif et une portion P, de P, tels
que, 1° si # est quelconque sur [, 2° si &' est quelconque & la
fois sur P et dans Pintervalle §—y, "6 4 7, il existe un nombre
6!

06 < o

Jar VUinexactitude de cette conclusion entrainerait sur un résiduel
de P, l'inégalité 2(M) > «.

La proposition précedente peut étre appliquée & toute portion @ de

P. Les portions P, pour lesquelles existe un nombre n sont done
partout denses sur 2.

6" situé sur P et vérifiant les inégalités 1 <

L’application de ces remarques & l'étude de F(6) est immédiate.
1l est évident qu’en tout point de P ol Vindice est fini et autour
duquel, sur P, () est borné, ¢ (€) existe. Doue:
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Si lensemble des points de P oi ['indice de P est fini, est. partout
dense sur P, I'ensemble E, des points dexistence de ¢ (0) est partout
dense sur P.

Nous relrouvons comme cas parliculier le théoréme que I'ensemble
£, des points d’existence de ¢ (#) est partout dense sur fout ensemble
épais, eten conséquence, que /7, complémentairede [, est de mesurenuile.

Si un ensemble parfait P posséde en chacun de ses points un indice
fini, lensemble des points o @ (8) wexiste pas, ou est discontinue
sur P, ou posséde spécialement & P au moins un nombre derivé
infini, cet ensemble est non dense sur P.

De plus, Pensemble des points o ©(9) est dérivable spécialement

a P et on sa dérivée spéciale & P est égale & f(0), cet ensemble est
partout dense sur P. '

Comme exemple particuliérement simple d’ensemble dont Pindice
est partout fini, nous citerons I’ensemble parfait classique de Cantor,
obtenu en retranchant d’un segment continu I'intervalle occupant
le tiers médian de ce segmenf, puis en recommencant I'opération
sur chacun des deux segments conservés et en la répétant indéfini-
ment. 2 (M) est pour cel ensemble P, au plug égal & § en tout
point. Dans le cas le plus général, o ewiste sur P, un ensemble
Sfermé non dense K,, tel que swr toute portion de P, sans points
communs avec K, F' ()= (8) existe, est continue et doude speciale-
ment & P, de nombres dérivés finis; de plus, en tous les points dun
ensemble partout dense sur P,, p(6) admet f (6) pour dérivée spéciale o P,.

Soit P un ensemble parfait quelconque, M un de ses points, &
I’abscisse de M, P(M) lensemble parfait obtenu comme il a 6té
dit plus haunt. , ' '

Pour chaqueintervalle tours(6< r<C s) contignd P (M) et pour lequel
I(z) > 2 (on pourrait remplacer 2 par tout autre nombre indépendant

ros \ g Sﬁ_'g » 7
supérieur & 1), formons le rapport(__—g)_:: u (1) du carré de la

distance & M de lextrémité s de ¢ la plus éloignée de M, &' la
distance & M de I'extrémité » de ¢ la plus proche de M.
Il est aisé de voir que si la série w () est convergente, il est pos-

sible de déterminer une suite & -}, située sur P et telle que la
v . , . .

. " goit convergente. La réciproque est évidente. Nous dirons
tn4-1

que P est normal ou anormal en M selon que la série p (2) relative

& M est convergente ou divergente.
Toute portion de P contenant M entre ses extrémités est, en méme

temps que P, normale ou anormale en M.

série
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On montre sans peine que, si un ensemble P est normal en chacun
de ses points, il existe, si petit que soit le nombre positif donné s,
un nombre positif 7 et une portion P, de P, tels que, pour toute
valeur de @ située sur P, et quelque soit 8’ sur P entre 8 —n et
8 - v, il est possible de trouver une suite 8 -/ = ¢9’ H—}-h” Ce

8 4 h,. ., de points situés sur P et tels que la série I/ 1—|— Vl o +
. 1

-4 ... ait une somme inférieure a s.

+ohy ,er,

De la résulte que, si un ensemble parfait I est normal en chacun
de ses points, Uensemble des points de P ot ¢ (8) est non existante
ou discontinue sur P, cet ensemble est non dense sur P.

Considérons un ensemble parfait P dont la construction satisfait
aux conditions suivantes. Soient 3, 8,,..., 8 ... une suite de nom-
bres positifs inférieurs & '/,, el 4, un segment quelconque. A la pre-
miére opération, nous retranchons de o, un intervalle, de maniére
quil subsiste sur o, deux segments ¢, ayant chacun une longueur
supérieure & f,0,. A la seconde opération, nous extrayons de chaque
segment o, un intervalle, de facon que chacun des deux segments
restants surpasse ce méme segment o, mulnplle par 3,...A la ne
fois, nous opérons sur 2" segments o, conservés a la suite de 'opé-
ration précédente. De chacun de ces segments, extrayons un inter-
valle de maniére que chacun des deux segmen‘t’s 0,41 restants sur-
passe le segment o, d’ol il est extrait, multiplié pal B.. Et ainsi
indéfiniment.

1°. Si la plus petite limite de B, pour n infini est positive, et
égale 4 p, P posséde en chacun de ses points un indice au plus

1—u—
égal & a=—— M
p—u
2°. Si 0,41 = 0,8, P est normal ou anormal en chacun de ses
points, selon que la série [i‘—%’*—fﬁ est convergente ou divergente.
n+41

Si donc 8,=2—%", P est normal ou anormal selon que t < 2 ou
gque £ < 2.

[’ensemble ‘I des points de non existence de ¢ (6) est, nous
Pavons vu, non dense sur le continu. 11 se décompose en un
ensemble non dense sur tout ensemble parfait (ou clairsemé) G, et
un ensemble dense en lui-méme G. Soit IT le dérivé de G. IT est
parfait et G est partout dense sur II. II est anormal en tous les
poins de G, sauf éventuellement en certains points formant un
ensemble ¢ non dense sur I '

231

On peut montrer par des méthodes analogues aux précédentes, le
résultat suivant.

Toute fonction F(8) doude d'une dérivée seconde généralisée f(6)
(condition A) possede (indépendamment de la condition 73) les
propriétés ci-aprés:

1 ensemble E de non existence de la dérivée F'(8) = ¢ (6) est non
dense sur le continu. E est de mesure nulle. Les points ot ¢ (%)
existe, sans posséder f(?) pour dérivée exacte ou approximative, forment
un ensemble de mesure nulle.

Sur tout ensemble dont P lindice est en chaque point inférieur a 2,
1° il eviste une portion P, o ¢ (0) existe, est continue, douce. de
nombres dérivés speciaux & P finis, 2° ¢ (6) admet en un ensemble
de wvaleurs de 6 partout dense sur P, la fonction f(6) pour dérivée

spéciale a P.






