
Mathematic8. - "Uebe1' Wirkungsfunktionen". By Pl'of. R. WEIT­
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(Communicated at the meeting of May 27, 1922.) 

~ J. EinIe itung . 

Bei del' Ableitung del' Feldgesetze und del' ErIJaltllngssätze in del' 
allgemeinell Relativitätstheorie und deren Erweit.eJ'l]ngen steht man 

VOl' folgelldel' Aufgabe : wenn .<fik nnd 'I'i die Komponenten eines 
Kovarianten 'fellsol·s. 2. resp. 1. Stufe sind IJlld 

à9ik à'gilc àPi à" Pi 
gik,rx = -::. ' gik.,,-f' = ~- , (fii .... = ~ , 'Pi,"' f' = à a (1) 

u.'V" uoX" u,,!;,, uoX", ,'I:", xf1 

gesetzt wil'd, so ist aus diesen Funktionen eille absolute Invariante 
W ZII bilden . WV 9 wird daml ei ne relative Differentialinvariante 

VOIJI Gewichte eins (= eine scalare J)ichte) IIIJd 

f1\3 d,'V .f W Vi die = J J ij W Vi d,'!;. d.l;. dlv , do;. . (2) 

wird eine absolute Jntegralinval'iante. 
Man nennt L'TI die Wirkllllgsfunktion. Bedentet d eine Variation 

der g ilc llnd 'ri, so gibt die Glei chllllg 

ó f'TI.: d, /: - 0 (fül' alle dgilc und d'f'i) . (3) 

die Feldgesetze. 
Die Frage lIach aIlelI Ditferelltialinvarianten zweitel' Ordnllng der 

beiden Tensonen g ik ulld 'Pi wird zlIrückgeführt auf die einfacherc 
Fmge nach allen ganzen, J'ationalen DitfeJ'entialinvarianten diesel' 

Tensoren. Hiel'aut' gibt ein Reduktionssatz von RICCI llnd LEVI­
CIVITà I) die Antwol't: man hat alle projektiven Inval'iantell del' 

folgenden 5 TensolIelI zn sllchell : 

gik = metrischel' Fllndarnentaltellsor 
(f! i = electJ'olll<1gnetisches Potelltial 

Rik, "'I' = (Rieman noCh ristoffel'sclJer) K rü IJl 111 LI ngstensor . (4) 

'l'iC") = erste ko\'ariante Ableitullg del' (I' i 

'pi(,,)(f') = zweite koval'iante Ableitung del' epi. 

I) Mathem. Ann. 54., (1901), p. 138. 
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Die Fmge nach a'uen projektiven Invarianten diesel' Tensoren 
bildet ein sellr kompliziertes algebmïsches Problem, (~ach dem all­
gemeinen Endlichkeitssatz von HIT.EERT gibt es endlic/t-viele ganze 
rationale Invarianten, durch die s ich alle ülwigen ganz und rational 
allsdl'ücken Jassen,) 

Glücklichel'weise ist hiel' die Sache nicht so trostlos verwiekelt, 
indem zwei sehl' einschränkende FOl'oerungen gestellt werden: in 
del' EINSTEIN'schen Theol'ie wird verlangt, dass die Feldgesetze Diffe­
rentialgleichungen höc hsten s zweitel' Ordnllng wel'den; in der Theorie 
von W~:YL müssen die aus den Tensoren (4) gebildeten Wirkungs­
funktionen auch masstabsinvariant sein, 

Wil' behandeln werst den zweitelI Fal!. 

~ 2, Die TlteOl'ie von WEYJ. , 

In der dlll'ch Wim, gegebenen Erweitel'Ung del' allgemeiner Rela­
ti vi tätstheorie lil 11 ss die aus den Tensoren (4) gebi Idele W irku ngs­
funktion absoillt-inval'iant gegenüber Masstab8h'ansformationen sein, 
Diese T1'ansformationen sind gegeben dUl'ch 

, a log 1 
g'ik = 19ik tpi = tpi - - À-- ' (5) 

UoXi 

woraus noch entsprechende Gleichllngen fÜI' R'ik,rx~, tp'i(rx ) und 'p'i("-X/3) 

folgen, 
Die Fordel'lIng ;m' = ~ (für alle 1) el'fliedl'igt dann die Anzahl 

5 der Tensoren (4) aut' 4 masstabinvariante Tensoren: 

gik = metrischer Fundamentaltellsor Cq'ik = ), gik) 

;ik = electromaglletisches Feld (f'ik = fi k ) 

* Fik,rxp = Richtllllgskrümmung (* F'ik,et.f = ), * Fik,et.p) . (6) 

Eik,rx =;ik(a.) - i ( frxkrri + /iet. (fk+ 2fik(fa.-get.ifpk,pP-get.kfi j3 'lP) 

(E'ik,et. = Eik,a). 

Der gegenübel' ® = W V g etwas allgemeinere Ansatz !!B = lV:q", 
wobei W keinen Faktor 9 mehr enthält, fühl'l weilers auf die 
Gleichung 

2n, + 2n~ + 3n. = 4, 

wobei TV ganz und rational vom Gl'ade n" n., n. in den fik. • F ik,a. j3 

und Eik,,,. is!. Dahel' isl lt. = ° IInd für n. nnd ?t, blei ben nUl' die 
drei Möglichkeiten (2,0), (1,1) Ilnd (0,2) übrig. Man kann dalJlI be­
weisen I), dass sich lIntel' diesen Annainnen nlll' die folgendell sec hs 
Wirkungsfullktionen ergeben : 

I) R, WEITZENBÖCK, Wiener Ber. 129, (1920), p. 683 und p, 6~7; dito, 130, 
(1921), p, 15. 

11 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXV. 
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!ID,_ '1 = 2 lik/.'k' = 2 (fit 114 + 111 lu + 114 101) 
ik 

Q!."I, = likJik vg 

lID. = 1_ 2 2 *Fik,lm *Fi'k', l''''' 
V g ik .lm 

ilO: _ .... * p ao,).,.. * D. , , 
~ 4 -... 1'·k C' I k ,J.p. 

ilc I ,aa 

llT: - (* FOO,ik)' V ­
- , i - ik,oo g 

C'<(> - *Fjk,/m * F·k I V g-~e- r ,m 

I 
( 

(7) 

\ 
/ 

Hiezu marhen wil' die folgenden Bemel'kllngen I), sm l und !ID
4 

kommen als Wil'kingsfllnktionen nicht in Betl'acht, da ihl'e Val'iationen 
identisch Null geben, wie R, BAcH bewiesen hat '), !ID, ist die 
MAXWELJ.'sche Wit'kingsfuuktion, bei WEn mil I bezeirhnel I), Auch 
!mi = Fs Vg wil'd von W~WL vel'wendet. 

An Stelle von sm. kaun man allch die Invariante 

lt'.' = *Fik*Fik 

vel'wendell; es is! nämlich: 

IJl: '- W' V ­~'. - I g (8) 

®. = - !IDI' + i W, + i!ID, + We (9) 
Die Val'ialiollen VOII sm'. lInd !IDe wllJ'dell von W, PAUI.I 4) llnd 

R. BACH ') hel'echner. 

~ 3, Die The01'ie von EINSTEIN, 

In del' EINSTEIK'schen Theorie ist ® = W V g und Wist alls den 
Tensol'en (4) zusammen gesetzt : I'atiouul in den gik, ganz und I'ational 
iu den übl'igen viel' TeIlsorelI . 

VaJ'i'iel'en wil' die gik alleiu, so bekommen wil' die Gl'avitations­
gleiclltlngen !ID ik = 0; die Val'iation VOII 'Pi el'gibt die vel'allgemei­
nel'ten MAXWY.J.L'schen Gleichungen lti = O. Dahei sind diese "Tensor­
dichten" ') gegeben dlll'ch : 

Ill~ ik _ aw _ ~ ( aw ) + as (a lID ) (10) 
'.- - agik ail:" agik, ex a.x" a.x{j agik,ex~ . 

lUi _ a~r- _ ~ ( a® ) + a' (am) (11) 
- arPi a.x" a(Pi, ex a.~ex a.~{j afPi,exj3 . 

J) H. WEYL, Phys. Zeitschr., 22, (1921), p. 473. 
'J R. BACH, Mathem. Zeitschr. 9, (1921), p. 1.24. 
S) H WEYL, Raum, Zeit, Materie, 4. Aufl" (l9~1 ), p, 268. 
~) W . PAULI, Phys. Zeitschr., 20, (1919), p. 457; Verhdl. d. Deutsch. Pbys. 

Ges. 21, (1919), p. 742. 
ó) D. HILBER'f, Göttinger Nachl'. 20. 11. 1915. 

R . WEITZENBÖCK, Wiener Ber. 130, (1921) , p. 15. 
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Bel'echnet man diese "Val'iations-Ableitungen" llnd vedangt mali, 
dass sie Ditferentialqnotientell von höchstens zweitel' Ol'dnung ent­
halten, so el'geben sich die dl'ei folgenden Möglichkeit~n: 

A. W enthält die Rik,,,-p linear', keine (pi(<<) und keine qJi(<<XpJ: 

W = A (gil.: • (f'i , Rik,<l.I'); • (12) 

B. W enthält die (Pi(<I.)(p) lineal', keine Rik,<l.1' nnd kei ne (f'i(<<): 

W = B (gik , (Pi , (Pi (<1.) (/3) ; 

C. W enthält keine Rik,,,-~ llnd keine (PiC"X!'): 

(13) 

W = C (gik • (Pi, (Pi(<I.» . (14) 

Wil' behandeln diese dr'ei Fälle del' Reihe nach. Bei A kann man 
zeigen, dass man nlll' die zwei Inval'ianten edrält: 

(15) 

Al ist das von EINSTEIN verwendete R. 
Im Falie B haben wil' o/"ei Invarianten: 

BI = ,,,; (/J". B = (po«o q;i Ba = (J!i(CI. 'J {:,)(pi(P<l. (pil. (16) 
o (")(i) 2 io(<I.) t' 

Die nehen BI noch mögliche Invariante 

B' i <I. 
I = qJ o(i)(<I. ) (P 

ist mit Hilfe von BI llnd A. ausdrückbal': 

BI - B\ = (I': (<I.) (i) (p<l. - (p: (,)(<1.) (P'" = -R<l.f3 cp'" (PI' = -A. (17) 

Kompliziel'ter ist del' dritte Fall C. Hiel' ist die Anzahl del' In­
varianten sehl' gr'oss: das Allfsuchen aller Inval'ianten kommt hinalls 
allf oas Herechllen eines vollen Systems von orthogonalell IlIvari­
anten ei lier fjllatel'lläl'en Lineal'form (Pi llnd einel' ebensolchen (UII­
symmetr'isehen) Bilineal'form (Pi (,,). Dies ist eine bisher noch ulIgelöste 
Allfgabe, 

Wil' führell einige del' einfaehsten Illvarianten vom TypIIs C an , 

Ellthlilt C el's tens keine (f'. (<I. )' so haben wir die einzige Invariante 

Cl = (P = (Pi (pi = gik (Pi (f'k (18) 

Wenn C die (f'i (,,) lineal' enthält, Iraben wir zwei IlIval'iantell 

, 1 0 «(pi V g ) 
C.=(f1i(<I.)(pi,i'<I. , C'=(/!:(i) V------a;.-, - (19) 

9 

Die Wit'kllngsfunktion C, V,q gibt lIJ den Feldgesetzen keinen 
Heidmg, da Ca Vg eine Divel'gellz ist. 

Von den in den 'Pi <1.) ql1adratischen lnval'iallten C nennen wil' 
nul' noch 

(20) 
11* 
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Hier is! fik das elektromagnetische Feld nnd C, V gist die 
MAXW~~L1:sche Wil'kungsfunklion. 

Sind fc (rp) Polynome von rp (Vgl. (18)) mit constanten Koeffi­
zient.en, so hat die allgemeinste Wil'kllngsfunktion die Gestalt 

~ = U.(rp) + Jl(rp)A 1 + J,( 't}A. + J.(q,)B1 + J.(rp)B, + /,(r{')B. + C]Vg (21) 

C beden tet hiel" ei ne ganze rationale Fn n k t ion von] 11 varianten (14). 
Von diesel' WirknngsfnnktioIJ ausgehend, würen nll" die Feld­

gesetze aufzustelleIJ" Dies ist bisher nu,· für die einfachsten lnvad­
anten durchgeführt worden. 




