
Mathematik. - "Ueber die zu einem Punkte und einer Geraden 
gelLörigen Polarkw'ven inbezug auf ëine gegebene algebrai.çche 
KU1've." Von F, KÖLMEL in Haden-Baden. 

(Mitgeteilt von Prof. JAN DE VRIES in der Silzung vom 24 November 1923). 

1. Die Aufgabe. Wird eine algebraïsche Kllrve n-Iel' Ordnllng dUl'ch 
eine Gel'ade in den n Punklen RI> R., .. Rn geschnillen, so ist nach 
JONQUIÈRES I) der hal'monische Miltelpunkt roter Ol'dnung R zu diesen 
n Punklen und einem Zentl'um 0 delinierl dur'ch die Gleichung 
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wo (f) Binomialkoeffizienten lInd * (O~j )kdie Summe del' Prodllkte 

del' reziproken Abschnilte ORi Zll je k bedeutet, i = 1,2, .. . 1'. 

Beschreibt die schneidende (J-emde ein Straltlbüschel mit dem 
Zentrum Q, wa/u'end 0 eine Gemde p durcldäuft, so beschreibt der 
harm01lische . Mittelpunlct ,.·te1' 01'dnun,q eine algebraische Kw've, die 
ich die zu de1//, Zentr-uJn Q und der Gemden IJ gehörige Polarkul've 
roter Stufe inóezug aul die ,qegebene Gr-undklt1"ve n-te1' 01'dnung nenne. 

AlIgemein lassen sich die Poiarkurven auch auffassen als EI'zeugnis 
des Strahlbüschels Q und des ihm projektiven Büschels del' gewöhn­
lichen Polaren der Punkie der Geraden p. 

2, Die vorliegende Mitteilung behandelt zunächst den Fall: 

Die reste Gl'undkw've sà ein Kepe/sc/mitt . 

Hiel' kommt nul' die Polal'klll've ersier St.ufe in B~t.racht, da die 
zweitel' Stllfe identisch mil del' gegebellen KUl'\'e isL 

I) V gl. JONQUlÈRES. Mérnoire sur la théorie des polaires etc. Journal de Liouville. 
1857 oder 
CREMONA. Geometrische Theorie del' eb enen Kurven, Deutsche Ausgabe von 
Curlze, Greifswald 1865. 



784 

I. Geomet/'isches. Es sei / del' gegebelle KegelschIlitt, P der Pol von 
p inbezug allf /' q die Polare \'on Q und !I die Polare des Schnitl­
pUllktes Y von p und q. 

U m anf einem Strahle tl VOIl Q dell ge8nchten \'iertell harmollischell 
Punkt zu fillden , schneiden wir a mil l' (der Sch.nittpunkt . sei 2t) 

undkonstruieren zu~1 die Pol are a inbezug auf l, die dUl'ch P 
geht. Der Schllitlpunkt A VOII ti X a i.st danrl del' gesul'bte vierte 
harmonische Punkt.Darans el'gibl sich 80forl: Jedem Strahl « des 
Str'ahlhüsc'hels Q ist die konjugiei'te Pülal'e a illbezlIgRufj dUl'ch 
den Punkt P zlIgeor'dnel. daher Billd diese beiden Büsehel projektiv 
und der gesucltte Ort des vierten harmonischen Punlctes ist ein Kègel­
sc/mitt. Diesm nenne ic/t den Pola/'kegelsclmitt des Punktes Q ttnd 
der Geraden p . inbezu,q au/ del~ ,qegebenen f(e,qelsclmitt / und bezeiclmc 
ihn mit tIJ. --

Aus dem obigen folgt, dass Q ulld iJ mit P bezw. q ver'lauschb8t· sind. 
3. Die tIJ geht jedenfalls ulll'ch die Schnittpullkle C, D von p mit/, 

ferner durch die Schnitlpllnkle U. V \'on q mit J, dm'ch die Punkie 
Q IInd P und bel'ührl die Geradell Y Q und YP in Q bezw. P. 
X Y Z ist dasgerneinsame Polardreieck füt, / lInd tp. Es ist auch 
leicht zu entscheiden. welcher' Art der Kegelschnitt tp ist. Soli 
nämlich tp einen unendlieh fenlen Punkt BaJ haben, so müssen die 
2 entspt'echendell Strahlen fJ und b der projekliven Hüschel Q und P 
parallel sein, somit liegt der vierte hal'OlOlIische Punkt in der Mille 
det' Schnittpunkte \'on rl mit f. 

Verbindet man diese Mitte mil M, so el'ltült mali einen Strahl, 
del' zu ft konjugiel'te Polare isl . Konstruiel'l mali also ZIl allen 
Sll'ahlen fJ \'on (J, die konjllgiel'len Polar'en dut'eh M. so erhält man 
wieder eiu zu dem Hüschel Q pl'ojektives Büscbel M und das 
El'zeugnis diesel' zwei projektivell Hüschel ist wiedel' ein Ct = Àl' der 
alle Se/men in /. die durch. Q ,qelten. /talbie!'t. Scltneidet man À1 U1tt p, 
so geben die Vel'bindllllgsgeradell diesel' Sehuittpunkte mit Q die 
Richtungen der Asymptolen VOII tp an . J e nacltdem also .1.\ die 
Gemde p in 2 Punkten -schneidet. odel' berük!'t ode?' gaf' nicltt tl'ifft, 
ist tp eine H,IIperbel, ode?' Parabel oc/er Elltpse. À\ geht dm'ch 
NI. Q, U, V, Es gibl noch einell zweiten solehen enl scheidenden 
Kegelschnill À .. del' dm'ch M, P, C und D geht Ilnd analog wie ).\ 
konstl'uiel't wird . Dessen Schnitt mit q gibl danu die Enlscheidllng. 
)'1 und J.. bleiben dieselben. wentl Q bezw. Perhalten bleibt, 
während I' bezw. q sich älldet't. Für' alle llIöglichen Lagen VOlt p 
bilden die À1 eiu Netz von C. dureh die Punkte Q, V, U; ent­
spreehendE:s gilt für l •. 

Auch der vierle Schuiltpllnl 0 von Î.\ mit (p ist leicht allzugeben: 



Man vet'binde M mil P ' und sehnetde j.,1 P mit ~I' der Srhnittpullkt 
ist del' gestichte Pllnkt 0, Denn PM lInd p sind konjllgierte Ri('h­
tlJl,lgeli ~nbezug auf f. Zieht man also QO//p so sind QO ulld PO 
(= ll10) enlspl'echende Stl'ahlen ill den projektiven Bü~cheln Q und 
P bezw, Q ulld M; ~ornjt ist del' $ehllittpulIl{t \'on PM und QO 
sowohl eill PUlikt \ ' 011 )., a.ls VOII eb. Zieht mali femel" QM und 
PG//q, su ist del' Schllittpunkt. diesel' 2 Gel'aden sowohl eiu Punkt 
VOII rp als \'011 i.,. Entspl'e('hendes gill für Î 2 • 

Endlidi kanll llIall noeh dell Mittelp"llkt MI VOII tfJ uestirumell . 
Die Vel'billdllllgsgerade von Y mit del' Mitte VOII QP geht dllrch 
ll1l ; ebeliBo die Vel'billdullgsgemde del' Mitten del' SelllleJl CD und 
QU und die Vel'billdungsgel'ade del' MiltelI VUil U fT Ilnd PC. Al1f 
den DlIl'chruessel'll QMR nnI! PJ18 lasselI Bich auch die Elldpullkte 
E bezw. H bestimmell, die TangeIlteIl in H und E sind dallll 
(Jal'allel lJezw. ZII den Tangellt.ell VQ ulld Y P, so dass YSTR ein 
dem tiJ 11 msch I'iebenes. Pal'allelogl'llllllll ist. 

4, VOII heSOlldel'ell Fällell je Ilach del' Lage VOII Q IIl1d P seien 
klll'Z folgende el'wähnt; 

fl. Ist p die unelldlich fel'lIe Gel'ade, so winl IJ- M, 4> = i. •. 
b. Welill iJ dell./ bel'ühl'l, so hel'ührt. ,/. dell f ill P Ilud osk,,­

liert Ä, in dieselll Punkie. 
c. \V elll I /1 dllreh :'.1 geht, hat 'I' milldest.ells einell '(l'eeHen) 

IInelldlich femen Punkl. 
d. Wenn TI-q, so isl aUt'h fJ= Q lInd ,p degenel'iert in da.., 

VOII Q all ./ gehellde Tangelltellpall.l' , (Vgl. Analytisches.) 
e. Wenn p dUl'ch Q geht , so liegt P allf q Illld ,p zel-fälll in p 

hzw, q. (Gewöhnliche Polal'e.) 

IJ. Analytisches. 

5. Es ~elen : 

f(óL,y,Z) - a" 3:' -+ ~ a" .1;,'/ + a" y ' + 2 all :u + 2 au ,!/z+au Z" = 0 (I) 

die Glei('hllng de!' festeIl Kegelsdlllittes /, ebellso 

g(37,y,z)_b' l .v· + 2 bu iC.'1 + b",1I' ·f- 2 b, ~ ,1;Z ! 2 bil yz+buz' = 0 (2) 

die GleicllUlIg eilles z.weilen Kegelscllllittes ,q: F (u, v, w) und 
G (u, v, w) die adjulIgiel'ten Forlllell ZlI J, bezw. g ; 

A Ulld IJ die Determinallten von f. bezw. p ; Aik, Bik die Untel'­
determinallten von A und H, 

:, () = .:;;.- ai!. Bik. 3 fJ = ;;E bik Aik (3) 
i,k=J ,2 i.k=1.2 
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die beiden simultanen Invarianten von fund 9, 

H = ~ (;).aF . bik) = ;E (:G . a ik)=H(u,v,tD)= HII u'+ 2Hu uv +~ 
uaik ubik ~(4) 

+ Hu v' + 2 HII uv + 2 H,. vw + H .. w' 

die · simultane Contravariante zu fund 9, fernel' X o, Yo' z. die 

Koordinaten von Q, .~, !i., Z. die von P, u., VOl w. die L. K. von 

q und U.' vo' Wo die L. K. von p, sodass 

u. = fl (.vo)' v. = ft (Yo)' tD. = f. (z.); u. = fl (.vo)' Vo = f, (y.),tDo = f, (z.) 

und umgekehl't : 

.T,. = "\ (u.), Yo = Ft (vo) U.S.w. 

Dabei ist 

_ àf(·T" y,z) of(:e,y,z) of(.T"y,z) 
J I (.v) = - ;).---, ft (y) = -;).--, f. (z) = a ; 

u.v uy ' z 

) aF (u, v, w) 
F I (u = au ; 

WOI'aUS die übrigen Hezeichnungen sieh von selbst ergeben . 
Dann ist auch 

nnd 
(5) 

BIlaI! + B"a12 + BlIall + H 11 bll -+ H 12b12 + Hllb)l == 38 1 (6) 

AIlbIl + AltbIt + AI.b ll -j Hl1a ll + H12al> + Hlla l • = SHI . 

6. Für einen Punkt R del' Polarkul've ersier Stufe zu 0 1I11d P 
gilt dann 

2 1 1 
- = - . + ­
OR ORI ORt 

(7) 

wo 0 der Schnittpunkt eilles Strahles des Büschels Q mit p, RI, R, 
di~ Schnittpunkte mit.f sind. Sind g, fj,; die Koordinaten von 0, 
so folgt aus Obigem : 

. (8) 
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wobei i." )., die WUI'zeln del' Gleichung 

f(:e.,yo'zo) + ). . Ifl (:e.) , :e + j~ (Yo) , Y + /. (zn) , zl + )., .f(:e,y,z) = 0 (9) 

sind, und fiil' ;,1'J,ç die Gleichung besteht : 

fto ; + 1) . II + w. ~ = 0, 

Du!'ch EliminatiOlI von i.,; ,ll,Ç el'hält man als GleicllUng ftir die 
Polark IJ rve erste!' Stu fe : 

2f(:1:, y, -t) , (Ilo :eo + v. y, + W, zo) - i 
-).fl (:e,) ,.x + /,(110) ,y -+- f.(zo) ' zl·luo:r. + Vo:'l -1- w. zl=O - ~(:e\y,-t)~ (10) 

Unter Anwendnng del' oben angegehenen Beziehungen zwischen 
dell uo,v.,wo nnd ,V"y"Z, kann man del' Gleichnng noch vel'schiedene 
andere Formen gebelI, \'011 denen Wil' gelegentlich am passenden 
Ort Gebrauch madJen wel'dell. Envähnt sei nul' folgende Form : 

fP(:e,y, z) = I/I (:e), ,r. + /, (y). y +-f. (z), zl,UI (:eo) .'1:0 + f, (y.)y. + f. (zo), zol 

-U, (.v.).v + f, (y,) ,y + f. (z.), zi ,Ifl (:eo) :c + f, (Yo) /I + f. (zo), zl = 0, 

aus del' die Vel'tauschbarkeit VOII Q uud P besOllders evident. is!.. 

7. Zunächst el'sieht man, dass die lP-KUI've dUl'ch den Schnit! 
von f mil p geht, ulld dass sie, welln Q allf p liegt, in p und q 
zel'fällt ; auch die Vel'talJschbarkeit VOII Q nnd p mit P nnd q 
6l'giebt sich mit Rüeksieht anf die in (5) gegebenen Beziehllngen , 

Ist 
(:1: z.-x.z) + ). (yz,-Yoz) = 0 . (11 ) 

das St,'ahlbüschel Q, so ist das Strahlbüschel del' Polal'ell zu den 
Schnittpnllkten mit p gegcbell dnrch 

UI (.x),vo:e. +J,(y),(- u'.ir. + w.z.l+f.(z),;;:z,l l 
-\ ). , li, (.x) , (v, Y. + 10, Zo) .- f, (y) , lt. Y. - /. (z) - It, z,! = 0 ~ 

(i 2) 

Durch EliUlination \ ' 011 i. erhält mali wieder ~(x, y, z) = O. AllS 

del' Gleichung fÜI' -J' lassen sieh die Gleiehungen für die KUl'ven 
i., IInd )" ill (2) Itbleitell. Diese sind nämlich spezielIe fP-Kurven, 
wenn p, ozw . q ZUl' Ilnendlich fel'DE'i1l Gel'aden wil'd. N-ehmen ,wir 
Cartesisclle Kool'dillaten , sodnsiS Z = 0 rlie Gleicllllllg der uJlEmdlich 
femell Geradell iSl, so haben wi,' : 

).1(.v,y\z)_2/(;I:,y\t).zo - ~f,(,V),'/: O i /,(Y)'Y. + /a(z),z.l,z=O (18) 

)" (:e,y,z) - 2J(;r;,y.zJ, z. -- (u, tv '1 v, y -tw, z), t = 0, 
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Für den Schnittpullkt 0 "-on ),1 mit rIJ haben Wil': 

und 

u.:e ; v. y --- Wo Z • (u.:e. + VO Y.) = 0; 
/ 

lelzteres ist die durch Q gehende ParalleJe zu p. Für die Schnift· 

pllnkle der h~iden K UI'ven Àt und i., findet man: 

a) z = 0, 

b)z. (u g X ! V o Y + Wo z) - z • . (u. ,'I; -+- Vo Y + w. z) = 0, 

d.h. b) geilt dUl'eh dell Millelpnnkt M nnd den Schnittpnnkt V von 

p und q. 

8. Die rIJ·Kul've lässt sieh aueh auf folgende andere Al'ten erzeugen : 
Die Gleichung 

---

f(:e,y,z) + ,p . (u, ,t + ". y + w. z)' = 0 ( 14) 

steil!. elJl Hüschel VOII C, dar, die .t in den Punklen C nnd D 
berühl'ell. Das Büschel der Polal'en des Punkte8 Q in Bezug auf 
dieseR C,·HüscheJ ist ciann gegeben ciUl'dl 

ft ~~o) . ,I' + f, (:,/.) . .lI i f. (z.) z I 

+ ~ À' . (~. ,'I; + 1'. Y + ";0 z) (I. :e, + V~.lI. + ;. z.) = o. .! (Ua) 

DUt'eh Elirni lIatioll \'on À' el·gieht sich wiedel' rIJ; ebenso aus 
dem Biischel 

f(x,y,z) + I" . (uo x + VII ,11 + w. y)' = O. (15) 

Ilnd dam zugehörigell Polal'enhüschel fiil' P in Bezllg auf clieses 

Büschel . 
Wenn mali elldlich die beiden Büschel in den GJeichullgen (14) 

I}nd (15) IJl Beziehung setzl dm'ch die ReJation : 

-- -

2 Ä t-L (u.:e. + VO Y. -1-- w. zo) = 1, ( 16) 

so erhäJt mali dlll'ch EJiminnlioll von ),,1.1. wiederum rp (.x, y, z) = 0, 
neben einer zweiten, ebenso geballten GleichulIg. 

9. Eine wichtige metrische Heziehnng fiir die Punkie der rIJ·Kul've 
ergiebt sich dllrch folgende Übel'legulIg: 

Es seien ,c, y, z die rechtwinkligen Kool'dillalen eines Pllnktes A, 
danll ist die Polare desselben in Bezug auf .f = 0: 

ft( ;v) . X -t- f.(y). Y+J.(z).Z=O, 
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wenn X, Y, Z die lallfenden Kool'dinaten Silld, Somit ist der Abstand 
dl des Punktes A vOJ) seiner Polal'en: 

fl (.x) . .x + J~ (y) ,y + I. (z) , Z 

dl == ----~~========~---V/1 S (,'IJ) + I,' (y) 

2 1 ('?',y, z) 

Vil '(.x) + I,' (y) , 

Der Abstand des Punktes A \Ion I) ist 

Der Abstttnd des PUIlkies Q \'on der uhigell Polal'eu des PunkIes 
A is! 

j~ (.x) ,.x, i· j~ (y\ 'Yo + f. (z) , Z, 

"1 == 
Vil' (,t) + f. • (y) 

UI,d Jet' Abstand des Punkies Q von l' ist 

, dl UI 
Selzl llIan nun -, = - und bl'ingt lIach Weghebung gt'Imeinsamel' 

( • u. 
Faktol'en alles auf eine Seite, so el'hält lIIan wiedel' die Gleichung 
lP (.v, y, z) = 0, 

80mit ist lP = 0 de?' geomt!ll'isl:/te art des Punktes ,'I:, !I, z, für den 
das Vel'!tältnis der Ahständtl VOlI seine1' Po/al'en und von ein!!'/' ,qe­
gehenen Geraden p gleich ist dem Verllältni" der Absiäl1de eines 
ge,qebenen Punkies Q von clenselhen zwei Geraden, absolut genomme'h . 

10, Das dualistische Gegenbild del' (P-KIlI've el'hält man allf 
folgelld('i A 1'1 : Die Sll'ahlendes Büschels Q 8chlleiden auf p eine 
PUllktl'eihe aus, ebenso die des pl'ojektivell Büsrhels del' kOlljngiel'len. 
Polal'ell dut'eh P auf q, Die Vel'bindungsgel'aden del' enlspl'echenden 
PunkIe diesel' zwei pl'ojektiven Punklreihen erzeugen einen Kegel­
schllit! '1'; die gemeillsamell Tangenten von .f und lp sind die 
Tangen ten von f in C, D, U, JT; 1[1 hat mit fund lP dasselbe 
Polal'dl'eieck gemeinsam , 

11, Biisrhel von Grundkurven llnd Z1t.qehöl'i,qen Polarlcurven, 
Die 4 Punkte C, D, U, V beslimmen ein Büächel von C. : kg-!'-O, 

Nilllmt man für die (p-Kul'\'e eilles jaden C, jeweils <Iieill eio 
Gemden paal' zMfallelloell C. des Büschels als p- ulld q-Gel'~de an, 
so gehöt'en ZIJ jedem C. des Büsehels 3 lP-Kurven, und lllJ1gekehrt., 
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Da diese ebenfalll'l durch C, D, U, V geheII, so milS!! tIJ (.x, y, z) 
von del' FOI'm fA g-f sein und es muss sich I' aus k Ilnd dem ZIl 

den zerfallenden KUl'ven gehö1'Ïgen Parameter). del' Gleichung 

C(i.)=B),'-38;.s+3H). - A=O, ,(17) 

bestimmen lassen, Die Heziehung zwischell Ic, ), fA erhält man anf 
folgende Weise, Es ist 

--
tIJ (kg - I) = 2 (kg - I) , (uo 0'1:, -+ v, y, + W, zu) -

--
- (u, 0'1: -+ V, y -+ 'Wo ,v), (u, 0'1: -+ v, y + W, z) = 0 

- -

oder = 2 (kg - I) , (u, ~, -+ v. y, + W, z.) -

- I (kg , - 11) , 0'1:. + (kg, - t~) ,;ti. + (kg, - fa) ,zoi ' 
-- - -

, (u.:IJ t- V o y -+ W. z) = 0, 

ZUl' Berechnung von u. ;!!o + V. Y. + w. Zo hallen wir : 

;c. = k' , GI (u.) - k , Hl (uo) - PI (u.) 

= 2 k', (Bil Uo + Bit C, -+ Bil w.)- 2 k, (Hll U. -+ IJlt v, -+ HlI w.) 

+ 2 (All U. + Alt v, -+ All wo) 

und zwei entsprechende Gleichungen fÜI' y, und zo ' 

Zur Elimination von u., v., 'W. und u., vo' w, vergleicht man das 

Produkt (u "l! + v.Y + w,z) , (u.x + ;;'y + lV.Z) mit ). ,q - f. 
Dadul'ch findet man : 

.. 

(u,o'I: + v, ;tI -+ W, z) , (u • . v -+ v. y -+ Wo z) c:---: t 
= 4 , (B P - 3 8 k' -+ 3 H k - A) , Og _ I) \ (18) 

und 

uo,v + voY, -+ UI.Z, -= 6 Hl - 2 A · - 12 8kl -+ 12 Hk -+ 2Bk'À-68k' (19) 

und endlich dal'aus dann : 

odel' 

A (-k-+l) -- 3 {} k' ,(k-+),)+ 6 Hk' 

fA = Bk' (-k+),) ., 3H (k-+À) - 6f}k). 
, (20) 

. (Bk',..-A) - 3 (8k' -+ HfA) -+- 6 Hk 
A = k, (Bk'fA -A) -+ 3 (8k' + HfA) _ 68kfA' (20a) 

neben C (1) =0, 
Setzt man hierin Ic = 1, so el'hält man !-' = l, D, h. nul' dann ist 

tIJ (tIJ) == t, wenn t und folglich auch tIJ ei ne zel'fallende C, des ­
Büschels s ind, Geometrisch el'helll dies, wenn man beachtet. dass 
die Pole P nnd Q sich auf den Seiten des dem Büsèhél gemeill-
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samen Polltl'dreiecks XYZ bewegen , Die Schnittpunkte del' Tangenten 
in U und V z, B. an I und (p uestimmen aut' del' Seite XZ des 
Polal'dreiecks zwei coincidente pl'Ojektive Punktl'eihen, deren Dop­
pelpllnkte ebell die Schnittpunkle del' zerfallenden KlIn'en des 
Büschels silld. Setzt man dell fÜI ' ), in (20a) gegebenen Wert in 
elie Gleichllng C (i.) = 3 eiu, 80 hal mali eine Relation zwischell 
Ic und ).. 

12. Netz und Büschel von Polal'Áurven bei leste?' 
GnmdkuI've f. 

Hält man fund p fest, so hildet die Gesamtheil der tP-Kurven 
ein Netz mit den Stützpunkten P, C, D. Jede solclle C, ist aber nUl' 
PolarkUl've fül' einen Punkt auf ihr, nämlich den Pol für die ge­
meiJlsame zweit~ Sehne VOII.f und (P . Macht man die Tangenten 
von I in C und D bezw . ZUl' X- IInd Y-Achse und die Bel'ührun~s-
sehne CD ZUl' Z-Achse. 80 wil'd . 

f(x, y, z)=:r:y + z' = 0 
und 

tIJ (.'(J, y, z) = 2 z. xy - y. xz - .'(J. yz = 0, 

Die Gleichung einel' C, dUl'ch P, C, D hat dann die Form 
a,'Cy + fJxz + yyz = 0 ; daraus folgt mI' den Pol x.: y.: z, = 
a : -2~ : -2"1. Beschreibt nun der Pol ei ne Gerade 

Q (x., y., z.) = ux. + vy. + wz. = 0, 

wo xo, :IJ" z. die lallfenden Koordinaten sind, so kann man das 
Büschel der zllgehörigen eP-KUI'ven in der Form schreiben : 

x. (u x z - v y z) + z • . (2 v x y + w.'I: z) = O. 

Fül' den vierten Gl'Undpunkt dieses Büsche)s hat man a)so : 

(21) 

und 
(21a) 

woraus folgt 
14 ti: + V y + w z = 0, 

(21) ist die lineare Polal'e des Schnittpunktes vora p mit der 
Geraden Q (x, y, z) = O. Somit liegt der viel'te Schnittpunkt aue del' 
Geraden Q (x, y, z) = 0 und eben diesel' Polaren. 

13. Beschreibt del' Pol Q einen Itegelschnitt: 

Q (:c.,y , .z.) = CII :c'+ 2cu xy + Cu y' + 2 Cu xz + 2 Cu yz + c .. z' = O. (22) 
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wälu'end j, P ulld /) festbleibell, so el'hält lDan t'ür die Envelopp,e 
des Büschels del' fP-KUl'ven die Gleichung: 

E(~,1),;)=4 G .. ~· '11 
-- 4 G .. ~'11; - 4 Gil ~ 1)1; + G"s';' + 

(23) 

wo die Cik die U ntel'detel'lllinalllen zu den eik sind. Die Eist also 
eine I'ationale KUI'\'e vierlel" Ol'onllJlg mit den 3 Doppelpunkten I) 

in den Punkten P, C, D. 
Die Q und E bCl'ühl'en sicb in dell 4 Punklen, die gegebell sind 

dllrch die GleiclJUngen : 

CII;C I c" y + Cu .t = !! . . '!:Z 

CII ó" + CII Y + Cu Z = - Q' 'l.:cy \ 

(24) 

Durch (P=2S1/Zn- g;Yo - ll;X.=O ist jedem PunkIe z,'Yo'z" 
aut' Q eiu Punkt S, li,; auf E zugeol'dnet und llmgekehrt. Der 
Übel'gang von xo, Yo. z. aul' Q gesclJieht, indem man, wie oben 
angegeben, zu E ühel'geht und den BerühJ"Ungspllnkt von fP Ilnd E 
bestimmt. Der Übergang von einem PunkIe ~,11.; aul' E geschieht. 
indem lllan diesen als Pol betrachtel IInd dm'eh das entsprechende 
V el'fah l'en d ie En veloppe del' zugehöl'igen (p- K u rven besti m m t, werm 
S, 1/,; auf E wandert. Diese iat danll ebell wieder die Q-Kllrve und 
die doppeItgezählten Seitell des Dl'eiecks PC D (abgesehen von dem 
auftJ'etenden Faktor D. del' Determinallte del' eik). 

Zu einer a.ndel'ell Dal'Stellung diesel' Hel'ühJ'llngstJ'ansfol'mation, die 
del'en Bedeutllng el'st keJlnzeichnet, gelangt man dllrch -folgende 
Überlegung : Es sei E (s, 1/, ;) = 0 gegeben , dann ist die Gleichung 
del' Tangente in einem Pllllkte g, 1j, ç : 

Soli nUII eine C. tl'ansl'Ol'miert wel'den, die E in diesem Punk'f.è 
berühl'l und dUl'ch die Punkte C, D; P geht , 90 i9t. diese C, \'On 

del' Form : 

I) Die ·SchniUpunkte der Tangenten in dem Doppelpunkt x = y = 0 liegen auC. 
der ei : 

L (.x, y ,-z ) = (CII ,t -+ CII Y + Cu z)t + 4 clI.c Y = 0, 

Diese berührt die Tangenten von · r in C und J> in dpren Schnittpunkten mit 
der gewöhnlichen Polaren des Punktes x = o. y = 0 in Bezug auf Q. 
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dahel' muss sein : 

Indem maIl fü,' El' E •• E, die Werte einselzt. edlält man als 
Abbildll/lg'skul've: 

2 . (- 2 C .. ;'1 -I- Cu ; ; + CII '1 ; ) . x y 

-(- 2 CIIS'I +- Cu;; + CI ,"1 ; ) . . 1; Z . 

- (- 2 Cu g'l + (,\, ~ ; + CII "1 ; ). yz = 0, 

oder abgekül'zt : 

2 U~ .vy - U •. vz - UI yz = O. 

.1 (26) 

Durr h Vel'gleich 
sich die Bezieh ung : 

rn it del' frühel'en 
\ 

(1'OI'm del' (P-Kul've el'giebt 

.v. : .'1. : Z o = U I : U, i r:., (27) 

wOl'aus dUI'('h AlJtl ösung lIach g. 1). ; folgt : 

; : '1 : ; = V, V. : V. VI : VI V,. (27a) 

wobei 

Sornit vel'rnittelt unsere ep-Kul've eine birationale qlJadl'atische 
TransfOl'lnation. Daraus erhellt jelzt auch, dass E rational sein muss. 

Die G leic llUng q:J (.'1:0 , Yo. Zo . ~. '). S) = 0 nlld die Gleichnngen (27) 
und (270) zwisc hen rlen .1:0 , Y •• z. und den;. '1. ç silld also äqnivalent. 

14. Es soli hiel' lIocll gezeigt wel'dell. dass diese AbbiLdlJng eine 
spezielIe Hel'ühl'ungstl'ansforrnation l'epl·äsenliel'l. ohne alJf das zulelzt 
Auseindel'gesetzte Bezug ZII nehmen . Es seien zwei E-Kurven gégeben 

.. . .. 11., (28) E (l )- 4 C x' '1/' - 4 C x· yz - 4 C x y ' z + C .v· z· + I 
+ 2 CI •. v yz' + CII y' z · = 0, 

E (2) = 4D ... v' y' - 4 D,. .v · y z- . .. + DIl y. z ' = O. (28a) 

Soll dann einem Punkte ;. "1 . s. der beid ell E-Kmven gemeinsam 
ist. del'selbe Punkt 310 , Yo' z. entspl'echen, 80 mUlls sein : 

52 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXVi. 
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-2 CII ;1'/ + Cu gç + CII 1'/; = IJ ( - 2 Dil ;1) + D2I~; + D lI 1'/Ç) : 

2 C l: + C ;; ~ I~ .. - ( 2 Dl: · L D l: '~ j D Y)' - u!o1'/ .. ",~+ v 1111:,-(l· - t8~'tl -l .. ~=- - u'):, > . 

2 C l: C l: ~ C .~ - ( D l: D '~ .. I D ")\ - lI!ol)+ u!> f, + / llll~-(J· - 1I~11 + I.'-~ - r 11'1~ 

(29) 

Nun iat : 

2 E (I) (~.lJ.;)-Ei l ) @.; = - 2 ,;; . (- - 2 CII ;IJ -1 Cu ~; 1- CII 1'/Ç){ 
" E (2) (l: ") E (2) (t) : - .) e ~ ( ') D l: I D ;;" D ") .. !o,'J,~ - 1 ~. ~ - - -!'t=-. -- .. 11 ..,,~ I' ~ ~ ' +- Illj!> 

(30) 

IIl1d entspreehenJe lHeiehungen bestehelI mI' die Ableitungen naeh 

'1 und ;. 

Wegeli E (l ) (~, 1'/, Ç) = E(2) (~, 1'/,;) = 0, ergiebt sieh also: FAI) = 

E (2 ) E (I ) E (2) E (I ) E (2) D' . d h d d' B d' I; 2 = ~2 ; ' 3 = 3 . les ~In a el' gera e Ie e IlJgllngen 
für die ~el'ühl'ung VOIl BI IInd E (2) im PUIlkie ~,l),;. Ebenso 

el'giebt sich , wellll ma.n statt del';, 'I, ; die Xl' Yo' Zo einfühl'L. dass die 
den E(J ) Uil E (2) enlspl'eehendell Kurven Q (l ) IIl1d Q (2 ) siell iJl dem 

Punkie x o' y., Zo berührell . 
Jede C., die f in C und IJ bel'ühl't, gehl ill sieh über, iudem difl 

entspl'echende E-KlIl've in diese ulld die zwei TangentelI an f in 
dell PUIlkIen C Ullel D ze l'fällt. Wellll die tf'-Kul'\'e Q illl Punkte 

.'C., y" z. berühl't, so geilt alleh die E-Kurve dUl'ch dieselI Punkt 

und bel'ühl'l die Q-Kul'\'e daselbst. 




