
Mathématiqu8S. - "Remarques sur certaines congruences linéaires 
de cubiques gauches." Par L. GODEAUX, .Professeur à l'Ecole 
Militaire (Hruxelles). 

(présenté par M. Ie ProC. JAK DE VRIES dans la séance du 8 Mai 1924:). 

M. J. DE VRIES a montré autrefois que la congruence linéaire 
fOl'mée des cubiques gauches passant par cinq points fius, peut se 
ramener à une gerbe de rayons, au moyen. de la transformation 
birationnelle définie en rapportant projecti vement les surfaces cubi­
ques passant par les al·êtes d'un tétraèdre aux plans de l'espace 1). 
Vers la même époque, no us avons considél'é les congruences linéaiI'es 
de cubiques gauches s'appuyanl en 8 points SUl' ulle sextique gauche 
de genre trois I). Pour obtenir ces divel'ses congl'Uellces; il suffit de 
l'appOl·ter projecti vemen ties surfaces cubiques passant par cette 
sextique gauche IWX plans de l'espace; une congl'uence linéaire de 
cubiques' gauches du type envisagé est alors tl'ansformée biration­
nellement en \lne congruence linéail'e de droites. En particulier, si 
cette congruence est une gerbe de rayons et si la sextique dégénère 
en six droites qui sont les arêtes d'un tétl'aèdre, on l'etrouve les 
considérations de M. J. DE VRIES . 

. Récemment, M. J. DE VRIES s'est occupé d'une cOllgruence de 
cubiques gauches, linéaire; dont les courbes passent par deux points 
flxes et ont trois bisécantes singulières I). 11 a précisément montré 
que cette congruence, étudiée a\lparavant par M. STUTVAERT 4), se 
ramène, par une transformation birationnelle, à \lne congruence 
bilinéaire de droites. CeUe transformation birationnelle est également 

. un cas particulier de celle que nous avons ronsidérée; ce cas parti­
cillier correspond au cas ou la sextique se d~compose en trois droites 
et une cubique gauche. 

Dans cette note, nous nous proposolls de signalel' quelques cas 
particnliers intéressants des congruences linéaires rencontrées dans 

I) Congruences of twisted curves in connection with a cubic transformation, 
Kon. Akademie v. Wetenseh. Amsterdam, Proeed., 1908, t. Xl, p. 84. 

,) Nouveaux types de congruences linéaires de cubiques gauches. Nouvelles 
Annales de Mathématiques, 1909. 

S) Représentation of a bilinear congruence of twisted cubics . . , Kon. Akad. v. 
Wetenseh., Amsterdam, Pro eed. 1922, t. XXV, p. 22. 

') Etude de quelques surf aces ... Gand, Hoste, 190~. 
23 

Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXVII. 



~46 

nolre travail cité, Ces congrllences pl'ésentent des points principallx. 
(communs à toutes les cOlll'oes de la congruence); elles s'obliennenl 
par un procédé analogue à celui qui a élé utilisé pal' M, J. DE VR1ES 
dans sa del'nièl'e note citée. 

1. Soit C. une sextique gauche de genre trois 1). Elle appal'tient, 
comme on sait, à 00' sUI-faces cubiques F. formant lIn système 
Iinéaire. Deux sUl'faces cubiques F. ont ençol'e en rommun IIne 
eubique gauche 1. s'appuyant en 8 points SUl' Cl' Tl'ois sul'faces 
cubiques F., n'appal'tenant pas à un même faisceau, ont. en eommun 
un et un seul point en dehors de la courbe C •. 

Désignons pal' ~ I'espace ordinairecontenant C. et l'appOl'tons 
projectivement les su..t'aces cubiques F. passant par C. allx plans 
d'un second espace OI'dinail'e ~/. Nous obtenolls ainsi une COl'res­
pondance bil'ationnelle entl'e les espaces ~ et~/, bien connue, 
étudiée par CREMONA, CAYJ.EY, :NOETHER, STURM"" Aux plans de ~ 
cOI'respondent, dans ~/, des surfaces cubiques F'. passant pal' une 
cOlll'be C'.,· d'ordl'e six el de genre tl'Ois. Les point!) fondamentaux 
de la cOl'respondance sont, dans ~, les points de C., dans ~/, les 
points de C' •. 

A UIl- point de C's (ou de C.) cOl'l'espond, dans ~ (ou ~/), 
l'ensemble des points d'une tl'isécante de C. (ou de C'.). Les trisé­
cantes de C. (ou C'.) forment une surface d'ol'dre huit, passant 
tl'ois fqis par la cOUl'be C. (ou C'.). 

Ces points étant rappelés, soit G' nne congruence linéail'e de 
droites dans ~/. En génél'al, à nne droite de G' correspond une 
cubique gauche 1. de ~, Aux diffél'entes ' droites de G' conespon­
dent, dans 2, les cubiques gauches d'une congruence G évidemment 
Iinéaire. Nous allons examinar les dh'arses congruences linéairos 
G que I'on peut obt.enir par ce procédé. Dans ce but, 1I0US utili­
serons la pl'opl'iété suivante: Une courbe d'ol'dl'e n de ~/, s'appuy­
ant en a points SUl' C'., a pOUl' t1'ansformée dans ~, ulle cour be 
d'ordre 3 n-a, s'appuyant en 8 n-3a points SUl' C •. 

2. Congruences du premier type. Supposons tout d'abord que G' 
soit une gel'be de rayons de som met P'. Obsel'volls que P'ne peut 
se trouvel' SUl' C'., cal' allx rayons de G' cOI'respondl'aient, dans 
~, des cubiques gauches dégénérées en une triséca~lte fixe de C. 
et en des coniqlles val'iables (fol'mant Illle congruence linéail'e). 

1) Pour une étude systématique de la courbe gauche d'ordre six et de genre 
trois, on peut consulter I'ouvrage de M. STUYVAERT, Cinq Etudes de Géométrie 
Analytique, Gand, Van Goethem; 1908. 
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Nous aurons done à examiner deux hypothèses: 
a. P' ne se trouve paR SUl' la surface des trisécantes de C, j 
b. P' se trouve SUl' une trisécante de C',. 
Dans la première hy pothèse, il correspond à P', dans ~, u n 

point P bi~n déterminé, et la congruence G, transformée de G', est 
formée par les cllbiques gauches r. passant par P. CeUe congruence 
G a éré étudiée par M.M. VENERONI et STUYVAERT. On en trouvera 
la bibliographie, ainsi que l'étude de plusieUl's cas partieuliers, dans 
la dissertation de M. J. DE VRIES junior I). 

Plaçolls-nous dans la seconde hypothèse et soit a' la trisécante 
de C', passant par PI, A Ie point de C. qui cOfl'espond à cette 
droite a'. A une droite d' passant par P' correspond dans ~ une 
cubique gauche r'. passant par A j en génél'al, r'. ne sera pas 
tl\ngente à la eourbe C. en A. Soit n Ie plan tangent commun à 
C. et à r'. en A. Aux OOI surfaees cubiques F. passant par r'. et 
pal' suite tarigelltes à 3r en A, correspondent dans ~/, OOI plans 
formant un faiseeau d'axe d'. Toute droite de la congruenee G' est 
située snr un plan de' ce faiseeau, par suite, les eubiques gauehes 
de la congl"Uenee G eorrespondante sont tangentes en A au plan n. 

Ces cubiques gauches s'appuient ' en sept points variables SUl' C., 
donc: 

Les cubiques gauches s' appuyant en huit points SUf' une sextique 
gauche de genre trois et touchant en un de ces points, supposé fixe, 
un plan tan,gent à la sextique, forment une congruence linéaire. 

3. Congruences du second type. Supposons maintenant que G' soit 
formée par les cordes d'une cubique gauche r'• s'appuyant en a 

points SUl' la courbe C',. La congruence corl'espondante est fOI'mée 
par les eubiques gauehes r. s'appuyant en 8 points SUl' C. et en 
deux points SUl' la tl'ansformée de r' •. Celle-ei est une cOUl'be 19-« 
d'ordre 9-a s'appuyant en 24-3a point.s Sur C •. On a dOllc a< 8, 
et la eourbe r9-« est au moins d'ordre un. 

En pal·ticulier, pOUl' a = 8, on obtient une congruence linéaire de 
cubiques gauehes ayant une bisécante fixe. 

4. Congruences du t1'oisième type. Supposons en tin que G' soit ' 
formée par les dl'oites s'appuyant en un point SUl' une droite r'1 
et en un second point SUl' une courbe r' R, d'ordre n, s'appuyant 
elle-même ell n-l points SUl' r'l' Soient de plus al Ie nombre de 
points communs à r' I et C'., at Ie nombre de points eommuns à 

1) Bilineaire congruentie8 van kubische ruimtekrommen. Utrecht, HH 7,'· 

23* 



348 

1"n et C'I' Supposons tout d'abord al < 3, a, < 3n. Alors, la con­
gruence G transformée de G' est fOl'mée fles cubiques gauches r. 
s'appuyant en huit points variables SUl' Cl' en un point SUl' la cOllrbe 
rl> d'ordre 3-al' tl'ansformée de r'l' et en Uil point SUl' la courbe 
r" d'ordre 3n-a" transfol'mée de r' ,. La courbe r l s'appuie en 
8-3al points SUl' G\ et la com'be r, ell 8n-3a, points. Les coul'bes 
rIJ r. ont an plus n-1 points communs; ce nombre est diminué 
d'une nnité chaque fois qu'lln des points communs à 1"1' 1", ap­
pal'tient à C'I' En supposant que Ie nombre de ces points, lIoit a, 
la configuration de!! Jignes singllJières de G peut être résumée pal' 
Ie tableau 8uivant: 

')Is Cs r 1 r 2 

')Is 8 1 1 

Cs 8 8-3oc l 8n-3oc2 ocl < 3, 

r 1 1 8-3ocl I n-ex.-l 

r 2 1 8n-3ocs n-<x-l 

Ordres 3 6 3-<Xl 3n-oc2 

Supposons al = 3, a, < 3n. Alol's, à la courbe 1" I correspond 
un seul point A de Cl et toutes les courbes de la congl'llence G 
passent par ce point A; elles rencontrent encore Cl en sept points 
,·ariables. Elles s'appuient en un point SUl' la cOUl'be r, qui COl'l'e­
spond à 1",. Cette courbe r, est d'ordre 3n-a, et passe en général 
n-i fois par Ie point A. Ce nombre est abaissé d'une unité ponr 
chaque point commun à r' 1> 1".t appartenan1 à C'I' 

Les cubiques .qauches passant par un point fixe d'une cow'be gauche 
d' ordl'e six et de genre trois, s' appuyant ellC01'e en sept points var,ia­
bles su,. cette courbe et s' appuyant en un point Slt?' une courbe 
rationnelle d' ordre 3n -a, passant n- a -i fois par Ie point fixt 
(a -<: a,), forment une congruence linéaire. 

On remarquel'a que les n-i points d'appui de 1" I SUl' 1" I peil vent 
se composer de quelques points multiples pour la courbe 1"" En 
particulier, si r' I est une coul'be plane, il y aura un point 
(n-1)-uple. 
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Supposons n = 1, al = al = 3. La congrnence G' est formée des 
droites s'appllyant sur (Jeux tl'isécantes de C' ,. I~es cubiques de la 
congruellce G correspondante passent par deux points fixes de Cl' 

Les cuhiques .qauches s' appuyant sur une sextique de genre trois 
en deux points fixes et six points variahles, forment une congruence 
linéaire. 

5. On peut envisager Ie cas ou, dans la congl'uence G' considérée 
plus haut (n'. 4), la coul'be 1", est formée de n droites infiniment 
voisines de 1"'\. On obtient sans difficulté les congruences G corre­
spondantes I). Bornons-nous à singulel' la congruence suivante: Si la 
congl'uence G' est formée des droites s'appuyant sur deux trisé­
cantes infiniment voisines de C'" les courbes YI correspondant à 
ses droites seront tangentes à la courbe C. en un point fixe, donc: 

Les cuhiques gaucltes tangentes à une sextique gauche de genre 
trois en un point fixe et s'appuyant en six points variahles SUl' cette 
courbe, forment une cong1'uence linéaire. 

6. La plupart des propriétés des congruences de cubiques gauches 
rencontrées dans ce travail s'obtiennent aisément au moyen des 
pl'opriétés de la transformation birationnelle utilisée. Ainsi, toute 
surface engendrée pal' 001 cubiques gauches de G sera transformée 
en une surface appartenant à la congl;'uence de droites G'. Nou! 
ne no us arrêterons pas à ces développements, nous nous limiterons 
à I'étude du problème suivant: Etant donné une congruence linéaire 
G formée des cubiques gaU(~hes s'appuyant en 8 points sur la courbe 
C" en un point SUl' une cubique gauche r l (s'appnyant elle-même 
en 8 points SUl' C,) et en un point sur une courbe r,; d'ordre 3n 
(s'appuyant en 8n points sur C, et en n-l points sur r\), déter­
miner l'ordl'e de la surface lieu des points d'appui sur les cubiques 
de G des bisécantes passant par un point fixe Q. 

Désignons par ~ la surface considérée, par m sur ordre, par I-' 

la lDultiplicité de C, pour tI», par 1-'\, 1-', les multiplicités respectives 
de rIJ r l pour tI», par v la lDuItiplicité du point Q pour cette 
surface tIJ. 

Soient Q', r' I' r', Ie point, la droite et la courbe d'ordre n 
(s'appuJ;ant en n-1 points SUl' la droite r'l) qui correspondent 
respectivement dans ~/, au point Q et aux courbes r l , rl' La 

1) Pour une cODgruence linéaire de cubiques gauches obtenue par ce procédé, 
voir Dotre Dote Sur la sixième congruence de cubiques gauches de M. STUYVAlRT, 

Bull. Acad. R. de Belgique, 1909. 
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transformée de la congruencê donnée () sera la congruence G' 
formée par les droites s'appuyant sur p' 1 et r'" 

A la sUl'face • cOl'l'espond dans ~' la surfaee .' Iieu des points 
d'applli des bisécantes des cllbiques gauehes s'appuyanL en 8 points 
sIJr C', et passant par Q', faisant partie de G', L'ordre de la sur­
face .' est 3m-Bp, OeHe sUl-face passe m-3p fois par la courbe 
C' I' PI fois pal' p' 1> p, fois par p'" v fOlS par Ie point Q', 

11 y a 1 + 3n droites de G' bisécantes d'une cubique gauche. 
donc une cubique passant par Q' et s'appIJyant en 8 points SUl' 

C' I rencontre (IJ' en 2 (1 + 3n) points en dehors de C' I et de Q', 
On a donc 

3 (3m-8p) = 8 (m~3fJ) + v + 2 (1 + 3n), 
c'est-à-dire 

m = v + 2 (1 + 3n) , (1) 

11 y a une seule cubique passant par Q' et s'appuyant 8 fois sur 
C', qui soit bisécante d'une droite de G', donc on a 

fJ 1 + fJ, + 2 = 3m-8fJ (2) 

Soient maintenant H la gerbe de rayons de sommet Q , KIe système 
des cubiques gauehes passant par un point P et s'appuyant en 8 
points SUl' Ce' H' et K' les systèmes de cubiques gauches et .de 
droites eorrespondant respectivement à H, K dans ~', P' Ie point 
correspondant à p, Désignons pal' 1JI' la surface lieu des points 
d'appui des cOl'des des cubiques de K passant par Q, par 1JI' la 
transformée de 1fI dans I', qr est Ie !ieu des points d'appui des 
cordes deR cubiques de H' passant p, DOlle 1JI' et 1JI" pos8èdent les 
mêmes ordre et multiplicités Ie long de Cl' Ce', en P, Q' et en 
Q, p, Si m' est l'ordre de 1JI', p' la multiplicité de C, pour lF, v't 
Ja multiplieité de P, v', celle de Q pour 1JI', on a donc 

3 m' -8 p' = 7n', m'- 3 fJ' = fJ', V'I = v'" 

d'0l1 m' = 41'." 1"1 = v', = v', 
La cubique de H passant par Q est une cour be simple de 1JI'd'après 

la définition de cette surface ; par suite la droite P' Q' est simple 
pour lP', ce qui exige 

2 (v'-i) < m'-I. 

Observons de plus qll'une droite passant pal' Q est la cOl'de d'une 
seule cubique de K, dOllc m' = v' + 2, On a donc 1" ~ 3, m' ~ 5, 
Oomme d'autre part on ft, mi = 4fJ',' il vient nécessairement m '= 4, 
fJ' = i, v' = 2, Ainsi la surface lp est d'ordre 4, passe simplement 
pal' C, et P, Q sont des points doubles pour 1fI (ce résultat était 
d'ailleurs con nu), Si en particulier nous considérons la seetion de lp 
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par un plan passant pal' Q, nous voyons que Ie lieu des points 
d'appui des cubiques gauches s'appuyant en 8 points SUl' C. et pas­
sant pal' nn point, SUl' les cOl'des qui font partie d'un faisceau-plan, 
est IIIle courbe d'ordl'e 4 passant doublement par Ie som met du 
faisceau, 

Revenon>s à la > surface CP', La section de cette slll'faee par un 
plan :Jr passant par r'l sera, d'après Ie l'ésuItat précédent, une <'Ollrbe 
du quatrième OI'dre passant dOllblement par Ie point de rencontre 
du plan :Jr et de r'I' Cette cOlll'be passera simplement pal' les points 
communs à :Jr et à C'., On en cone\llt que m-3 (1 = 1, (11 = 2, 
(11 = 3 111-8 (1-4, c'est-à-dire, en utilisant (1) et (2), 

m = 3 (1 + 1, (11 = (1-1,ll, = 2, v = 3 (1-6 n-1. 
Si no us considérons en particulier la section de cp' par Ie plan n 

passant par r'l et Q', nous obtenons une courbe du quatrième ordre 
passant deux fois par Q', DOllc v ~ 2, D'autre part, > rl'après la 
dernière égalité écrite ci-dessus, v + 1 doit être multiple de 3, done 
v = 2, On en déduit 

(1 = 2 n + 1, 111 = 6 n + 4, (11 + 2 n, (11 = 2, 
Pal' suite: La surface cp est d'ordre 6 n + 4, passe 2 n + 1 fois 

pa?' C., 2 n fois par r 1 , 2 fois par r l et 2 fois par Ie point Q, 

7, La tl'Rnsformation birationnelle utilisée dans ce h'avail peut 
foumir d'autres congruences linéail'es de cubiques gauches, En voici 
un exemple, 

Considérons, dans :E', une dl'Oite I\ ne rencontrant pas C'. et 
une eOllrbe r'. d'ordre n, s'appuyant en n-1 points SUl' r' 11 en a 
points SUl' C'" 

Soit n ' unplan passant r t , Considél'ons les quintiques du plan 
:Jr' ayant un point double ordinail'e en chacun des points de rencontre 
de Jr' et C's et un point simple au point de rencontre de n et de 
r I' Ces courbes ne son't pas dégénél'ées, cal' il n'existe aucune 
conique s'appuyant en six points SUl' C'" Ces courbes forment un 
faisceau et 1000sque n ' tOUl'ne autour de r' l' on obtient une con­
gl'llence linéaire de quintiques planes, 

A une de ees quintiques cOl'l'espond, dans :E, une courbe d'ordre 
3 X 5 - 2 X 6 = 3, qui est rationnelle, Cette coul'be est une cubique 
gauche, cal' la quintique envisagée ne se trou\'e pas SUl' une surface 
cllbique cil'conscrite à C' S' ~i I'on désigne pal' r, la cubique gaucho 
correspondent à r' 11 par r. la courbe qui cOl'respond à r' ti on 
obtient Ie l'ésultat suivant: 

Les cubiques gauches s' appuyan t en quatre points sur une sextique 
gauche de genre tl'ois, en cinq points sur une cubique gauche 
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s' appuyant elle-méme !tuit jois sur la se,t:tique, et en un point 8ur 
une courbe d'ord?'e 3 n-a, s'appuyant en 8 n-3ft points SUf la 
sextique et en n-l, points SU1- la cubique, forment un congruence 
linéaire. 

C'est une eongruence que nous avions obtenue antérieurement 
par deux autres voies 1). 

Si l'on eonsidère les ql1intiques ayant six points doubles SUl' C'" 
situées dans les plans passant pal' 1"1 et passant de plus par Uil 

point fixe de eeUe dl'oite, on oblient Ie résult.at suivant: 
Les cubiques gaucltes s' appuyant en quatre points sur une sextique 

gauclte de gem'e trois et en quatre points variables etun point pe 
sur une cubique s' appuyant elle-rnéme en 8 points SW' la sextique, 
fm'ment une congruence linéaire. 

Bruxelles, 23 avril 1924, 

1) Sur la quatrième congruence de cubiques gauches de M. STUYVAIRT (Nou­
veil es Annales de Math., 1911). Détermination des congruences linéair.es de cu­
biques gauches s'appuyant en cinq points sur une cubique gauche fixe (Rend. 
Circ, Matem, di Palermo, 1911, XXXII), 




