
Mathematica. - "Ein topologischer Ze1'legungssatz". By H. KNESER. 
(Comlllunic.ated by Prof. L. E. J. BROUWER). 

(Communicated at the meeting of September 27, 1924). 

Die BROUwERsche Übertragllng des JORDAN8chen KUl'Vensatzes auf 
Räume beliebiger Dimellsionenzahl besagt, dass det· n-dimensionale 
Raum von jeder in ihm liegenden (n-1 )-dime/lsionalen geschlossenen 
MannigfaItigkeit. in zwei Teile zedegt wird 1). Fragt man, welche 
gesch lossenen n-d i mensionale/l MannigfaItigkeiteJl diese Eigens('haft 
haben, so lautet die Antwort: 

8 at z 1. Eine ,qesc!tlossenf. n-dilllensionall! Mannigfalt(qkeit M
n 

tn > 1) wint dann mul uw' dmln uon jeder in ih,' liegenden geschlos
sen en (n-l)-dimensiollalen Mann~qfaltigkeit zel'legt, wzd ZWa1' in zwei 
1'eile, wenn i!tre BRTTlSclte Zaltl el'ster Dimension den We1't eins !tat 
und die 1'orsl:onszaltlen erste1' Dimen.'lion - wenn solclte vorha7Ulen 
sinel - sämtlich un,qerade sind. 

lch beweise diesen Satz im kombinatorischen SinIIe, d. h. untel' 

der Voraussetzung, dass M n 
dut'ch ein endliches Zellellgebäude ge

geben ist und M"- 1 
sich aus Zeilen dieses Gebäudes zlJsammensetzt. 

In ~ 1 leite ich die Gl'Undeigenschaftell der "U mgebungRkomplexe" 
ab, was bisher anscheinend noch nicht geschehen ist ') j die foIgenden 
Paragraphen erbringen schl'iltweise den Beweis fül' Satz 1. 

Det' Gedankengang des Beweises lässt sich etwa folgendermassen 
andeuten, wenn auch die Ausfühl'Ung in Einzelheiten anders ausfällt, 

lst eine Mil /licht zel'lege/lde Mil -1 gegeben, so verbiJlden wir zwei 

"nahe" bei einem Punkte von ~-1 und "auf versrhieden6n Seiten 

M il-I" 1 P k . M"-I 
von ge egelIe un te dut'ch eme nieht treffende 

KUI'\'e und vet'vollständigen diese zu eine,' M"-1 
in einem Punkte 

"d urchschneidenden" geschlossellen K lIl've. U nter den Vorausset
zungen von Satz 1 ist diese, eine geeignete ungel'ade AnzahI Male 

genommen, Rand einer in M" gelegenen Fla,che. Diese Fläche können 

1) Beweis des JORDANschen Satzes für den n-dimensionalen Raum, Math, Ann. 71 
(UHI), S. 314-319, 

I) VB!. E. BILZ, Beiträge zu den Grundlagen der kombinatorischen Analysis 
situs (Math. Zschr, 18 (1923), S. 1-41), 

39 
Procl'edings Royal Acad, Am~'errlam. Vol. XXVII. 
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wir so legen, dass sie M n
-

1 nUl' in geschlol:lsenen und anf dem 
Rand del' FJäche enden den ungeschlossenen K mven trilft. A uf dem 
Rande liegt aber als einziger Tl'effpunkt del' eine Ilngerade Anzahl 
Male zu zählende DIlI'chstosspllnkt, und jedes Mal geht von ihm 
eine llngerade Zahl Schnittkur\'en aus. Das geht nicht an, weil jede 
ungeschlossene KUl've zwei Endpunkte hat. 

Sind die Vorallssetzllllgen von Salz 1 nicht erfüllt, so hat di~ 
ABKLsche Gruppe der Homologieklassen ersIer Dimension einen 
Ohal'aktel', der die Werte ± 1 und keine anderen annimmt. EI; 

gelingt, einen M n nicht zerlegenden Komplex (n-l)ter Dimension 

Cn
-

1 zn konsll'lIiel'en, del'al't dass ein geschlossener Weg, del' C,,-l 
in Ic Pllnkten dlll'chschneidet, als Element der Homologiengruppe 
der Charaktel' (-l)k hat. Vel'lIIöge diesel' Eigenschaft6n gelingt es 

weiter, die Singulal'itäten des Komplexes C,,-l anfznlösen, oh ne daas 
el' dabei seine vorhel' genannten Eigensc!taften vel'liel't, d,h, 8uS ihm 

eine Mn nicht zerlegende M n
-

1 abzuleiten. 

~ 1, Umgebungslcomplexe. 

Wir benutzen die Begl'iffe des n-dimensionalen Komplexes 'Cn
, der 

1l-dimensionalen Sphäl'e S", des n-dimensionalen Elementarranmes 

ga nnd der internen Tl'ansfonnation (abgekül'zt i, T,), die dUl'ch 
gleichzeitige vollständige Indnktion nach n zn definieren sind I). 

Del' U mgebungskomplex (abgekiirzt UC) einer Zelle Ic-ter Dimen-

sion Zk in eillem Kornplex Cn 
llc < n) entsteht, wenn wir jeder von 

zie bel'andeten I) Zelle Z (Ic < I ~ n) von C" eine Zelle Z-k-l ent
sprechen lassen IInd die Berandllngsbeziehungen in dem Sinne auf-

l'echt el'halten, dass, wenn Zl dem Rallde \'011 Z'" (I < Hl) angehört, 

auch die Zl en tSpl'echende Zelle Zl--k -- l dem Rande der Z'" ent

sPl'echenden Zelle L-rn
-

k
-

1 angehöl'en solI. Del' UC von zk in Cn 

werde mit UCZk (C") bezeichnet.. Urn die Bezeichnung Umgebungs

Icomple:r. zu rechtferligen, müssen wil' beweisell: 

1) Man findet die Definitionen bei BILZ a.a. 0., § 6. Wir weicben nul' darin von den 
BILz'schen Definitionen ab, dass Wil' die Forderungen 64b und c weglassen, die 
eine, weil sie in dem nötigen Umfange als Satz! bewiesen werden wird, die andere, 
weil auch ohne sie die wesentlicben Sätze bestehen bleiben. 

2) Der Kürze halber sagen wir, Zk berandet Z', wenn Zk der Rand-S
'
- 1 von 

Z' angehört, also nicht notwendig den vollen Rand von Z, bildet, 
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Sa t z 2. UCZk CC") ist em Komplex, d.lt. der Rand jede1' seine1' 

Zellen Zr ist eine S'·-1. 
Fassen wir den UC unabhängig von seiner geometrisch en Bedeu

tung nur als Zusammenstellllng von Zeilen auf, die dm'ch Bel'andunga
beziehungen verknüpft 8ind, 80 gilt die Fo l'file I 

(I) 

wenn Zk eine Randzelle von ZI, a180 Ic < 1< n, nnd ZI-k"":'l die 

dot, Zelle ZI auf UCzk(C n
) entsprechende Zelle ist. Urn nällllich 

UCzk(Cn
) zu bilden, behalten wir von Cn 

lIur die von Zk berandelen 

Zeilen bei, vermindern die Dimension urn Ic + 1 und lassen die 
Berandungsbeziehungen ungeändel't. Da Zk als Randzelle von ZI 
allch jede von ZI berandete Zelle berandet. sind jedenfalls die von 
ZI bel'andeten Zellen beibehalt.en worden, und zwar werden sie jetzt 
von ZI-k-1 berandet. Die rechte Seite der Gleichllng (I) entsteht., 
wenn wil' nur diese Zeilen mil ihren Bel'andungsbeziehungen bei
behalteIl und die Dimension je urn l-Ic-l+l vel'mindel'n. Im 
ganzen haben wir also genau die von ZI berandeten Zeilen bei

be halten nnd ihre Dimension um Ic + 1 + 1- Ic -1 + 1 = 1+1 
vermindert. Das gibt abel' genau UCZI(C"), 

Was ist nun der Rand von ZI-k-I auf UC'zkCC")? Wir el'halten 

ihn, indem wir von den Zeilen \'on UC"zk{ Cn) lIUl' die RandzeIlen 

\,on ZI-k-l, d.h. die aus den RandzeIlen von ZI hel'vOl'gegangegen 

Zeilen herausgreifen. Damit haben wit· aber den UC von Zk in del' 
Zl berandenden Sphär'e SI--l. Satz 2 iat al80 zurückgeführt auf 

Sa t Z 3(m). 

e S m) Sm-k-l 
U Zlc( = . 

Zugleich mit Satz 3(m) beweisen Wil' 

Sa t z 4(m). lst Zk eine innere ZeU, des Elementm'raumes E 'II , so 
gilt 

ue (E IR
) - sm-k - 1 

Zk - • 

Satz !lCm). lst Zie Randzelle von Em. so gilt 

ue Zk(F.!") = Jjf1-k-\ 

und zwa?' entspricltt eine!' VOrt Zk berandeten imuren bezw. Randzelle 

E m •• bRd II E",-k-l von eme mnel'e ezw, an ze e von . 
39* 
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Man beslätigt die Sätze 3 (m) biB 5(m) unmittelbar, werm Sm bezw. 

E III 
in der Normalgestalt vol'iiegt. Diese besteht bekanntlich 1) aus zwei 

Zellell jeder Dimensioll VOII der nullten bis ZUl' Ut-teil, nul' beim 

Elementarraum E 'II nul' einer Zm, wobei jede Zelle jede von höherèr 
Dimension berandet; nnd im Falie des Elementarraumes ist jede 
Zelle von niedrigerer als der molen Dirnellsioll Ralldzelle. Bildet mali 
einen ue, so erhält, man genall, wie es Salz 3(m) bezw , 5(m) be-

hauptet, eine Slll - k-l bezw. einen E 11I
-

k- 1 (Satz 4 (m) kommt nicht 
znr Anwendung, do. kei ne inrI eren Zeilen vorhanden sind). 

Es seien nUII die Sätze 3 (n), 4 (n), 5 (n) gültig fÜI' n < m und 

für n = m bei eiller bestirnmten Darstellnng vom Sm bezw. E"'; 

wir beweisen sie fÜI' jede sn odel' B 11I
, die aus del' ,'ol'iiegenden 

uUI'ch eine i.T. hel'vorgeht. Haben wir dies für k = 0 geleistet, so 
folgen die Sätze fÜI' grössel'es k. Ist nämlieh X' ('ill Punkt anf oem 

Rande \'on Zk 1:10 folgt ans ll), wenn xk 
- 1 die Zk anf U(}zo (SIII) 

bezw , llCzo (E''') entsprechellde Zelle ist, 

UCZk (S'R) = UCZk - l (UCzo (S"'» 

bezw . 

UC Zk (E
JII

) = U C Zk-1 ([JC Z' (E"'»), 

Sind die Sälze fül' Zo bewiesen, BO steht rechts in del' Klammer 

eille S", - 1 oder eill E,n- J, je nachdem ob Z· innere oder Randzelle 

ist. Nach Satz 5 (m), angewandt anf Z·, ist Zk - l zugleich mit Zk 

in nere odel' Randzelle. Naeh Slltz 3 (m-1), 4 (m-1) oder 5 (m--1) 
1 l ' SJll-k-1 d Zk R d 11 EIII • stellt nun reellts elIle 0 er, werm an ze e VOII Il:1t, 

. E 1II
-

k - 1 b' em , was zu ewelsen wal'. 
Del' ue eines Punktes Z· ändert sieh bei i.T. nul' danII, wenn 

eine von Zo oel'andete Zelle Zk tt'ansforrniel't wird. Es wel'de etwa 

Zk in Z~ \11ld Z; geteilt dureh sine Zelle Zk-1, deren Rand eine auf 

d R d l' S"-1 Zk 1 S"- 2 . d' Sk-l . Ek-I d er all splläre von Cl ge egelIe • lst, Ie III 1 un 

E k- 1 d Zk, 2 Z"-J -.I Ek- 1 UG 2 zedegt, so ass i (l=l, ) von .11111 ij begl'enzt wird. Zo 

ändel'tsich nUl', wenn Z· anf Sk- 2 liegt. Nach den Sätzen 3(k-1),3(k-2). 

5 (k-J) sind dann die Bilder von 8"- 1, S"-2, kt-1 aufUGz' be

züglich Sphären bezw. Elementarl'äullle -S.Jc - 2, Sk-3, Jt-2. Auf UCzo 
wÏl'd bei der i. T. eine VOII Sk-2 begrenzte Zk-l ersetzt durch Zk-Z, 

begl'enzt von Sk-a, und die ZellelI Z7-1 (i = 1, 2), begl'enzt von 

I) Sil'he BILZ, a. a. 0., Nr. 79, 80. 
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Zk-2 Ilnd Ef-2, d. h. UCzo edeidet eine i. T.: die Sätze 3 (m), 
4 (m), 5 (m.) bleiben gültig. Genau entsprechend beweist lIIan, dass 
UC'-'zo eine i. T. el'fähl,t, werm bei del' i, T. zwei Zeilen vereinigt 
werden, 

Wil'd bei der i. T. eine Stl'ecke Z, in zwei Strecken Z~ und Z~ 
geteilt und ein Punkt Z· neu eingeführt, so el'halten wir DCzo, 
indem Wil' in l1CzI die Dirnension jedel' Zelle urn eins erhöhen und 

zwei Punkte, die Bildel' \'on Z~ und Z~, hinzufügen, die alle Zeilen 
höherel' Dimension bel'anden, Es ist also noch zu beweisen, 

Sa t z 6 (m), E1'Itöltt man in einer 
Dimension . je der Zelle u.m eins, und 

Zeilen be'l'andende Punlcte Z~ und Z~ 
bezw, ein Em. 

SIII-1 b ' ..,m-l d' ezw, emem ..c. ze 
fü,qt mlln zwei alle anderen 

Itinzu, so ergibt siclt eine S1II 

Del' Sat.z 6 (u) gilt offenbal' fül' n = 1 lInd werm Sn-l 

bezw. En
-

1 
in del' NOl'malgestalt vol'liegt. El' sei bewiesen fül' 

d . . db" T S",-I b E m- 1 t n<m; alln 7.elgen Wil', ass el I. . "on ezw, anCI 

Sm bezw. E'" eine i, T, el'fährt. 111 del' Tat, haben bei del' Teilung 

einer Zelle Zk (k < m-1), Sk-1, Sk-2, E~-1 dieselbe Bedeutnng wie 

Sk-I "k-2 E~-1 "orhel', so bilden die dell Zeilen von ,(), i entsprechen-

den ZelleJl."on Sm bezw, EI/I Zllsarnrnell rnit Z~ nnd Z~ narh Satz 

6 (1c-1) Ulld 6 (1c-2) je eine Sk, Sk-l, E~; daller hewirkt die i, T, 

S",-1 b E III
-

1 . . 'f S'" b Eli' ·d I d' \'on ezw. f erne J. • "01\ ezw. ,wo urc I lese 

wieder in eine SIII bezw, E IIl 
übel'geht. Dasselbe gilt bei Vel'eilligulIg 

zwei el' Zeilen, 
Damit sind endlieh die Sätze 2 bis 6 bewiesen, 

Wir branchen noch den folgenden 

Sa t z 7, J ede i. T. eines U CZk (Cl!) lässt siclt dw'clt eme i,J'. von 

Cn 
bewirlcen. Ist k = 0, uud besteltt die i. T. von U C Zk nul' in 

l'eilungen, so lässt sie siclt bewi1'ken dw:ch Teilungen in Cn
, bei 

denen keine von Zo bemudete Strecke beI1'o./j'en wh-d, we~n nw' anfangs 
keil1e zwei Strecken beide Endpllnkte gemeinsam !taben . 

Wir teilelI jede VOII Zk bel'alldete Zelle in folgender Weise. Jede 

Zk+l wird geteilt dUl'ch eine Zelle Zk, die von derselben Sk-l 

berandet wird wie Zk. (DifIselI Schritt. ullterlassen wir nur, wenn 
es sich irn Falie k = 0 dal'Urn handelt. die zweite Behauptullg ZIl 

haweiaen). Haben wil' alle "on Zk berandeten Zeilen bis hel'aut' Zlll' 

[-ten DirnensiOIl geteilt, 80 teilen wil' jede von Zk bel'andete ZI+l 
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dut'ch eine Zelle Zl, deren Rand besteht RUS Sk-l Ulld allen den Zeilen 

Z", deren ellisprechende Zr+1 RandzeIlen von Zl+1 sind. Bei diesen 

Teilungell hat sich UCZk nicht geändert. Wollen wir nun in UCZTc 

eine LT. allsfübren, etwa ZI-k-l, das Bild von ZI, teilen durch 
eine ZI-k-2, deren Rand eine anf del' Rand-SI- k- 2 von ZI-k-l 
gelegene llnd diese in zwei EI-k-2 zerlegende SI-k-3 ist, so teilen 

wil' ZI-l dUl'ch eine ZI-2, del'en Rand besteht aus Sk und denjenigen 

Zr, deren zugeböl'igen Z+1 auf UCZk die Zeilen von sl-k-3 ent

sprechen, dal'auf teilen wir ZI dm'ch eine ZI-l, deren Rand bestebt 

aus den ZeIlen: ZI-2 mit ibren RandzeIlen (SI-3), Zk mit ihren 

RandzeIlen (Sk-l) und zu :ieder Zr von SI-3 die zugehörige zr. 
Auf UCZk wÏl'd damit Zt-k--l geteilt durch ZI-k-2, das Bild von 

Zt-l, und del' Rand \'on Zt-k-2 is die vorgegebene Si-k-3. Sollen 

zwei Zeilen Zf-k- J und Z~-k-l von UG~k dm'ch Beseitigung der 

gemeinsamen Randzelle Zl-k-2 vereinigt werden, so vereinigen wiJ' 

die entsprechenden Zeilen zf und Z~ von Cn 
dllrch Beseitigung der 

gemeinsamen Randzelle Zt-I. Soli eine weitere i.T. auf UCZk bewirkt 

werden, so wiederholen wil' das ganze Vel'fahren. Die Rechtmä8sig

keit del' vorgenommenen LT. folgt aus den Sätzen: 

(A) Lassen wil' von einer S" einen En weg, so bleibt ein En übrig. 

(B) Erhöhen wir in einer Sn (ei riem Eli) die Dimension jeder 
Zelle urn k und fügen wir eine 5 k- 1 hinzu, deren ZeIlen alle anderen 

Zeilen bel'anden sollen, 80 erhalten wit' eine s"+k (einen En+k). 
Del' Beweis von (A) ist nicht ganz einfach, aber von den folgenden 

Beh'achtungen unabhängig. Ich denke ihn in andel'em Znsammen
hange zu geben. 

Urn (B) Zll beweisen, h'ansfol'mieren Wil' Sk-l in die Normalgestalt. 
Das ist durch eine TI'ansformalion des ganzen Komple:x.es möglich, 
da alle Zeilen \'on 8k - 1 diaselben Zeilen, nämlich sämtliche, die nicht 
Zll Sk-l gehöl'en, beranden. Hat abel' Sk-l die NOl'malgestalt, 80 folgt 
(B) durch (k + 1)-malige Anwendung des Sondel'falles k = 0, und diesel' 
wUl'de schon als Satz 6 bewiesen. 

Mit Hilfe des Begriffes UC können wit· jetzt deftnieren: 

Eine geschlossene n-dirnensionale (n > a) Mannigfaltigkeit Mn ist ein 

1..usamUlenhängender Cn, in dem jeder UCzo eine S"-1 ist. Nach 

(I) und Satz 3(n-1) illt dann auch jedel' UCzk eine Sn-k-l. Genau 

wie beim Beweis del' Sätze 3 bis 5 zeigt sich, dass eine M n bei 
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i.T. wieder in eine M" übel'geht, dass del' Begl'iff MannigfaItigkeit 
gegenüber Homöomorphie invariant ist. 

~ 2, Zerlegung in höchstens zwei l'eiü. 

Sa t z 8(n). Liegt in eint?' M" (n ~ 1) eine M"-t. sn lassen sich ein 

beliebigel' Punkt Q von M,,-l und ein belieb~qe1' nicht au! M"-1 

liegende1' Punkt P nach einer geeigneten Unterteilung von M!\ dUl'ch 

einem M"-1 nU?' in Q tl'ejfenden Streckenzug verbinden, 

Sa t z 9(n). Eine Mil wird durclt eine in ikr lie,qende M,,-I in 

höcltstens zwei l'eile zerlegt, d.h, von d,'ei beliebi.qen nicht au/ M,,-1 

liegenden Punk ten von M" lassen siclt nac!t eine1' ,qeeigneten Unte1'· 

teilung von M" mindestens zwei durc!t einen M"-1 nicht tr~ff'enden 
St,'ec!cenzug verbinden. 

Offenbar geiten die Sätze 8(1) und 9(1), werm Wil', wie es hier 
zweckmässig ist, unter MD nul' die SD, d.h. zwei Punkte verstehen. 
Es seien die Sätze 8(n-1) und 9(n-1) bewiesen; wir beweisen 
zuerst 8 (n), dann 9 (n). 

Do. M" ein zusammenhängendel' G" ist, können wir P und Q 

dUl'ch einen Streckenzug verbinden. Ist QI der erste auf M"-l 
lieKende Punkt des Streckenzuges, und fällt QI mit Q zusammen, 

so ist Satz 8 bestätigt. AnderenfalJs können Wil', do. M,,-1 zusammen· 

hängt, QI und Q dUl'ch einen auf M,,-l v~rlaufenden Sh'eckenzug 
QI Q, ... Qr Q verbinden, Von diesem dürfen wir annehmen, dass el' 
keinen Doppelpllnkt hat; denn sonst könnten wil' ihn durch Weglassen 
geschlossener Stl'eckenzüge verkül'zen. Wir ersetzen den Streckenzug 
PQI Q, ... Qr Q durch einen Zug PQ, .. . Qr Q, dessen Teil PQ, die 

Mannigfaltigkeit M"--1 nul' in Q, trifft. Das geschieht folgendel'massen. 

A f UC' (M") S"-l. d B'ld Mil-I. S,,-2 I . U (JI = lSt as I von etrle , a so eme 

besondere M"-2, das 'der Stl'ecke Ql Q, ein Punkt von S"-2, das det' 

letzten Stt'ecke RQI des Zuges PQI ein nicht auf S,. - 2 liegender Pllnkt. 

Nach Satz S(n-1), angewandt. auf S"-I, können wirdiese beiden Punkte 

nach einer geeigneten Untel'teilllng von S,.-1 dllrch einen 8,,-2 nicht 

treffenden Streckenzllg auf 8"-1 vet'binden. Diese UnterteiJllng von S,.-1 

lässt sich nach Satz 7 bewirken dllrch eine Unterteilung von Mil, bei 

det' die Strecke QI Q, nicht geteilt wit'd, Das bedeutet abel' für Mil, dass 

nach diesel' U nterteilung eine Folge von [i'Jächenzellen Z~, Z:. ' .. Z: 
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vodiegt, die sämtl ich in QI zllsam menstosselI, VOII denen die ersle 
von RQI lInd die letzte VOII QI Q. her'andet wird, nnd von denen 

jede Z;(i = t, , , ,,8-1) mil del' folgelldell, 4+1 eille von QI aus

gehende, nicht aut' M,,-1 liegende Strecke Z! gemeinsam hat. Jede 

dieser gerrreinsamen Randstr'eeken Z! teilen Wil' dlll'eh einen lIeu 
eingeführtell Punk, Ti Ilnd verbinden R mit TI durch eine Stl'eeke 

anf zi, Ti mit 1'i+l (i = 1, ' '" s-l) dm'eh eine Strecke auf Z~+lo 
1~_1 mit Q. ciUl'ch ei ne Streeke auf~, Schliesslieh el'setzen wil' die 
Stl'ecken RQI Ol des ZlIges PQ dUl'eh die StreekelI RTl 1'. ' , , 1~-1 QI; 

damit hllben wir die Anzahl del' auf M"-1 
liegenden Stl'eeken 

des Zuges um eins vel'lIlindel't. Wiedel'holung dieses Ved'ahrens 

liefert zuletzt einell Str'eckellzug PQ, del' M"- 1 
lIur in Q tl'ifft, 

WIe es Sat.z 8 behauptet. 

Sind nun P" p .. PI dr'ei nicht auf M"-- 1 
liegende Punkte von 

Mil, RO verbinden wir jeden von illlien mit einern Punk!. Q von 
"-1 M,,-t Q M dur'eh einen nul' in treffenden Stl'eckenzllg, was nach 

Satz 8 (n) nach einer' Unterteilung VOII Mil möglich ist. Sind RI Q, 
R. Q, R. Q die let,zterr Stl'eeken diesel' Züge, so sind del'en Bilder 

fluf VU", = 8,,-1 dl'ei Punkie, die nicht aut' dem Bilde S,,-2 von ' 

M"-1 liegen, Nach Satz 9 (n-1), angewalldt auf 8"-2 und die 

Bildervon RIQ,R.QundRaQauf8"-t~ lassen sieh nach einer Unter

teilung von 8,,-1 zwei von den drei Pllnkten, dl1rch einen 8,.-2 

nieht treIfenden Streeke'nzug verbinden. Na{'h Satz 7 lässt sieh diese 

Unt.el'teilung van 8,,-1 dllrch eine Ulltel'teilnllg von M" bewirken, 
Nach diesel' Unterteilung haben wh eine Folge in Q zllsammen-

stossender Fläehenzellen Z;, Z~, ' , , ,~, die nicht auf M"-i liegen 
von denen etwa die el'sle \'011 RI Q, die letzte von R. Q berandet wit'd, 

und von dellen jede, Z; mil del' folgenden 4~1 in einer nicht auf 

M,,-I liegenden Str'eeke zJ zlIsammenstÖsst. Auf Z! fülll'en wil' je 

einerr nellen Punkt Ti ein Ilnd verbinden RI mit TI' Ti mil Ti+t , TS- 1 
mit RI' dureh je eine Stl'ecke inllerhalb der Zeilen Z;, ... , Z!. 
Damit sind RI Ilnd R" also PI IIl1d PI dUt'eh einen M"-1 nicht 
tI'effenden Stl'eekenzug vel'bunden, wie es Salz 9(n) behauptet. 

§ 3. Zerle,qun.q in .qenau zwei Teile. 

Sa lz 10(n). ist hei der Ma1Lnigfalt~qkeit M" (n > 1) die erste 
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BETTlsc1te Z alt! PI = 1, wui sint! alle 1'o1'sionsza!tle1i el'stel' Dimension 

ungerade, so Wi1'd M" dUl 'c/t jede M,,-1 ul'legt, d .lt. wil' könuen durch 

eine Unte1'teilun.q vvn M" zwei Punkte ein fültrell, die siclt dm'clt 

keinen M,,-1 nicht t1'eJlenden Streckenzug verbir,den lassen, 

Satz 10(1/1) sei bewiesen für 1Il < n. Die Sphäl'e Sm erfüllt die 
Vorallssetzllngen, welln Ut> 1 ist : es ist P, = 1 nnd keine Torsions
zahl vorhandell . Im Falie m = 1 gilt die Behauplung "011 Satz 10; 
denn eine MI, d .h. eine geschlossene KUI've wird dllrch jede M', 
d.h. durch irgend zwei Punkte zerlegt (obwohl hier PI = 2 ist), 

Wil' wählen einen beliebigen Punkt Q auf M"-l. UCQ. ist eine 

8"-1, das Bild vOn M"-1 auf UCQ. eille 8"-2, Nach Satz 10(11-1) 

können wir S,,-1 so unterteilen, dass zwei nicht auf S'1-2 liegende 

Punkte Ol IJnd V, durch S'-'I. gelrennt werden. Nach Satz 7 können 

Wil' die Ulltel'leilung von S,,-1 dOl'ch eine Unterteilllng von M n 

bewirken. Dann teilen wir die beiden von Q ausgehenden Stl'eeken, 
deren Bilder Ol uud V. sind, durch die Pllnkte PI und P, und 

behaupten: PI IJud P, lassen sich dOl'ch keineu M,,-l nicht treffenden 
Streckenzug vel'binden, Liessen . sie sich lIämlich verbinden, 90 

würde del' verbindende Streckenzug mil den Streckeu PI QP, eine 
geschlossene Kurve bilden, deren Lage in ihrem einzigen Schnitt-

pllnkt Q mit M"-1 
dm'ch die Koustruktion so eingerichtet iat, dass 

wir in sinngemässer Übel'tragung der üblichen Allsdl'Ucksweise 

sagen können, sie durchschneidet M,, - 1 in Q. Unter den Voraus

selzungen von Satz 10 ist jede geschlossene Kllrve G\ eine geeignste 
ungerade Anzahl von Malen genommen, homolog Null, d.h. del' 
vollsländige Rand eines Aggregats a' or'ientiertel' Flächenzellen. VOII 
der Ol'Ïentierung können wir für unseren Zweck absehen und merken 
nlll' an, dass in den Strecken von GI eine ungerade, in allen anderen 
Strecken eine gerade Zahl Zeilen von G' allgl'enzen. Liegen nun 

(welm n > 2 ist) Flächenzellen von G' auf yn-t, so ersetzen wir 
sie dOl'ch andere. lst närnlich Z' eine solche, so können wir dllrch 

eine Uutel'teilllng von M n 
bewirken, dass an Z' eine nicht zu 

M n
-

1 
gehörende Z' anstösst. Dann teilelI wit' Z' dnrch eine Flächen

zelle Z~, die Wil' in die RandkUl've von Z' einspannen, und el'

setzen Z' als Zelle VOII G' dOl'ch Z:, 
lst ZI eine auf M"-1 

liegende Str'ecke \Ton G' ul1d n> 2, so ist 

UCZI (M") eine S"-2, das Bild von M n
-

1 auf UCZI (Mil) eine 

S" - 3, das von G' eine gel'acte Anzahl nicht auf S"-3 liegendel' 
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Punkta, Naeh Satz 9(n-2) und 10(11-2) wil'd S,, - 2 dUl'eh S" '- 3 in 
zwei Teile zel'iegt. ZI haisse Schnittsh'ecke, wenn in jedem der heiden 

Teile von S,.-2 eine ungel'ade Anzahl diesel' Pnnkte liegt. Ist n = 2 
so besteht UC'z1 ans zwei Punkten und das Bild von G" aus einel' 
geradell Anzahl von Punktel), ZI heisse Schnittstl'eeke, wenn je 
eine ungel'ade Anzahl mit jedem der beiden Punkie von UCZI zu
sam menfäll t. 

Ist P ein anf M,,-1 liegender Punkt von Gs. 80 ist UCp ()11"") 

eine S"-t, das Bild von M,,-1 auf UCp eine S~-2, das von G" ein 

Stl'eekenkomplex Cl, in dessen Pnnkten immel' eine gel'ade Zahl 

von Streek en zusammeIlstössl. Den anf M,,-1 liegenden Stl'eekeJl von 

G" entsprechen auf S~-2 liegende Punkte von Cl. Von einem sol

ehen Punkt R fülll'en in jeden del' beiden Teile, in die S,,-l nach 

Satz 8(n-1) dlll'eh S~-2 zerlegt wil'd, eine Anzabl Streeken, Die dem 
Punkt II entspreehende Stl'ecke von G" ist dann Ilnd 11111' dann 
Schnittstt'eeke, welln diese Anzahlen beide Ilngerade sind , Den 

Punkten von UCZI (kt"), die in demselben VOII S,,-3 bestimmten Teillie

gelI, entspl'eehen auf UCp (Mil) SII'eeken, die sieh naeh einer Untel'tei

lung dllrch eine Folge nicht auf S" - 2Iiegendel' Stl'eeken Ilnd Flächen

zeilen vel'binden lassen, nlso zu delnBelbelJ dlll'eh S,I-l bestimmten Teil 

von UC" (M'I) gehöl'en, Wil' behaupten nun: in Q endigt eine Ilugemde, 

in jedem andel'en allf Af" liegenden Punkt P von G" eine gel'ade 
Zahl Sehnittstl'eeken, Allf DCp (P-::f Q) haben Wil' nämlieh einen 
Streekenkomplex, in desselJ PUllkten je eine gel'ade Anzahl Stt'ecken 
endigt. Diesel' lässt sieh ilJ eine Anzahl geschlossener Knrven zerlegen, 

Ilnd von diesen mnss jede den einen dlll'eh S~-l allt' UCp bestimmlen 

'feil gleieh oft bet,I'eten und vel'lassen, also S~-2 im ganzen eine 
gerade Anzahl Male schneiden, Auf UCQ dagegen haben Wil· einen 
Streekenlwmplex, in dessen Punkten je eine gerade Zahl SlI'eeken 
endigt, mil Allsnahme der Punkte Ol und O2 , die in vel'schiedenen 

dm'eh S~-2 nestimmt.en Teilen von UCQ liegen, und in denen je 
ei ne ungerade Zahl Strecken endigt. Der Streekenkomplex lässt sieh 
zerlegen in geschlo8sene KUI'ven und eine 01 mit VI verbindende 

KUI've, Die er8tel'en Ildmeiden S~-2 eine gemde, die letde eine 
ungerade Anzahl Male, 

Zählen wil' nun die Endpunkte allel' Sehnittstreeken, so lieferl Q 
einen nngel'aden, .lede .. anoere Punkt einelJ geraden Beitrag, Die 
Gesamtzahl ist aoel' gerade, da jede Stl'eeke zwei Endpunkte hat. 
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Also ist die Annahme, M n wÜl'de dureh Ar-1 nicht zedegt, ZIJ 

verwerfen, Satz 10(n) ist bewiesen. 

9 4. Nicht zerle.qende Mannigfaltigkeiten. 

Satz 11. ist die erste HETTlsclte Zaltl de?' Mannigfaltigkeit Mn 
(n> 1) grösse1' als eins, oder ist eine gerade Torsionszaltl el'ste1' 

Dimension '/Jol'ltanden. so gibt es eine Ar-I auf Mil, die Mil nicht 
zerlegt. 

Urn die Voraussetzung Ruszunlltzen, el'innel'n wir' \Ins an die 
Bedeutung der BRTTlsehen nnd Torsionszahlen. Ist PI die erste Bet
tische Za"l, nnd sind TI" .• ,Tr die Torsionszahlen erster Dimension, 
so gibt es eine Basis t'ür die gel'iehteten geschlossenen Wege auf 

M n
, bestehend aus den Wegen XII ... ' XPI _ 1o YII ... , Y,. derart, 

dass sieh jeder geschlossene geridltete Weg X bis aut' Homologie 
aus ihnen komhiniel'en lässt: 

P1-l r 

X --... ~ c" X" + ~ d" Y" • (1) 
"=1 "=1 

und dann Ilnd nul' dann X --... 0 ist, wenn 

c" = 0 (11 = 1, . . . . PI-I), d" - 0 modT" (11 = 1, ... , r) 
ist. 

Statt der Wege, d.h. der geschlossenen geriehteten Ketten von 
Zeilen abweehselnd nullt.er und erstel' Dimension, \'on denen je 
zwei aut'einander folgende in der Bel'andungsbeziehung stehen, be
h'achten wir jetzt ebensolehe Ketten von Zeilen ahwec.hselnd n-tel' 
und (u-t)-ter Dimension. Jeder solchen Kette 

Z n Z"-1 Zn Z" - l z" 1 1 2 • •• I' 1 (2) 

Ol'dnen wil' eineu Weg zu, indem wir aut' dem Rande jeder Zelle 

Z,/-l einen Punkt Pi best.i !lIUlell und jeweils Pj mit P i+1 (i=1 , . ." 1'-1) 

dllreh eine" Weg aut' dem Rande von Zif.1' P" mit P1 dllreh einen 
Weg auf dem Rallde von Z~ verbinden. Zwei verschiedene, der
selbell KeUe zugeordnete Wege sind einander homolog. Denn ist 
P'l P'2 ••• P'l' P't ein anderer der Kette (2) zugeordneter Weg, so 
verbinden wir jeweils Pi und p'j dlll'ch einen Weg auf dem 

d Z n-1 DdR d Z" .. 5 .. - 1 . . d Ran e von i . a el' an von ieme Ist, 80 Ist er 
auf ihm gelegene geschlossene Weg P i- 1 Pi PIj P'i-1 Pi-1 bezw. 
für i=1 der Weg PI' P1 P'l PIl' Pr homolog N\lI!. Die Addition 
dieser Homologien ergibt 

PI P, ... P,. PI --- pIJPI, •.. PI,. P'l, 
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Wil' körlllell also auf die Kelten (2) die Basisdarslellllug (1) 

anwenden, U rngekehrt gehöl't auch zu jedem Weg z~ Z~ Z~ .. , Z!z~ 
ellle Kette (2), Wir bl'auchen nUl' jeder Stl'ecke Z~ des Weges 

eine von ihl' berandete Zelle Z? zuzuol'dnen und Z;' mit 

Zi+l (i= I, . , . ,8-1) dUl'ch eine Kette von Z?+l berandeter, 

Z~ mit Z~ dureh eine Kette von Z~ berandeler Zeilen n-ter und 
(n-J )-ter' Dimellsion zu verbinden. Dies ist stets möglich, da die 

von Z? berandeten Zeilen die Bilder del' Zeilen von UGz~, einer 

8 .. - 1 
sind, und man aut' diesel' je zwei Zeilen (n-J)-t.el' Dimension 

dllrch eine Kette von Zeilen ln-1)-ter IInd (n-2)-ter Dimension 
\'edlinden kann. Del' !l0 gefundenen Kette kann offenbal' nach der 
oben angegebenell Regel del' Ill'sprüngliche Weg, vermetn"t um hin 
lInd zurück dun~hlaufene Strecken, also ein dem urspI'ünglichen 
homologer Weg, zugeol'dnet wel'den. 

Der UC einer Z,,-2 ist eille S I. U mlanfen wir sie, so erhalten 
wit' eine Kette, der ein vel'sch windender' \Veg zllgeordnet werden 
kann: wil' tll'auchell nUl' für alle Punkie Pi denselbell Randpunkt 

von 2"-2 ZII nehmen, 

Mit Hilfe del' BasisdarlStellung (1) für die Ketten (2) konstruieren 

wÏI' einen Komplex (n-1)-lel' Dimension C"- l
, aus dem wit' dann 

eine Mn 
nicht zerlegende M"-1 

ableilen werden, 

Wit, wählen eille Zelle ll-ter Dimension Zt", An sie gl'enze in del' 

Z 11 Z"-I. d Zn D' I . e e 1 ellle an ere, 2, lese ne Hllen Wil' ZU 

setzen fest, daas Z;,-I nicht zu C"-1 
gehören solI. 

die Zeilen Z;' , ... ,z,~' bekommen, lInd gibt es noch 

Z;' hillZIl und 

Haben wir so 

weitere Zeilen 

n-ter Dimension, so sei 1111 lel' diesen Z,+1 eine, die in del' Zelle z,~-1 

an eine del' Zeilen Z;' , ... ,z,~1 angl'ellzt. Wil' ne/llnen Z:+1 hinzu 

und setzen fest, dass Z;,-1 nicht zu C"- l gehört. Haben Wil' so 

alle Z" erschöpft, so gilt es noch, fÜI' die bishel' nicht al1fgetl'elenen 

ZI.-1 feslzuselzen, ob sie Zll C,,-1 gehöl'en oder nicht. Zn-l berande 

die beiden Zeilen Zie' und Z/,o Jede von diesen ist mil Z;' dm'ch 
eine Kelle von Zeilen n-tel' nnd (n-1)-ter Dimension verbl1nden, deren 

Zeilen (n-1)-ter Dimensioll nicht zu Cn
-

1 
gehören. [st PI>l und Cl der 

Wel't aus der Basisdal'stelluIIg (1) der Kette Z;' ... Z;: Z"-1 Z/, ... Z~', so 

1 .. Z"-1 C"- l d . . I I b ge 101'8 Zll wen n Cl ulI~'el"a eIst, sonst fIIC I t. st a el' 
PI = 1 lI11d eine del' TOl"sionszahlen, elwa TI gel"ade, nIJd dl wiedel' del" 
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Wert ans der Basisdal'stellung (1) del' Ketle Zt" ... z/c' 2"-1 Z/, ... Z;' 
so gehöl'e Z"-1 zu en

-
1 wenn dl ungerade ist, sonst nicht. Da dl 

bis allf ein Vielfaches der geradenZahl TI bestimmt ist, ist damit 
die Zugehöl'Ïgkeit eindeutig festgelegt. 

Der Komplex ell- 1 hat die folgenden Eigenschaften : 

1. Cn
-

1 
ist nicht leer. Wählen wir nämlich eine dE"m Weg Xl 

d K Z n Z"-1 Zo" Zn-l '7n d bezw. Y I zllgeor nele etle il k, i. . .. kr hil , un el'gänzen 

.. d K Z'I Zn '711 - 1 2011 Zll '7n- 1 '7n Zn. wIr sle Zll er etle I... il hkl i •. " 1". hier hil ,.. 1, m 

der bei jedel' Zelle ZiL die kei ne Zelle von C,,-1 enthaltende Kette 

Z II r/n Zll, hit' h ld' K 
J i

L 
' • , h 1 ' " J i[ emgesc a te Ist, so ent ä t Ie el'gänzte etle 

diesel ben Zellen von Cn
-

1 wie die urspl'üngliche. Wäre dies keine, 

.. 'd D II (1) d K Z" Z" Zn-1 z" Z" so waren lil el' arsle uIIg el' eften J. .• i[ J k l i[+I' , . 1 

immel' Cl bezw. dl gerade. In del' Dal'stellung (1) der gesamten Kelte 

hat abel' Cl bezw. cl l den Wert 1, und diesel' ist (mod. TI) die Summe 

jener, 

2. e"-1 zerlegt Mil nicht; demi wir haben ja jede Z" mit Z~ 
durch eine keine Zelle von e"-1 enthaltende Kette verbunden. 

3. In jeder Z,,-2 von M n stösst eine ge rade Anzahl Zeilen von 

Cn
-

1 Zllsammen, Denn umkreisen wir Z"-2 dllrch eine Kette, so 

ist jedel' zugehöl'Ïge Weg homolog N uil, insbesondere ill der Basis

darstellung Cl = 0 oezw. dl == 0; genau wie unter 1. folgt daraus 
die Hehauptung, 

Vel'möge diesel' Eigenschaften gelingt es, die Singulal'itäten "on 

C"-I '8.ufzulösen, d.h. Cn
-

1 
SO abzuändern, dass sieh schliesslich 

eine M" nicht zerlegende M,,-1 ergibt. Eine Zelle Zk von en-I, 

d h . R d IJ . Zn-1 C"-1 h' I' . . eme an ze e emer ,'on • elsse regu äl', wenn 
TTC' en-I) . SII-k-2 . d' ue Mil) . S"-k-1. , u' Zk( eme Ist, Ie Zk< ,eme , In zwel 

En-k-l zel'legt. Eine ZIl-2 ist also regulär, weml in ihr genau zwei 

Z"-1 von ()'I-l zusammenstossen, Ist dies nicht der FaU, ist die 

d Z Il-2 d Z"-1 Cn- 1 ( d d Anzahl er an anstossen en von ge1'a e un ) 

grösser als zwei, so üben wir zunächst auf die an Z"-2 anstossenden 

ZeUen von M" die beim Beweis von Satz 7 vorgenommenen Tei

lungen aus. Danach entspricht jeder von Zn-2 berandeten ZL(l=n-l,ll) 

. 'b d d ZI-1 Z 'b hh Z"-1 C"- I d I eme sie eran en e . wel enac a1'te von " I. 
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solche, zwischen denen im Sinne del' zyklischen Ordnung anf UCZ"-2 

keine weitere Z"-1 von C,,-I liegt, nehmen wir von C,,-l weg 

\lnd el'setzen sie dllrch diejenigen Zn-t, die den ihre Bildpunkte 
au f UC Z"--2 vel'bindenden Strecken en tsprechen, Die hierbei neu 

auftretenden Zn-2 von C,,-I sind regulär, und die Anzahl der in 

Zn-2 anstossenden Z"-1 von Cn
-

1 ist urn zwei vermindert worden, 
Daher können durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens 

schliesslich alle singulären Zn-2 aus C,,-l beseitigt werden, Auch 

der abgeänderte Cn
-

1 zerlegt M" nicht; derm betrachten wir die 

Teilung so, als hätten wir "on den an Z"-2 anstossenden ZeIlen 

kleine Stücke abgetrennt, so wil'd der Rest sicher nicht von C"-1 

zerlegt; von dell abgetl'ennten Zeilen lässt sich abel' jede mit einer 

Restzelle dUl'ch eine C,,-l nicht tl'effende Kette verbinden, 
Es seien nun alle ZeIlen von höherer als ~;-ter Dimension von 

C,,-l I" G h" t d' Z II Zk ,,71-1 'UC (Ctl
- 1 , regu al', e Ol' Ie e e CJ Zll v ,so Ist zk ) em 

K I Cln-k-2 f UCl (M") S .. -k-l d 'b h omp ex au Zk .. = , un wIr e aupten, 
n-k-2 

dass diesel' aus einel' Anzahl M besteht. Wit, bruuchen nul' zu 

beweisen, dass der UC jedes Pnnktes eine S .. -k-B ist. Der Punkt 

ze aei das Bild der Zelle Zk+1 von C"-I, Dann ist nach (I) 

C .. -I C ,.-1 ,,-k-3 
U ez. ( U Zk (C » = U Zk+l (C ) = s , 

Jeder grösste zusammenhängende Teilkomplex yon UCZk (e"-I) ist 

n k-2 Cl C" 1 "A t I M n- k- 2 also eine JIJ - ,d, h, U zk ( -) zerfällt m eme nza I , 

U ntel' diesen suchen wir eine "innerste" , d, h, eine von der Art, 
dass in dem einen del' beide" Teile, in die sie (nach Satz 10) 

UC Zk (M") zel'legt, keine andere Teil mannigfaltigkei t von UG"z,k (e"-l) 

enthalten ist. Ist nämlich Q ei ne nicht zu UC Zk (C"-l) gehörige 

Zelle von UC Zk (Mn
), IInd bezeichnen wit' als Inneres einer Teil

mannigfaltigkeit M denjenigen dllrch Mbestimmten Teil von UCzk(M"), 

der Q nicht enhält, so bl'auchen wir nul' von einer Teilman
nigfaltigkeit zu einer in ihl'em Innet'en enthaltenen überzugehen, 

bis keine solche mehr vorhanden ist, bis wir eine innerste .M.n-
Tc-'/. 

gefunden haben, Jetzt führen Wil' mit den von ZTc berandeten Zellen 
die Teilungen aus dem 8eweis von, Satz 7 aua nnd ersetzen die den 
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Zeilen von M,,-k-t entsprechenell Zeilen Zi von Cn
-

1 dureh die

jenigen Zeilen ZI-1. die die den ZeIlen des Inneren von M n
-

k
-

2 ent

spl'echenden Zeilen bel'anden, Allch naeh diesel' Abändel'Ung wird 

1'1,-1
n nicht dnrch Cn

-
1 zerlegt; denn die dem Inneren von M,,-k-2 

entsprechenden von Zk berandeten ZeIlen lassen Bieh nunmehr mit 
andel'en von Zk berandeten ZeIlen dUl'ch Ketten vel'binden, die 
(),,-l nicht überschreiten, 

Wir haben noch ZIl zeigen, dass jede der neu eingefülll,ten Zeilen 

k-ter Dimension Zk von C,,-l regulär ist. Dm'ch eine solclle Zelle 

wllrde eine lIach Voraussetzung reguläre Zelle Zk+l von Cn
-

1 

geteilt. Ihr UC entsteht also, indam wil' in UCZk+l die Dimension 

jedel' Zelle urn eills erhöhen Ilnd zwei Punkte hinzufügen, Nach 

Satz 6 entsteh t BO aus UC Zk+l (C"-1
) = S,,-k-3 eine Sn-k-2 und 

aw! jedem del' E"-k
-

S
, in die UC

Z
k+l (M n

) dm'ch UCZk+ 1 (C
n

-
l

) 

zerlegt wird, eiu E"-k-2, DUl'ch die folgenden Teilungen wil'd nochjede 

Zelle von UGZk (M") g(\teilt., sodass schiesslich eine in der A l't del' 

Obel'fläehe emel' Doppelpyramide geteilte S,,-k+1 vol'liegt: sie 

besteht aus einer Sn-k-2 (das ist UCZlc+1 (Mn)), zwei Punkten P, 

IInd PIJ den "Spitzen", Ilnd zu jeder Zelle von S,,-k-2 zwei Zeilen del' 

nächst höheren Dimellsion, Naeh del' Abänderung bildet UCZk (C,,-l) . 

anf diesel' S,,-k-1 einen Komplex del' folgendell AI't: es ge

hören dazu die Zeilen eines auf 8,,-k-2 gelegen en E,,-k-1 (näm

lieh eines del' beiden E,,-k-t, in die UCZk+1 (M
n

) durch UCzk+dC"-') 

zel'legt wit'd) und diejenigen Zeilen, die diese mit einel' del' beiden 

Spitzen del' Doppelpyramide, etwa mit PlJ verbinden, Dass der eine 

(und daher auch del' andere) hierdUl'ch bestimmte Teil von UCzk(M"). 

nämlich die Gesamtheit der E,,-k-2 mit PI verbindenden Zel1en ein 

E,,-k-l ist, ist nicht sch wel' zu beweisen und soli an anderer Stel1e 

gezeigt werden, Damit ist . bewiesen, daas Zk eine I'eguläl'e Zelle ist, 

Jetzt besteht abel' UCZk (C"-I) aus einer M"-k-2 wenigel' als \'ol'her, 

und wir könnell das Verfahren wiederholen, bis Zk überhaupt nicht 

mehl' zu C"-1 gehört, ohlle dabei singuläre Zk hinzuzubekOlllmen, 

Dies Ved'ahl'en weil den wil' nacheinandel auf alle ZeIlen (n-~)-ter bis 

nullter DimensioJl an und el'halten zum Schlus8 C"-1 in einel' 
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Gestalt mit lanter regulären Zeilen, sodass insbesondere jeder 

UC eines Punktes eine S,,-2 ist. Es zel'fällt also Cn
-

l in ei ne 

Anzahl M"-l. Da diese alle zllsammen M" nicht zerlegen, tut es 

eine von ibnen allein erst recht nicht: wir haben eine M" nicht 

zel'legende M"-l, wie es Salz 11 hehau pIel. 

Die Sätze 9, 10 und 11 el'geben zusamrnen Satz 1. 




