
Mathematio8. - "Uebel' die W a!trscheinlichkeit dass zwei natü1" 
lic!te Zflltlen I'e/ativ prim sind," V on Prof, R, W EITZENBÖCK, 

(Communicated at the meeting or November 29, 1924), 

Es seien M, A ~ M und B ~ M natül'Iiche Zatlien > 1. A und 
B sind dann und nul' dann nicht relati,v pl'im: (A, B) ==f-l, wenn 
A und B dlll'ch wenigslens eine Pl'imzahl p ~ M teilbar sind, Wir 
lIeJtnen o(M) die Anzahl del' Paare A,E mit (A,B)==f-1. 

Diese Anzahl bel'e~hnen wil' folgendel'massen, Sei B fest und 
seien ppp".,. die unter eillander vel'schiedenen Primfactoren von 
B, Dann ist die Anzahl del' Zahlen A, 1 < A < M, die dut'ch Pi 

teilbar sind, gegeben dl1l'ch [M]; also ist die Anzahl del' Zahlen A, 
-PI 

wofül' (A, B) = einern p;'i (!ti > 1), ist: ~ [~J, Daher die Anzahl 
Pi PI 

d Z 1 1 A t'" (A /3' . hj d . hi hk (' -+ k) er a I en ,wo UI' ,) = elllem Pi 0 el' = emem Pi 'Pk Z T ' 

ist, gegeben dut'ch 

L [:J -}2 [Pi':k-} 
Pi~. M Pi<Pk 

l'iPk~ 111 

Dllreh InduktioJl findet IJlall auf diese Weise die Anzahl )' (B) 
del' Zahlen A <M mit (A, B) ==f- 1 ausgedl'ückt dUl'eh 1): 

v (B) - '" [M] - ,~ [~J + ~""' [~-]- (1) 
, - ~ Pi ~ Pi Pk ~ Pi Pk PI •.. 

l'j < "k Pi < Pk < PI 

Da nun 
H=,11 

a(M)= ~ v(R) , . (2) 
B=2 

ist, finden Wil' 

B=M B=M 

a (M) = ~ (~[:J) -E ( L [Pi:k J)+ ... (3) 
B=2 Pi B=2 Pi < Pk 

I) Verg. E. LANDAU, Handbuch, .. , Primzahlen, I, S, 67. Leipzig (1909). 
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Ordllell Wil' hiel' ill jedel' Doppelsurnrne die Gliedel' Jlnch den 
verschiedenen Pl'illlzahlen 1), q, ' .. , die < M sind lllld Hennen B, A 
Jlicht ,'erschieden von A, B (demI (A, B) = 1 und (B, A) = 1 
d l'üpken dassel be aus), so bekolll men Wil': 

2a(M>=l:[:J([:J + 1)- L [;~J([~] + 1)+ .. , (4) 
p<: M 1,<q<M 

Hiel'aus finden wil' die Anzahl T(M) VOII Zallienpal'en A,B,A <M, 
B < M, wofür (A,B) = 1 ist: 

1 
T(M)=2M(M + 1)- a(M) (5) 

Daller ist die Wahl'seheiJllichkeit, dass \lnter diesen Bedingllngen 
(A, B) = 1 wird: 

w(M) = 1 - M(l~+i) 1 L [;] ([;J +1) ~-
p 

- L [:J ( [:J + 1 ) + " t (6) 
p<q 

Nun nehmen wil' Llf -+ Cl:> llnd zeigen, dass w ( CI:» existiel't Ilnd 
= 0,607 . '. is!. 

Hiezll beweisen wir el'stens, dass die Reihe 

a = tri + /JI + a. + . . . (7) 
der posi ti ven ZalJien 

IX> 

(jn = L . -- .. _1____ . (8) 
(PI p, .. ,pn)' 

2<;: 1'1 < .. , <Pil 

konvergiel't. Dabei sind Pi' p" ... , IJ" n verschiedene Primzahlell. 
WerlIl wir in del' absolnt und deshalb allch unbedillgt konvergell-

d 'k 11 1 ten Reihe (8) lIaeheillRII el' die L~ a toreJl 2" 3" 5"' ... absondern, 

erhalten wil': 

a" =l . L (p~p~ . -~~p,,--d' + -}' L (P~P~ P,, ~ l)' + ... 
3<:::"PI < ... < 1'''-1 5<:.1'1 < "'<1'''-1 

( 
1 1 1 ) < 4" +9~ + 25 + .... 

1 
~ . ~-_.~---
- (PI PI' • P .. -1)" 

3<;1'1 < ... < ",,-1 
~ ~ . 

< (L -~ï) . a,,_1 < (L ~I)' (111-1 = (;(2) -1). all -tt 
p=2 n=1 
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also 

k = ;(2) -1 = 0,6449 ... < 1 . (9) 
Daller iHt die Reihe (7) konvergent. 
N un betrachten WIr die für jedes ;t~ ~ 2 und n = 1,2, ... delinierte 

Funktion 

f,. (.'1:) = _1_. ,-, [ .'1: J [ - ''1: - + IJ 
x (x+l) ~ PI P • .. . PIl PI P.· p,. 

lil (x) ist 

2;S 1" < ... < /'" 
1'I1' • .. .p,.~ 2' 

t'ÜI' alle x besclu'än kt, deun Wil' hahell : 

.r., (.'1:) < 
1 .'1: 

~---_._ ----

.v (.'1:+ 1) L PI P.· . PIl 

1 

2</JI<"'<1'" 
/'11'. "1',,':::' x 

< _. . 
x (x+ 1) 

L. .1! 

PI PS'" PIl 
201<" '<1'11 

X+PI Ps' .. p,. 

PiP.··· Pil 

. , 
PI P.·· · Pil 

(10) 

(I I) 

Nach dem sogenannten Kl'iteriulIl von WEIERSTRASS I) ist dahel' 

II (x) + fs (;c) + . .. und dahel' umsomehr au eh II (.'/:) ~ ft tx) + ... 
t'ür alle·x ~ 2 gleichmässig konvergent und wir können in (6) glied­
weise ZUl' Grenze M ~ (TJ übel'gehen . Wegen 

lim _ 1 . [MJ [M + lJ=2. 
.II~coM(M+l) a a a' 

erhalten wir: 

'-' I L 1 IV = lim w (M) = 1 - ,. - + - - -- ... 
-"- p' p' q' 

= (1 - ~.) (1 - ~,) ... = ;(12), 
somit 

10 == 0,607 ... (12) 

I) Vgl. z.B. K. KNOPP, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Springer 
(1922), S. 332. 




