Mathematios. — ““Ueber die Wahrscheinlichkeit dass zwer natiir-
liche Zahlen relativ prim sind.” Von Prof. R. WEITZENBOCK.

(Gommunicated at the meeting of November 29, 1924).

Es seien M, A< M und B< M natiirliche Zahlen >1. A und
B sind dann und nur dann nicht relativ prim: (4, B) # 1, wenn
A und B durch wenigstens eine Primzahl p < M teilbar sind. Wir
nennen o(M) die Anzahl der Paare A4, B mit (A4, B) # 1.

Diese Anzahl berechnen wir folgendermassen. Sei B fest und
seien p,,p,,... die unter einander verschiedenen Primfactoren von
B. Dann ist die Anzahl der Zahlen A, 1 << A< M, die durch p;

M
teilbar sind, gegeben durch [ﬁ:l; also ist die Anzahl der Zahlen 4,
P

h; M
wofiir (4, B) = einem p:‘ (hi 2 1), ist: EIJO—] Daher die Anzahl
p: i

1

h: h;y Ry .
der Zahlen A4, wofiir (4,B) = einem p,-' oder = einem p; . pkk CFk

ist, gegeben durch
> -]
pi pipk |

r < M Pi<Pk
pipké M

Durch Induktion findet man auf diese Weise die Anzahl v (B)
der Zahlen 4 < M mit (4, B) # 1 ausgedriickt durch'):

M ~T M = M
'v(B):L[;]_L[PiPk]Jr L [Pzpkp—t]—_'" s

i< g . p;<pp<p

Da nun
B:[ll
o(M)y=2»B). . . . . . . . (@
B=2

ist, finden wir

w0 Y[ E(S[E] o

) Verg. E. Laxpau, Handbuch . ... Primzahlen, I, S. 67. Leipaig (1909).
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Ordnen wir hier in jeder Doppelsumme die Glieder nach den
verschiedenen Primzahlen p,q,..., die £ M sind und nennen B, A
nicht verschieden von A, B (denn (4, B)=1 und (B, 4)=1
driicken dasselbe aus), so bekommen wir:

wn=x [ -)- 2 [A(A] ) o

P S M p<q S;A‘l
Hieraus finden wir die Anzahl v(M) von Zahlenparen A, B, 4 < M,
B < M, wofiir (4, B)=1 ist:

r(M):—;M(M—{—l)—o(M) R ()

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter diesen Bedingungen
(4, B)=1 wird:

o =1 wa%&n&% HGDE
M ((F SR I

r<yg
Nun nehmen wir M — o und zeigen, dass w (o) existiert und
= 0,607 ... ist.
Hiezu beweisen wir erstens, dass die Reihe
6=d6,406,+6,+. . . .. ..
der positiven Zahlen
) -]
~ 1
Opn = \ P —— (8)
it Py Py D)
25})1<...<p" .

konvergiert. Dabei sind p,,p,,..., p. n verschiedene Primzahlen.
Wenn wir in der absolut und deshalb auch unbedingt konvergen-

ten Reihe (8) nacheinander die Faktoren %, 31,, E%, ... absondern,
erhalten wir:
1 1 1 ~ 1 .
%= Xy Gopeeeretp T80 2w Gamrmm P
3EM<<, 5< <L,y

1 1 1 1
LIVL AT TR - R S
<(4—*_9_{'_25_+ ) s (p,p,- -pn—-l)'
3€"1<"‘<”n——1

< (i ;) s i =) a =@ 1.0

p=2 n==2
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also
Op < koy—1 , k=8§@)—1=0,6449... <1 . . . (9)
Daher ist die Reihe (7) konvergent.
Nun betrachten wir die fiir jedes «>2 und n=1,2,... definierte
Funktion

o=y X Ll ] o
n (@) = s, e S e
z (z+1) PiPy--Pu PiPs-  Pu
2§l‘1<---<l'"
" l'ﬂ"'l’,,é“'

S (@) ist fir alle x beschrankt, denn wir haben:
1 & 4P, Py Pu
fu @) S ———. e i
'v("c+1) Z PiPa2-- Pu PiP2-:-Pn

2< <<y,
Mpa ..p"_<x

L & &+ x
x (z+1) PiPav-sPu PrPa---Pu
2§p]<...<p"
" )-,...;:71<;le
/u (m)<26n . & . s . . . . (ll)
Nach dem sogenannten Kriterium von WEIERSTRASS') ist daher

S @+ f, @ 4 ... und daher umsomehr auch f, () —f, &)+ . ..
fiir alle .2 2 2 gleichméassig konvergent und wir konnen in (6) glied-
weise zur Grenze M — x iibergehen. Wegen

1 M M 1
B e [ = || ks L fm—
M—)g,M(M—!—l) [a:l [a ] a’
erhalten wir:

<1 1
w=limwM)y=1—"N ""LZ' —

a— p* r'q
1 1 1
={1— VL —= Jovu=rrn
(-2)(-5)=m
somit
w=0607... . . . . . . . . (12

1) Vgl. z.B. K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Springer
(1922), S. 332.





