Mathematics. — Ueber Syzygien bei sechs bindren Linearformen.
By R. WEITZENBOCK.

(Communicated at the meeting of January 29, 1927).

Wir zeigen in § 1 dass jede irreduzible p-Relation der G;-Koordi-
naten p,, in einem G, (=lineares Gebiet n-ter Stufe oder linearer,
projektiever, (n-1)-dimensionaler Raum) einem invarianten Gleichungs-
system angehort, das durch Nullsetzen einer Komitante K des alter-
nierenden Tensors p,, entsteht. In § 2 wird dies fiir die quadratischen
p-Relationen ndher ausgefiihrt.

Die p-Relationen der Gu-Koordinaten in einem G, sind Syzygien
S =0 zwischen den Invarianten | von n Punkten einesGj. Umgekehrt
ist auch jedes S—=0 eine p-Relation und die Struktur dieser Gleichungen
wird aufgedeckt durch die Ermittlung aller irreduziblen Syzygien S und
die dazu gehérige Syzygienkette.

Dies ist bisher bekannt fiir d =2, n=5 (§ 3). Wir behandeln hier
den Fall d=2, n—=6, wo die Verhiltnisse schon bedeutend kompli-
zierter sind. Die zugehérige Syzygienkette bricht hier nach der vierten
Art ab, d.h. es gibt noch (einundzwanzig) irreduzible Syzygien vierter
Art aber keine von fiinfter Art mehr (§§ 4 bis 9).

§ 1. Irreduzible p-Relationen.

Es seien x,y, ..., z d linear-unabhingige Punkte eines Gy im G, (Gn
= linearen, projektiever, (m — 1)-dimensionaler Raum), deren homogene
Koordinaten die Elemente der Matrix

X1 X2 ¢ o o o 0 00 s Xn
yl y2 ......... Yn

M= (1)
Z1 22 ¢ o v v e e e e Zn

bilden. Die d-reihigen Determinanten.

px.“.zml.d:(xy...z) = (i ip...ig) . . . . . (2

aus M sind die (Z) homogenen , Punktkoordinaten des G.". Sie sind

iy igenig

verkniipft durch eine Reihe von Gleichungen, die wir p-Relationen R =20
nennen, wenn R ein Polynom der p,, ist, das die beiden Bedingungen
erfiillt :a) R=/=0 {p,, }, d.h. R ist nicht Null, wenn die p,, alsunab-
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hdngige Verdnderliche betrachtet werden: f) R=0 {x.y,.., 2}, d.h. R
verschwindet identisch, wenn die p,, durch die x,y,... ausgedriickt
werden.

Wir wollen weiters von einer irreduziblen p-Relation R =0 sprechen,
wenn erstens R nicht als Summe R, + R, ... geschrieben werden kann,
wo schon jedes R,=0 eine p-Relation darstellt und wenn zweitens R
nicht (im Korper der rationalen Zahlen) in Faktoren zerlegbar ist:
R=R, R;, wo schon R, =0 oder R, =0 eine p-Relation ist.

Die einfachsten irreduziblen p-Relationen sind die quadratischen
p-Relationen II=0. Hierbei ist der allgemeine Typus von II gegeben
durch :

HD=(iiy...10) (ky kg .. ka) —(kyiy...00) iy by .. kd) + .

+ (ko iy 5o i) (ko ) — oA (1) (R iy dac) (ks k) =0 )

und es besteht der Satz'), dass jede p-Relation R = 0 sich auf die Gestalt
R=ZAIL=AI1+A,IL+...=0 . . . . (4

bringen ldsst, wo die A, Polynome der p,, sind.
Die Gleichungen II=0 sind notwendig und hinreichend dafiir, dass

&)

(?{) Grossen p,, als Punktkoordinaten eines G, im G, betrachtet werden

kénnen.

Wir wollen jetzt zeigen, dass jede irreduzible p-Relation R=0 aus
einer Komitante K des schiefsymmetrischen Tensors p,, abgeleitet
werden kann durch Spezialisierung der in K auftretenden Reihen &,
N,....u, v,

Hiezu haben wir vor allem nachzuweisen, dass jedes irreduzieble R
homogen in den p,, und ausserdem homogen in allen auftretenden
Indizes i, k, 1, ... ist. Wére ndmlich R nicht homogen in denp,, ,dann
wiirde R additiev zerfallen in homogene Bestandteile R—=R, 4+ R, 4 ...
Ersetzen wir hier x, durch Ax,, dann erscheint jedes p,, mit 4 multi-
pliziert und aus R+ R,+...=0 wird ™R, + =R, +...=0 mit
m; 7 my. Also wire R;—0 bereits eine p-Relation.

Die Indizeshomogenitit bei einer irrudiziblen p-Relation beweist man
genau so, indem man x,y,...,z durch Ax, Ay, ..., 4z, (i fest) ersetzt.

Jetzt leiten wir aus R ein Polynom R’ ab, das ebensoviele unterein-
ander &dquivalente Reihen p,, .q,, .r,, .... linear enthilt, als der Grad
van R in den p,, betrigt. Wir bilden hiezu die Polaren (m = Grad von
R in den p,, ):

R—LlzR 1 R,

Q.. » Re=—+3
Wir haben dann

O . .
m= 0p,, m—1~ op Ciktonrorvor Rmo1 =R

ikl...

=R . ... ...0

(R,)pikl.. = Qg =

) Vgl. einen demnichst in den Mathem. Annalen (1927) erscheinenden Beweis.
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Da R’ linear in jeder Reihe p,, ,q,, .... ist, konnen wir jetzt diese
Reihen symbolisch zerlegen: p,, —p,p,p,... Nun wihlen wir, den n
Indizes 1, 2,...,n entsprechend, n Reihen von Raumkoordinaten «’, v’, ..., w’

und ersetzen in R’ jedes p, durch (pu’), jedes g, durch (qu’),...jedesp,
durch (pw’) us.w. Aus R’ entsteht auf diese Weise eine Komitante

K=R((pr) . (pv),....(qd) . (@),...) . . . . (6)

und von K kommen wir auf R’, d.h. auf R zuriick, wenn wir die Matrix
(' v"...w’) als Einheitsmatrix wahlen.

Durch K=0{u',v’,..., w’} wird also ein invariantes Gleichungssystem
gegeben, wovon eine Gleichung die urspriingliche p-Relation R =0 dar-
stellt. Es ist dies ein besonderer Fall des Satzes von GRAM '), denn alle
irreduziblen p-Relationen desselben Grades bilden ein invariantes Glei-
chungssystem.

§ 2. Die quadratischen p-Relationen.

Wir filhren diese Zusammenfassung der irreduzieblen p-Relationen
desselben Grades m durch Komitanten K fiir den einfachsten Fall m=2
ndher aus.

Ersetzen wir in (3) die ersten Faktoren durch p,, , die zweiten durch
q,, » dann entsteht, wenn wir noch iz;; an Stelle von k; schreiben :

H:pili._,...id . qidH kykg pidH iyoig * q; Ky ky +e= / (7)
=(Z+p,p,-- P, qid+1) G, -+ Dy S
oder, da die eingeklammerte Summe gleich der durch d/geteilten Determinante
—(pd
pp...p q)"nf-:---"d"d+1 =1p Q)"- fyeig i 4
ist:
| [T— (pd
d!II=(p q)l.l_'_'.d+1 Qoo Ty e (8)

Hieraus finden wir die Komitante
K=(piqa—Y) ("' . . . . . . . (9

Von K gelangt man, bis auf einen von Null verschiedenen numerischen
Faktor zur urspriinglichen quadratischen p-Relation zuriick, indem man
alle 7;_; , ., bei denen die Indexgruppe (j;...j,_, ,) vom Komplement
von (i ...is1) verschieden ist und ebenso alle o', , wo (L...L)#

(ky ... kd) ist, gleich Null setzt.
K=0{x, .o, %t . . . . . . . . (10

ergibt dann ein invariantes Gleichungssystem das (7) enthalt, d.h. das
jede quadratische p-Relation enthilt.

) Vgl. Inv. Theorie, p. 160,
15*
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Bei (9) kénnen wir statt der Pt auch die Raumkoordinaten p’jl...j

n—d
einfiihren :
K=d!(p’ q) (p' n)r =41 (q o')*"
und vermége (8) wird jetzt:
II—=(p’ q) pJI'r"J'n—d—l Qeyrky  © = e (11)

Dies ist eine besonders einfache symbolische Darstellung der p-Relationen
(7). Sie kann jedoch noch durch eine andere ersetzt werden, nimlich
durch Gleichungen der Gestalt

X,=(p’ q)*p =0,. . . . . (12

JiJn—d—2 qk,...kd_z _
die also entstehen aus Komitanten mit einem Klammerfaktor (p? g% #"—4—2).
Gehen wir ndmlich von (9) aus, dann kénnen wir durch identisches
Umformen alle d —1 Reihen g von (qo)*' in den Klammerfaktor
(@p? -~ ) hineinbringen, wodurch K in eine Summe von Komitanten
der Gestalt

(g pmwn—d—m) (p @")— (m o)™ (m=223,..). . . (13
verwandelt wird!). Diese Komitanten (13) haben aber alle die Gestalt

>X, wo X, durch (12) gegeben ist. Somit ist jede quadratische p-
Relation in der Form

H:Z X2 . . . . e . (14)

darstelbar. Aber es ist auch umgekehrt jedes X, eine Summe von Aus-
driicken II:

Xog=3SH . . . o« + = = » = (15)
Dies sieht man sofort, wenn man in X, =0 oder in

(Pd qz),'x iy id+lk2 qka...kd — 0

die Determinante (q? p%s,..iy k. nach der letzten Zeile entwickelt, wo-

durch
2 +(p?q), wiigyy Venksiadig = 0

ey
entsteht.

Das Studium der hoéheren p-Relationen (d.h. der vom dritten und
hoheren Grad in den p,, ) hat dann von den Komitanten (13) auszu-
gehen. So erhdlt man z.B. alle p-Relationen dritten Grades, wenn man
in (13) eine oder mehr Reihen = durch das mit p und g #quivalente r
ersetzt oder analog ¢’ durch . Dies gibt Komitanten der beiden Typen

(p? q™ r* ar—d—m—h) (q o)™ (r o’)i—
(p* g 7 (g @Vt (g £ (¢ o,
Doch ist dies bisher nur fiir den einfachsten Fall d—=2 bei beliebigem

n ndher ausgefiihrt

) Vergl. Inv. Theorie. p. 86.
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§ 3. Syzygien bei fiinf bindren Linearformen.

Nehmen wir jetzt n=5, d=2. Dann sind die zehn Gréssen p,

Linienkoordinaten im Gs. Hier ist die Struktur der p-Relationen bekannt
und von W. H. YOUNG aufgedeckt !).
Transponieren wir die Matrix

| x; Y

i; X, X X3 X4 X5 | X2 Y2
‘.m:.i |+ so entsteht M =| x5 y;
‘] Y1 Y2 Ys Ys Ys | Xy Ya

X5 Ys

und hier kann jedes Paar x,, y, als homogene Koordinaten eines Punktes
P, in einem biniren Gebiete betrachtet werden. Die p, sind dann die
zehn relatieven projektieven Invarianten der fiinf Punkte P; und eine
irreduzible p-Relation wird zu einer Syzygie zwischen diesen Invarianten.
Die Struktur aller p-Relationen aufdecken heisst jetzt: alle irreduziblen
Syzygien erster, zweiter,... Art angeben, bis nach dem HILBERTschen
Satze ?) die Syzygienkette abbricht.

Hiebei heisst eine Syzygie S—=0 irreduzibel, wenn keine Darstellung
S=804 S§@4 .. méglich ist, wo jedes S® =0 schon fiir sich eine
Syzygie vorstellt. Eine Syzygie m-ter Art S,—0 liegt vor, wenn

Su=N, S +N, S, +...=0 . . . . . (16)
ist, wo die S%_, Syzygien (m—I)-ter und die N: Polynome der Inva-
rianten p, sind, wobei die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

a. Die N; sind nicht identisch Null, wenn die Invarianten durch unab-
héngig Veridnderliche ersetzt werden.

b. Driickt man die S,_; in (16) durch S._, aus, sodass S,=3 M, St
entsteht, dann ist jedes M,, als Polynom der Invarianten betrachtet,
identisch Null.

c. Fiir eine Syzygie erster Art S, gilt: S, =/=0{p,}.=0{x,, y}.

d. Driickt man in einer ;= 3 N, S!’ die S, durch die Invarianten
aus, so entsteht identisch Null.

In unserem Falle sind also die irreduziblen Syzygien erster Art S,
gegeben durch die fiinf quadratischen p-Relationen.

A=((pqgPq¢g=0 . . . . . . . . (17

Setzen wir nun, mit noch unbestimmten X, fiir die Syzygien S, an:

B=3XA=(XA)=(pq)(q X).
dann sind wegen A'i=/=0 {p,! die X, nicht konstant und da B—=0 aus
einer Komitante entstehen muss, haben wir X, = r, (rfU’) zu setzen. Also wird:

B=A"7)U)=(pq)(q o))

) Atti di Torino 34 (1899) p. 596—599. Vgl. auch Inv. Theorie, p. 176.
?) Vgl. Inv. Theorie, p. 171.
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Hier ist r; (fU’)=/=0{rx}, dagegen B =0{pu! weil
(pg) @ )ri=0{p,} . . . . . . . (18)
Deshalb sind durch:
B=@A'n=0 . . . . « « « . (19
alle irreduziblen S, gegeben.
Bei S; haben wir schliesslich den Ansatz

C=>UB=(A"rUW)==0{B}, =0{A}{,
also r:(rll'’)=0{p, |, woraus nach (18)und (19) U': = q',(q’p)* =A'; folgt.
Daher ist
C=2AB=@A"B=0 . . . . . . (20

die einzige Syzygie dritter Art. Hier endigt die Syzygienkette, denn
D=M.C= 2> MA'; B.=0{B:{ hat nur die Lésung M —=0.

§ 4. Syzygien bei sechs bindren Linearformen.

Bedeutend komplizierter liegen die Verhiltnisse bei n=6, d = 2. Hier
konnen wir die (§)=15 Grossen p, als Invarianten von sechs bindren
Linearformen betrachten und haben dann als irreduzible Syzygien S,
die 15 gquadratischen p-Relationen

A, =pqPq,=0. . . . . . . . (21

Eine S, entspringt aus einer identisch verschwindenden Komitante K,
die linear ist in den A'x und bei der man iiberdies voraussetzen kann,
dass sie héchstens drei Reihen x,y,z und héchstens drei Reihen /, v/, w’

enthalt. Sind ndmlich in K z.B. sechs Reihen x.,y,..., z vorhanden, so
entwickeln wir K in eine Gordan-Capellische Reihe
K=Ky+(xy...2). Ki+(xy...2* . K, +...

und hier liefern bereits K,—=0, K, =0,... Syzygien, sodass die aus
K =0 entspringenden S nicht irreduzibel sind. Sind in K fiinf Reihen
X, Yoo z vorhanden, so erméglicht eine analoge Reihenentwicklung die
Zusammenfassung u'y = (xy . .. z),3456 u.s.f. zu einer Reihe u’. Sind schliess-
lich vier Reihen x, g, z und fin K vorhanden, so kann man sie zu (u'v’);, =
= (xyzt)34s¢ u.s.f. zusammenfassen.

Um die irreduziblen S, zu finden haben wir deshalb zuerst alle Komi-
tanten K zu ermitteln, die linear in den A, = A, , sind und h&chstens
je drei Reihen x,y,z und u’,v’, w’ enthalten.

Zur Verfiigung stehen die Reihen:

7

A,p.q,..., J v, w's Apeq..oaxyze o (22)

Hieraus sind Faktoren erster und zweiter Art zu bilden. Von letzteren
konnen wir absehen, da bei Klammerfaktoren mit Komplexsymbolen
(A’, p’, A und p) immer Umformung auf Produkte von Linearfaktoren
méglich ist. Da ferners (Ap’) auf (A’p) reduziert werden kann und
weiters (pq’) wegen
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(pq) (pu)(@'%) (q'y)(@'2) =1 [(u'x) (A'y) (A"2) + { (
+(u'y) (A'2) (Ax) + (u'2) (A'x) (A'y)] §
als Reduzent zu betrachten is, bleiben fiir den Aufbau von K die Linear-
faktoren iibrig:

(A'p). (A'x), (Ad)), (p'x). (pu), (') . . . . (29)
Hieraus ergeben sich dann:
K, =(A'p? K,=(A'p)(A’x) (pu’). K;=(A'x)(A'y),
K,=(Ap) (pu)(A'q) (q V)

23)

(25)

wozu noch die Typen
Ki=(pu)(pv) ., Ke=@Wx. . . . . . (26)

als Komitanten ohne A; kommen.

Setzen wir:
J=% (@) =(p'qf (p's =A% . . . . (27)
dann ist K; =] und wir haben die Beziehung:
(A (AR o) =(p ¢V @D ) @0 =4.]. =) . . (28)
Dies gibt:

(B'x) (Bu') = (A'p) (A'3) (p ) — + (AP (W) =0fx, ', p}. (29)
Hier ist B, B,=/=0 {A,}, aber =0 {p,}, d.h. wenn die A, durch
die p, ausgedriickt werden. Somit sind B, B,—0 irreduzible Syzygien
S, wovon aber wegen (Verjiingung von (29)):
(BBB)=(A’p)> —(A’p?=0{A,} . . . . . (30
nur fiinf von den sechs Gleichungen B;B,—0 zu den irreduziblen S,
zu rechnen sind, sodass wir durch (29) 6>*—1=35 irreduzible S, darge-
gestellt erhalten :
B, B—=(A'p)A,p,—+(A'pPék=0. . . . . (31
Jetzt wollen wir noch beweisen, dass dies alle irreduziblen S, sind.
K ist linear und homogen in den Komitanten der Typen (25). Wegen
(29) konnen wir nach Aufzihlung der Syzygien (31) K, und K, weg-
lassen, da jetzt der Faktor (A’p) als Reduzent zu betrachten ist. Somit ist
K linear in K;,=(A’p)> und K3 =A',., A'.., A'y, [Wir schreiben im
Weiteren kurz )
A, fir (A'x)(A'y)

’

a fix (@ (@9) (@2 uwsw.]
mit Koeffizienten ¢ und v, die Polynome in K5 und K von (26) sind :
K=(pf .0+ 3 A, v, =0lp,}.
Wihlen wir hier p, halbspeziell, d.h. J=(A’p)* =0, aber nicht alle
A}, gleich Null, so folgt aus
A, vit+A, p+A, v;=0

fir zz—=pi(po’), dass w3 =0 wird, wo w; ein Polynom ist mit den
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Argumenten K5 = p,,/ Dpu» Py und Ks=(u'x), (t'y), (u'p) (po’) u.s.w.
Hieraus folgt aber vy;=0{p,}; also ist auch @ ={p,} und daher
K=0{A",}, es liegt als keine S, vor und durch (29) sind alle S,
aufgezihlt.

§ 5. Die Syzygien dritter Art S;.

Hier miissen wir die Komitanten L ermitteln, die linear sind in den
durch (29) gegebenen B', B,. L enthilt also die Reihen
B A" A seiaDs Qavnss u,v,w ;B A A,...., p.-q,.... %y z. (32
wo A, A, ... dquivalent sind mit A’. Hieraus ergeben sich die Faktoren
(B’B), (B"A), (B'p). (B'x)
(A”B), (A’A,), (A'p), (A'x)

(p" B), (p"A). (p'q. (p'x)
@ B), (@A), @p). (' x
(pq’) ist ein Reduzent; (p’A) fiihrt auf (pA’) und gibt nach (28) Reduktion
auf (A’p)?.(B’'B) ist nach (30) =0{A.}, ist aber trotzdem keine S;, da
die Koeflizienten der B, B, konstant sind. Auch der Faktor (A’A;) ist
ein Reduzent; es ist ndmlich
(A’A) (A'x) =% (p* q* A, %)
nnd bringt man hier alle drei weiteren Reihen A, in den Klammerfaktor,
so entstehen Glieder mit
(A% px) =24 (A'p) (A'x),
was Reduktion auf (A’p)? ergibt.
Aus den iibrigen Faktoren von (33) erhilt man die folgenden Komitanten:

L,=(B'x) (Bu) L,=(B'q) (qu’) (Bv')
L,=(B'x) (Bq) q,,, Ls=(B'q) (qu’) (Br')

) Cye
L;=(B'x)(BA") (A'y) Ls=(B'q) (qu) (BA') (A’x)
L, =(B'A) Avvw (Bu)
Ly=(B'A)A,,, Bd)q,,
Ly=(B’A) Auvw (BA') (A'x)

Dazu kommen noch die Komitanten ohne B, B, die schon bei (25) und
(26) aufgezdhlt wurden, ndmlich:

(Ap2 A, p.. Wx . . . . . . (35

xy
Von (34) sind L;, Ly und Ly reduzibel auf L, Ls und Ls, wenn wir
n (B'A) Auvw A* durch p’q? ausdriicken.
Es sei nun L =0 eine S;. L ist linear in den Komitanten L; bis Lg
mit Koeffizienten, die Polynome der Komitanten (35)sind. Da L=0 {A_} sein
muss wenn wir die B, B, nach (29) durch die A}, ausdriicken, miissen wir

(33)

(34)
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zuerst die L, von (34) linear in den A schreiben. Wir wollen dann M,

statt derjenigen A, schreiben, die von den B, B, stammen. Aus diese
Weise erhalten wir:

L, = (M'p) (M'x) (pu’) — 4 (M'p) . (ux) \
L,=(M'p)(M'x)(pq) q,,, =1 [(M'y) (M'x). A, — (M'z) (M'x). A_ ]
3= (M'p)(M'x)(pA’)A'y)—% (M'pP. A, =34 M, —§(M'p). A,
(M'p) (M'q) (pv') (qu’) — § (M'p)>. (qv') (qu’)
(M'p) (M'q) (qu') (pr') r,,, — % (M'P)*. (qr) (qu) £, =
—z[(M’ q) (M'x) (qu). A, + (M'q) (M'y) (qu) . A, +
+ (M'q) (M'z) (qu') . A ] — +¢ (M'p)? [(u'x) A, +
+ Wy A, +W2) A ]
L= (M'p) (M'q) (pA’) (qu') (A’x) —  (M'p)*. (A’q) (qu') (A'x) =
=] [(M'q) (M'x) (qu') — % (M'p). (u’x)].

In diesen Formeln ist die Reduktion ausgefithrt, wenn ein Faktor (pq’)
oder ein Faktor (pA’) vorhanden war.

Nach (25) haben wir also:

Lyx,d)=K,(x,u/) — } K, . (udx)
L,(x, xyz) =} [K; (x, 2) . A, —K;s(xy) Al
Ly(x,y)=4] . Ks(x.y) —+ K, . A,
Ly, v)=K,(v'.u)—+K,.p,, (37)
Ls (', xyz) = }{[Kz (x, ) — 3 Ky . (W'x)] A, +

+[Kz(y.u)— 3 K. ()] . A +[Ky(z,0') —§ K, . (u'2)] . AL}
Lg (e, u') =3 J[Kz (x, ') — % K, . ('x)].

Hieraus folgen:

H

L4

, (36)

—3JL,=0{M,} . . . . . . . (38
—%[Ll (x' u,).A;l+L1 (y' ul)‘A,zx_lLLl (Z, u/)A.;y]Eong,k}' (39)

Wir kénnen also jedes Ls und Lg durch L, ausdriicken und haben die
S; aufzuzidhlen, die entspringen aus:

(C'x) (Cu') =(B'q) (qu) (BA") (A'x) — ] (B'x) (B')=0. . (40)
(Du') AL, = (B'q) (qu') (B £, — } [(B'x) (Bu'). A, +
+ (B'y) (Bu) . A. + (B'z) (Bu') . AL} =0.

Jedes weitere L ist jetzt linear und homogen in L, bis L, Bei L,
haben wir entsprechend den sechs Reihen x,y, z, u’, v, w’, neun Komi-
tanten L, (x,u’), L; (y,u’),... Bei L, haben wir drei Komitanten, die
nach (37) verkniipft sind durch die Beziehung:

Ly (x xy2) . A, + Ly (g, xy2) . A, + Ly (2 x2) . A, = 01Ky} (42)

(41)
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Hier ergeben sich also wieder Sj:
(@'x)? (B'y)* (v'2)* = (B'x) (Bq') q.,, - A,. T
+ (B'y)(Bq)q,, - A, + (B2 (Bq)q,, A, =0.
Bei L;(x, y) haben wir nur drei Komitanten, da wegen K (x, y) =M,

K;(x,x) =0 wird und also auch L;(x, x)=0{M’y} ist, was wieder
Syzygien dritter Art liefert, entspringend aus:

(Rx))=L;(x, x) =(B'x) (BA)(A’x)=0 . . . . (49)
Ebenso haben wir bei L, (u’,v’) nur drei Komitanten; denn auch hier
ist wegen K (u', v') = (M'p) (pu') (M'q) (qv') = — K, (v/, ')
(Ru'?’=L,(u',u)=(B'q)(qu') (Bu)=0 . . . . (45
Machen wir jetzt den allgemeinen Ansatz

L:§L1 (x, u').a” +§Lz(x,xy1).ﬂ1+2;L3(x.y)-7a+§lq(u’. v’).53, (46)

(43)

dann muss dies = 0{ M’4} sein, wenn wir die L; nach (37) durch die
K ausdriicken und setzen:

K, =(M'p)’, K;=(M'p)(M'x)(pu), K;=M,,
Ky =(M'p) (pu') (M'q) (qv").
Die Koeflizienten ay, f:, 7: und é; in (46) sind Polynome der Typen:
J=(APP A, P (). . . . . . (48

Bei K, in (47) haben wir 9, bei K; und K, je drei Komitanten. (46)
geht daher iiber in:

(M'p)?. @+ X (M'p) (M'x) (pu') . ay; +
° 49
+2 M, .1~ z (M'p) (pu') (M'q) (qv) . 0; =0{ M }. )

Dabei ist nach (46):
di:_%{ ('x) . ay, _%EA;W . 73+J€32P,,:.,r~53 . . (50)

(47)

(49) muss gelten fiir alle M, . Setzen wir M, = (¢’7’),, dann erhalten
wir :
2pa"'r’ L ¢ +§[palul (Z/.X') - p'r’u/ (U’x)] D all+§ [(G/x) (T/y)_‘(“'y) (t,x)] X3

, 7 Uy
_%[p”'u"qr’v’—p-r’u"qa"u’]‘63:0go'ri.s

Wihlen wir jetzt o' so, dass das lineare Gebiet Gs(¢’) durch die 5
Punkte x, y, z, p,(pu’) und q,(qv’) geht, dass also:
"; =(xyzpQqhassse (pt’) (qv')
ist und setzen gleichzeitig:
”1 =(xyzpq)as3ss6(pu) (qu’),
so ist erstens bei nicht-speziellen p, :(pd’)(pr’) =/=0 und zweitens ver-
schwinden in (51) alle Glieder bis auf das erste. Also ist @ =0.
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Wihlen wir dann ¢’ wieder so wie eben ausgefiihrt, hingegen 7’ so,
dass das Gs(r') durch x,y,z und p,(pu’) geht, so ergibt sich ; =0;

es verschwinden also auch alle §;. Wihlen wir dann ¢’ so, dass
(A =(o'y) = (') =0
ist, so folgt ax=0 und es bleibt:
§K3(x,y).X3:§M’:y.X3:0, " - v - . (52)

woraus leicht 7, =0 gefolgert wird. Statt (46) kommt also jetzt:
L=2Lxxy2). i+ I Lilxy).rs=0 . . . (53)

wobei wegen @ =0 nach (50) die Gleichungen bestehen:
A, .ys=0. . . . . . ... (59
3

Zl:'I’%ﬂzA;y—fl(ﬂaA;x‘{'%{]-Vl:O(
12:+%ﬂ3A;2—%ﬂ1A;y %]'7’2:0 .
13:‘|“i'151A;x_%ﬂzA;,‘l‘%]'?’s:O

Sind in (55) alle 8;=0, so folgt y;—0, wir erhalten keine S;. Ist
B2=p5=0, By #0, so folgt yy =0 und nach (55):

Th ~A;y:%]-7’2 , f}ﬂlA;x:_F]-h
Aus (53) ergibt sich dann die Komitante
J-Ly(x,xy2z) —§[Ls(x.2) A, — Ly (x, y) A ]=0{ M, |, . (56)

(55)

aus welcher wieder Syzygien dritter Art entstehen:
(E'x)*(F'y) (F'z) =] .(B'x) (Bq') q,,, — $ [(B'x) (BA") (A’2) . A| — 1)
— (B'x) (BA")(A'y) . A ].

Sind in (55) schliesslich alle 8;7#0, so folgt y;=0, da die Koeffizienten-
determinante der f; in diesen Gleichungen verschwindet. Es bleiben dann
drei lineare und homogene Gleichungen fiir die i, deren Losung auf
die schon aufgezihlte Beziehung (42) fiihrt.

§ 6. Die irreduziblen S;.

Nach (44) haben wir
(R'x) (R'y) =+ [(B'x) (BA") (A'y) + (B'y) (BA') (A’x)};
ersetzen wir hier y, durch p, (pu’), so entsteht:

(R'x)(R'p) (pu’) =% [(B'x) (BA') (A'p)(pr) + (B'p) (pu) (BA')(A"x)] =
=34[—4]. (B'x) (Bu')+ Ll =% [Ls — ¥ ] L1].
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also nach (38) und (40):
(C'x)(Ce)=2(Rx)(R'p)(p) . . . . . . (58)
und dies gilt identisch in allen B, B. Die durch C, C,—=0 dargestellten

Syzygien dritter Art sind also auf R, =0 reduzierbar.
Auf analoge Weise bekommen wir bei (45) aus
(R’') (Rv') =1 [(B'q) (qu’) (Bv) + (B'q) (qv') (Br')]
wenn wir v’ = p’ nyz setzen :

(Ru') (Rp') p.,,, = % [(B'q) (B«') (qp’) P.,. + (B'q) (Bp') (qu’) p,,.],
also nach (23), (34), (39) und (41):

(D) 1, =2 (Re') (Re) Pl -
d.h. auch die Syzygien D, A,, =0 sind reduzibel.

Ersetzen wir weiters in (C'x) (C'u) die u’ durch p’p/, .. so finden wir

nach (40):

(C'x) (Cp') p.,, = (B'q) (BA') (A’x) (qp) P.,. — }] - (B'x) (BP') p,,.
und hier fithrt die Umformung von (gp’) nach (57) zur Beziehung

(59)

xyz

§ (E'xF,,=—(C'x) (Cp')p,,, — + (R'xP. A) — )
U (60)
—}(RD(RYy).A —+Rx(R2.A,. Y
d. h. nach (58):
(E'x2 F,, =3 (R'x?. A, . (61)

Es sind also auch alle Syzygien E', F', —0 reduzibel.
Ersetzen wir schliesslich in (Du')A',  die u’ durch p’p’, . so wird
nach (41):

(Dp)p.,, A.,.=(B'q) (ap) p.,,(Br)r . — 4 [(B'x) (Bp) p,,,- A, + .. ].
also nach (42) und (43), wenn wir im ersten Gliede rechts (gp’) nach (23)
umformen :

(@'x? (B'y)? (y'2)*=—2(Dp)p,,. N, - - - - (62
Nach (59) ist also:
(a'x)? (8'y)? (v'2? = —4(Rp) p,,. (RQVq,,. - - - . (63)

wodurch auch die Syzygien «, f, . —0 reduziert sind.
Es bleiben somit die 21 irreduziblen S;, die aus (R’x)? =0 entstehen:

=4[B;(BA") A, + B, (BA")A]=/=0{B,B},=0{A,} (64
und die 21 irreduziblen S;, die sich aus (Ru’)>?=0 ergeben:
R,=+[(B'q)q,B,+ (B9 q,B]=/=01{B,B},=0{A,} . (65

§ 8. Die Syzygien vierter Art.

Es sei T=0 eine Sy T ist linear in den R}, und R, und verschwindet
identisch, wenn wir diese nach (64) und (65) durch die B, B, ausdriicken.
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Die Typen von linear nicht-reduziblen Komitanten mit R, und R sind,
ausgedriickt durch die L; von (34):

Ri=2(Rd)(RV) =Ly (', v') + Ly (v, o)
R, =2 (Ru’) (Rp) p’ Ls—{[Ly(end). A, +L(yu) A, +
+ Lo ). AL

xyz

R; =2 (Ru')(RA)(A’x) =L¢— & ] . Ly (x, ')
R,=2(RA")(A’%)(Rq) q.,, = — % JL, (x, xyz) — } [Ls (x, x) . (66)
. Ayz + L, (y» x) A;x + Ls (2, x) . A;y]

R;=2(RA") (A’x) (RB') (B’ ):—%][La(xv y) + L3 (y. %)]
Rs=2(Rp)p,,.(Rq)q,,.—

=—4[Ly(x xyz) . A+ Ly (y, xy2) . A, + Lz (z, xyz). A ]
R1=2(R'x) (Ry)=Ls (x, y)+L3 (y, x)
R;=2(R'x) (R'p)(pu') = L (x, u') — ] . L, (x, o). (67)

R;=2(R'p) (pu) (R'q) (qv') = — § ] [Ls (. v') + Ly (v', )]

Aus der letzten der Gleichungen (67) und der ersten von (66) ergibt sich:
T, = (Tu) (Tv)= R' (u' )+ 4. R1 (o', v')=
= (R'p) (pu') (R'q) (qv') + 4 ] (Ru') (Rv') =/= 0{Ru, R'en}, = 0{B'By.
woraus 21 S, entsprmgen. Wir wollen beweisen, dass dies alle irredu-
ziblen Syzygien vierter Art sind.

Eine S; T =0 entsteht durch Elimination der L; aus den Gleichungen
(66) und (67). Die Elimination von L, gibt (68), die von L4 gibt:
T:;=(Tu) (TA)(A'x)=— %] . Ry (x, ')+ %] . Rs (x, u') = 0 {B'x B} (69)

Die Elimination von L; gibt:

Ts=(TA")(A’x)(TB') (B'y) = 4] [Rs (x.y) + 4 J R, (x.y)] = 0{ B, B,}. (70)

Setzen wir ferners in (68) v'=p’p,_,.. so entsteht:

4(Tu) (Tp') p,,, = 4] (Re) (Rp') p,, — 2 -
—[(R'x)(R'p)(p'). A, + (R'y)Rp)pw). A, +(R'2) (R'p) (pu) . AL).
6

Hier kann man rechter Hand nach (69) und (67), die R’ eliminieren
und erhilt;

4] (Tu') (Tp') p',,. — 6 3 (Te!) (TA) (A'%) . A", =
= 3R xy2) — [Rs (. ) . Alye + Ry (g, ') Al +
+ Ry (2. u) . A'Wl=0{ By B},

(68)

(72)

woraus sich fiir
u'=A’(A’x) bzw. fir u'=q'q,,, ergeben:
4]( TA)(A'%)(Tp))p',,, — 6 = (TA) (A'%) (TB)) (B'x) . A'yo =
=3/ Ri(x xy2) — [R5 (x, x) . Al + Rs (x, y) . Alex + (73)
+ Rs (x, 2) . A'y] =0{B' Bj
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4](Tp) P, (Tq) 4\, — 6 3 (TA) (') (Tp) p', . A, =
—$JRe—[Ry (v, xy2) . A'ye + Ry (g x5 2) . At (74)
+ Ry (z,xyz2).A',,] =0{B'x Bi.

Alle diese identisch in den B's B; geltenden Beziehungen sind S, die
auf T, reduzibel sind.

Sei nun T=0 eine S,. T ist linear in den R; und R'x von (66) und
(67). Multiplizieren wir T mit J?, so ist jedes R’; nach (68) durch R;,
jedes R’, nach (69) durch R;, jedes JR’, nach (70) durch Rs ausdriickbar,
sodass in T keine R’; mehr vorkommen.

Jetzt konnen wir auf dieselbe Weise vermége (72), (73) und (74) R,
R, und R; eliminieren. Dies gibt schliesslich fiir T den Ansatz:

6 9 6

PT=2R (v w'). ax + IR (@) iy +2Rs (4. 2) - 753 = 0{Bx B} (75)

Hier sind die ax, i und yx Polynome in den Komitanten der Typen
I: (A/p)2' A,xyv pu'u'y (ll’x).

Aus (75) folgt nun, das alle ax, fx und yi Null sein miissen, d.h.
dass auch T=0{Ru} gelten muss, d.h. (68) gibt die einzigen Sj.

Das Verschwinden der Koeffizienten in (75) beweist man wie folgt.
Wir wihlen B/, B; so, dass B’ und B Grossenreihen sind :

77

By =(xyzpq)rssse (pu') (V') , By =(Wv'w'o'r)13456
Dann haben wir:
(B'x)=0, (B'y)=0, (B'z)=0, (B'p)(pu’)=0, (B'q)(qv')=0
und
(Bu’)=0, (Bv')=0, (Bw’)=0.
Bei diesen Annahmen reduziert sich (75) auf
(B'q) (qu') . [(BA') (A’x) . p1s + (BA') (A'y) . B3 + (BA') (A'2) . f33] =0,
woraus wegen
(B'q) (qw’) = (xyzpqr) (pu’) (pv’) (rw’) == 0
Bix=0 folgt. Daher kommt statt (75):
T=3 [(B'p) (pv)) (Bu') + (Bp) (pu) (Be)] . az, —
—i]. 2? [(B'y) (BA") (A’z) + (B'z) (BA") (A’y)] =0 {B'x By}

Wihlt man hier B’ so, dass (B'x)=0. (B'yy=0 und B so, dass
(Bu’)=0, (Bv')=0 und (Bw’) =0 ist, so folgt y4»=0 und analog finden
wir, dass auch a;—0 sein muss.

Wir haben somit 21 irreduzible S,, die aus (68) entspringen :-

T,={R'pp,(Rqq.++%] -R,==0{R,, R, }.=0{B\ B}
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§ 9. Das Abbrechen der Syzygienkette.

Die in den Ty linearen, linear-irreduziblen Komitanten sind analog
zu (66) gegeben durch:

T, =(Tu) (Tv) =R’ (', v') + § JR, (', V')
T, =(Tu)(Tp)p,, = — 4[R2 (xw). A, +.. ]+ 4 /R, ' xy2)
T;=(Tu') (TA") (A'x) = — $ JR; (x. «') + ¥ JR; (x, u)
T, = (TA)(A'DTP)p,, = ] [Ry(x0) . A'), +..]+4Rulx.x52)
T5 =(TA")(A’%) (TB) (B'y) =5 ]*. Ry (x. y) + 4 JRs (x. y)
Te=(Tp)p,.(Tq) 4\, =75 X Ry (x.%). A" A +4]. R,

Es sei S=0 eine Ss. Dann ist S linear in den Komitanten (76). Wir
wollen zeigen, dass man J2 S durch T,, T; und T allein ausdriicken

kann. Hiezu ist nachzuweisen, dass die Gleichungen (72), (73) und (74)
des vorigen § nicht nur fiir beliebige B, B, sondern auch bei willkiirlichen

(76)

Rjx gelten. Dieser Nachweis kann wie folgt erbracht werden.
Formt man (A2 B’2C’?) (p’ f) um, so entsteht:

(A2B2C"?) (p't)p. . =—6(p' A’ B2C?p_ (A’ . . (77)

xyz xyz (

Da aber, wie leicht nachzurechnen:
(AZBRCH=2LP, . 4 + a « » = [F8)

(0’ A'B2C?p_ (A =4][A A, +A A, +A A ]. (19

xyz
ist, wird aus (77), wenn wir ¢t =R setzen und mit (Ru’) multiplizieren:
$].(R) (R p.,, = S(Rw) (RA) (A'x) . A',,, . . . (80)

was Gleichung (72) mit beliebigem Ry ist. _

Wir kénnen daher auch T statt Ry in (80) schreiben und dann in
J2S mit Hilfe der zu (72), (73) und (74) analogen Gleichungen jedes JT,
JT4 und J?T¢ durch T; und T ausdriicken. Es entsteht so:

6 9
PPS=ZT,, ap+ 3 (Te)(TA)(A'%). By + 2
1 1 { (81)

+ 3 (TA) (%) (TB) (B'2) . 7 5

und dies muss =0{R,, R, } sein. Nach den Gleichungen (76) folgt dann,
dass auch

6 9
2R, .+ 2 (Ru) RA)(A'H). B +

+ 3 (RA)(A') (RB) (B'2). 11s =0 [R,]

sein muss. Hieraus folgt aber nach dem vorigen § das Verschwinden

aller a,, 8, und y,, dh. S=0{T,}. Es gibt also keine S; mebhr.
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Wir stellen schliesslich noch die erhaltenen Syzygien iibersichtlich
zusammen, wobei wir von der Schreibweise mit hoch- und tiefstehenden
Indizes Gebrauch machen, indem wir z. B. p*™ statt p, schreiben :

15 irred. Syzygien erster Art A*—p**p —0

3 . ” zweiter ,, Bf =A*p, —} AMp, k=0
Rik— L[Bi A* 1 Bk AMN] =0

12 - dritter ,, g +(B, T ; 1
(R,=4[B; p,, + B} p,]=0

21 o 2 vierter ,, Tik — RM‘ Pj; ppk + %] 8 Rik =0





