Mathematics. — Ein Beitrag zur Theorie der WEYL'schen Ueber-
tragung. By V. HravATY. (Communicated by Prof. R. WEIT-
ZENBOCK.)

(Communicated at the meeting of September 29, 1928).

§ 1.Y) Eine WEvYL'sche Ubertragung W, kann man bekanntlich als
eine affine Ubertragung definieren, bei welcher ein Tensor nten Ranges
gxr. existiert, so dass

Vel =— QuTss s« » s s s = w s (1)
wo Q. natiirlich kein Gradientvektor ist. Nun ist bei der Transformation
gu=0gu , 6=0a(x) . . . . . . . (2
die Gleichung
Vags—=— Qs « « = » » » i & (3
giiltig, wo der Vektor Q, durch '
Q.=Q. —Vulogs . . . . . . . . (4

definiert ist. Der Tensor g,. kann also mit einem beliebigen skalaren
Faktor multipliziert werden, ohne die durch die Gleichung (1) ausgedriickte
Eigenschaft zu verlieren, und unter allen Tensoren, die so entstehen
konnen und die alle einen zugehorigen Vektor Q. besitzen, ist kein
einziger bevorzugt. Eine wirkliche Massgeometrie im RIEMANN'schen
Sinne gibt es also in der WEYL'schen Ubertragung nicht. Den Vektor
Q. kann man auch folgendermassen schreiben

. 0 s
Q.=2/n (rm—ﬁzogﬂgaﬁl). ... . (43)

§ 2. Ganz anders verhilt sich die Sache, wenn man die Geometrie
lings einer in W, gegebenen Kurve

x'=x"(f) t<<t<t. . . . . . . 0B
treiben will. Dann kan man folgenden Satz beweisen:
Lings einer in W, gegebenen Kurve (5) ldsst sich immer mittels einer

Kwadratur ein Tensor G,. n*" Ranges angeben, der der Kurve entlang
konstant ist, und bei (2) invariant bleibt:

0 o 2)
a) 5; GAIA = Or b) G)\y, = GV.A . . . . . (6)

1) Zum § 1 vergl.: SCHOUTEN: Der Ricci-Kalkiil (Berlin 1924) S. 217.

?2) In jeder linearen fibertragung, und also auch in der WEYL'schen, lasst sich ein
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Daraus kann sofort gefolgert werden, dass sich lings (5) immer eine
Massgeometrie (mit dem Fundamentaltensor G.,) einfiilhren ldsst und
letzten Endes, dass man in W, auch die Frenetschen Formeln genau so,
wie bei einer RIEMANN'schen Ubertragung, angeben kann.

§ 3. Un den oben angegeben Satz zu beweisen, wollen wir zuerst
einen Tensor qa, n*" Ranges aufsuchen, der der Kurve (5) entlang
konstant ist und bei (2) sich nur um einen konstanten Faktor abindert.
Setzt man

t
J Qudx*
Qo =Gy " S (4]

so ist einerseits

0

E q’ql- == 0 . . . . . 2 . . . “ (8)
und anderseits

3).[1 — 0Oy qi\y., . . i & § 5 . B & (9)

wo 0, den Wert der Funktion ¢ im Punkte t=—¢, angibt. Der Tensor
q»r« geniigt also wirklich beiden hier aufgestellten Bedingungen. Bezeichnet
man mit q die Determinante der Bestimmungszahlen von g». und setzt

man q="q so ergibt sich aus (8)

d tzdx"‘
Iq——FWWq_O B 0 ()|

§ 4. Aus dem Tensor ga. konnen wir eine — lings der Kurve —
konstante Tensordichte .. konstruiren, die in Bezug auf (2) invariant
ist. Die Funktion q ist eine Dichte vom Gewicht 1 und es gilt fiir jede
Dichte m desselben Gewichtes

(5 __d dx-" a 3)
Em_am——ﬁl‘wm T B )]

Der Vergleich von (10) und (11) lehrt, dass

d
50=0. . . . ... .. (12
und infolgedessen ist laut (8) und (9)

2

QA;; -_:QAIL Cl n . . . . . . . . (13)

eine Tensordichte, die der oben aufgestellten Bedingungen geniigt.

konstantes quadratisches Tensorfeld entlang einer gegebener Kurve angeben. Dazu ist aber

n{n+1)

3 Differentialgleichungen zu 16sen. Hier soll ge-

notwendig ein lineares System von

zeigt werden, dass im Falle der W, das gesuchte Tensorfeld nur durch eine Kwadratur
bestimmbar ist.

3) HLAVATY: Théorie des densités dans le déplacement général (Annali di Matematica
Serie IV, T. 5, 1927—28, p. 73—83.
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§ 5. Aus dieser Tensordichte lidsst sich jetzt leicht der Tensor Ga.
gewinnen. Zu diesem Zwecke denken wir uns den kontravarianten n-Vektor

x=0,...n—1)

¥ dx?
ot dt (
langs (5) konstruiert und bezeichnen mit W—! seine einzige von Null ver-
schiedene Bestimmungszahl. Die Funktion 1 ist eine Dichte vom Gewicht
1 und es gilt also laut (11)

) d o dx*

YRl A

Ist ¢ eine — in Bezug auf (2) — invariante skalare Funktion von

t und schreibt man e —=¢mw so ist

aus den (linear unabhingig vorausgesetzten) Vektoren —

. . . . . . (1Y

_dg, v
% T dr w4 3 (14)
Ist speziell
t
o _ ‘_nﬁ)___ « dxt
g=eT | I_L’ = JF,“ = dit [logw], . (15)
so ist nach (11) ¥ ¥
0
Fte__.........(l6)

Die — in 7)und 15) — angefiihrten Kwadraturen reduzieren sich dabei,
laut (4a), auf eine einzige.
Da I';, und w bei (2) invariant sind, so muss der Tensor

22
GMZQMQ mer

nicht nur der Bedingung (6a), sondern auch der Bedingung (6b) geniige
leisten. Um das Feld G.. zu bestimmen, hat man wirklich nur eine
Kwadratur nétig gehabt. Da g, den Rang n hat so hat G.. denselben
Rang und der Satz ist also bewiesen.

§ 6. Nimmt man G, als metrischen Tensor ldngst (5), so besitzt diese
Kurve einen ausgezeichneten metrischen, bei (2) invarianten Parameter s,

2 2 x> dx\"
s= (qwq E—&?—aT)dt B § V4

. " ., __dx
den wir als ,Bogen” bezeichnen kénnen. Der Vektor I”IE ist dann
1

der tangentiale Einheitsvektor (in Bezug auf G.,.) und die Eigenschaft
~Einheitsvektor” zu sein ist gegeniiber (2) invariant. Es bestehen dann
auch die Frenetschen Formeln %)

—6-1 =—k i +ki’ (@a=1,....,n, k=k=0), . (18)
0 n

63 a a—1 a—1 aa+l

4) STRUIK: Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie in direkter Darstellung

(Berlin 1922), p. 76—78.
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in welchen #,...,i” gegenseitig und zu i’ ortogonale Einheitsvektoren
2 1

und k, ..., k die, bei (2) invarianten, skalaren Kurvenkriimmungen sind.
1 1

n—

Alle in (18) auftretende Begriffe sind gegeniiber (2) invariant.
§ 7. Ist Q. # 0 ein Gradientvektor
Q 0

‘= o
so entartet die W, in eine RIEMANN'sche Ubertragung mit dem Funda-
mentaltensor

log Q.

ar, —= g Q const.

der bei (2) invariant bleibt. Nun koénnen wir aber diese Ubertragung
folgendermassen konform transformieren :

;A,L =0 an o e e e e e e e e (2)/

Wihrend bei (2) in W, die Gleichung (3) auftritt, tritt bei (2)" die
Gleichung

v(A ;Av - 0

auf, die nur besagt, dass durch die konforme Transformation (2)' eine
neue RIEMANN'sche Ubertragung mit dem Fundamentaltensor ax,. ent-
standen ist. Unser Prozess lasst sich also nicht auf eine konforme Trans-
formation der RIEMANN'schen Ubertragung in eine andere RIEMANN'sche
Ubertragung anwenden.

Paris, Mai 1928.





