Mathematics. — Ueber unendlich-dimensionale Punktmengen. By Dr.
W. Hurewicz. (Communicated by Prof. L. E. J. BROUWER).

(Communicated at the meeting of May 26, 1928).

Bekanntlich sind fiir jede natiirliche Zahl n in der Gesamtheit aller
separablen Riume die héchstens n-dimensionalen dadurch charakterisiert,
dass sie sich als Summen von n -+ 1 nulldimensionalen Teilen darstellen
lassen !).

Diese Tatsache legt den Gedanken nahe, die Theorie der unendlich-
dimensionalen Mengen mit der Betrachtung jener Ridume zu beginnen,
die in abzdhlbar viele nulldimensionale Teile (oder, was dasselbe bedeutet,
in abzdhlbar viele endlichdimensionale Teile) zerlegbar sind. Wir wollen
solche Rdume abzdhlbar-dimensional nennen, wobei aus formalen Griinden
die leere Menge ebenfalls als abzihlbardimensional bezeichnet wird.
Ein abzihlbar-dimensionaler Raum, der keine endliche Dimension besitzt
heisst N,-dimensional.

Im folgenden soll die Theorie der abzihlbar-dimensionalen Mengen in
ihren Grundziigen entwickelt werden. Dabei beschrinken wir unsere
Betrachtungen ausschliesslich auf metrisierbare separable Raume.

1. Vor allem erhebt sich die Frage, ob nicht jeder separable Raum
abzidhlbar-dimensional ist 2. Da nach URYSOHN jede separable Menge
mit einer Teilmenge des Hilbertschen unendlich-dimensionalen Raumes
H homéomorph ist 3), so ist unser Problem gleichbedeutend mit der Frage,
ob der Hilbertsche Raum abzihlbar-dimensional ist.

Die Antwort fillt, wie wir gleich sehen werden, negativ aus. Der
Hilbertsche unendlich-dimensionale Raum kann nicht mit abzdhlbar vielen
endlich-dimensionalen Teilen ausgefiillt werden.

Der Bequemlichkeit halber fiihren wir den Beweis nicht fiir den Raum
H selbst, sondern (was offenbar auf dasselbe hinauskommt) fiir den
kompakten Teil K von H, welcher durch die Koordinatenungleichungen

X =1/n

definiert ist. Sei also in K irgendwie eine Folge von nulldimensionalen
Mengen
Nl' Nz, N3, e

) Vgl. meine Arbeit , Normalbereiche und Dimensionstheorie”, Math. 96, S. 761.

2) Vgl. URYSOHN, Math. Ann. 92, S. 303.

3) Dieses Problem wurde bereits von URYSOHN formuliert, vgl. Fund. Math. 8, S. 351,
.Probléme »”. Daselbst wurde die Vermutung ausgesprochen, dass Antwort auf das Problem
negativ auskllt. '
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vorgegeben. Wir haben zu zeigen, dass es in K Punkte gibt, die keiner
dieser Mengen angehéren.

Bezeichnen wir fiir jedes natiirliche n mit B, bzw. mit B® die Menge
aller Punkte von K, fiir deren n-te Koordinate

x, =0
bzw.
x,— 1/n
gilt. Die beiden Mengen B, und B™ sind abgeschlossen und zueinander
fremd.

Stellen wir jetzt den Raum K als Summe von zwei abgeschlossenen
Mengen K; und K" dar, von denen die erste mit B, die zweite mit
B, punktfremd ist, und so dass der Durchschnitt K;.K® zu der null-
dimensionalen Menge N, fremd ist (dass eine solche Zerlegung von K
existiert, folgt aus bekannten Sétzen iiber nulldimensionale Mengen %)).

Jetzt wird die Menge K analog wie vorher der ganze Raum K, in
zwei abgeschlossene Teile K; und K? zerlegt mit den Eigenschaften:

K, . B4=K®@ _ B,—0
K,. K@ .N,=0.
Das Verfahren wird in dieser Weise fortgesetzt. Allgemein haben wir:
KmM=K.,pn+K= . . . . . . . . ()
K, . Bm)=Km™ B,.,=0 . . . . . . (2
K, K»n N,=—0 . . . . . . . . (3

Sei jetzt m eine natiirliche Zahl. Betrachten wir das in K liegende
m-dimensionale Intervall

x =1li(i=1,2...m) ; xx=0@(=m+1,m+2,..). . ()
und das (m + 1)-tupel der abgeschlossenen Mengen:
Ki.K,....K,, K™, . . . . . . . .0

die in jhrer Gesamtheit den ganzen Raum K ausfiillen.

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (2) ergibt sich aus einem
grundlegenden Lebesgue-Brouwerschen Satze?®), dass es innerhalb (')
Punkte gibt, die sidmtlichen n+ 1 Mengen () angehtren. Bezeichnen
wir mit P, den Durchschnitt der Mengen (’), so sind die Mengen P,
P,, B;, ... nicht-leer, abgeschlossen, und jede jede von ihnen ist in der

4) Vgl. die sub 1) zitierte Abhandlung, S. 739, Satz III

%) Diesen Satz kann man in der folgenden Form aussprechen: Werden mit By, B;... Bn,
By, By ...By' die 2n Seiten des n-dimensionalen Intervalls I bezeichnet, wobei B; und B/
gegeniiberliegende Seiten bedeuten, und wird I in n -+ 1 abgeschlossene Mengen Aj, A3... An+1
zerlegt, so dass A;.Bi=0(1=1,2...n) und A;.Bx =0 fiir i >k gilt, so haben die n 41
Mengen A; mindestens einen gemeinsamen Punkt. Vgl. LEBESGUE, Math. Ann. 70,
S. 166—168 und Fund. Math. 2, S. 257; BROUWER, Crellscher Journal 142, 150, wo der
Satz zum ersten Mal bewiesen wurde. — Siehe ferner HUREWICZ, Math. Ann., wo sich
die hier angefiihrte Form des Satzes findet.

60*
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vorangehenden enthalten. Nach dem sogen. Cantorschen Durchschnitt-

o0
satz ist der Durchschnitt IT P; nicht leer, anderseits ist dieser Durch-

i—=1
schnitt zu sédmtlichen N; fremd, denn wegen (3) ist P; zu N; fremd. Es
sind also in K Punkte vorhanden, die keinem N; angehéren, und damit
ist gezeigt, dass K nicht abzdhlbar-dimensional ist.

2. Das einfachste Beispiel einer ¥;,-dimensionalen Menge bildet die
Gesamtheit aller Punkte des Hilbertschen Raumes H, die nur endlich
viele von Null verschiedene Koordinaten haben. Diese Menge ist aller-
dings nicht kompakt. :

Um ein Beispiel eines kompakten Ny -dimensionalen Raumes zu bilden,
bezeichnen wir mit W, (m=1,2,...) die Menge aller Punkte von H,
die der Bedingung

xx=1m@i=12...m) x, =0(i=m+1.m+2,..)

geniigen. Die Summe der endlich-dimensionalen Mengen W, ist Ny-dimen-
sional und, wie man leicht sieht, kompakt.

Durch ein komplizierteres Verfahren konnte man einen kompakten
abzihlbar-dimensionalen Raum bilden, in dem jede offene Menge unend-
lich-dimensional ist (der im vorigen Beispiel definierte kompakte Raum
hat offenbar diese Eigenschaft nicht). Ein derartiger Raum kann, wie
sich leicht beweisen liesse, nicht als Summe von abzihlbar vielen in ihm
abgeschlossenen endlich-dimensionalen Mengen dargestellt werden.

3. Die Uberlegungen dieses und des folgenden Paragraphen werden
die Ausnahmestellung zeigen, welche die abzdhlbar-dimensionalen Mengen
in Bezug auf die iibrigen Punktmengen einnehmen.

Wir gehen von dem folgenden Satze aus:

Har ein separabler Raum die Eigenschaft, dass zu jedem seiner Punkte
beliebig kleine Umgebungen existieren, deren Begrenzungen abzihlbar-
dimensional sind, so ist der Raum R selbst abzéihlbar-dimensional.

Durch Anwendung eines allgemeinen Satzes von mir®) ergibt sich
ndmlich zundchst, dass R in zwei Mengen zerlegbar ist, von denen die
eine nulldimensional, die zweite abzidhlbar-dimensional ist; daraus folgt
aber sofort die Behauptung.

Versuchen wir also die Rekursionsprinzipien von BROUWER, MENGER
und URYSOHN, welche den Ubergang von der Klasse der n-dimensionalen
Riume zu der Klasse der (n- 1)-dimensionalen Riume vermitteln, auf
den Bereich der abzihlbar-dimensionalen Rdume als Ausgangsbereich
anzuwenden, so gelangen wir auf diesem Wege, wie der soeben ange-
fiihrte Satz zeigt, zu keiner neuen Klasse von R&umen.

Wir fiihren jetzt die folgende Begriffsbildung ein: Ein System 2 von

%) Namlich des Theorems I in der sub !) zitierten Arbeit, S.754.
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separablen Riumen nennen wir komplett im System B aller separablen
Riume, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind: 1. der
“leere Raum” (die ,leere Menge’) kommt im System 2 vor. 2. Besitzt
der separable Raum R zu jedem seiner Punkte beliebig kleine Umge-
bungen, deren Begrenzungen Riume aus dem Bereich 2 sind, so
gehort R ebenfalls dem System 2 an.

Indem wir statt des Systems aller separablen Rdume etwa das weniger
umfangreiche System £ aller kompakten R&ume als Operationsbereich
zugrundelegen, definieren wir in analoger Weise, was unter einem in
Bezug auf & kompletten Bereich von kompakten Raumen zu verstehen ist.

Das oben ausgesprochene Theorem kénnen wir jetzt auch so formulieren.
Im Bereiche aller separablen Rdume bilden die abzihlbar-dimensionalen
Riume einen kompletten Bereich.

Es ist nun sehr merkwiirdig, dass unter Beschrinkung auf kompakte
Riume gewissermassen auch die Umkehrung dieses Satzes gilt: Ein
kompakter abzihlbar-dimensionaler Raum gehdrt jedem beliebigen kom-
pletten Bereich an.

Angenommen nimlich, der kompakte abzihlbare-dimensionale Raum

R:S;Ni (dimN, =0; i=1,2,...)
komme in einem kompletten Bereich 2 nicht vor. Dann muss es nach
der Definition der kompletten Bereiche einen Punkt p von R und eine
Umgebung U von p geben, so dass keine in U enthaltene Umgebung
von p durch eine dem Bereich 2l angehtrende Menge begrenzt ist.

Wihlen wir innerhalb U eine Umgebung von p, deren Begrenzung B,
zu der nulldimensionalen Menge NN, fremd ist. Die abgeschlossene Menge
B, ist kein Element von 2, woraus folgt, dass diese Menge nicht leer ist.
Indem wir jetzt mit B, in derselben Weise verfahren, wie soeben mit R,
definieren wir eine abgeschlossene Teilmenge B, von B, die in 2( nicht
vorkommt und mit N, punktfremd ist.

Das Verfahren ad infinitum fortsetzend, erhalten wir eine absteigende
Folge von abgeschlossenen, nicht leeren Mengen B, B, Bs, ..., die
k't von denen zu N, fremd ist (k—1,2,...). Der Durchschnitt der B; ist
zu sidmtlichen N, fremd, also leer, was einen Widerspruch mit dem
"Cantorschen Durchschnittsatz ergibt.

Die beiden oben bewiesenen Sitze kénnen wir in dem folgenden
Fundamentalsatze zusammenfassen:

Innerhalb des Bereiches & aller kompakten Ré&ume bilden die
abzédhlbar-dimensionalen R&ume den kleinsten kompletten Bereich.

Dieses Theorem gibt eine von der Zerlegbarkeit in nulldimensionale
Teile unabhingige Definition der abzdhlbar-dimensionalen kompakten
Réume.

Der Fundamentalsatz liefert eine Methode um allgemeine Sitze iiber
abzédhlbar-dimensionale Riume zu beweisen: Sobald man weiss, dass die
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Riume denen eine gegebene Eigenschaft E zukommt, einen kompletten
Bereich bilden, kann man daraus schliessen, dass diese Eigenschaft jedem
kompakten abzihlbar-dimensionalen Raum zukommt.

Mit Hilfe dieser Methode kann man beispielweise zeigen, dass ein
kompakter N;-dimensionaler Raum Teilmengen (sogar abgeschlossene)
von beliebig vorgeschriebener endlicher Dimension enthilt. 7) Dies folgt
einfach aus der Bemerkung, dass fiir jedes natiirliche n alle diejenigen
Riume, welche entweder weniger als n-dimensional sind, oder einen
genau n-dimensionalen abgeschlossenen Teil enthalten, einen kompletten

Bereich bilden.

4. Wir gehen jetzt von den kompakten Riumen zu den allgemeinen
separablen Ridumen iiber und fragen, ob auch in dem Bereich der sepa-
rablen Réume der Satz gilt, dass die abzihlbar-dimensionalen Ridume
den kleinsten kompletten Bereich bilden. Es zeigt sich, dass dies nicht
der Fall ist. Es gilt vielmehr die folgende Behauptung, auf deren Beweis
wir hier nicht eingehen konnen.

Innerhalb des Bereiches aller separabler Riume wird der kleinste kom-
plette Bereich von allen jenen Réiumen gebildet, die nicht nur selbst
abzdhlbar-dimensional sind, sondern iiberdies noch mit einer Teilmenge
eines kompakten abzihlbar-dimensionalen Raumes homéomorph sind. &)

Auf der anderen Seite zeigt es sich, dass es abzéhlbar-dimensionale sepa-
rable Riume gibt, die sich nicht in einen kompakten abzihlbar-dimensionalen
Raum einbetten lassen (in dem Sinne, dass sie mit keiner Teilmenge eines
derartigen Raumes homodomorph sind). Zu diesen Rdumen gehort beispiel-
weise der bereits oben betrachtete Raum, der von jenen Punkten des
Hilbertschen Raumes gebildet wird, die nur endlich viele nicht ver-
schwindende Koordinaten besitzen. Dies ergibt einen scharfen Gegensatz
mit der Theorie der endlichdimensionalen R&dume, wo doch der Satz
gilt, dass jede endlich-dimensionale Menge in einen kompakten Raum
von derselben Dimension einbettbar ist. )

In diesem Zusammenhang sei noch bemerkt, dass jeder abzihlbar-
dimensionale Raum, der vollstindig und separabel ist, sich auf eine
Teilmenge eines kompakten abzihlbar-dimensionalen Raumes topologisch
abbilden lédsst, also dem kleinsten kompletten Bereich angehért. Der am

7) Dies hingt mit der mir von MENGER miindlich mitgeteilten Frage zusammen, ob jeder
unendlich-dimensionale Raum Teilmengen von jeder endlichen Dimension enthilt. Es ist
mir gelungen zu zeigen, dass bei der Annahme der Kontinuumshypothese die Mengersche
Frage, wenn man sie in voller Allgemeinheit ausspricht, negativ beantwortet werden muss.
Unter Annahme der Kontinuumshypothese lassen sich n@mlich Rdume angeben, die nur
abzdhlbare und unendlich-dimensionale Teilmengen enthalten.

8) Recht schwierig ist der Nachweis, dass die erwihnten Raume tatsichlich einen kom-
pletten Bereich bilden. Dass dies der kleinste komplette Bereich ist, beweist man hin-
gegen beinahe ebenso einfach, wie oben im Falle kompakter Raume.

%) Siehe HUREWICZ, diese Proceedings, 30 (1927), S. 425--430.
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Schluss des letzten Paragraphen ausgesprochene Satz fiir kompakte Rdume
ist somit auch fiir separable vollstindige Raume giiltig.

5. Die Uberlegungen der letzten Paragraphen riicken in ein neues
Licht, wenn wir an den Begriff der transfiniten Zahl ankniipfen.

Unserer Definition der abzihlbar-dimensionalen Mengen lag eine
Auffassung der Dimensionszahl als Kardinalzahl zugrunde. Diese Kar-
dinalzahl wird bestimmt durch die kleinste Anzahl von nulldimensionalen
Teilen, welche zum Aufbau der gegebenen Menge nétig ist. Die Berech-
tigung dieser Auffassung ergab sich aus dem am Anfang dieser Arbeit
angefiihrten “Zerlegungstheorem” fiir endlich dimensionale Mengen.

Anderseits fiihrt uns aber die Verallgemeinerung der iiblichen rekur-
siven Definition der Dimensionszahl darauf, gewissen unendlich-dimen-
sionalen Mengen zur Charakterisierung ihrer Dimensionsverhéltnisse eine
transfinite Ordinalzahl zuzuordnen, welche wir als die “Ordinaldimension”
der betreffenden Menge bezeichnen wollen. An die Mengersche Form
der Dimensionsdefinition ankniipfend, setzen wir nidmlich fest, dass fiir
eine Ordinalzahl a unter einem Raum von der Ordinalmension a ein Raum
zu verstehen ist, der erstens keine kleinere Ordinaldimension besitzt’ und
der zweitens zu jedem seiner Punkte beliebig kleine Umgebungen enthilt,
deren Begrenzungen Ordinaldimensionen < a haben.

Vor allem bemerken wir, dass einem separablen Raum auf Grund
dieser Definition, wenn iiberhaupt, dann stets eine abzihlbare Ordinal-
zahl (Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlenklasse) als Dimension
zugeordnet wird.

Ferner ist es klar, dass unsere Definition keineswegs jedem separablen
Raum eine Ordinaldimension zuordnen muss (es wird sich sogleich ergeben,
dass beispielweise der Hilbertsche Raum H keine Ordinaldimension besitzt).

Die Klasse derjenigen separablen Rdume, denen eine Ordinaldimension
zukommt, bildet, wie man leicht einsieht einen (in Bezug auf das System
aller separablen Riume) kompletten Bereich. Man zeigt ferner durch
“transfinite Induktion” dass diese Klasse in jedem kompletten Bereich
als Teilbereich enthalten ist, also den kleinsten kompletten Bereich bildet.

Mit Riicksicht auf die oben formulierten Ergebnisse schliessen wir daraus:
Einem separablen Raum kommt eine Ordinaldimension dann und nur
dann zu, wenn derselbe mit einer Teilmenge eines abzdhlbar-dimensio-
nalen kompakten Raumes hom&omorph ist. Unter den kompakten Ridumen
stimmen also die mit einer Ordinal-dimension versehenen Ré&ume mit
den abzihlbar-dimensionalen iiberein.

Darin ist u.a. die Aussage enthalten, dass der Hilbertsche Raum nicht
“dimensionierbar” ist, d.h. keine Ordinaldimension besitzt.

Die Ergebnisse der drei letzten Paragraphen zusammenfassend, konnen
wir jetzt sagen:

Die kompakten abzéihlbar-dimensionalen Rdume und die Teilmengen
dieser Riume sind im Wesentlichen (d.h. von topologischen Transfor-



922

mationen abgesehen) jene Mengen, deren dimensionelle Struktur mit
Hilfe der Rekursionsprinzipien von BROUWER, MENGER und URYSOHN
erfassbar ist.

6. Zum Abschluss sei auf ein Theorem hingewiesen, das eine neue
Charakterisierung der abzidhlbar-dimensionalen Mengen liefert, welche
ganz allgemein fiir beliebige separable Mengen gilt.

Wir kniipfen an den Satz aus der Theorie der endlich-dimensionalen
Mengen an !°), welcher besagt, dass eine separable Menge (fiir ein end-
liches n) dann und nur dann héchstens n-dimensional ist, wenn sie sich
als eindeutiges beiderseits stetiges Bild !') einer (linearen) nulldimensio-
nalen Menge N darstellen ldsst in der Weise, dass jeder Punkt von R
héchstens n 41 Punkten von N als Bildpunkt zugeordnet wird.

Fiir abzihlbar-dimensionale Mengen gilt das folgende Analogon dieses
Satzes: Unter den separablen Riumen sind die abzdhlbar-dimensionalen
durch die Eigenschaft charakterisiert, dass sie sich aus nulldimensionalen
Mengen durch eindeutige beiderseits stetige Abbildungen erzeugen lassen,
bei welchen jedem Punkt des Bildraumes nur endlich viele Urbilder
entsprechen.

Ist insbesondere R ein kompakter abzihlbar-dimensionaler Raum, so
kann er durch eine Abbildung von der angefiihrten Eigenschaft aus der
Cantorschen nirgends-dichten lineairen Menge C gewonnen werden.
Indem wir die Terminologie von ALEXANDROFF und VIETORIS beniitzen,
kénnen wir auch sagen:

Alle kompakten abzihlbar-dimensionalen Riume werden durch ober-
halbstetige Zerlegungen der Cantorschen Menge C in endliche Teil-
mengen geliefert. Umgekehrt erzeugt jede derartige Zerlegung einen
abzihlbar-dimensionalen Raum.

10) Vgl. HUREWICZ, diese Proceedings, 29, (1926), S. 1014—1017.
1"} Wegen der Definition der beiderseitigen Stetigkeit bei Abbildungen, welche nicht ein
eindeutig sind, vgl. loc. cit. 10).





