
Mathematic8. - Ueber unendlich~dimensionale Punktmengen. By Dr. 
W. HUREWICZ. (Communieated by Prof. L. E. J. BROUWER). 

(Communicated at the meeting of May 26, 1928). 

Bekanntlich sind für jede natürliche Zahl n in der Gesamtheit aller 
separablen Räume die höehstens n~dimensionalen dadureh eharakterisiert. 
dass sie sich als Summen von n + 1 nulldimensionalen Teilen darstellen 
lassen 1). 

Diese Tatsaehe legt den Gedanken nahe. die Theorie der unendlich~ 
dimensionalen Mengen mit der Betraehtung jener Räume zu beginnen. 
die in abzählbar viele nulldimensionale Teile (oder. was dasse1be bedeutet. 
in abzählbar vide endliehdimensionale Teile) zerlegbar sind. Wir wollen 
solche Räume abzählbar~dimensional nennen. wob ei aus formalen Gründen 
die leere Menge ebenfalls als abzählbardimensional bezeichnet wird. 
Ein abzählbar~dimensionaler Raum. der keine endliche Dimension besitzt 
heisst No~dimensional. 

Im folgenden 5011 die Theorie der abzählbar~dimensionalen Mengen in 
ihren Grundzügen entwickelt werden. Dabei besehränken wir unsere 
Betraehtungen aussehliesslieh auf metrisierbare separable Räume. 

1. Vor allem erhebt sich die Frage. ob nicht jeder separable R~um 
abzählbar~dimensional ist 2). Da naeh URYSOHN jede separable Menge 
mit einer Teilmenge des Hilbertsehen unendlich~dimensionalen Raumes 
H homöomorph ist 3). 50 ist unser Problem gleichbedeutend mit der Frage. 
ob der Hilbertsehe Raum abzählbar~dimensional ist. 

Die Antwort fällt. wie wir gleich sehen werden. negativ aus. Der 
Hilbertsche unendlich~dimensionale Raum kann nicht mit abzählbar vielen 
endlich~dimensionalen Teilen ausgefüllt werden. 

Der Bequemlichkeit halber führen wir den Beweis nicht für den Raum 
H selbst. sondern (was offenbar auf dasse1be hinauskommt) für den 
kompakten Teil K von H. welcher dur eh die Koordinatenungleichungen 

X n -= 1/n 

deflniert ist. Sei also in K irgendwie eine Folge von nulldimensionalen 
Mengen 

1) Vgl. mei ne Arbeit .. Normalbereiche und Dimensionstheorie", Math. 96. S.761. 
2) Vgl. URYSOHN. Math. Ann. 92, S. 303. 
3) Dieses Problem wurde bereits von URYSOHN formuliert.vgl. Fund. Math. 8. S. 351. 

.. Problème v". Daselbst wurde die Vermutung ausgesprochen. dass Antwort auf das Problem 
negativ ausfällt. 
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vorgegeben. Wir haben zu zeigen. dass es in K Punk te gibt. die keiner 
dieser Mengen angehören. 

Bezeichnen wir für jedes natürliche n mit Bn bzw. mit B(n) die Menge 
aller Punkte von K. für deren n-te Koordinate 

xn=O 
bzw. 

X n = Iln 
gilt. Die beiden Mengen Bn und B(n) sind abgeschlossen und zueinander 
fremd. 

Stellen wir jetzt den Raum K als Summe von zwei abgeschlossenen 
Mengen KI und K(I) dar. von denen die erste mit BO). die zwei te mit 
BI punktfremd ist. und 50 dass der Durchschnitt KI • KO) zu der null
dimensionalen Menge NI fremd ist (dass eine solche Zerlegung von K 
existiert. folgt aus bekannten Sätzen über nulldimensionale Mengen 4)). 

Jetzt wird die Menge KO) analog wie vorher der ganze Raum K. in 
zwei abgeschlossene Teile K2 und K(2) zerlegt mit den Eigenschaften : 

K 2 . B(2) = K(2) • B 2 = 0 

K 2 • K(2). N 2 =0. 

Das Verfahren wird in dieser Weise fortgesetzt. Allgemein haben wir: 

K(m) = Km+1 + K(m+l) • (I) 

Km. B(m+l) = K(m) . Bm+1 = 0 (2) 

(3) 

Sei jetzt m eine natürliche Za hl. Betrachten wir das in K liegende 
m-dimensionale Intervall 

Xi ~ l/i(i= 1. 2 ... m) Xi =0 (i=m + 1. m + 2 .... ). (') 

und das (m + l)-tupel der abgeschlossenen Mengen: 

die in ihrer Gesamtheit den ganzen Raum K ausfüllen. 
Unter Berücksichtigung der Beziehungen (2) ergibt sich aus einem 

grundlegenden Lebesgue-Brouwerschen Satze 5). dass es innerhalb (') 
Punk te gibt. die sämtlichen n + 1 Mengen n angehören. Bezeichnen 
wir mit Pm den Durchschnitt der Mengen n. 50 sind die Mengen PI' 
P2• P3• • •• nicht-leer. abgeschlossen. und jede jede von ihnen ist in der 

4) Vgl. die sub I) zitierte Abhandlung, S. 739. Satz lIl. 
S) Diesen Satz kann man in der folgenden Form aussprechen: Werden mit BI. B2 ... Bn. 

BI'. B/ ... Bn' die 2n Seiten des n-dimensionalen IntervalIs I bezeichnet, wobei Bt und Bi' 
gegenüberliegende Seiten bedeuten. und wird I in n + 1 abgeschlossene Mengen AI. A 2 • •• An+ I 
zerlegt, so dass Ai. Bi = 0 (1 = 1. 2 .. . n) und Ai. Bk = 0 für i >k gilt. so haben die n + 1 
Mengen Ai mindestens einen gemeinsamen Punkt. Vgl. LEBESGUE. Math. Ann. 70. 
S. 166-168 und Fund. Math. 2. S. 257: BROUWER. Crellscher Journal H2, 150. wo der 
Satz zum ersten Mal bewiesen wurde. - Siehe ferner HUREWICZ, Math. Ann .. wo sich 
die hier angeführte Form des Satzes findet. 

60* 
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vorangehenden enthalten. Nach dem sogen. Cantorschen Durchschnitt~ 
oe 

satz ist der Durchschnitt IJ Pi nicht leer, anderseits ist dieser Durch~ 
i=l 

schnitt zu sämtlichen Ni fremd, denn wegen (3) ist Pi ZU Ni fremd. Es 
sind also in K Punkte vorhanden, die keinem Ni angehören, und damit 
ist gezeigt, dass K nicht abzählbar~dimensional ist. 

2. Das einfachste Beispiel einer No~dimensionalen Menge bildet die 
Gesamtheit aller Punkte des Hilbertschen Raumes H, die nur endlich 
viele von Null verschiedene Koordinaten haben. Diese Menge ist aller~ 
dings nicht kompakt. 

Urn ein Beispiel eines kompakten No~dimensionalen Raumes zu bilden, 
bezeichnen wir mit W m (m = 1. 2, ... ) die Menge aller Punkte von H, 
die der Bedingung 

Xi - - l /m (i = 1. 2 ... m) Xi = 0 (i = m + 1, m + 2, ... ) 

genügen. Die Summe der endlich~dimensionalen Mengen W m ist No~dimen~ 
sional und, wie man leicht sieht, kompakt. 

Durch ein komplizierteres Verfahren könnte man einen kompakten 
abzählbar~dimensionalen Raum bilden, in dem jede offene Menge unend~ 
lich~dimensional ist (der im vorigen Beispiel definierte kom pakte Raum 
hat offenbar diese Eigenschaft nicht). Ein derartiger Raum kann, wie 
sich leicht beweisen liesse, nicht als Summe von abzählbar vielen in ihm 
abgeschlossenen endlich~dimensionalen Mengen dargestellt werden. 

3. Die Überlegungen dieses und des folgenden Paragraphen werden 
die Ausnahmestellung zeigen, welche die abzählbar~dimensionalen Mengen 
in Bezug auf die übrigen Punktmengen einnehmen. 

Wir gehen von dem folgenden Satze aus: 
Hat ein separabler Raum die Eigenschaft, dass zu jedem seiner Punkte 

beliebig kleine Umgebungen existieren, deren Begrenzungen abzählbar~ 
dimensional sind, sa ist der Raum R selbst abzählbar~dimensional. 

Durch Anwendung eines allgemeinen Satzes von mir 6) ergibt sich 
nämlich zunächst, dass R in zwei Mengen zerlegbar ist, von denen die 
eine nulldimensional. die zwei te abzählbar~dimensional ist; daraus folgt 
ab er sofort die Behauptung. 

Versuchen wir also die Rekursionsprinzipien von BROUWER. MENGER 
und URYSOHN, welche den Übergang von der Klasse der n~dimensionalen 
Räume zu der Klasse der (n + l)~dimensionalen Räume vermitteln, auf 
den Bereich der abzählbar~dimensionalen Räume als Ausgangsbereich 
anzuwenden, so gelangen wir auf diesem Wege, wie der soeben ange~ 
führte Satz zeigt, zu keiner neuen Klasse von Räumen. 

Wir führen jetzt die folgende Begriffsbildung ein: Ein System ~ von 

b) Nämlich des Theorems I in der sub 1) zitierten Arbeit, S.7Si. 
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separablen Räumen nennen wir komplett im System Q3 aller separablen 
Räume. wenn die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind: 1. der 
"leere Raum" (die .. leere Menge") kommt im System 21 vor. 2. Besitzt 
der separable Raum R zu jedem seiner Punkte beliebig kleine Umge~ 
bungen. deren Begrenzungen Räume aus dem Bereich 91 sind. so 
gehört R ebenfalls dem System 21 an. 

Indem wir statt des Systems aller separablen Räume etwa das weniger 
umfangreiche System ~ aller kompakten Räume als Operationsbereich 
zugrunde1egen. definieren wir in analoger Weise. was unter einem in 
Bezug auf ~ kompletten Bereich von kompakten Räumen zu verstehen ist. 

Das oben ausgesprochene Theorem können wir jetzt auch so formulieren. 
Im Bereiche aller separablen Räume bilden die abzählbar~dimensionalen 

Räume einen kom pletten Bereich. 
Es ist nun sehr merkwürdig. dass unter Beschränkung auf kompakte 

Räume gewissermassen auch die Umkehrung dieses Satzes gilt: Bin 
kompakter abzählbar~dimensionaler Raum gehört jedem beliebigen kom~ 
pletten Bereich an. 

Angenommen nämlich. der kompakte abzählbare~dimensionale Raum 

(dim NI = 0; i= 1. 2 .... ) 

komme in einem kompletten Bereich ~ nicht vor. Dann muss es nach 
der Definition der kompletten Bereiche einen Punkt p von Rund eine 
Umgebung U von p geben. so dass keine in U enthaltene Umgebung 
von p durch eine dem Bereich 21 angehörende Menge begrenzt ist. 

Wählen wir innerhalb U eine Umgebung von p. deren Begrenzung BI 
zu der nulldimensionalen Menge NI fremd ist. Die abgeschlossene Menge 
BI ist kein Element von ~. woraus folgt. dass diese Menge nicht leer ist. 
Indem wir jetzt mit BI in derselben Weise verfahren. wie soeben mit R. 
definieren wir eine abgeschlossene Teilmenge B2 von BI' die in ~ nicht 
vorkommt und mit N 2 punktfremd ist. 

Das Verfahren ad infinitum fortsetzend. erhalten wir eine absteigende 
Folge von abgeschlossenen. nicht leeren Mengen BI. B2• B3" . .. die 
k te von denen zu N k fremd ist (k= 1.2 .... ). Der Durchschnitt der Bi ist 
zu sämtlichen N k fremd. also leer. was einen Widerspruch mit dem 

• Cantorschen Durchschnittsatz ergibt. 
Die beiden oben bewiesenen Sätze können wir in dem folgenden 

Fundamentalsatze zusammenfassen: 
Innerhalb des Bereiches ~ aller kompakten Räume bilden die 

abzählbar-dimensionalen Räume den kleinsten kompletten Bereich. 
Dieses Theorem gibt eine von der Zerlegbarkeit in hulldimensionale 

Teile unabhängige Definition der abzählbar~dimensionalen kompakten 
Räume. 

Der Fundamentalsatz liefert eine Methode um allgemeine Sätze über 
abzählbar~dimensionale Räume zu beweisen: Sobald man weiss. dass die 
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Räume denen eine gegebene Eigenschaft E zukommt, einen kompletten 
Bereich bilden, kann man daraus schliessen, dass diese Eigenschaft jedem 
kompakten abzählbar~dimensionalen Raum zukommt. 

Mit Hilfe dieser Methode kann man beispie1weise zeigen, dass ein 
kompakter No-dimensionaler Raum Teilmengen (sogar abgeschlossene) 
von be1iebig vorgeschriebener endlicher Dimension enthält. 7)_ Dies folgt 
einfach aus der Bemerkung, dass für jedes natürliche n alle diejenigen 
Räume, welche entweder weniger als n~dimensional sind, oder einen 
genau n~dimensionalen abgeschlossenen Teil enthalten, einen kompletten 
Bereich bilden. 

4. Wir g~hen jetzt von den kompakten Räumen zu den allgemeinen 
separablen Räumen über und fragen, ob auch in dem Bereich der sepa~ 
rablen Räume der Satz gilt, dass die abzählbar-dimensionalen Räume 
den kleinsten kompletten Bereich bilden. Es zeigt sich, dass dies nicht 
der Fall ist. Es gilt vie1mehr die folgende Behauptung, auf deren Beweis 
wir hier nicht eingehen können. 

lnnerhalb des Bereiches aller separabler Räume wird der kleinste kom~ 
plette Bereich von allen jenen Räumen gebildet, die nicht nur selbst 
abzählbar~dimensional sind, sondern überdies noch mit einer Teilmenge 
eines kompakten abzählbar~dimensionalen Raumes homöomorph sind. 8) 

Auf der anderen Seite zeigt es sich, dass es abzählbar~dimensionale sepa~ 
rable Räume gibt, die sich nicht in einen kompakten abzählbar~dimensionalen 
Raum einbetten lassen (in dem Sinne, dass sie mit keiner Teilmenge eines 
derartigen Raumes homöomorph sind). Zu diesen Räumen gehört beispie1~ 
weise der bereits ob en betrachtete Raum, der von jenen Punkten des 
Hilbertschen Raumes gebildet · wird, die nur endlich vie1e nicht ver
schwindende Koordinaten besitzen. Dies ergibt einen scharfen Gegensatz 
mit der Theorie der endlichdimensionalen Räume, wo doch der Satz 
gilt, dass jede endlich-dimensionale Menge in einen kompakten Raum 
von derse1ben Dimension einbettbar ist. 9) 

In diesem Zusammenhang sei noch bemerkt, dass jeder abzählbar
dimensionale Raum, der vollständig und separabe1 ist, sich auf eine 
Teilmenge eines kompakten abzählbar-dimensionalen Raumes topologisch 
abbilden lässt, also dem kleinsten kompletten Bereich angehört. Der am 

7) Dies hängt mlt der mir von MENGER mündlich mitgeteilten Frage zusammen, ob jeder 
unendlich-dimensionale Raum Teilmengen von jeder endlichen Dimension enthält. Es ist 
mir gelungen zu zeigen, dass bei der Annahme der Kontinuurnshypothese die Mengersche 
Frage. wenn man sie in voller Allgemeinheit ausspricht. negativ beantwortet werden muss. 
Unter Annahme der Kontinuurnshypothese lassen sich nämlich Räume angeben. die nur 
abzählbare und unendlich-dimensionale Teilmengen enthalten. 

8) Recht schwierig ist der Nachweis. dass die erwähnten Räume tatsächlich einen kom
pletten Bereich bilden. Dass dies der kleinste kom plette Bereich ist. beweist man hin
gegen beinahe ·ebenso einfach, wie oben im Falie kompakter Räume. 

9) Siehe HUREWICZ, diese Proceedings. 30 (1927), S. 425':"'430. 
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Schluss des letzten Paragraphen ausgesprochene Satz für kom pakte Räume 
ist somit auch für separable vollständige Raume gültig. 

5. Die Überlegungen der letzten Paragraphen rücken in ein neues 
Licht, wenn wir an den Begriff der transfiniten Zahl anknüpfen. 

Unserer Definition der abzählbar~dimensionalen Mengen lag eine 
Auffassung der Dimensionszahl als Kardinalzahl zugrunde. Diese Kar~ 
dinalzahl wird bestimmt durch die kleinste Anzahl von nulldimensionalen 
Teilen, welche zum Aufbau der gegebenen Menge nötig ist. Die Berech~ 
tigung dieser Auffassung erg ab sich aus dem am Anfang dieser Arbeit 
angeführten "Zerlegungstheorem" für endlich dimensionale Mengen. 

Anderseits führt uns ab er die Verallgemeinerung der üblichen rekur~ 
siven Definition der Dimensionszahl darauf, gewissen unendlich~dimen~ 
sion al en Mengen zur Charakterisierung ihrer Dimensionsverhältnisse eine 
transfinite Ordinalzahl zuzuordnen, welche wir als die "Ordinaldimension" 
der betreffend en Menge bezeichnen wollen. An die Mengersche Form 
der Dimensionsdefinition anknüpfend, setzen wir nämlich fest, dass für 
eine Ordinalzahl a unter ei~em Raum von der Ordinalmemion a ein Raum 
zu verstehen ist, der erstens keine kleinere Ordinaldimension besitzt' und 
der zweitens zu jedem seiner Punkte beliebig kleine Umgebungen enthält, 
deren Begrenzungen Ordinaldimensionen < ahaben. 

Vor allem bemerken wir, dass einem separablen Raum auf Grund 
dieser Definition, wenn überhaupt, dann stets eine abzählbare Ordinal~ 
zahl (Ordinalzahl der ers ten oder zweit en Zahlenklasse) als Dimension 
zugeordnet wird. 

Ferner ist es klar, dass unsere Definition keineswegs jedem separablen 
Raum eine Ordinaldimension zuordnen muss (es wird sich sogleich ergeben, 
dass beispielweise der Hilbertsche Raum H keine Ordinaldimension besitzt). 

Die Klasse derjenigen separablen Räume, denen eine Ordinaldimension 
zukommt, bildet, wie man leicht einsieht einen (in Bezug auf das System 
aller separablen Räume) kom pletten Bereich. Man zeigt ferner durch 
"transfinite Induktion" dass diese Klasse in jedem kompletten Bereich 
als Teilbereich enthalten ist, also den kleinsten kompletten Bereich bildet. 

Mit Rücksicht auf die oben formulier ten Ergebnisse schliessen wir daraus : 
Einem separablen Raum kommt eine Ordinaldimension dann und nur 
dann zu, wenn derselbe mit einer Teilmenge eines abzählbar~dimensio~ 
na/en kompakten Raumes homöomorph ist. Unter den kompakten Räumen 
stimmen also die mit einer · Ordinal~dimension versehenen Räume mit 
den abzählbar~dimensionalen überein. 

Darin ist u.a. die Aussage enthalten, dass der Hilbertsche Raum nicht 
"dimensionierbar" ist, d.h. keine Ordinaldimension besitzt. 

Die Ergebnisse der drei letzten Paragraphen zusammenfassend, können 
wir jetzt sagen: 

Die kompakten abzählbar~dimensionalen Räume und die Teilmengen 
dieser Räume sind im Wesentlichen (d.h. von topologischen Transfor~ 
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mat ionen abgesehen) jene Mengen. deren dimensionelle Struktur mit 
Hilfe der Rekursionsprinzipien von BROUWER. MENGER und URYSOHN 
erfassbar ist. 

6. Zum Abschluss sei auf ein Theorem hingewiesen. das ei ne neue 
Charakterisierung der abzählbar~dimensionalen Mengen liefert. welche 
ganz allgemein für beliebige separable Mengen gilt. 

Wir knüpfen an den Satz aus der Theorie der endlieh~dimensionalen 
Mengen an 10). welcher besagt. dass eine separable Menge (für ein end~ 
li~hes n) dann und nur dann höchstens n~dimensional ist. wenn sie sieh 
als eindeutiges beiderseits stetiges Bild I I) einer (linearen) nulldimensio~ 

nalen Menge N darstellen lässt in der Weise. dass jeder Punkt von R 
höchstens n + 1 Punk ten von N als Bildpunkt zugeordnet wird. 

Für abzählbar~dimensionale Mengen gilt das folgende Analogon dieses 
Satzes: Unter den separablen Räumen sind die abzählbar~dimensionalen 
durch die Eigenschaft charakterisiert. dass sie sich aus nulldimensionalen 
Mengen durch eindeutige beiderseits stetige Abbildungen erzeugen lassen. 
bei welchen jedem Punkt des Bildraumes nur endlich viele Urbilder 
entsprechen. 

Ist insbesondere Rein kompakt er abzählbar~dimensionaler Raum. so 
kann er durch eine Abbildung von der angeführten Eigenschaft aus der 
Cantorschen nirgends~dichten lineairen Menge C gewonnen werden. 
Indem wir die Terminologie von ALEXANDROFF und VIETORIS benützen. 
können wir auch sagen: 

Alle kompakten abzählbar~dimensionalen Räume werden durch ober~ 
halbstetige Zerlegungen der Cantorschen Menge C in endliche Teil~ 

mengen geliefert. Umgekehrt erzeugt jede derartige Zerlegung einen 
abzählbar~dimensionalen Raum. 

10) Vgl. HUREWICZ. diese Proceedings. 29. (1926). S. 1014-1017. 
I') Wegen der Definition der beiderseitigen Stetigkeit bei Abbildungen. welche nicht ein 

eindeutig sind. vgl. loc. cito 10) . 




