Mathematical Physics. — Ueber die Differentialgeometrie einer Her-
miteschen Differentialform und ihre Beziehungen zu den Feld-
gleichungen der Physik. Von ]. A. SCHOUTEN und D. vAN DANTZIG.
(Communicated by Prof. P. EHRENFEST.)

(Communicated at the meeting of January 26, 1929.)

Eine lineare Uebertragung heiszt Ferniibertragung oder integrabel,
wenn ihre Kriimmungsgrésze verschwindet, anders gesagt, wenn bei
pseudoparalleler Verschiebung eines Vektors liéngs einer geschlossenen Kurve
stets Anfangsstellung und Endstellung zusammenfallen. Wie WEITZENBOCK!)
gezeigt hat, ist jedem System von n linear unabhingigen Vektorfeldern
eine im allgemeinen nichtsymmetrische Ferniibertragung zugeordnet. Wie
CARTAN und SCHOUTEN gezeigt haben, existieren in der Gruppenmannig-
faltigkeit jeder halbeinfachen Gruppe eine Riemannsche Uebertragung
und zwei ausgezeichnete nichtsymmetrische Ferniibertragungen welche
beide den Fundamentaltensor invariant lassen. In zwei kurzen Noten hat
Hr. EINSTEIN 2 gezeigt, dasz sich die Feldgesetze der Gravitation und
des Elektromagnetismus in erster Niherung ganz einfach und natiirlich
ergeben wenn man eine Riemannsche Geometrie und dazu eine, den
Fundamentaltensor invariant lassende, iibrigens aber ganz beliebige Fern-
tibertragung zugrunde legt und Hr. WEITZENBOCK3) hat die Theorie der
hierbei in Frage kommenden Differentialinvarianten entwickelt. Es ist
nun etwas storend, dasz die neue Theorie gleichsam aus zwei Prinzipien
herauswichst, der Riemannschen Metrik und der Ferniibertragung, und man
sieht nicht recht ein, warum gerade eine Ferniibertragung adjungiert
werden musz. In der oben zitierten Weitzenbéckschen Arbeit ist dann
auch schon der Fall beriicksichtigt, wo statt der Ferniibertragung etwas
anderes adjungiert wird, z.B. zwei kovariante Vektorfelder.

Es soll nun im nachstehenden gezeigt werden, dasz Riemannsche Metrik
und Ferniibertragung zusammen, Analytizitit der in betracht kommenden
Funktionen vorausgesetzt, gleichwertig sind mit der Einfiihrung der
Maszbestimmung eines einzigen Hermiteschen Fundamentaltensors. Der
Einsteinsche Ansatz gewinnt dadurch um Vieles an Natiirlichkeit und es
entsteht die Vermutung, dasz sich auf diesem Wege ein einfacher An-

1) Invariantentheorie, S. 320.

?) Riemann Geometrie mit Aufrechterhaltung des Begriffes des Fernparallelismus, Berliner
Sitz. Ber. (28) 217—221; Neue Maéglichkeit fiir eine einheitliche Feldtheorie von Gravitation
und Elektrizitit, ebenda (28) 224—227.

3) Differentialinvarianten in der Einsteinschen Theorie des Fernparallelismus, ebenda (28)
466 —474.
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schlusz finden wird an die Quantentheorie, wo die Hermiteschen Formen
bekanntlich eine fundamentale Rolle spielen.

v
1. Die n Koordinaten x, a,..., ® =a,..., a, einer X, sollen unab-
hingig von einander alle komplexen Werte durchlaufen, und es sollen
nur solche Koordinatentransformationen zugelassen werden, bei denen

k
die neuen Koordinaten x, h,..., m=1,...,n analytische Funktionen
der alten sind, die in einem zu betrachtenden Gebiet regulédr sind, und
daselbst eine von 0 verschiedene Funktionaldeterminante besitzen. Es

Kk
sind dann auch die Konjugierten x=x, H,..., M=1,..., n, analytische
N2 _ -
Funktionen der Konjugierten x—=x, 4,...,2=a,,...,a.. Es ist also:
v A

0, x=0 ; 0, =20/0x
. (1)

N A

0, x=0 ; 0, =09/0x
In jedem Punkte dieses Gebietes betrachten wir die folgenden Grészen:

I. Skaldre Groszen ;

II. Gewohnliche kovariante, kontravariante und gemischte Grészen
(oder Grészen erster Arf), mit Bestimmungszahlen, die kleine Buchstaben
als Indizes bekommen und deren Transformationen sich in bekannter

v
Weise aus der Transformation der x ableiten, z.B.:
k
v =Akvy ; AF=09 x (

Ar=9, ;‘ s @

w =Alw,;
i t

III. Grészen zweiter Art, mit Bestimmungszahlen, die grosze Buch-

staben als Indizes bekommen und deren Transformationen sich in derselben
N
Woeise aus der Transformation der x ableiten, z.B.

o
= ANy Af:bs-x)

i €)
w, =Alw! ; A'=9, x S

IV. Hermitesche Grészen. die sich als Summen von Produkten von
Groszen erster und zweiter Art schreiben lassen und sich entsprechend

transformieren, z.B.:
M

s ;
gy=gwm 0,x)0,x . . . . . . . 4

Offenbar ist einem jeden Linienelement ein gewd&hnlicher Vektor und
ein Vektor zweiter Art mit konjugierten Bestimmungszahlen zugeordnet

v N N
und wir schreiben dementsprechend dx’ statt dx und dx statt dx. All-
gemein sollen v und v* stets Vektoren mit konjugierten Bestimmungs-
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zahlen darstellen. Dasselbe soll fiir Groszen hoheren Grades gelten, z.B.
gayu und g .

Groszen erster bzw. zweiter Art heiszen analytisch wenn ihre Bestim-
mungszahlen analytxsche, im betrachteten Gebiet reguldre, Funktionen

der x bezw. der. x sind. Diese Eigenschaft bleibt bei den erlaubten
Koordinatentransformationen erhalten. Es hétte keinen Sinn, Hermitesche

Groszen einzufiihren, deren Bestimmungszahlen analytische Funktionen
v N

der x oder der x wiren, weil diese Eigenschaft bei den erlaubten

Koordinatentransformationen nicht invariant wire. Jede Grosze ist aber eine

Summe von Vielfachen von Produkten analytlscher Grészen mit Koeffi-

zienten, die sowohl von den x als von den x abhingen.
Eine kovariante Hermitesche Grdsze zweiten Grades gaw heiszt sym-

metrisch oder Tensor wenn g,,— gM, anders gesagt, g, = gu ist.
Dasselbe gilt m.m. fiir kontravariante Groszen. Bei Ueberschiebung mit

dx* dxv entsteht eine Hermitesche Differentialform. Ist der Rang von
gsu gleich n, so kan man bekanntlich auf unendlichviele Weisen n

1
Vektoren ua so bestimmen dasz
i {

Gy =y . . . . .. (5)

Sind dann u’ und uV die reziproken Vektoren, so ist der kontravariante
i i

Hermitesche Tensor
gv=Zutuw . . . . . . . . . (6

der Reziproke von gim:
g™ =A, : gagh=AY . . ...

2. Es soll eine lineare Uebertragung bestimmt werden, die folgenden
Bedingungen geniigt :

A. Das kovariante Differential jedes analytischen Vektors soll die
gewdhnliche Form haben:

ov' =dv' 4+ Ime v dx* ; Odwr=dwr— [, w, dx* 2
do¥ =dv ¥+ '\ v'dx™ ; bw,=dw,— I"ZTMdest

B. Das kovariante Differential eines beliebig gegebenen Hermiteschen
Tensors g,,, vom Range n soll verschwinden.

C. Das kovariante Differential einer jeden analytischen Grésze soll
selbst analytisch sein.

Aus A folgt, dasz das kovariante Differential jedes nicht-analytischen
Vektors ebenfalls die Form (8) hat.

Aus B folgt:

g v N __ _Na
FAngA a,‘gu b Ty =9™ Omus - - - - (9



63

. N ; :
sodasz, wegen der Tensoreigenschaft von g,,, I"4, und I"}, und infolge-

dessen auch dv" und dv’, konjugiert sind.
Aus C folgt, dasz g,,, den Gleichungen
Oy I3, =9g" 040,g,4+0ng")0,g,4=0 16}
O Tin=9"" 3, 0 9.4+, 8™) Oy 94s =0

geniigen musz. Es laszt sich leicht zeigen, dasz die linken'!) Seiten dieser
Gleichungen je eine Hermitesche Grésze vierten Grades darstellen. Die
Gleichungen (10) sind unter Beriicksichtigung von (9) gleichwertig mit
den Gleichungen

((56—66)1}“.—_0 ; (66—65)UN:0 ..o (1)

21 12 21 12
welche besagen, dasz die Uebertragung integrabel ist, d.h. dasz die
Kriimmungsgrosze verschwindet.

Die zu dieser Uebertragung gehérige symmetrische Uebertragung mit

den Parametern I, und I (V - ist nicht integrabel und das zugehérige
kovariante Differential von g,,, verschwindet nicht. Fiir ihre Kriimmungs-
grosze findet man:

0

R’ =2 Viu S’ —2 8™ Sax” — 2 Sep” S’ -+ (12)
0
und eine analoge Gleichung fiir Ry, ;" in welchen Gleichungen
Si'=Itw s Siw =L{asg + » » +» « + (13

gesetzt ist. Wir bemerken nebenbei, dasz die beiden Kriimmungsgrészen
invariant sind bei konformen Transformationen von g,,, 2.
v % v N Yo vy
3. Setzt man x=x+ix, x=x—ix, so besteht eine eineindeutige
Korrespondenz zwischen den komplexen Punkten der X, und den reellen
Y 141
Punkten der X;, der Variabelen x, x. Man kann in der X3, auch die
v N
x und x als 2n unabhidngige komplexe Koordinaten verwenden. Ein
Linienelement in der X, korrespondiert dann mit einem Linienelement
mit den 2n Bestimmungszahlen dx” und dxV¥ in der X;.. Diese Korres-
pondenz ist unabhidngig vom Koordinatensystem in der X,.
Der Hermitesche Tensor in X, bestimmt in der X, eine reelle qua-
dratische Form

oo (dxx + idx™) (docke — idxcm) . . . . . (14)

1) Diese Gleichungen bilden eine Art “Analytizitits”-Bedingungen. Fiir n =1 stellen sie
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir dar, dasz die einzige Bestimmungszahl
von g Produkt einer analytischen Funktion von x mit einer analytischen Funktion von

x ist.
2) Vergl. J. A. SCHOUTEN, The invariants of linear connexions with different trans-
formations, Proc. Roy. Acad. Amsterdam, Vol. 30 (1927) 276—281, S. 277.
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Infolgedessen herrscht in der X5, eine Riemannsche Geometrie mit
den Parametern
-

R ) R, R, , .. R
De=Iky 3+ Im=Tw=8w=g?g,p,Saw t =0 (15

R R\ . R
und analog gebildeten I'},, I'), =TI, und I}, DieKrimmungsgrosze

Aun

dieser Uebertragung ist eine Komitante von S;;*, S ;"

und g,, . Die

v N
X, in der X, fiir welche die x oder die x konstant sind, sind in der
V3. isotrop und geoditisch.
Die Riemannsche Uebertragung induziert in der X, eine Uebertragung
allgemeinerer Art, mit einem kovarianten Differential von der Form

Rv Kl Rv Y Rv A
0w =dv' + v dx"+ Inwv dx™, . . . . (16)

fir welche ebenfalls gg“, = 0 ist, die aber den Bedingungen A und C
nicht geniigt.

Die in einem gegebenen Koordinatensystem reellen Punkte der X, werden
auf eine V, in der V;, abgebildet, die im allgemeinen nicht geoditisch
ist. In dieser X, erzeugt die Hermitesche Form einen gewd&hnlichen
Tensor und einen Bivektor mit den Bestimmungszahlen

h,\y:“zl‘ G u + 9,;.1) 2
(17)

bzw.
1 :
(=570 —8ua) S

4. Wird die Hermitesche Form so gewé&hlt, dasz ihre Bestimmungs-
zahlen im Reellen reell sind, so verschwindet fi. und die V, in V3,
wird eine geoditische V,, in welcher h,. dem von der Riemannschen
Uebertragung induzierten Fundamentaltensor gleich wird. Im reellen
Gebiet liegt also jetzt eine Riemannsche Geometrie und eine integrabele
Uebertragung die den Fundamentaltensor invariant ldsst. Dies ist aber
genau der Ausgangspunkt der neuesten Einsteinschen Feldtheorie.

Zusammenfassend kénnen wir also den Satz aufstellen:

Ist in einer X, eine Hermitesche Fundamentalform gegeben, die den
Gleichungen (10) geniigt und dessen Bestimmungszahlen im Reellen
reelle Werte annehmen, so ist hierdurch im Reellen eine Riemannsche
Geometrie mit Ferniibertragung eindeutig festgelegt und die n Einheits-
vektoren eines, durch die Ferniibertragung zustande kommenden, n - Bein
- Feldes sind analytisch. Ist umgekehrt eine Riemannsche Geometrie
mit Ferniibertragung gegeben, so dasz die n Einheitsvektoren eines durch
die Ferniibertragung zustande kommenden, n - Bein-Feldes analytisch sind,
so ist hierdurch eine Hermitesche Fundamentalform, die den Gleichungen
(10) geniigt, eindeutig festgelegt.





