
Mathematics. - Zwei spezielIe Kangruenzen van kubischen Raum~ 
kurven. Von Prof. JAN DE VRIES. 

(Communicated at the meeting of February 23. 1929). 

1. Die kubischen Raumkurven e3 durch vier Punkte Bk. welche den 
Kegelschnitt a2 zweimal treffen. bilden eine Kongruenz r I}. 

Es sei Bs ein beliebig gewählter Punkt. Die kubisch en Raumkurven 
durch die fünf Punk te B bilden eine Kongruenz von REYE; diese wird 
erzeugt durch zwei Büschel von quadratischen Kegelflächen deren Basis 
aus den Geraden BIB2' BIB3' BIB4' BIBs bez. aus den Geraden 
B2BI' B2B3' B2B4' B2BS besteht. Diese Büschel bestimmen auf a 2 je eine 
Involution 14

• Von den 9 gemeinschaftlichen Paaren dieser 14 werden 
3 durch Ebenenpaare erzeugt; das Paar (BJB 2B 3• BJB4BS) bestimmt mit 
dem Paare (B2BIB3' B2B4BS) die Figuren. welche aus der Geraden B4BS 
und einem Kegelschnitte eines in BIB2B3 liegenden Büschels bestehen. 
In diesem Büschel gibt es aber keine Kurve. welche a 2 zweimal trifft. 

Demnach liegt ein beliebig gewählter Punkt des Raumes auf sechs 
Kurven e3 der Kongruenz r. 

2. a. Durch zwei Punkte A'. A" von a 2 und die vier Punkte 
Bk (k = 1. 2. 3. 4) geht eine e3

; als ihr Bild betrachte ich den Schnitt~ 
punkt E der Geraden a'. a" welche a2 in A'. A" berühren. 

In der Ebene (34 durch BI. B 2. B3 liegt ein Kegelschnitt (3; durch diese 
drei Punk te. welcher a2 in A~. A~ trifft ; er bildet mit jeder durch B4 
gelegten. ihn treffenden Geraden b4 eine Figur von r. Alle diese Figuren 
werden abgebildet in den singulären Punkt S4' den Schnittpunkt der 
Tangenten a~. a~. Analog gibt es die singulären Punkte SI. S2. S3' 

b. Die Gerade a~ enthält die Bilder der Figuren. welche zusammen~ 
gesetzt sind aus einem Kegelschnitt I'~ durch A~. BI. B 2• B3 und einer 
Geraden C4 durch B4' welche 1'; und a2 trifft. Den acht Tangenten a~. a~ 
entsprechen acht Systeme von zusammengesetzten Figuren. Jeder Kurve 1'; 
werden drei Geraden C4 zugeordnet. 

c. Jeder Kegelsschnitt e2 durch BI und B 2• welcher a 2 zweimal trifft 
und b34 (B3B4) schneidet. bildet mit b34 eine Figur von r. Der Ort der 
e2 ist eine kubische Fläche Fi2' denn die Gerade bl2 bildet mit einer 
Sehne von a 2 eine Figur e2• Weil die Ebenen du!-,ch bl2 auf a2 eine l 

I) Herr Dr. VAN KOL hat in seiner Dissertation u. A. die Kongruenz [(>3] untersucht. 
wo ,,2 durch elne rationale Raumkurve n" ersetzt ist. Es dürfte sich aber empfehlen den 
einfachen Fall n = 2 gesondert zu betrachten. 
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bestimmen. wird das System dieser zusammengesetzten e3 ab gebild et auf 
eine Gerade d12 • Diese Gerade enthält die Punk te SI' S2' denn die Ebenen 
B3b12 und B4bl2 enthalten je einen Kegelschnitt f3Z' 

Die Systeme c werden also abgebildet auf die Seiten d des durch die 
Punkte S bestimmten vollständigen Vierecks. durch dessen Eckpunkte 
je zwei Bildgeraden a'. alT der Systeme b gehen. 

Der Punkt d l2d3i ist das Bild einer aus drei Geraden zusammengesetz
ten e3• nämlich aus b12• b3i und der sich auf ihnen stützenden Sehne der 
a2• Die 24 Schnittpunkte da' und da" sind ebenfalls Bilder von dreitei
lig en Figuren; auch die 24 Schnittpunkte von zwei Geraden a. Im Ganzen 
enthält r daher 51 drieteilige Figuren. 

3. Die Kongruenzkurven. welche a2 in einem Punkte A treffen. bilden 
eine Fläche F7. Die e3 durch A und Bb welche eine Gerade treffen. 
bilden bekanntlich I) eine Fläche FS. mit 3-fachen Punkten A und Bk; 
es gibt demnach 7 Kurven e3• welche a2 noch in einem zweiten Punkt 
treffen. 

Das System A der e3• welche I treffen. wird somit abgebildet auf 
eine Kurve )..7. Diese hat Doppelpunkte in Sb denn I trifft zwei Geraden 
bk (§ 2). Zwei Kurven )..7 haben somit 33 Bildpunkte E gemein. 

Der Ort der e3 des Systems A ist daher eine Fläche A33. mit sechs
facher Geraden I (§ 1) und siebenfacher Kurve a2

• 

Der Schnitt von A33 mit f34 besteht aus den Doppelkurve f3~. zwei 
dreifachen Kurven r;. vier einfachen ,.~ und den dreifachen Geraden 
b12• b\3. b23 • Hieraus erhellt. dass Bk l8-facher Punkt ist. 

4. Jede Kongruenzkurve (P. welche a2 dreimal trifft. liegt auf dem 
durch a2 und die Punk te B gelegten Hyperboloid H2. Es gibt demnach 
zwei Büschel (P). deren jede die Geraden einer Regelschaar zu Bise
kanten hat. 

Die beide Systeme werden abgebildet auf zwei Kegelschnitte (51. welche 
je Involutionskurven von Tangenteninvolutionen der a2 sind. und sich 
in den singulären Punkten S durchsetzen. 

Die Fläche F7 enthalt daher offenbar zwei Doppelkurven e3• 

Die 6 Punkte E in denen (51 durch )..7 getroffen wird. sind die Bilder 
der beiden (P. welche I schneiden. Die Fläche A33 enthält somit vier 
dreifache Kurven (p; diese entsprechen den Schnitten von I mit H2. 

5. Der Kegelschnitt 1'2. den eine Ebene l' mit H2 gemein hat. enthält 
zwei P. welche durch die beiden Büschel (lP) erzeugt werden. In jedem 
Büschel gibt es somit vier e3• welche l' berühren; die Bildkurve des 
Systems <P der von l' berührten Kurven hat demnach mit ~2 vier Tripel 
von Bildpunkten E gemein. Da sie in Sk vierfache Punk te hat (diese 

I) Der Schnitt mit einer Ebene ~ besteht aus einem Kegelschnitt und drei Geraden. 
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entsprechen den Schnitten von fT! mit fJi) be1äuft die Anzahl ihrer Schnitt~ 
punkte mit (52 28. Demnach wird tP abgebildet auf eine Kurve fT!11 (St). 

Mit )/ (SD hat sie 66 Punkte E gemein; demnach ist der Ort der von fT! 
berührten e3 eine Pläche F66. mit vierfachen Kurven fJ~. acht dreifachen 
Kurven e3 und der vierzehnfachen Kurve a2

• (Eine Tangente a enthält 
14 Punkte Eder fT!H). 

Zwei Ebenen werden von 132 Kongruenzkurven berührt. 

6. Die quadratischen Plächen durch die vier Punk te B und die Gerade 
bilden ein Netz; sie erzeugen auf a 2 eine Involution I~. Jedes der drei 

neutralen Paare entspricht den Flächen eines Büschels (F2). dessen Basis 
aus 1 und einer e3 von r besteht. 

Somit ist eine beliebig gewählte Gerade Bisekante von drei Kongruenz~ 
kurven und A33 hat die dreifache Gerade I. 

7. Es soli noch die Kongruenz !::,. untersucht werden. welche die 
Kurven e3 durch BI. B2 • B3 enthält. die den in der Ebene a liegenden 
Kegelschnitt a 2 und die Gerade c je zweimal treffen. 

Die Kurven (y3 durch Bk und einen Punkt A von a2 welche c zur 
Bisekante haben und 1 schneiden. bilden eine Fläche F4. denn die Ebene 
fJ (durch Bk) enthält zwei Kegelschnitte als Bestandteile von kubisch en 
Kurven. Da A offenbar Doppelpunkt von F4 ist. trifft a2 diese Fläche 
noch in 6 Punkten A'; durch A gehen somit sechs Kurven von !::,.. 

Wird eine Kurve von !::,. wiederum abgebildet in den Schnittpunkt E 
der Geraden a'. alf. welche a2 in Punkten A'. Alf berühren. in denen a 2 

von jener e3 getroffen wird. so bildet eine Tangente a die Kurven e3 ab. 
welche a 2 in einem Punkte A treffen; diese Kurven bilden daher eine 
Pläche F6. 

Das System der e3
• welche eine Gerade 1 schneiden. wird folglich auf 

eine Kurve .16 abgebildet: 

8. a. In der Ebene fJ liegt ein Büschel von nodalen kubischen Kurven 
P. welche ihren Doppelpunkt in der Spur C* von c haben. durch Bk 
gehen und a 2 in A~. A; treffen. Dieses zu !::,. gehärende System wird in 
den singulären Punkt So (a~ a;) abgebildet. 

b. In der Ebene rl (BI c) liegt ein Büschel ri. dessen Basis aus BI' 
der Spur B23 von b23 (B2B3) und den Spuren A;. A;' von a2 besteht. 
Jede Kurve rî wird durch b23 zu einer e3 ergänzt. Dieses System wird 
in dem singulären Punkt SI abgebildet. 

Analog gibt es die singulären Punkt~ S2 und S3. Die singulären Punkte 
SI' S2' S3 liegen offenbar auf der Polare Co von Co (ca) in Bezug auf a2. 

c. Die Ebene fJ enthält einen Kegelschnitt fJ/2 durch BI' B2• B3' A~ und 
die Spur C* von c. Diese Kurve wird zu Kongruenzkurven ergänzt durch 
jede Transversale r' von fJ/2. c und a2• Dieses System von Figuren e3 

wird abgebildet auf die Tangente a~. 
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Die Geraden r' bilden eine Regelfläche (r')5. auf welcher fJ'2 Doppel
kurve. c dreifache Gerade ist. 

Weil die Figur (P'2. C A~) dem Büschel (P) angehört. wird sie in So 
abgebildet. 

Analog bildet die Punktreihe auf a~ das System ab. welches aus dem 
Kegelschnitt fJ"2 und Transversalen r" von fJ"2. c und a2 besteht. 

d. In der Ebene fJ liegt ferner ein Büschel (fJ2). durch Bk und C·. 
von welchem jede fJ2 zu einer e3 ergänzt wird durch jede der beiden 
Sehnen rl' r2 van a2• welche fJ2 treffen. Weil der Stralenbüschel um Co 
(dem rl' r2 angehören) auf a2 eine [2 bestimmt. wird dieses System von 
6. auf eine Gerade abgebildet. und zwar auf die Gerade co; denn es 
enthält eine Figur. welche aus bk1 und einem Geradenpaar der Ebene 
Ym (Bm c) besteht. 

e. Jeder Kegelschnitt e~2 durch BI und B2• welcher c schneidet und a2 

zwei mal trifft. bildet eine Figur e3 mit der Geraden t3 durch B3' welche 
c und ei2 trifft. Jede Gerade t3 gehört zwei Figuren e3 an. denn die 
Kurven ei2 bilden eine Fläche Ff2' welche c (und bd enthält. 

Zu diesem System gehört eine e3
• welche aus dem Kegelschnitt 

BIB2A~A~C* und der Geraden B3C* besteht. also in So abgebildet 
wird. Die Bildgerade d l2 des Systems geht demnach durch So. 

f Durch B3 gehen zwei Transversalen. t~ und t;. über c und a2
• Jeder 

Kegelschnitt l;~ durch BI' B2. welcher t;. c und a2 trifft. bildet mit t~ 
eine e3

• 

Der Ort dieser Kegelschnitte ist eine Fläche T;~; denn b12• c. t~ und 
a2 haben eine Transversale. welche mit bl2 ein Geradenpaar bildet. und 
jede Ebene durch bl2 enthält zwei l;~; BI und B2 sind dreifache Punkte. 

In diesem System gibt es eine dreiteilige e3
• welche aus f 3. bl2 und 

deren durch A; gelegten Transversale besteht. also in S3 abgebildet 
wird. Demnach wird das System auf die Punktreihe von a' 3 abgebildet. 

Analog ist a; die Bildgerade des Systems. welches der Geraden t'~ 

entspricht. 
Vermittelst der Bilder der zusammengesetzten Kurven. lässt sieh 

unschwer die Anzahl der dreiteiligen Figuren bestimmen. Die Punkte Sk 
bilden je drei von ihnen ab; es gibt deren 18 mit Bildpunkten da. 24 
mit Bildern akal und schliesslich 3 mit Bildern cod. Im Ganzen gibt es 
somit 48 dreiteilige Figuren in 6.. 

9. Es sei b3 eine Kurve von 6.. welche a2 dreimal trifft. Das Netz 
der quadratischen Flächen durch Al, Bk und c erzeugt auf a2 eine 
Involution I~; wenn A 2• A3 das neutrale Paar bilden. so gibt es in jenem 
Netze einen Büschel. dessen Basis aus c und einer Kurve 15 3 besteht. 
Die Kurven b3 treffen a2 daher in den Tripeln einer IJ; folglieh werden 
sie abgebildet auf die Tripel eines Kegelschnitts b2• 

Weil b2 mit ).6 12 Bildpunkte gemein hat. welche offenbar 4 Tripel 
bilden. ist der Ort der Kurven b3 eine Fläche 6."'. Ihr Schnitt mit a 

8 
ProceedinQs Royal Acad. Amsterdam Vol. XXXII. 1929. 
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besteht aus a 2 und den Geraden Co A~, Co A~; die diesen Geraden 
entsprechenden Kurven (P bilden den Schnitt von 6. ot mit (3. Die Punkte 
B sind Doppelpunkte, c ist Doppelgerade von 6. ot; ihr Schnitt mit der 
Ebene Bkc besteht aus c und zwei Geraden. 

10. Weil die Bildkurve ).6 die vier singulären Punk te S enthält, gibt 
es 32 e3

, welche zwei beliebig gewählte Geraden schneiden, und der Ort 
der I treffend en e3 ist eine Fläche A32, mit sechsfacher Kurve a2 und 
fünfzehnfacher Geraden c. Letzteres erhellt aus § 3; denn die e3 durch 
Bk und einen Punkt C von c, welche a 2 zweimal treffen und sich auf 
eine Gerade stützen, bilden eine Fläche FH, mit 18-fachem Punkt C, 
wonach es 15 Kurven von 6. gibt, die c noch ausserhalb C treffen. 

Der Schnitt von A32 mit p besteht aus 2 fünffachen e2 , einem doppelten 
und einem einfachen Kegelschnitt, 3 Geraden und einer nodalen P. 
Demnach sind die Punkte B 16-fache Punkte der A32. 

11. Der quadratische Kegel durch c, welcher BI' B2' B3 undAI aus 
einem Punkte C projiziert, trifft a 2 noch in 3 Punkten A2' enthält somit 
3 Kurven von 6.. Die e3, welche c in C treffen, werden daher abge
bildet auf eine Kurve ,,3 (SI S2 S3) ' 

Sie hat mit (F zwei Tripel. mit 26 15 Punkte E gemein; hieraus erhellt 
wieder, dass c Doppelgerade von 6.1 und 15-fache Gerade von A32 ist. 

Die Kongruenzkurven durch C bilden eine Fläche FIs, mit dreifacher 
Kurve a2 und 2 dreifachen Kurven e3• Ihr Schnitt mit (3 besteht aus den 
Geraden bl2 , b\3' b23 und den dreifachen Kegelschnitten (3'2, (3"2 (welche 
den Schnitten der ,,3 mit a~, a~ entsprechen). Demnach sind Bk achtfache 
Punkte von FIs. 

12. Auf der Fläche F6, welche der Ort ist der e3 durch den Punkt 
A von a2 , ist c ersichtlich dreifache Gerade und die Kurve (P durch A 
eine Doppelkurve. 

Die Schnittkurve q;6 mit einer Ebene q; hat somit einen dreifachen 
Punkt und 3 Doppelpunkte, daher das Geschlecht 4. Die e3 von F6 
erzeugen auf q;6 eine [3, welche folglich 12 Doppelpunkte besitzt. Die 
e3, welche q; berühren, werden also abgebildet auf eine Kurve q;12. 

Diese q;12 (S~, 3 S~) hat mit 26 (So' 3 Sk) 62 Punkte E gemein. Demnach 
bilden die e3 , welche q; berühren, eine Fläche (/)62, mit 12-facher a2 und 
30-facher c (aus q;12 und ,,3). 

Der Schnitt dieser Fläche mit (3 setzt sich zusammen aus 4 nodalen 
Kurven p, den 8-fachen Kurven (3'2, (3"2, drei Doppelkurven (32 und den 
Doppelgeraden bkl ; im Ganzen ein Schnitt vom Grade 62. Hieraus ergibt 
sich wieder dass c 30-fache Gerade ist, und dann dass Bic 32-fache 
Punk te sind. 

Zwei Ebenen werden von 116 Kongruenzkurven berührt. 




