Mathematics. — Zwei spezielle Kongruenzen von kubischen Raum-
kurven. Von Prof. JAN DE VRIES.

(Communicated at the meeting of February 23, 1929).

1. Die kubischen Raumkurven g* durch vier Punkte B, welche den
Kegelschnitt a? zweimal treffen, bilden eine Kongruenz I'?).

Es sei Bs; ein beliebig gewé&hlter Punkt. Die kubischen Raumkurven
durch die fiinf Punkte B bilden eine Kongruenz von REYE; diese wird
erzeugt durch zwei Biischel von quadratischen Kegelflichen deren Basis
aus den Geraden B;B,, B,B;, B,B,, B,Bs bez. aus den Geraden
B,B,. B,B;, B,B,, B,B; besteht. Diese Biischel bestimmen auf a? je eine
Involution I*. Von den 9 gemeinschaftlichen Paaren dieser I* werden
3 durch Ebenenpaare erzeugt; das Paar (B,B,Bs;, B;B,Bs) bestimmt mit
dem Paare (B,B,;B;, B,B,B;) die Figuren, welche aus der Geraden B,Bs
und einem Kegelschnitte eines in B;B,B; liegenden Biischels bestehen.
In diesem Biischel gibt es aber keine Kurve, welche a? zweimal trifft.

Demnach liegt ein beliebig gewihlter Punkt des Raumes auf sechs
Kurven ¢? der Kongruenz I.

2. a. Durch zwei Punkte A’, A” von @? und die vier Punkte
Bi(k=1,2,3,4) geht eine p*; als ihr Bild betrachte ich den Schnitt-
punkt E der Geraden a’, a” welche a? in A’, A” beriihren.

In der Ebene B, durch B,, B,, B; liegt ein Kegelschnitt £2 durch diese
drei Punkte, welcher a? in A, A] trifft; er bildet mit jeder durch B,
gelegten, ihn treffenden Geraden by eine Figur von I'. Alle diese Figuren
werden abgebildet in den singuldren Punkt S, den Schnittpunkt der
Tangenten a,, a;. Analog gibt es die singuliren Punkte S,, S,, S;.

b. Die Gerade a, enthilt die Bilder der Figuren, welche zusammen-
gesetzt sind aus einem Kegelschnitt y2 durch A}, By, B;, B; und einer
Geraden ¢4 durch By, welche y2 und a? trifft. Den acht Tangenten a,, a|,
entsprechen acht Systeme von zusammengesetzten Figuren. Jeder Kurve y2
werden drei Geraden c; zugeordnet.

c. Jeder Kegelsschnitt ¢? durch B; und B,, welcher a? zweimal trifft
und by, (B;B,) schneidet, bildet mit b;4 eine Figur von I. Der Ort der
0% ist eine kubische Fliche F3, denn die Gerade b, bildet mit einer
Sehne von a? eine Figur o?. Weil die Ebenen durch b,, auf a? eine P

1) Herr Dr. VAN KoL hat in seiner Dissertation u. A. die Kongruenz [?] untersucht,
wo «? durch eine rationale Raumkurve «n ersetzt ist. Es diirfte sich aber empfehlen den
einfachen Fall n =2 gesondert zu betrachten.
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bestimmen, wird das System dieser zusammengesetzten o> abgebildet auf
eine Gerade d;,. Diese Gerade enthilt die Punkte S;, S,, denn die Ebenen
B;by; und Bb,; enthalten je einen Kegelschnitt g2

Die Systeme ¢ werden also abgebildet auf die Seiten d des durch die
Punkte S bestimmten vollstindigen Vierecks, durch dessen Eckpunkte
je zwei Bildgeraden a’, a” der Systeme b gehen.

Der Punkt d,,ds, ist das Bild einer aus drei Geraden zusammengesetz-
ten @3, namlich aus b,,, b;; und der sich auf ihnen stiitzenden Sehne der
a?. Die 24 Schnittpunkte da' und da” sind ebenfalls Bilder von dreitei-
ligen Figuren; auch die 24 Schnittpunkte von zwei Geraden a. Im Ganzen
enthilt I'" daher 51 drieteilige Figuren.

3. Die Kongruenzkurven, welche a? in einem Punkte A treffen, bilden
eine Fliche F7. Die 3 durch A und B;, welche eine Gerade treffen,
bilden bekanntlich!) eine Fliche F> mit 3-fachen Punkten A und Bi:
es gibt demnach 7 Kurven o3 welche a? noch in einem zweiten Punkt
treffen.

Das System A der o3 welche [ treffen, wird somit abgebildet auf
eine Kurve 17. Diese hat Doppelpunkte in S;, denn [ trifft zwei Geraden
bi § 2). Zwei Kurven A7 haben somit 33 Bildpunkte E gemein.

Der Ort der o* des Systems A ist daher eine Fliche 433, mit sechs-
facher Geraden [ (§ 1) und siebenfacher Kurve a2

Der Schnitt von 4°* mit f, besteht aus den Doppelkurve f2, zwei
dreifachen Kurven y2, vier einfachen y? und den dreifachen Geraden
by, by3, bys. Hieraus erhellt, dass B, 18-facher Punkt ist.

4. Jede Kongruenzkurve &3, welche a? dreimal trifft, liegt auf dem
durch a? und die Punkte B gelegten Hyperboloid H?. Es gibt demnach
zwei Biischel (4%), deren jede die Geraden einer Regelschaar zu Bise-
kanten hat.

Die beide Systeme werden abgebildet auf zwei Kegelschnitte 62, welche
je Involutionskurven von Tangenteninvolutionen der a? sind, und sich
in den singuldren Punkten S durchsetzen.

Die Fliche F7 enthalt daher offenbar zwei Doppelkurven o3.

Die 6 Punkte E in denen 62 durch A’ getroffen wird, sind die Bilder
der beiden ¢3, welche [ schneiden. Die Fliche 43 enthilt somit vier
dreifache Kurven 6%; diese entsprechen den Schnitten von [ mit H2

5. Der Kegelschnitt ¢? den eine Ebene ¢ mit H? gemein hat, enthilt
zwei I?, welche durch die beiden Biischel (6°) erzeugt werden. In jedem
Biischel gibt es somit vier 3, welche ¢ beriihren; die Bildkurve des
Systems @ der von ¢ beriihrten Kurven hat demnach mit 62 vier Tripel
von Bildpunkten E gemein. Da sie in Si vierfache Punkte hat (diese

1) Der Schnitt mit einer Ebene 2 besteht aus einem Kegelschnitt und drei Geraden.
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entsprechen den Schnitten von ¢ mit f2) belduft die Anzahl ihrer Schnitt-
punkte mit 62 28. Demnach wird @ abgebildet auf eine Kurve ¢'* (S}).
Mit 27 (S?) hat sie 66 Punkte E gemein; demnach ist der Ort der von ¢
beriihrten o3 eine Fliche F%, mit vierfachen Kurven f?, acht dreifachen
Kurven o2 und der vierzehnfachen Kurve a? (Eine Tangente a enthilt
14 Punkte E der ¢'Y).
Zwei Ebenen werden von 132 Kongruenzkurven beriihrt.

6. Die quadratischen Flichen durch die vier Punkte B und die Gerade
I bilden ein Netz; sie erzeugen auf a? eine Involution I?. Jedes der drei
neutralen Paare entspricht den Flichen eines Biischels (F?), dessen Basis
aus !/ und einer p*® von I besteht.

Somit ist eine beliebig gewihlte Gerade Bisekante von drei Kongruenz-
kurven und 433 hat die dreifache Gerade L.

7. Es soll noch die Kongruenz A\ untersucht werden, welche die
Kurven g3 durch B, B,, B; enthilt, die den in der Ebene a liegenden
Kegelschnitt a? und die Gerade c je zweimal treffen.

Die Kurven ¢* durch B; und einen Punkt A von a? welche ¢ zur
Bisekante haben und ! schneiden, bilden eine Fliche F* denn die Ebene
B (durch Bi) enthilt zwei Kegelschnitte als Bestandteile von kubischen
Kurven. Da A offenbar Doppelpunkt von F* ist, trifft a®> diese Fliche
noch in 6 Punkten A’; durch A gehen somit sechs Kurven von A.

Wird eine Kurve von /A wiederum abgebildet in den Schnittpunkt E
der Geraden a’, a", welche a? in Punkten A’, A" beriihren, in denen a?
von jener o3 getroffen wird, so bildet eine Tangente a die Kurven g3 ab,
welche a? in einem Punkte A treffen; diese Kurven bilden daher eine
Flache F°.

Das System der @3, welche eine Gerade [ schneiden, wird folglich auf
eine Kurve 1% abgebildet:

8. a. In der Ebene g liegt ein Biischel von nodalen kubischen Kurven
k3, welche ihren Doppelpunkt in der Spur C* von ¢ haben, durch B
gehen und a? in Ay, Aj treffen. Dieses zu /A gehérende System wird in
den singuldren Punkt S, (a,a,) abgebildet.

b. In der Ebene y,(B;c) liegt ein Biischel »?, dessen Basis aus B,
der Spur B;; von b,;(B;B;) und den Spuren A), A] von a? besteht.
Jede Kurve »? wird durch b,; zu einer o’ ergénzt. Dieses System wird
in dem singuldren Punkt S, abgebildet.

Analog gibt es die singuldren Punkte S, und S;. Die singuldren Punkte
Si, S2.S; liegen offenbar auf der Polare ¢, von Cg(ca) in Bezug auf a2

c. Die Ebene f enthilt einen Kegelschnitt f’? durch B,, By, B3, A, und
die Spur C* von c. Diese Kurve wird zu Kongruenzkurven ergénzt durch
jede Transversale r’ von f’?, ¢ und a® Dieses System von Figuren o*
wird abgebildet auf die Tangente a.
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Die Geraden r’ bilden eine Regelfliche (r’)°, auf welcher 8’2 Doppel-
kurve, c dreifache Gerade ist.

Weil die Figur (8’2, C A;) dem Biischel (k%) angehért, wird sie in S,
abgebildet.

Analog bildet die Punktreihe auf a; das System ab, welches aus dem
Kegelschnitt 8”2 und Transversalen 7 von $’2, ¢ und a? besteht,

d. In der Ebene B liegt ferner ein Biischel (8%), durch By und C¥*,
von welchem jede f? zu einer o3 erginzt wird durch jede der beiden
Sehnen r,,r, van a?, welche $? treffen. Weil der Stralenbiischel um C,
(dem r,, r, angehoren) auf a? eine I? bestimmt, wird dieses System von
A auf eine Gerade abgebildet, und zwar auf die Gerade cy; denn es
enthilt eine Figur, welche aus b;; und einem Geradenpaar der Ebene
¥m (Bm c) besteht.

e. Jeder Kegelschnitt o2, durch B; und B,, welcher cschneidet und a?
zweimal trifft, bildet eine Figur o¢® mit der Geraden f; durch Bj;, welche
c und @?, trifft. Jede Gerade ¢; gehort zwei Figuren o an, denn die
Kurven @?, bilden eine Fliche F3?, welche ¢ (und b,,) enthilt.

Zu diesem System gehort eine p3? welche aus dem Kegelschnitt
BB,A,A;C* und der Geraden B;C* besteht, also in S, abgebildet
wird. Die Bildgerade d,, des Systems geht demnach durch S,.

f. Durch B; gehen zwei Transversalen, ¢; und ¢, iiber c und a?. Jeder
Kegelschnitt 72 durch B, B;, welcher £,c und a? trifft, bildet mit ¢;
eine @

Der Ort dieser Kegelschnitte ist eine Fliche T3; denn by, c, ¢; und
a? haben eine Transversale, welche mit b,, ein Geradenpaar bildet, und
jede Ebene durch b, enthilt zwei 7;2; B, und B, sind dreifache Punkte.

In diesem System gibt es eine dreiteilige o3, welche aus ¢5, b, und
deren durch A gelegten Transversale besteht, also in S; abgebildet
wird. Demnach wird das System auf die Punktreihe von a’; abgebildet.

Analog ist a; die Bildgerade des Systems, welches der Geraden ¢,
entspricht.

Vermittelst der Bilder der zusammengesetzten Kurven, ldsst sich
unschwer die Anzahl der dreiteiligen Figuren bestimmen. Die Punkte S;
bilden je drei von ihnen ab; es gibt deren 18 mit Bildpunkten da, 24
mit Bildern aia; und schliesslich 3 mit Bildern cyd. Im Ganzen gibt es
somit 48 dreiteilige Figuren in A\.

9. Es sei 8° eine Kurve von A\, welche a? dreimal trifft. Das Netz
der quadratischen Flichen durch A, By und ¢ erzeugt auf a? eine
Involution I3; wenn A,, A; das neutrale Paar bilden, so gibt es in jenem
Netze einen Biischel, dessen Basis aus ¢ und einer Kurve 43 besteht.
Die Kurven 63 treffen a? daher in den Tripeln einer I3; folglich werden
sie abgebildet auf die Tripel eines Kegelschnitts 2.

Weil 62 mit 45 12 Bildpunkte gemein hat, welche offenbar 4 Tripel
bilden, ist der Ort der Kurven &3 eine Fliche A* Ihr Schnitt mit a

8
Proceedings Royal Acad. Amsterdam Vol. XXXII. 1929.
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besteht aus a? und den Geraden C; A, C,A;: die diesen Geraden
entsprechenden Kurven f? bilden den Schnitt von A* mit 8. Die Punkte
B sind Doppelpunkte, c ist Doppelgerade von A*; ihr Schnitt mit der
Ebene Bic besteht aus ¢ und zwei Geraden.

10. Weil die Bildkurve 4° die vier singuldren Punkte S enthilt, gibt
es 32 o welche zwei beliebig gewihlte Geraden schneiden, und der Ort
der [ treffenden ¢® ist eine Fliche 4%, mit sechsfacher Kurve a? und
fiinfzehnfacher Geraden c. Letzteres erhellt aus § 3; denn die o® durch
Bi und einen Punkt C von ¢, welche a? zweimal treffen und sich auf
eine Gerade stiitzen, bilden eine Fliche F*, mit 18-fachem Punkt C,
wonach es 15 Kurven von A gibt, die ¢ noch ausserhalb C treffen.

Der Schnitt von 422 mit § besteht aus 2 fiinffachen o2, einem doppelten
und einem einfachen Kegelschnitt, 3 Geraden und einer nodalen k3.
Demnach sind die Punkte B 16-fache Punkte der 432

11. Der quadratische Kegel durch ¢, welcher B,, B,, B; und A, aus
einem Punkte C projiziert, trifft a> noch in 3 Punkten A,, enthélt somit
3 Kurven von A. Die @3 welche ¢ in C treffen, werden daher abge-
bildet auf eine Kurve #*(S; S, S;).

Sie hat mit 4% zwei Tripel, mit A° 15 Punkte E gemein; hieraus erhellt
wieder, dass ¢ Doppelgerade von A*' und 15-fache Gerade von 432 ist.

Die Kongruenzkurven durch C bilden eine Fliche F'°, mit dreifacher
Kurve a? und 2 dreifachen Kurven ¢3. Ihr Schnitt mit § besteht aus den
Geraden b,,, b3, b,; und den dreifachen Kegelschnitten 8’2, "2 (welche
den Schnitten der y* mit ay, a; entsprechen). Demnach sind By achtfache
Punkte von F'5.

12. Auf der Fliche FS, welche der Ort ist der o®> durch den Punkt
A von d?, ist c ersichtlich dreifache Gerade und die Kurve 8* durch A
eine Doppelkurve.

Die Schnittkurve ¢° mit einer Ebene ¢ hat somit einen dreifachen
Punkt und 3 Doppelpunkte, daher das Geschlecht 4. Die ¢* von F*
erzeugen auf ¢°® eine I3, welche folglich 12 Doppelpunkte besitzt. Die
0%, welche ¢ beriihren, werden also abgebildet auf eine Kurve ¢!

Diese ¢'2(S3, 3 52) hat mit 1°(S,, 3 S,) 62 Punkte E gemein. Demnach
bilden die @3 welche ¢ beriihren, eine Fliche 9%, mit 12-facher a? und
30-facher ¢ (aus ¢!2 und »3).

Der Schnitt dieser Fliche mit S setzt sich zusammen aus 4 nodalen
Kurven k3, den 8-fachen Kurven £2, 82, drei Doppelkurven $? und den
Doppelgeraden by; im Ganzen ein Schnitt vom Grade 62. Hieraus ergibt
sich wieder dass ¢ 30-fache Gerade ist, und dann dass Bx 32-fache
Punkte sind.

Zwei Ebenen werden von 116 Kongruenzkurven beriihrt.





