
Matbematics. - Die Kongruenz der rationalen biquadratischen Raum~ 
kurven, die durch sieben gegebene Punkte gehen. Von G. SCHAAKE. 
(Communicated by Prof. JAN DE VRIES.) 

(Communicated at the meeting of February 23. 1929). 

§ 1. In dieser Mitteilung wird die Kongruenz der rationalen biquadra~ 
tischen Raumkurven k4

, die durch sieben gegebene Punkte Pl' .. .. P7 

gehen. untersucht werden mit Hilfe einer Abbildung der Kurven k4 auf 
die Punkte K einer Ebene a. 

Urn zu dieser Abbildung zu gelang en betrachten wir zuerst einen ratio~ 
nalen kubischen Kegel Y. mit der Spitze T und eine Gerade d. Eine auf 
Y. sich be6ndende rationale biquadratische Raumkurve bestimmt eine 
Verwandtschaft (1.4) zwischen den Ebenen d durch d und den Erzeu~ 
genden b von Y.. wenn wir eine Ebene {~ und ei ne Erzeugende b, die 
sich in einem von T verschiedenen Punkte dieser Kurve begegnen. immer 
einander zuordnen. Drei der Geraden b. die der Ebene dT korrespon~ 
dieren. fallen zusammen mit den Geraden TD I • TD2 und TD3• wenn 
DI' D 2 und D3 die Schnittpunkte von d mit x sind. 

Eine allgemeine einvierdeutige Verwandtschaft zwischen den Ebenen 
~ und den Geraden b bestimmt umgekehrt eine Kurve siebenter Ordnung 
F auf Y.. die durch Dl' D 2 und D3 geht und in T einen vierfachen 
Punkt hat. Wenn in dieser Verwandtschaft der Ebene dT die drei Ge~ 
raden TD I • TD2 und TD3 entsprechen. 50 lösen diese sich von F ab 
und es bleibt eine zu Y. gehörende rationale Kurve k4 übrig. 

Hieraus folgt. dass eine rationale Kurve k4 auf x durch 4+4+ 1-3 = 6 
Punk te von Y. bestimmt ist. 

Wir projizieren eine rationale Kurve k4 durch Pl' ...• P7 mittelst des 
kubischen Kegels x aus P7 auf a. Die Projektion ist eine nodale kubische 
Kurve k' 3• die durch die Projektionen P; . .... P~ von Pl.·· · . P 6 geht. 
Wir bilden k4 ab auf den Doppelpunkt K von k'3

• 

Ein willkürlicher Punkt K von a ist dann der Bildpunkt einer durch 
PI ..... P 7 gehenden Kurve k4

• Denn es gibt eine Kurve k'3 durch 
P;. . . .. P~. die in K einen Doppelpunkt hat und der Kegel x. der k'3 

aus P 7 projiziert. enthält eine rationale Kurve k4
• die durch Pl ....• P 6 

geht; diese Kurve geht auch durch die Spitze P7 von Y. . 

Der Bildpunkt K einer Kurve k4 durch Pl •.... P7 ist der Spurpunkt 
der durch P7 gehenden Trisekante von k4

• Diese Trisekante liegt auf der 
durch k" bestimmten Fläche qJ2 . 

Man 6ndet also die einem gegebenen Punkte K von a entsprechende 
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Kurve k1 auch mit Hilfe der quadratischen Fläche gJ2. die die Punk te 
PI . ...• P 6 und die Gerade P7K enthält. wenn man hierauf die rationale 
biquadratische Kurve durch Pl . . ... P7 konstruiert. die P7K dreimal 
schneidet. 

Die Kurve k1 ist auch der von P7K verschiedene Durchschnitt des 
Kegels" und der Flache gJ2. die aus K abgeleitet sind. 

§ 2. Wir denken uns die durch Pl •...• P 6 bestimmte kubische Raum
kurve k3• Die durch P 7 gehende Bisekante b von P schneidet a in 8'. 
Dieser Punkt ist der Bildpunkt aller Kurven k1

• welche aus P und einer 
P schneidenden Gerade s durch P7 bestehen. 

Der Punkt S' ist ein singulärer Punkt rür unsere Abbildung. Die 
aur S abgebildeten Kurven k3 bestehen aus P und den Erzeugenden s 
des kubischen Kegels "7' der Paus P7 projiziert. 

Es gibt OOI Kurven k'3 • die in Pil einen Doppelpunkt haben. Diese 
Kurven sind die Projektionen der Kurven k1

• die P7 PI dreimal schneiden 
und alle auf Pil abgebildet werden. Wenn wir von einer bestimmten 
dies er Kurven k'3 ausgehen. dann ist die zugeordnete Kurve k1 der von 
PI P 7 verschiedene Durchschnitt des projizierenden Kegels " der Kurve 
k'3 und der quadratische Fläche gJ2. die" in PI berührt. Die auf P'I 
abgebildeten Kurven k1 sind also Durchschnitte von zwei sich entspre
chenden Flächen in einer Verwantschaft (1. 2) zwischen dem Büschel der 
Kegel ". von denen PI P 7 die Doppelgerade ist und dem Büschel von 
Flächen gJ2, deren Basiskurve gebildet wird durch die Gerade PI P7 und 
die Kurve kl~' die durch P 2•• ••• P 6 geht und PI P 7 zweimal schneidet. 
Die betrachteten Kurven k1 bilden also eine Fläche siebenter Ordnung 
gJ; welche die Geraden P 2 P7 . . .. • P 6 P7 enthält. wovon die Kurve kl~ 
Doppelkurve und PI P 7 vierfache Gerade ist und wofür P7 und PI fünf
fache und die anderen Punkte P dreifache Punkte sind. 

Die Gerade PI P 7 ist doppelte torsale Erzeugende von gJi. weil die 
aus PI P 7 und kl~ bestehende Kurve Doppelkurve ist unserer Kongruenz. 
Von jedem Punkte von PI P7 gehen also noch zwei Kurven k1 von gJ; 

aus. Die einzweideutige Verwandtschaft zwischen den Büscheln von Flächen 
gJ2 und Kegeln ". die jedesmal die Flächen gJ2 und " einander zuordnet. 
welche sich in einem festen Punkte von PI P7 berühren. , hat mit der 
betrachte ten Verwandtschaft (1.2) dann auch vier Paare gemein. wovon 
zwei gebildet werden durch die beiden quadratischen Kegel. die kl~ aus 
ihren beiden Schnittpunkten mit PI P 7 projizieren und dem Kegel ". der 
k I~ aus P projiziert. 

Unsere Abbildung besitzt also noch sechs singuläre Punkte P; •... P~. 
Die aur P; abgebildeten Kurven k1 bilden eine Flache gJi. welche die 
Verbindungsgeraden von P7 mit den von Pi und P7 verschiedenen 
Punkten P enthält. wovon Pi P7 Doppelgerade und k~ Doppelkurve 
ist und worür P7 und Pi (ünffache und die anderen Pun'kte P dreifache 
Punkte sind. 
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§ 3. Es gibt sechs Systeme I I' ...• I6 von ausgearteten Kurven k\ 
die analog sind dem Systeme I7' das auf S' abgebildet wird. Das 
System II' zum Beispiel. besteht aus der Kurve k~ durch P2 •• ••• P7 

und den Erzeugenden des Kegels XI. der k~ aus PI projfziert. Seine 
Kurven werden abgebildet auf die Punkte des Kegelschnittes k? der 
durch P~ ... .. P~ bestimmt ist. 

Weiter gibt es 21 Systeme Ijk von ausgearteten Kurven k4. So be~ 
stehen alle Kurven des Systems II2 aus der Geraden PI P2 und den 
kubischen Raumkurven durch P3 •••• P7• die PI P2 schneiden. Die 15 
Systeme Ijk. wofür keine der Zahlen i und k gleich 7 ist. werden 
abgebildet auf die Geraden P; P~. Jede dieser Geraden enthält zwei 
Punkte. die Bildpunkte sind der dem entsprechenden Systeme Ilk zuge~ 
hörenden Doppelkurve unserer Kongruenz. Diese besteht aus PI Pk und 
der Kurve k:k durch die von PI und Pk verschiedenen Punkte P. die 
PI Pk zwei mal schneidet. Der Ort der kubischen Bestandteile der Kurven 
von .Ij kist eine Flache fünfter Ordnung .Q~2' die dreifache Punkte hat 
in den von Pj und Pk verschiedenen Punkten P. wofür k~k Doppelkurve 
ist und die Pi Pk enthält. 

Die sechs Systeme .Iik • wofür eine der Zahlen i und k gleich 7 ist. 
werden jedesmal auf ei ne kubische Kurve von a abgebildet. Betrachten 
wir z.B. die Kurven P durch P2 ••• • • P6 • die PIP7 schneiden. Die Ver~ 
bindungsgeraden der nicht zu P I P7 gehörenden Schnittpunkte dieser 
Kurven mit einer Ebene durch P I P7 bilden den Strahlenbüschel um den 
nicht zu PI P7 gehörenden Schnittpunkt dies er Ebene mit k~7' Die durch 
P7 gehenden Bisekanten dieser Kurven P bilden also den Kegel. der k:7 

aus P7 projiziert; das System .I 17 wird also abgebildet auf die Projektion 
k;~ von k~7 aus P7; diese ist eine ebene kubische Kurve. die in P; einen 
Doppelpunkt hat und durch P; ..... P~ geht. 

§ 4. Die Kongruenz enthalt 00 I Kurven die einen Doppelpunkt haben. 
Diese sind biquadratische Kurven der ers ten Art. Sie gehen auch durch 
den Punkt Ps. der mit Pl ..... P7 eine Gruppe von acht assoziierten 
Punkten bildet. Der Ort dieser Kurven ist eine Fläche der Ordnung 24. 
die in jedem der Punkte PI" ... Ps einen zwölffachen Punkt hat. Dies 
zeigt sich. wenn wir den Durchschnitt dieser Fläche mit einer quadra~ 
tischen Fläche durch Pl... .. Ps betra::hten. 

Die Doppelpunkte der Kurven dieses Systems I d bilden den Ort der 
Spitzen der Kegel. die Pl • ...• Ps enthalten. das ist eine Kurve sechster 
Ordnung k6 vom Geschlechte drei. die jede der 28 Geraden Pj P8 zwei~ 
mal schneidet und durch die Punkte geht. worin die Pi enthaltende 
Bisekante von k~ diese Kurve schneidet. 

I 

Das System I d wird also abgebildet auf eine Kurve sechster Ordnung 
mit Doppelpunkten in P; •...• P~ und 8'. 

§ 5. Den Punk ten K einer Gerade a von a entsprechen die Kegel x. 
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deren doppelte Erzeugenden in der Ebene P7a liegen und die Flächen 
g;2. welche die Ebene P7a berühren. Sechs von den genannten Kegeln 
gehen durch einen willkürlichen Punkt Q. weil die Jacobische Kurve des 
Netzes der kubisch en Kurven. das seine Basispunkte hat in P; . .... P~ 
und in der Projektion Q' von Q. die Gerade a sechsmal schneidet. Und 
drei der genannten Flächen g;2 gehen durch einen allgemeinen Punkt des 
Raumes. 

Eine auf einen Punkt K von a abgebildete Kurve k1 ist jedesmal 
Durchschnitt eines Kegels x des angegebenen Systems und der Fläche 
rp2. welche die Doppelgerade von x enthält. Wenn wir diesen Kegel x 

und diese Fläche rp2 immer einander zuordnen. so bekommen wir eine 
eineindeutige Verwandtschaft zwischen den genannten Systemen von 
Kegeln x und Flächen rp2. Diese Verwandtschaft erzeugt eine Fläche von 
der Ordnung 21. die in PI . .... P6 neunfache Punkte und in P 7 einen 
fünfzehnfachen Punkt hat. Die Ebene P7a löst sich von dieser Fläche 
zwei mal ab. 

Die K urven k1
, die auf die Punkte K einer Gerade a von (l abgebildet 

werden. bilden also eine Plache neunzehnter Ordnung g;19, die in den 
Punkten Pl ..... P 6 neunfache Punkte, in P 7 einen dreizehnfachen Punkt 
und in P8 einen sechsfachen Punkt besitzt. 

§ 6. Weil ei ne Gerade I des Raumes 19 Kurven von g; 19 schneidet. 
hat die Bildkurve des Systems I der Kurven k1, die I schneiden. 19 
Punk te mit einer Gerade a von (l gemein. Wenn wir bemerken. dasz I 
drei Erzeugenden des Kegels %7 und sieben Kurven k1 jeder Fläche g;~ 
schneidet, so Bnden wir: 

Die Kurven k1• die eine Gerade l schneiden. worden abgebildet auf 
die Punkte K einer Kurve neunzehnter Ordnung k 19 • die in Seinen drei
fachen Punkt und in den Punkten P; .. .. . P~ siebenfache Punkte besitzt. 

Ebenso zeigt sich : 
Die Kurven k1

• die eine Gerade durch PI noch einmal schneiden. 
u'erden abgebildet auf die Punkte K einer Kurve zehnter Ordnung k'lo. 
die in S' und P; Doppelpunkte hat und in P; • .. .• P~ vierfache Punkte 
besitzt. 

Die Kurven k1
• die eine Gerade durch P7 noch einmal schneiden. 

werden abgebildet auf die Punkte K einer Kurve sechster Ordnung k'6 
die in P; ....• P~ Doppelpunkte besitzt. 

Die Kurven k1, die eine Gerade durch P8 noch einmal schneiden. 
werden abgebildet auf eine Kurve dreizehnter Ordnung k'I3 die durch 
S geht und in den Punkten P; ..... P~ fänffache Punkte besitzt. 

§ 7. Eine Kurve k'I9 schneidet eine andere Kurve derselben Art in 58 
für die Abbilding nicht singulären Punkten. 

Es gibt also 58 rationale biquadratische Raumkurven. die durch sieben 
gegebene Punkte gehen. und zwei gegebene Geraden schneiden. 
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Eine Kurve k'19 hat mit einer Kurve k'IO und mit einer Kurve k'6 
dreissig. mit k'~ 24 für die Abbildung nicht singuläre Punkte gemein. 

Die rationalen biquadratischen Kurven durch sieben gegebene Punkte. 
die eine gegebene Gerade schneiden. bilden also eine Flache 58"' Ordnung. 
die in jedem der gegebenen Punkte einen 28-fachen und in dem achten 
assoziierten Punkte einen 24-fachen Punkt besitzt. 

Die sieben Kurven kT sind dreifache Kurven der Fläche. weil jede von 
ihr mit drei Geraden durch Pi eine ausgeartete Kurve der Fläche bilden. 
Die 21 Geraden Pi Pk sind fünffache · Geraden der Fläche. 

Eine Kurve k'IO schneidet eine Kurve k'19. eine demselben Punk te 
P zugeordnete Kurve k'lo. eine einem anderen Punkte P zugeordnete 
Kurve k'lo. ei ne Kurve k'6 und k'~ bzw. in 30. 12. 16. 16 und 12 Punkten. 
die für die Abbildung nicht singulär sind. 

Hieraus ergibt sich: 
Die Kurven k". die eine Gerade durch einen der gegebenen Punkte 

P noch einmal schneiden. bilden eine Fläche 30er Ordnung. die in dem 
genannten Punkte P einen achtzehnfachen. in jedem der anderen ge
gebenen Punkte P einen vierzehnfachen und in P8 einen zwöl[fachen 
Punkt besitzt. 

Dasselbe folgt aus dem Umstande. dass ei ne Kurve k'6 eine Kurve k'19. 

eine Kurve k'6. eine Kurve k' IO und k'~ bzw. in 30. 12. 16 und 12 für 
die Abbildung nicht singulären Punkten schneidet. 

§ 8. Wir betrachten eine biquadratische Kurve erster Art ei durch 
Pl ..... P7 • die also auch den Punkt P8 enthält. Auf jeder Fläche des 
durch ei bestimmten Büschels liegen zwei Kurven ki oh ne Doppelpunkt. 

Eine Kurve ki ohne Doppelpunkt. die sich auf einer Fläche des 
genannten Büschels be6ndet. schneidet eine der P7 enthaltenden Erzeu
gen den dieser Fläche noch zwei mal. Weil diese Erzeugende die Kurve 
ei noch einmal schneidet. werden die betrachteten Kurven eines P I ..... P7 

enthaltenden Büschels abgebildet auf die Punkte der projizierten Basis
kurve. das ist eine kubische Kurve e'l durch P'I . .. .. P'6 und durch die 
Projektion von P8• Diese Projektion ist S'. weil die Kurve k~ die Gerade 
P7 P8 zweimal schneidet. 

Hieraus folgt. dass die genannten Kurven ki eine Fläche zwölfter 
Ordnung bilden. die in den Punkten Pl ..... P7 sechsfache Punkte hat 
und in P8 einen vierfachen Punkt besitzt. 

Die Kurve ei ist eine vierfache Kurve dieser Fläche. Diese Fläche ist 
nämlich der Ort der Kurven ki

• die ei noch in einem von Pl .. . .. P7 

und auch von P8 verschiedenen Punkte schneiden. Die Projektionen der 
Kurven ki

• die durch einen allgemeinen Punkt C von ei gehen. sind die 
nodalen Kurven P. die durch die auf C'l sich be6ndende Projektion C' 
van C gehen und deren Doppelpunkte auf e'3. sondern nicht in 
P'I ..... P'6 oder in C' liegen. 

Die JACOBISCHE Kurve des von den Punkten P'I •...• P'6 und C' be-
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stimmten Netzes von 1cubischen Kurven ist sechster Ordnung und hat 
Doppelpunkte in P'l ..... P'6 und C'. Sie schneidet C'3 au ss er in den 
letztgenannten Punk ten noch viermal. Durch Q gehen also vier Kurven 
k". Weil Q ein allgemeiner Punkt des Raumes ist. haben wir gefunden. 
dass es vier rationale biquadratische Kurven gibt. die durch acht gege
bene Punkte des Raumes gehen. 




