
Mathematics. - Bestimmung einer Körperbasis (ür die rationalen 
Invarianten einer allgemeinen n-ären Grösse c·,· ')'. Von D. VAN ", 
DANTZIG. (Communicated by Prof. R. WEITZENBÖCK). 

(Communicated at the meeting of April 27. 1929). 

1. Die allgemeine n-äre Grösse 
zahlen legt die folgenden Grössen 
erstens den kovarianten Vektor 

C · . ')' mit unbestimmten Bestimmungs-
",' 

fest: 

.. }, 

Ca == Ca ~. , (1) 

zweitens die kovariante Grösse zweiten Grades vom Rang n 

k - .. A C 
CX i1 - Ca ,j }. , • (2) 

und drittens den kovarianten Tensor zweiten Grades vom Rang n 

h -h - '. fLC · A 
CX {1 - I ~a - Cet >.. ,3ft • (3) 

Es sei fJ"~ die kovariante Tensordichte vom Gewicht 2 und vom Grad 
2 n-2 in den c~,~ Y. deren Bestimmungszahlen die Unterdeterminanten 
(n-I)-ten Grades der Determinante f) der h"" sind: 

Es ergeben sich dann : 

a={J. 

a=!- {J. 

erstens die Affinordichte vom Gewicht 2 und vom Grad 2n 

m· ,' - k h A" "+,a - ex >' l) , 

zweitens die kovarianten Vektordichten 

l C", 
, ('-I 

tJ" = ) m .A tJ 
( '+,a À, 

r= 1. 

r= 2.3 .... . n· 

(4) 

(5) 

wo 0" (i. j • ... = 1 •...• n) das Gewicht 2 i-2 und den Grad 2n (i-I) + 1 hat. 
und drittens die Unterdeterminanten (n-I)-ten Grades tJ" der Determinante 

i 

!!3 der 0,,: 

" j . , !!3 ° tJ" = ~ d/ = ) . 
i ( 0, 

i=j. 

i=!-j. 
(6) 

!!3 ist eine relative Invariante vom Rang n, Gewicht n2-n + 1 und Grad 
n (n 2-n + 1); tJ" ist eine kontravariante Vektordichte vom Gewicht 

n2-n + 3 - 2i und vom Grad n (n 2-n + 3 - 2i)-I. 
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Setzt man jetzt 

(7) 

k 

so ist ~ eine relative Invariante vom Gewicht 2 ! n2 - n + 2) - (i + j - k) I 
ij 

und vom Grad 2n I (n 2
- n + 2) - (i + j - k) ! . 

Weil. wie wir sogleich beweisen werden. bei unbestimmten Bestim~ 
mungszahlen jU * 0 ist. wird: 

(8) 

k 

Hieraus ergibt sich sofort. dass die n3 + 1 Invarianten ~ und jU die 
ij 

gesuchte Körperbasis bilden I). Denn eine beliebige rationale Invariante 
k 

der c· ·" lässt sich. mit Koeffizienten. die von den ~ und ~1 abhängen. "',3 
ij 

i 

als eine rationale Invariante der tl", und tl'" ausdrücken; ei ne solche gibt 

es aber nicht ausser m 2). 

2. Um zu beweisen. dass für unbestimmte Bestimmungszahlen m * 0 
ist. genügt es. eine spezielIe Grösse anzugeben. für die m * 0 ist. Dazu 
betrachten wir eine n~äre Grosse c· ;". die sich additiv in zwei Grössen 

"'I' 
c' ~l und C"~3" zerlegen lässt. von denen die ers te nur nach m unabhängigen , , 
Richtungen. und die zweite nur nach n - m von diesen und von einander 
unabhängigen Richtungen nicht~verschwindende _Komponenten hat. soda ss 
jede Uberschiebung von c'· '," mit c"'"o" verschwindet. Eine jede der oben 

(X I'I a l'l 

eingeführten Grössen wird dann in ebensolcher Weise additiv zerlegt; 
insbesondere wird 

I) Praktisch leistet sie wenig. weil Q3 in den einfachsten Fällen verschwindet. Z.B. ist im 

gruppentheoretischen Fall, wo cl~13 À cr]/' = 0 ist, k"'13 = 0, und im von R. WEITZENBÖCK 

(Ueber einen gemischten Tensor A:i.:, Monatshefte für M. & Ph., 35 (1928) 1-8) erledigten 
i 

FaJl des kommutativen assoziativen Zahlensystems h",,3= k"'j3' folglich 0" = fJi-1 c,,: in 

den beiden Fällen ist also [\ = O. 
k 

2) Die a; sind bis auf geeignete Potenzen von ~ die Bestimmungszahlen von c~~" bzgl. 
IJ 

eines invariant definierten Koordinatensystems, dessen Massvektoren bis auf geeignete 
i 

Poten zen von ~n die u", und u'" sind. Vgl. auch G. F. C. GRISS, Differentialinvarianten 
i 

von Systemen von Vektoren, Diss. Amsterdam (1925), S. 32. 
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WO 1)' bzw. I)H der Elementarteiler m~ten bzw. (n-mHen Grades der 
/ i 

Matrix h~" bzw. h~,; ist. und wo u~ bzw. u~ die (i-l)~teTransformierte 

mittels \.l3/ bzw. \.l3~ .,3 von c~ bzw. c~ ist. ~ wird dann bis auf Poten zen 
m 1 m 1 n-m 

h' h" \1)1 u' u' d mh u" u" . S' It . von '). '). ~ = [I • • •• m] un .~ = [1.... n-m] emer lmu anm~ 
variante von \13/ und \.l3~ 'i3 gleich. die nicht identisch verschwindet. 

wie sich zeigt. wenn man. weitergehend. c'~~'Y und c"~ ,/ in solcher 
m+1 I n-m+1 

Weise spezialisiert. dass u~· = u~ und u~ = 0 wird. 

Für n = 2 und n = 3 lassen sich leicht Grössen mit nicht verschwin~ 
dendem ;U angeben (auch für n = 1. ab er das genügt nicht. weil für 
m =n - m = 1 die Simultaninvariante von \.l3~p und \.l3'~I'l identisch ver~ 

schwindet); folglich gibt es solche Grössen für beliebiges n. 
Weitergehend ergibt sich genau so. dass auch für die allgemeine n~äre 

symmetrische Grösse C;,3'Y 'E ~ 0 ist. Ist c~l alternierend in a und {J. 

so verschwindet ~ identisch für n -= 4. Für n = 4 führt die in der vor~ 
stehenden Note definierte Grösse mit den dortigen Bezeichnungen auf 

(~ - 2 ~) ~ - i ~ - ~ ~ + (2 ! + 2) i 
1(2 - 3) + 2 (1 -- 4) + 3 (- I + 3 + 4) + 4 (-:2 + 3 + 4) 

- - - -

(! -~) 1-(2! +~-~+2~)2+(!+~-~+2~)3+(~+~+~)4 

ua =c'" 1+ 2- 3-

51-32+23- 44 

1+ 2-53+114 

31+52+63 
- - -

m = - 896 =j=. O. 

Hiermit ist also eine zweite I) Körperbasis für die rationalen Invarianten 
der alternierenden quaternären Grösse c~ i 'Y gefunden. Wenigstens für 

jedes durch 4 teilbare n ist also das Nichtverschwinden von m bei der 
allgemeinen alternierenden Grösse gesichert. Für ungerades n dagegen 
verschwindet m identisch. weil dann der Rang von kap. folglich auch 
von \.l3; ,3 kleiner als n ist. Ob dies auch für n == 2 (mod. 4) zutrifft. blei be 
dahingestell t. 

3. Substitution von (8) in (1) und (5) ergibt n Relationen ersten 
k 

und n (n - 1) Relationen 2n~ten Grades in den ~ zwischen diesen Inva~ 
ij 

I) Vgl. die vorangehende Note. Die dort definierte Körperbasis besteht aus Invarianten 
niedrigeren Grades, lässt sich aber nicht auf beliebiges n erweitern. 
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riant en und ~. Dies stimmt überein mit der zu erwartenden Anzahl von 
n3 - n 2 absoluten. also n 3 - n2 + 1 relativen algebraisch unabhängigen 
Invarianten. Die Relationen lau ten : 

nJ2 
)-' 
~ 

;t ... in. k 

il" ·in. I 

j ( ~2 
Iei:=) • i= 1. 

i -:::f- 1. j ij ~ O. 

I k i, ia 

ei: ei: ei: ei: 
kt i1 [1 21i,I 31i.1 

jn i:,! j~ 

ei: Ij ltei: (,1 
nJ in [1 21h l 31hl 
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(9) 

(10) 

27 




