
Mathematics. - Ueber Di{ferentialinvarianten einer verallgemeinerten 
GALlLEI-NEwToN-Gruppe. Von C. G . G . VAN HERK. (Commu­
nicated by Prof. R. WEITZENBÖCK). 

(Communicated at the meeting of December 21. 1929). 

I. 

§ 1. Einleitung. 

Die Veranlassung zu den folgenden Betrachtungen bilden gewisse 
physikalische Spekulationen. auf die hier nicht eingegangen wird. 

Sei (XI X2 X3 t) ein 4-dimensionales Raum-Zeit-Kontinuum. und sei T 
eine Transformation : 

Xi = ei + etl XI + ei2X2 + ei3x3 (i = 1.2.3)( 

t= t ~ 
(1) 

wo 11 ei k 11 ei ne orthogonale Matrix ist; für i '::f k sind die et k bis auf ei ne 
Zweideutigkeit durch drei unabhängige Parameter et i = fi bestimmt. Falls 
die et und Ei Konstanten sind. bezeichnen wir die Transformation T mit 

TI; sind die ei = ei (i-). Ei = ft (i) willkürliche (differentierbare) Funk­

tionen der Zeit t so bezeichnen wir T mit T 2 • 

Eine Verallgemeinerung von (I). indem man t = t + c. c = Konstant 
setzt. ist für unser Problem oh ne Bedeutung. 

Die Menge aller TI bildet eine sechsgliedrige Gruppe @I; die ver­
schiedenen T 2 bilden eine unendliche Gruppe @2' Auszerdem haben wir 
zu tun mit der dreigliedrigen Drehungsgruppe. in inhomogenen Koordi­
naten (t) bestimmt durch die Gleichungen: 

(2) 

Diese sei mit Q)o bezeichnet. 
Deuten wir (1) als Koordinatentransformation (Xi) ..... (~) im Euklidischen 

Raume. wo die (Xi) und (Xi) auf rechtwinklige Axenkreuze Ol bzw. O 2 

zu beziehen sind. so verharren Ol und O2 zu einander in Ruhe. wenn 
eine Tl vorliegt. während im Fall der T 2 das Axenkreuz O 2 mit wach­
sender Zeit jede beliebige. aus Translationen und Rotationen zusammen­
gesetzte Bewegung. mit beliebig-variabeler Geschwindigkeit relativ zu Ol 
vollführen kann. Somit ist die Galilei-Newtongruppe der klassischen 
Mechanik als Spezialfall in Q)2 enthalten. 
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Sei jetzt : 

(3) 

ein Skalar. Die Funktion cp sei genügend oft differentierbar. im übrigen 
willkürlich. Die Betrachtung mehrerer SkaI aren CPI ' " cp" ergibt nichts 
wesentlich neues und wird deshalb unterdrückt . 

Wir stellen uns die folgende Aufgabe : 
Es sind alle absoluten Differentialinvarianten FI und F1 zu den Grup­

pen @I. bzw. @2 gehörig. aus cp zu bilden. d.h. alle Lösungen der Gleichung : 

F rp:-;.. . : -; -- . . . == ( 
ocp àn cp ocp à2 cp ) 
ox; ox;, . . . àX1n ot àXlot 

. (4) 

zu ermitteln. wo F gegebener Ordnung in den Ableitungen nach den 
(x;) und t. und eine analytische Funktion seiner Argumente ist; und 
zwar kann man sich auf Polynome F beschränken. Freilich könnte man 
diese letzte Voraussetzung ganz fallen lassen. solange nur Differential­
gleichungen für F betrachtet werden . In der Folge wird aber auch die 
symbolische Methode verwendet und da ist die Voraussetzung ganzer 
rationaler F - obgleich an sich keine wesentliche Beschränkung der 
AlIgemeinheit - doch unentbehrlich. 

Weil @I ein Teiler von @2' ist jedes F 2 auch ein FI ; umgekehrt wird 
nicht jedes FI auch ein F 2 sein. 

§ 2. Der Reduktionssatz der FI' 

Sei (ft. f2 ... ) ein System ternärer Formen der ;; mit Koeffizienten ó: 

n' . fn = I -'---, -,., <5ju>~:~~~; (n ;;: 1) 
À+,., + >= n A Jl' , 

(5) 

Symbolisch ist zu schreiben : 

fl = (a~); f2 = (bW; . .. fn = (M)n ; . (5') 

Die ganzen rationalen. zur Gruppe @o gehörigen Drehungsinvarianten 
der (fl f2 ' .. fn) bauen sich auf aus Faktoren der Gestalt: 

(a lP) = a lPI + a2P2 + a3P3 1 
al PI 1'1 

(aPr) = a2 P2 1'2 \ 

a 3 P3 7'3 ) 

(6) 

wo die a. p. l' irgendwelche Symbole a. b . ... h sind. So ist z. B. nac:h 
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(5) ai, ai, . .. a'n mit e) , :n identisch. wenn i = 1.2. 3 und die Zahlenreihe 
(i, i, ... i,) À-mal l. ,u-mal 2 und J'-mal 3 enthält I). 

Wir set zen : 

t 
ij])" ..•• _ D" l 
.~ - " p u.s.f. , 

(7) 

d h 'b' t f . tG " 't St . h I d \+"'+' cp un sc rel en Immer rans ormler eroszen mi nc. a so . 
OXI'OX/OX3

v 

=D","I u.sJ. 
Für ~J. lauten die Transformationsformeln der Differentiationen : 

a a a 0 - = ei! -- + e;2 --::..: + ei3 - = 
OX, OXI ax~ OX3 

o 0 
ai- o't 

(i = l. 2. 3) ( 

~ 
(8) 

d.h. der Prozesz ci~i ist kogredient zu den ;/ in (2). während ~t sich 

wie eine invariante Operation verhält. Hieraus ergibt sich die Kogre­

dienz der Gröszen D"p. •. D}.", •. b ,,,,, ... zu den Formenkoeffizienten eh"" 
in (5). da cp = -;p sich gemäsz (3) wie eine Invariante nullter Ordnung 
beträgt. Überdies sind die verschiedenen D,,,,>o D".u l'" algebraisch­
unabhängige GrÖszen. Somit gilt der: 

Satz 1. Man bekommt alle FI p-ter Ordnung in den Ableitungen nach 
den (Xi) und q-ter Ordnung in den Ableitungen bzgl. t. indem man mittels 
(6) alle Drehungsinvarianten der Grundformen 

f, = I --.!!_! - o(m) ~,,~'" ~I (n = 1 ... p ) (9) 
n .m À! ! , "".' ''1'"2''3 ' }-+ ;< +'=n P. v . . m = O • . .. q 

bildet und dann setzt: 

(10) 

§ 3. Die Invarianten F2 : Allgemeines. 

Während die Aufstellung aller FI ein leichtes war durch die Möglich­
keit einer sofortigen Reduktion des Problems auf eines der algebraischen 
Invariantentheorie. ist dem nicht sa im Falie der F2 ; und zwar hat man 
für jede Differentiations-Ordnung bzgl. t mit einem neuen Problem zu tun. 

I) Vgl. et wa R. WEITZENBÖCK, Invariantentheorie S . 236 (5) , wo man n = 1 zu setzen 
hat . Die dortige homogenisierende Variabie ist hier fortgelassen. 

91 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXII . 1929. 
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Den Grund für dieses Verhalten bilden die zur Gruppe @2 gehörigen 
Transformationsformeln der Differentiationen: 

(11) 

wo die neuen Parameter 171 bestimmt werden durch: 

171 = eH Cl + e2i C2 + e31 C3 ~ 
. .. (i = 1.2.3) 

Ci =ei + en XI + en X2 + e'3 X3 

(12) 

i} 
Die Transformationsformel der ~ enthält nur Gröszen ei k. welche 

UXi 

von den Parametern E, (5. 0.) abhängig sind. Das gleiche gilt für die 
höheren Ableitungen: 

(13) 

Es ist also: 

(14) 

wo (/) ei ne Linearform der verschiedenen Dct.,;'Y ist mit a + f3 + r =). + ft + v. 

Aus (11). (14) ergibt sich: 
. a(/) a(/) a(/) a(/) 

DA!",=-= -'Y}I -=-'Y}2-=-'Y}3-= at aX1 àX2 dX3 
(15) 

Diese Gleichung enthält neben den Ei die weiteren 6 Parameter Ei und 'Y}I: 

(I 5') 

Weiterführung dieses Verfahrens ergibt: 

bA!"> = (/)2 (ei ; ~i ; ~; ; lJi ; ~i ; Dcth ; bcx.~'Y ; bcx.h) u.sJ. . (16) 

I All . h"1 I d' T f . I . h d dm D'I'Y m gememen ent a t a so · Ie rans ormabonsg elC ung er~-

dmE dm-lIl" 
die 6m + 3 unabhängigen Parameter E . ••• E(m) = -=--'. 11 .••• 17(m-l) = __ --I ; 

1 1 a~ 1 1 a~-I 

und ebensoviele Parameter treten in der Gleichung (4) auf. falls sie 
m~ter Ordnung in den Ableitungen na eh t ist. Zur Aufstellung der 
Differentialinvarianten F 2 hat man alsdann den 6m + 3 notwendigen 
Bedingungen zu genügen. die das Wegfallen dieser Parameter aus (4) 
ausdrüeken. 
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§ 4. Die Invarianten nullter Ordnung in t. 

Wir beschränken uns jetzt auf Invarianten F2 der Ordnungen 0 und 1 
in den Ableitungen nach t; die ersteren seien mit I. die letzteren mit K 
bezeichnet. Für eventuelle physikalische Anwendungen würden diese 
Ordnungen genügen. 

Satz 2. Die Differentialinvarianten I sind mit den Invarianten nullter 
Ordnung in t der Gruppe @I identisch. 

Beweis. Der Satz ist ohne weiteres klar. denn die Transformations~ 
formeln der Derivierten nach den (Xi) sind für beide Gruppen identisch. 

Die einfachsten Vertreter der Invarianten I sind. symbolisch und nicht~ 
symbolisch geschrieben: ' 

11 = (a [a) = Z ~ ; 3 (aep)2 
.'=1 UX, 

c)2 
12 = (bib) = 7' a;; . 

u. s. f. 

I 
\ 

(17) 

§ 5. Die Invarianten erster Ordnung in den Ableitungen nach t. 

Die Gleichung (4) bekommt jetzt die Gestalt: 

(
p = I ... m,) . (18) 
q= I ... m 

Schreiben wir dies in der Form: 

(18') 

so entbält das zweite Glied keine Transformationsparameter. während 

durch den Übergang (Xi; t) ..... {Xi; t) im ersten Glied die neun Gröszen 

(el. ~i. fJi) auftrett>n. die sich wegheben müssen. 
. aK oK . 

Man erhält so 6 BedlOgungen. n.l. ~ = O. -. = OIO der Form ho~ 
UfJi aei 

mogener linearer partielIer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi~ 
zien ten. Ihre Integration ergibt K in einer Gestalt. die noch 3 Parameter 
ei enthält und die eine Reduktion der K auf Drehungsinvarianten ermög~ 
licht. An die Stelle der Formenkoeffizienten. die jene Drehungsinvarianten 
bilden. treten hier 1°. die verschiedenen Gröszen DJ .. u." 2°. gewisse Deter~ 

minanten 7,·n Grades aus den verschiedenen D.,.... und D). ... gebildet. 
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Es ist auch von vornherein klar. dasz eine solche Reduktion nur 
dann stattfinden kann. wenn das Problem der Bestimmung der Differen~ 
tialinvarianten in einer Form erscheint. die nur noch die 3 Parameter 
EI enthält. Für Differentialinvarianten m~ter Ordnung bzgl. t bedeutet 

dies. dasz die 6 m Parameter ~i • • • EI(m); Y}I • •• Y}1(m-l) in Wegfall kommen 

d d 6 D ·a . I I . h oF2 aF2 in em man en millerentla 9 eic ungen - = 0 . . . ~-=o = 0 
dEi Ol7i 

genügt. Jedenfalls haben diese Differentialgleichungen für Ordnungen 
m > 1 im Allgemeinen keine konstante Koeffizienten . und es erscheint 
also fraglich ob sie eine einfache Integration erlauben. 

Ob daher für jede Ordnung m eine Reduktion der F 2 auf Drehungs~ 
invarianten mäglich ist muss ich dahingestellt lassen. 

§ 6. Bin Hilfssatz . 

Hilfssatz 1. Das allgemeine Integral eines Systems linearer. homo~ 
gener partielIer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten : 

O~ a~ I all a- + ... +al n a- =0 
XI X n 

. O~ . . . . ~(I'. . ~ 
a",1 S-- + ... + a mn S- = 0 

UXI UXn , 

(19) 

wo die Matrix I1 aik I1 von Range v ist (v :::;; m. ) 1 < n) und: 

D= =f0 (20) 

hat die Gestalt: 

(21) 

wobei: 

all aI2 •• • ab al" 

a21 a22 • • . ah 82,v 

Z /J. == (,u = V + 1 .. n). (22) 
a , 1 a,2 • •• av'J av,lJ. 

XI ; X2 . .. x , x ,. 

Beweis. Zunächst drücken sich. infolge eines Satzes über homogene 
lineare algebraische Gleichungen, die m - v letzten Differentialgleichungen 
in (19) linear in den übrigen aus. sind also überschüssig. 

Sei jetzt z" = x" für ,u = 1 ... v. und sei z" für ft = v + 1 .... n durch 
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(22) bestimmt; dann ergibt die Transformation (x,..) - (z:.) auf (19) 
angewendet. mit Rücksicht auf (20): 

Daher: 

w.z. b.w. 

alP -- =0 
OZI 

dep OIP 
aZ

2 
=0 . .. oz. =0 

ep = lP (z.,+ I ... Zn) 

§ 7. Das Verschwinden der ~K. 
UYjI 

Wir schreiben zur Abkürzung: 

o (Di, Di, Di,) V 
d (XI X2 X3) I,i,i, 

o (DI, Di, Di" DiJ _~ . . 
o (t XI X2 X3) - """, 

~123i= 6i 

oK 
Die Bedingungen -- = 0 geben in Verbindung mit (11). (18): 

OYjI 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

oD). I" ' Ol aK oD). I' ' 
p p p = ~. . p p p = 0 . (i = I. 2. 3) 

(1)i p=làD). " ., OXi 
p ' P P 

Also wegen (tI) und I eik I = ± 1 : 

; . àK . aDp = 0 (j = 1. 2. 3) 
p=1 àD). ". , àXJ 

p' p p 

(27) 

Dies ist ein System von drei homogenen linearen Differentialgleich~ 

ungen mit konstanten Koeffizienten. weil die m bzw. m' verschiedenen 

in K auftretenden Gröszen D).I"' und D).I"' als unabhängig variabel zu 
betrachten sind. 

Die Koeffizientenmatrix 

ist für m;::: 3 vom Range 3. Es genügt nachzuweisen dass: 

D).I+1.,U. 1."J1 

V l23 == DÀ!. ,v·1+1." 

D À1• ,'J.!. 'J1+1 

nicht identisch verschwindet. 

D'2+1. ,u. ~. 'J~ D) :o. +l, ,u.", . 'Ja 

D}..':!../.L'.!+t.v.~ D'·'!t./1.a+1.\l3 

(28) 
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Die Indizestripel (À,I ,u1 vI) ' (À,2,u2V2)' (À,3,u3v3) sind voneinander verschieden. 
es gibt also in \l123 eine Grösze Dh,hoh3' die sich von allen übrigen in \l123 

auftretenden Gröszen Dktk.i unterscheidet durch die Existenz einer der 
Beziehungen : 

1°. hl > kl' 
2°. hl = kl ; h2 > k2• 

3°. hl=kl ; h2=k~; h3>k3. 

Es werde Dhth,h, als .. MaximaleIement" der Determinante \l123 ange­
deutet. \l123 kano nicht identisch verschwinden solange der Minor von 
Dh.h.h, nicht identisch verschwindet. Dieser Minor aber besitzt auch ein 
.. Maximalelement". mit von 0 verschiedenem Variabelnkoeffizient. kann 
also tatsächlich nicht identisch verschwindeo. 

oK aK 
Der Forderung - . - - "* 0 . ... "* 0 kann man nur genügen 

oD~ t " , ", aD'>'m!'m"m 
für m ~ 4. es gibt also nur für solche Werte m Differentialinvarianten K. 

Jetzt gibt der Hilfssatz 1 zusammen mit (25). (26) für das allgemeine 
Integral von (27): 

K = ~ (64 • • • 6,.,; Drx,~,"1, '" DtJI.,.,. ~,." "Im,) 

§ 8. Das Verschwinden der o!<. 
Ofi 

Aus (29) folgert man: 

a~ =,; a~ . o~P = 0 (i = 1. 2. 3) . 
Ofi p=4 à6p ael 

· (29) 

· (30) 

Wir schreiben zunächst 6 p in einer Form. die keine Gröszen 1]1 mehr 
enthält: 

(25) : 6 , - a (DI. Di. Dia DI. ) 
tt'"" - a (t XI X2 X3) 

. (25') 

also : 

a6p _ \7 ~ (dDI ) _ n ~ (aD2 ) + 
• - V 23p ' - V I3p ' -

aei oe; ot del ot 
+ \l12p 1- (è}~3) - \l123 ~ (è}I!p) 

ae; at aEI ot 

. (31) 

Weiter ist: 

· (32) 

also: 

(32') 

(31) : (31') 
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Z B h àD,u., h 'b ur erec nung von -à-'- sc rel en wir: 
Ej 

àDj.,v .• _ ~ oD,,vy Oeik ( 1 2 3) 
-:l--~-à-' -:l - j= .. 

VEj lik) eik v Ej 
· (33) 

oD 
wo im Ausdruck s-- den Abhängtgkeitsbeziehungen der eik keine Rech­

veik 
nung getragen wird. Die Formel (13) gibt sodann: 

~~;:·y=l,O~;:"-I~ . (34) 

(k = 1. 2. 3) ~ 

oD;.u.y_ J. àDi-I ,.'J". 
àelk - OXk • 

Die Gröszen ~:ik berechnet man leicht durch Differentiation der Ortho­
) 

gonalitätsbedingungen der eik. indem man beachtet dass: 

àeii _ .. .. _, 0 für j =f j 
:IE)' - U, ) - I 1 
v ( j =j 

So findet man aus (33), (34): 

wo: 

und: 

r; (Dip..) = ",Di .. ,u.-I. Y+I - vDj.I'.+I. ,_1 ~ 

r2 (Djp ) = vDj.+I. ,v. ,>-1 - J.Dj._I..'J ,.+1 4. 

r 3 (D),u.y) = J.DJ-1. .u. +1. J - ",Dj.+I. ." _1. y ) 

Wegen (31'). (36) und : 

el2 e(3 

e21 el3 

e31 e)2 

folgt nun aus (30): 

e12 en 

e23 e21 

e32 e21 

m à<P 
I à /\ C i (p) = O. 
pi Up 

wo: 

= E2 -+ 0 e23 e31 T 

e31 en 

(j = 1. 2. 3) . 

· (35) 

· (36) 

· (37) 

. . . (38) 

· (39) 

· (40) 

Ct (p)=\7 23p I: (1)- \7 13p r i (2)+\7 12p r; (3)-\7123F; (p) . (41) 
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wenn wir zur Abkürzung schrei ben : 

(i2) 

Die Gleichungen (iO) stellen wieder ein System dreier linearer partieller 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten dar. denn die Ci(p) 
enthalten im Gegensatz zu den fj.p nur Variabeln Di ,,,-,. sind also als von 
den fj.p unabhängige Gröszen zu betrachten. 

Auch hier gibt es. wie bei den Gleichungen (27) eine zu diskutierende 
Koeffizientenmatrix 11 Ci(p) 11. die aber im Gegensatz zur Matrix (28) für 
besondere Parameterwerte (À'I ftl VI • ••• Àm ftm vm ) und für m ;;: 6 vom Range 
2 sein kann. 

Dennoch erscheint es zweckmässiger die Erörterung der Fälle m = i. 5. 6 
und die Untersuchung der Matrix 11 C (P) 11 für m;;: 7 auf später zu ver­
schieben. nachdem der allgemeine Fall erledigt ist. Das Ergebnis führt 
nämlich dahin. dass in den Ausnahmefällen tatsächlich Differentialinvari­
anten K existieren. dass diese sich aber ganz den allgemeinen Formeln 
fügen. Doch ist ein solches Verhalten nicht von vornherein zu erwarten. 
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