Mathematics. — Ueber Differentialinvarianten einer verallgemeinerten
GALILEI-NEWTON-Gruppe 1I. Von C. G. G. vaN HERK, (Com-
municated by Prof. R.- WEITZENBOCK).

(Communicated at the meeting of January 25, 1930).

§ 9. Hilfsfunktionen.

Zunichst wenden wir uns dem allgemeinen Fall des § 8 zu. Es sei’
also m = 7 und || Ci(p)|| eine Matrix dritten Ranges.
Die folgenden Hilfsfunktionen werden eingefiihrt:

G, G G
Ese=|C,(49) C,(5) C;(6) (43)
CG@ G6B) GO
r4 L) 16
Iysg= | I5(4) I;(5) I3 (6) e (99
I (4) I;(5) I3 (6)
A4 A5 A& A7
C,4 C,5 C,(6) Ci(7
Flp =] 2 ! ! : 45
=low Gl e G i
CG@ G Gl GO
g} D}-,.y,——l.v,ﬂ‘— " D}.,. pytly—1 ... Ug D).G, =1, 75+1 Vg D).r,. petl vl
Y1 D;.,+1, ey —1 " Ay D}.l—l. PRSP D).G+1,,¢.;, —1"" }»6 D}.G—x,y.;. Yot 1
G — Ay Dt ur— 1 Dot - A Dot pgiet, vg— 6 Dt 11,3, (46)
D}‘rH. My D)-a'*‘l- P Vo
D}.l, Loy ) D}.‘, e+l vy
D},‘, Uy vt 1 D/'.a. e vt 1
My Dzl,y.,—x,u,ﬂ —" D}.l.,ul+1,vl—l ey D)-:- =1, 2+1 V7 D).,, patl,v—1
14 D).,+l,"u.l,v,-—1 - 11 D).l—l.,u,.ul+l <0 V7 Dl7+l,',u.7. v—1 ‘_'17 D).;~l.,u.;. v+l
11 DA,-]. w1l — M D}.l+1,,u.,-—1, Vpooo 17 D).T—l,'.u.7+l,'17 — M7 D)T+1,;‘,un,--1.vT
Rl..] = D}.1+|, vy D)_7+|, Mz 97 (47)
D}.l, P S Dk;, e
D}.,. 2+l Di;. P v+l
D)‘l- M DATv Mo 77
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Hier sollen die Indizes 1—7 in den Funktionen E, I H, G und R
Parametertripel (4; u, »,) ... (4; 4; v;) andeuten. Die Parameter 4, u, v sind
wie zuvor ganze, nicht-negative Zahlen. Der einzige Index der H-Funk-
tion soll andeuten, dass in diese Funktion 6 unverdnderliche Tripel
(A4 sy ) ... (4 usvs) eingehen, wiahrend z.B. in der Definition der
R-Funktion jeder Tripelindex i(i=1...7) durch jede beliebige andere
Zahl zu ersetzen wire.

Die Funktionen G und R, mit denen in der Folge hauptséchlich
gearbeitet wird, sind keine algebraisch-unabhéngigen Groszen. Es ist:

Gi2.6—=—Gas..s ; Riz.7=—Ransz..7 usf.

Also wird insbesondere G oder R identisch Null, sobald zwei ihrer
Parametertripel einander gleich sind. Im allgemeinen sind daher alle
betrachteten Tripel als durchweg verschieden vorauszusetzen.

Ausserdem bestehen zwischen den verschiedenen Funktionen G bzw.
R die sogenannten quadratischen p-Relationen ).

Hilfssatz 2. Es gilt die Identitit:
Ein Zan G123,~k1 D (48)

Beweis. Wir diirfen die Indizes (ikl) einfachheitshalber durch (456)
ersetzen. Wegen (41) ist sodann:

Vasa I1 (1) = Vs IV (2) + Vs I (3) — Vs I (4)

Vass Iy (1) — Vg6 I (2) + Vg6 I (3) — Va3 I (6)
Vs Ih (1) = Visg I5(2) + Vige 15, (3) — Va3 15 (4)

Vs I3 (1) — V36 I (2) + V426 15 (3) — V25 13 (6)
Vass I3 (1) — Vi34 I5(2) + Vi I53) — Vi 15 (4)

V36 Is (1) — V36 I3 (2) + V326 I3 (3) — V25 I3 (6)

Zerfillt man die Elemente dieser Determinante in jhre Summanden
Vusy I (3), so erscheint Ey; als Form 3 - I-ten Grades der Determinan-
tenreihen V3, bzw. Iz, und einiges Umrechnen der Determinanten
Va3y mittels quadratischer p-Relationen gibt:

v456 [‘!23_ v156 l—‘234 + v256 F134 - v356 I‘124 + vHé F235 -
— v216 F135+v346 FIZS—VHS F236+v215 I‘136__v345 F]ZG +
+ v234 F156_-vl34 F256+ vl24 F356_ v235 F146+ VIBS F246 =
o v125 I‘346+ v236 FHS_ v136 I‘245 + VIZG FBQS— v123 F456

Es6=

2
Easszvm

Alsdann gibt der Satz von LAPLACE die erwiinschte Beziehung (48).

1) Vgl. R. WEITZENBOCK, Invariantentheorie, Groningen (1923), S. 114 f.
7*
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Hilfssatz 3. Es gilt die Identitit:

Hq :v:;z; R| 7 R T (49)

Beweis. Beide Glieder der Gleichung (49) sind Linearformen der Ablei-
tungen Di., mit Koeffizienten, gebildet aus den verschiedenen Grdszen
Diu. Es geniigt also die Gleichheit dieser Koeffizienten zu beweisen.

Ersetzt man wieder der Einfachheit halber q durch 7 so gilt:

45) . . . H;=/A4Esey — 05 Bygy + D6 Egsy — [Ny Ease
(25) (26) . A,=Va, D, — Vi3 Dy + Vizy Ds— V33D,
Somit ist wegen (48):
(D, Vasa— D;Viss + D3 Vigs — Dy V123) Giasser —
S — (D1 Viags — Dy Viyss -+ Dy Vias — Ds Viga) Gigaesy )
+ (D; V36 — Dy V13g + D3 V136 — Dg V123) Giaausy —
— (O Yoy — Dy Vg - D Vigy — B3 Vi) G gaane

Also ergibt sich (49) sofort als richtig was die Koeffizienten von
Ds... Dq betrifft; es geniigt wegen der symmetrischen Anordnung der
Indizes (123) dies auch noch fiir die Koeffizienten von D; nachzuweisen,
d.h. es soll die Beziehung:

vm G567 — vm G123557 + vns Gi23467 — v126 Giasas7 +
+ vm G123456 =0

2
H7: 123 -+

g (50)

identisch befriedigt werden.

Entwicklung nach LAPLACE gibt die Funktionen G als Linearformen
der Grészen I.s,; die Koeffizienten dieser Groszen in (50) sind quadra-
tische Formen der Determinanten V, und miissen verschwinden. Die
Symmetrieverhiltnisse erlauben, die Betrachtung auf die Koeffizienten von
I'i23, I'j34 und I3y zu beschrinken. Es soll also gelten:

- v124 v567 + v125 v467 - v126 v457 + v127 vﬁﬁ =0

bzw.:

vus v267 - vns v257 + vm vzss =0

und:

- leG vm + vm vlze =0.

Die letzte Gleichung ist trivial, die beiden ersten sind quadratische
p-Relationen. Somit ist (49) bewiesen.

Es kann jetzt das allgemeine Integral K der Gleichungen (40) in
einfacherer Gestalt dargestellt werden. Wegen der Voraussetzung iiber
die Matrix || C; (p)|| diirfen wir

E455 E/E o . . . . ... (51)

annehmen.
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Der Hilfssatz 1 ergibt sodann:
K=®{4,) : DepyV} = Y{H) i D7 <q<m). . (52)

wo (Ap), (Hy), (D+s,) die Mengen der verschiedenen in @ bzw. ¥ auf-
tretenden Grészen /\, H, D bezeichnen mégen.

Die Formel (52) lisst sich mittels (49) umformen. Es enthilt V),
nur Grészen D.g, d.h. es ist:

K:K{(ng q) H (Das’y)} © ® & & ® 8 (53)

die notwendige Gestalt einer Differentialinvariante K.

Es ist darauf hinzuweisen dass man in (53) die ersten 6 Parameter-
tripel (4 miv:) (i=1...6) der verschiedenen in K auftretenden Grészen
R einen festen (willkiirlichen) Wert geben kann. Diese 6 Tripel brauchen
nicht explizite in der Darstellung (18) von K aufzutreten.

Man folgert dies sofort aus der, den quadratischen p-Relationen
dhnlichen, Identitét:

Gi1..6 Rigooxgy — Gi..57 Regoowgy + Gi..58 Rerop wgy — >
— G5 R6780 oy + Gi..5 R6789 ady — Gi..5 R67890,‘37 + & o (54)
+ Gi..53 Rerss0ay — Gi..5y Reraooaz =10

wo einige der 13 Tripel (4 wivi) (i=1...90a fy) einander gleich sein
kénnen. Notwendig ist nur, wie aus (54) folgt, dass die aus den Tripeln
1...6 gebildete Funktion G;...¢ nicht identisch verschwindet.

Diese Eigenschaft der ersten 6 Parametertripel der Funktionen R wird
spiter eine wesentliche Vereinfachung des Problems herbeifiihren.

§ 10. Transformationsgleichungen.

Die Groszen G und R sind ziemlich verwickelte Funktionen der
Ableitungen D;u. und Dy, und es fragt sich jetzt:

.Bestehen fiir die Groszen G und R Gleichungen der Gestalt:

G=G{) (G} : R=R{) R} . . . . (595

wenn die unabhidngig Verdnderlichen (x:,f) einer Transformation der
Gruppe ®, unterworfen werden?” [Die Mengen (¢), (G), (R) sollen wieder
die verschiedenen in G bezw. R auftretenden Grészen &, G und R
andeuten].

Ein solches Verhalten ist nicht ohne weiteres ersichtlich. Zwar wissen
wir aus dem Vorhergehenden:

G=G{), D)l : R=R{e), Dwn). Drul . . (56)

was fiir die Funktion G trivial ist, fiir die Funktion R aus dem Wegfallen
der Transformationsparameter 7; und & folgt; aber die Gleichung (55)
besagt weit mehr als (56).

Die gestellte Frage ist zu bejahen. Zwecks ihrer Beantwortung seien
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erst einige Hilfssdtze iiber eine Klasse von Funktionen bewiesen, Funk-
tionen, die ich kurzweg als P-Funktionen andeuten will.

Definition. Es seien n Tripel (u;viw:) (i=1...n; n willkiirlich) von
algebraisch-unabhingigen Variabeln (uz v w) gegeben. Eine Transformation
T, der verallgemeinerten GALILEI-NEWTON-Gruppe &, (vgl. § 1) indu-

ziere eine orthogonale Transformation (u,v;w;)— (u;viw;) mit Koeffi-
zienten e;:

U = ey w; + e v + ez wi z

I - - /7
UV, — ey u; +222 Ui+€23 w,\ e (2)
w; = e3 W; + €3 Vi + €33 w;

Ferner seien die 3n Parameter ;v (i=1...n) ganze, nicht-negative
Zahlen. Es soll sodann eine beliebige ganze und rationale Funktion F
irgendwelcher Verinderlichen zur Klasse der P-Funktionen gehéren, falls F
durch eine Transformation 7, der Verdnderlichen (x:f) kogredient zum

Produkt:
Ay vy Ay A Hng Vg
uy vy wyu ... u, v, W,

transformiert wird.

Es wird also die Transformationsgleichung einer P-Funktion durch
die n Parametertripel (4 u;7:) genau bestimmt. Diese Tripel sind will-
kiirlich, kénnen also insbesondere einander gleich sein. Wird die Kogre-
dienz bzgl. der Gruppe ®, (vgl. § 1) durch das Symbol ~ angedeutet,
so kann man schreiben :

Ao
% S 173 v
A u v A, n n n
Dy coippa| ~uyvi'wiur’...u, v, w, ... (57
Vl"' Ya

und die Transformationsgleichung lautet :

A’l~~~}‘n PR/ 7

Va,.
]Lﬂ ‘n n =
Dli...py| =2 2.7[(/11/“”/1)“.75( #a ¥ )P .ﬁ,...ﬂn (58)

boov, | @A Exdoa\a By i P P Vieon Vn

wo die Summation zu erstrecken ist iiber alle Zahlentripel (a; 5;7:) welche
den Gleichungen :

a; —=0; i —=0; 7. =0; o +p+rvi=4k+wm+v=0=0 (58/)

geniigen.
Die Funktion n ist wegen (2’) (57) bestimmt durch die Gleichungen:
;“ /u v l.’ [V! , o 3
n( ):2 ,—'L;———-—,e,“l‘el'ﬁ"...ej"g’ ... (59
OB Y] (v Ml 2! 933!
Nik =0

M+ M2+ s =14 Ny + N2+ M3 =p N3+ 32 + N33 =" (59’)
M1+ 92+ 1y =a M2+ M2 + 132 =14 s+ N2z + N33 =7 )
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Ein einfachstes Beispiel einer P-Funktion bietet die Grosze:

a).+/u.+v @

=TT .
Oxi 0x3' 0x3

D; ..

Sie besitzt wegen (13) die Transformationsgleichung:

Do =5 5 (“”’)1") (60)
Y] -—(aﬁy)fl o ﬂ 7 3y - s . 2 > ” ”

und ist zu u’ v* w’ kogredient.

Hilfssatz 4. Die Summe zweier, von denselben Parametertripeln
abhingigen P-Funktionen ist wieder eine P-Funktion:

Ay oo An b wvs dn | Ay sws A
Pl ooopn | FPy| gy ovoptn |[=Ps| py oot tta
Vi oo YV B 2 A Vi ovee Vn

Beweis. Ist wegen (58) trivial.

Hilfssatz 5. Das Produkt zweier P-Funktionen ist eine P-Funktion:

A oo Aa A1 Am R PR
Pilp coipn | Py ltnsree tm | =Ps| py «v. i
Vi oo Vo Vatl eoo Vm. Vi e Vnm

Beweis. Ist wegen (58) trivial.

Das nichste Ziel ist jetzt, zu beweisen, dass die Funktionen G und R
P-Funktionen sind; alsdann wird auch die Gleichung (55) erfiillt, wie
aus dem Obigem ersichtlich.

§ 11.  Spezielle P-Funktionen.

Hilfssatz 6. Die Funktion V ist eine P-Funktion:!)
Vis=V |u py p3 | ~ ’1;1" v .. Wi
Vi Y2 V3

) Anmerkung: fiir uneigentlich orthogonale Transformationen (2') kommt noch ein
Zeichenwechsel in der Transformationsgleichung der Funktion V hinzu; dasselbe gilt fiir
die Transformationsgleichung der Funktion r,;: in der G-Funktion heben sich diese

Zeichenwechsel gegenseitig auf. Es werden hier nur eigentlich orthogonale Transforma-
tionen (2') betrachtet.
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Beweis. Es ist wegen (11), (24):

o 93D D,Dy)_
12 9 (x; x2x3)
oD, . 9D, ,  aD, oD; _ 9D; | 3D, |
a;,+ 1zax—2 —|'5136x3 e € ax—l elzaxz‘*‘euag
. 0D, 0D, 0D, 0D, 0D, oD; |
= | ez 6371 ezzax2+e axa‘“ a—l-‘f‘ 22a 2+8236;3 =
oD, oD, oD, oD, 0D, 0D,
a;l €32 axz + es3 — dx3 - €3y 6;1 €33 = axz Tl ().;;
0D, D, 9Ds| [9D, D, D;
dx, 0dx; 0x; dx; 0x Ox
_ | %2 ") D oD, 3D,|_ (9D, 9D, oD,
— | en €22 €33 a;; a:x'_z' a.;'z - a;‘.z a.;z a.;;
€33 €33 €33
oD, 3D, 3D;| |D, 3D, D;
d0x; O0x; 0x3 dx; O0x; 0x;

Wendet man hierauf die Formel (60) an, so bekommt man:

| > 11 Hy ”1> éﬁiﬁm .3 & As ps vs aD«_aﬁuv‘
l (e 3 171 ay /3] 71 ()xl (0t 33 %) (U5 ﬂ3 V3 ax,
=|

iy Ay Ay =
\YR e > n('“ th ”1) a_Dfﬁ_ﬁx oS a (’13 M3 ”3) aDaiﬁgm‘;_
1y vy Vs ‘(‘11 37 ay /Bl 71 Exz (23 33 74) as (33 73 —_axz |
S Ay ”1) ‘)Dil_ﬂlyl . m (13 M3 Vs) a_D"‘iraa'Ya‘
(01 31 71) ay /31 V1. ().X'3 (ot 35 7a) as ﬂ3 V3 ax3 |

A’S M3 V3 ) °‘1 B D“zrg 72 D“'{Pa?’a) —

as Bs 73 0 (x; X7 x3)
a, az az

A v A v
:2...271(1#1 1) ”( 3 M 3) 1 B2 B3
5 By (v \G1 B 7 a3 B3 73

Y17V273

— 5 S x (11 ! ’1) o
(ot B171)  (a53373) ay ﬂl Y1

g.e.d.

Hilfssatz 7. Die Funktion I} ist eine P-Funktion:

Ay Ay Ay
Dps =T | py paps | ~ urvfs. .. wp

V1 V273
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Beweis. Die zu beweisende Formel lautet:

Ay Ay ds a; 0, as

A A -
| o g s :z...zn("“‘”‘)...n(”‘”’)r By BaBs| (61)

3.4 2357 : a a
», 'VZ Vs (1 81A)  (ot3B373) 1 ﬂl 1 3 ﬂ:‘l 73 ” 72 })3

wo wegen (38). (42), (44):

Ay Ay 45
I \ppaps| =
Vi V2 V3
Yy D}.l,#l—-l,vl+l — D}.1, Ly —1 -« U3 D),,‘,u3—1.v3+1 — V3 Di\a. pyt1,v5—1
Yy D;-1+1r!‘|-'*1—1 s }»1 D;~1_1:l‘|v"1+1 ce V3 D}.3+l.ll;;.‘l;;—l _— j-3 D}n—l.uu.vﬁ-l . (62)
A D>.1—1.¢t1+1.vl — M D>.1+1.ul—x.vI R D);x—l-l‘a‘l’lﬂa — M3 Dla+l.#3—1.v3

und wegen (58’):
o +p+rn=k+m+rvi=0=0 (i=1,23 . (62))

ist. Es ist gleichgiiltiy ob die Zahlen o; von einander verschieden sind
oder nicht.

Wendet man die Transformation (60) an, so erscheinen beide Glieder

in (61) als kubische Formen von Grészen D;,. Es ist daher fiir das
erste bzw. zweite Glied von (61) zu schreiben:

PLP2pP3| i _
2 ... 2c q1 9293 DPx(h'x DPz‘Zz"z DPsQara
(p1qir1) (paqars)
;s
und : ). . . (63)
9
b1 P2P3| . .
’
2 ... 2c q192q3 Dqum Dszln"z DPs‘la"s
(p1qsr1) (paqars)
Iy I3

wo die Summation iiber alle (pqr), fiir welche:
pp=0; ¢=0; . =20; pp+q+r=90 (=1273) (63)

zu erstrecken ist. Man hat dann nur zu beweisen:

P1D2Ds| P1 D2 Ps3
claiq:qs|=¢ |avqzqs| - . . . . . (69)
13 ryryrs

Aus (60), (62), (63) erhilt man die Darstellung:
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[P P2 D3

919293 | =

LTy 2 I3

a(/"'l Dll.ﬂ-l—l"ﬁ +1_"'1D).1, syl v,——l) a(,u?,D}.g. p3—1,9+1 VJDA,. e+l vn—l)
aDP:Q:’: aDPsQafn

aDP]Ql"l aDPaQaf:c
a(llDA,—l.,u.ﬁl.v,_ 1 DAl+l.u1—1‘v,) a(lsDi\ —1 g+l /"‘3D3-s+1.113—1»"s
aDmm aDPiQa’a

/11,“1—1”14‘1 #1‘5‘1”1““1
M e q
1 1
'13#3—1”3‘1‘1 }*3/‘3+1V3"‘1
My 7T
P qs qs I3

(,,l
5y (}. 1oy 1,——1) P M — 1,u,v,+1
br : b1 I
- /13+1M3V3 1_‘ 13—1#3”3"{'
37 ps qs I3

Ps Qs
P —1#1+1”1 ;~1+1#1—1”1 )
Pi q b1 h

,1371(/13_1 ps+ 1 73 - i 8 13‘1'1 ps— 1 ”3\)
2] q3 I3 ps qs I3,

a(le}1+l‘ Ypy—1 7 ll D)~1_1v My, "1+1) a(’}31)"s'i'1-,"'3- =17 2’3D’\3—1~ K "a+1) —_

(65)

Eine &hnliche Darstellung ldszt sich fiir ¢’ gewinnen. Man bekommt :

(o1 By71) (“a,@ﬂa) ay ﬂl 71

[ p1 P2 P3 ‘
A Y A v

919293 :g...Zn(lpl 1).”71(3.“3 3))(
B (B \ 91 B 7 a3 B3 73

.1 203

a(ﬂlD"H Bi—15 /1+|—le°‘1 By+1. 71—‘) a(ﬂ35u3.53—1.7’3+1_y350(3.)33+1.73—l)
dD P19151 aD Paqats

a(71 Dcx1+1 Ay 1,—1““11Da1—1 By 71+1) a(?’s Dua+1.,33-73—1_‘13Daa—1-ﬁa.hﬂ)
aD P191%y aD PaqsFs

a(alel—l Bitly,— ﬂl o +1.8,—1, v a(azDaa—-Lﬁa+1.73—:33Dua+l-ﬁa—l-n)

aD P11ty ‘ aD_P'd‘I

2 . 2 Allu‘l vl) ..n(lﬂluﬁlg)x
as B y3

303

(66)
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B 5px.al 0g..8-1 5r..71+1 — N 6}71-11 6q,.ﬁ‘+1 ‘5rm——l « i

A /33 6?8-“3 6%63—" 6%-7’3‘“ =3 épav“a d%vﬁs"" 6'5-73—1
b4 dPr“‘l‘H 6‘71431 6’1'71—1 —a an-Zl_l 6‘11',‘31 6"1-'}’;4—1 .

c - V3 6Pa-°‘n+l aqs-las 6"3-13.—1 — a3 aPs-¢3—| d%v.ss 6’3'75'“
ay ap,.ul—l aq,,ﬁ,-{—l (sr,.'y, _ﬂl 6p1,n(,+! 5q,./‘?,—l ‘sr,.'y, . .

. Qa3 épsﬂz:—l 6%33"'1 6%"3 il ﬂ.’v 6Pa'°‘a+| 6‘73-/‘;3—‘ 6"5-‘}’3

4 " " hoom "
(q —{—l)n(1 )——(r +1)n( )
’ pratln—t) pr@i—1r+1

% M3 V3 Ay ops v
. . +1 n( . )_ 1 n( )
) ps @3 +1 r3—1 s +) ps qs—1 r5+1
(r1+1)ﬂ( e omoon )_(Pl+1)”( VSR P )

(66)

. pi—1qn+1 pi+1q n—1
B A3 pm3 o v Ay 4y v
. (r +l)n( 2 )—(p+l)n( )
- pg—l qs r3+1 . p3+l qs fs_‘l
A M " Ay A |
<p+nn( ‘ )—@+4w( )m
‘ ptlq—1rn) pi—1q+1r
A3 Uz Vs A3 Uz V3
. (p url)ﬂ( )*(q —l—l)ﬂ( )
’ pst+1qs—1r ’ ps—1 qs+1r;
Hier ist wieder
5. 40 fir i F k
ik =
(1, i=k

Fir negative Argumentwerte ist die Funktion 7 in (66) gleich Null
zu setzen.

Es geniigt jetzt die Gleichheit der Determinanten (65), (66) zu bewei-
sen. Gemiss (59), (59°) war die Funktion 7 fiir nicht-negative Argument-
werte bestimmt durch die Gleichung:

n(l#?’)_a(?iv_ﬂ-wv);a+ﬂ+,,=l+#+v:0;0. . (67)

afy) 0 (u“?;ﬂ)—
wenn die Verédnderlichen (u v w) durch eine Gleichung (2’) mit den Ver-
dnderlichen (uvw) zusammenhingen.
Es sei fiir willkiirliche nicht-negative ganze Zahlen (a, f8...7):

s o ax+,§+~/ (ui v w“_)
S du” v’ duw”

also fiir a+8+y=14u-+:

67 . . . . . .. n(’“”)— Lo ... (6T

aﬂy _a!ﬂ!yl ady

(68)
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Dies eingetragen in (65), (66) gibt fiir die zu beweisende Relation
die Gestalt:

My HAI- MLyt 2] ITM ity —1 .
P11 P11ty
Igoteg—1, 5541 Do g1, 9—1
M3 Hpgq‘.::a ! V3 szq/;:a '
7 H).,+l.u1,vl—1 _ 11 H),l—l,u,.v,ﬂ .

P19171 Piq1%1
e V3 II)‘3+1-,“:‘» L g - 13 H)‘s_l— ty 7+l | —

D3qafs Dadqats
j’l ITA 1w+l I TTActL =1y .
12 Lk ¢ 12T LS
o dy Ittt gy JTcH bl
Paqaty Daqsts
(69)
Iy _ Iyt
4| prqﬁ-l,rl—l q le,ql—-l.r,-H £
Aty — Aglhys
s B3 Hpa. qst+1.r—1 qs I'[pa, qs—1, ry+1
Iwsn g I
— p1 p—1 qu. 1 1 pit+1 g i —1
.. H)-;‘.F‘u"a — T T Asta¥s
p3 pi—l.qa.r3+] I3 pstl. qurg—1
hypyvy " Ala¥y
qi le+1.q1—1:r1 pi le—l,qﬁvl.z‘ e
Agltyvy —_ Agtydy
Q3 HP:1+1-Qu—l:f:x p3 HP;;— cqytlrg

Mittels einiger Rekursionsformeln fiir IT bzgl. der oberen bzw. unteren
Indizes beweist man leicht die fiir A +u +v=p + q + r giiltigen Be-
ziehungen:

D _ oy -

el Il =en 2 ey 2 ten s
Aot A — \

pID¥, o —reI = en 2 ten@tenfs:. . (70)
oy Ay —

q Hpﬁj_q_,, ., D Hpi,_q“ c=ei3s 8 +enf;+enis ]

wo zur Abkiirzung geschrieben ist:

pqr

Q= IDFL =t — LI ot . (70))

pqr . . . .

93 — ) [T+t wtly " JIH+1 u—1.»
pqr par

Q, = w [T »—V 2+ [T w1 v—1
! par

Sodann ergeben (70), der Produktsatz der Determinanten und die
Orthogonalitit der e die Richtigkeit von (69), w.z.b.w.

Satz 3. Die Funktion G ist eine P-Funktion:

A ... g
Gi..o=G .. .uq| ~upo... wp.
Vi... Vg

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folge der Hilfssitze 4, 5, 6, 7
und der LAPLACE-Zerlegung der Determinante (46).
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Satz. 4. Die Funktion R ist eine P-Funktion:

F R
Rl..’.7:R Moo g "’U;"U;“...w';_
V... ¥y
Beweis. Zunichst dndert man den Wert der Determinante (47) nicht,
wenn in der 7*" Reihe die Groszen D;,, durch —"% ersetzt werden.
fe)

[vgl.: (11), (32), (36), (38)].
Sodann gilt fiir die letztere Grésze die Transformationsformel:

60 . . . . . .*i?zﬁ:zn(“”)ﬁﬁy N (4}
at(e) (x3y) a ﬂ }’

Alsdann folgt Satz 4 aus (71), den Hilfssitzen 4, 5 und Satz 3.





