Mathematics. — Die Darstellung der Lorentzgruppe in der komplexen
E, abgeleitet aus den Diracschen Zahlen. Von ]J. A. SCHOUTEN.
(Communicated by Prof. H. A. KRAMERS).

(Communicated at the meeting of February 22, 1930).

Bei der Behandlung der Darstellung der Lorentzgruppe in der E, ')
und in der komplexen E, und den darbei sich ergebenden Spingréssen
fallt es auf, dass stets zu Anfang schon gewisse Matrizen, die Paulischen
und Zusammenstellungen von diesen verwendet werden. Dies bedeutet
eigentlich, dass man von vornherein ein bestimmtes Bezugssystem in der
E, festgelegt denkt, die Matrizen sind dann eben die Schemata der
Bestimmungszahlen gewisser gemischter Grossen, die linear homogenen
Transformationen in der E, oder auch in der E, zugeordnet sind ).

Es soll nun im folgenden eine Behandlung gegeben werden die, aus-
gehend von den Diracschen hyperkomplexen Zahlen, ganz ohne Festlegung
eines Bezugssystemes verlduft und bei der also die Paulischen Matrizen
gar nicht auftreten. Erst am Schluss wird, nur um den Anschluss zu
gewinnen, das Bezugssystem so gewéhlt, dass diese Matrizen erscheinen.

§ 1. Hermitesche Gréssen.

In einer X"!) kann man neben den Urvariablen &, v=1,...,n,
die konjugiert komplexen Werte &' =¢, N=1,...,n, betrachten.
Unter Vektoren zweiter Art versteht man dann Systeme von n Bestim-
mungszahlen vV, die sich in bezug auf &Y genau so transformieren
wie die Bestimmungszahlen eines gewdhnlichen Vektors in bezug auf
&. Aus den Vektoren zweiter Art bauen sich Grossen hoheren Grades
auf wie bei gewdhnlichen Vektoren, aus den beiden Arten von Vek-
toten aber eine neue Grossenart, die Hermiteschen Gréssen 3), die
sowohl Indizes des kleinen als des grossen Alphabets tragen. Jeder
Grosse zweiter Art ist eine gewohnliche Grésse eineindeutig zugeordnet,

1) Unter Xn verstehen wir eine allgemeine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, unter En eine
Xn mit einer euklidisch affinen Geometrie.

%) Es wire zu empfehlen das Wort Matrix weniger zu missbrauchen und in jedem Falle
genau anzugeben um welche Grossen es sich handelt. Hat doch abgesehen von dem Fall
des orthogonalen Bezugssystems, der in E4 nicht vorliegt, z.b. Symmetrie einer Matrix nur
bei rein kovarianten oder rein kontravarianten Gréssen einen Sinn, wéhrend Multiplikation
in dem Falle gerade sinnlos wird und erst Bedeutung erlangt bei gemischten Gréssen
unter sich oder mit kovarianten oder kontravarianten Gréssen.

3) J. A. SCHOUTEN und D. VAN DANTZIG, Ueber die Differentialgeometrie einer Hermi-
teschen Differentialform und ihre Beziehungen zu den Feldgleichungen der Physik, Proc.
Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam, 32, (1929) 60—64.
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die Hermiteschen Grossen lassen sich aber nicht in dieser Weise auf
gewdhnliche Gréssen zuriickfiilhren. Wichtig fiir das folgende ist der
Begriff der Hermiteschen symmetrischen Grosse viy zweiten Grades.
Ist vs, die konjugierte Hermitesche Grosse so lautet die (invariante)
Symmetriebedingung

UAM ==UMA. .« o« o« o« o« o« o« . (D

Bei gemischten Grossen hat die Hermitesche Symmetrie keinen Sinn.
Jeder Hermiteschen symmetrischen Grésse, ist eine Hermitesche Form
zugeordnet.

§ 2. Ableitung der Darstellung aus den Diracschen Zahlen.
Die einfachste Form der Wellengleichung

. 2.2 5N
gu ai ajw:mh_fw;gu:él/; ai:aifi *
i, k=0,1,2,3 @)

k=g, By, B3=g, E=pit,

lasst sich bekanntlich nach Einfiilhrung der Diracschen hyperkomplexen
Zahlen d*, die durch die Gleichungen

d'd=g"; i, k=01,23. . . .. . (3
definiert sind, folgendermassen schreiben:
ih mc 4 ’ —
a 7 aj + —i a Y= o . . . . . .. (4)
wo
at=aa'a?a®*. . . . . . . . . (9

Die 16 Zahlen 1, ak, o'/ —a‘a/, a'i* —aiaid, a* bilden ein geschlos-
senes associatives Zahlensystem 2). Sie konnen sich auffassen lassen als
gemischte Grossen zweiten Grades mit Determinante 1 in einer Hilfs-E,,
die Multiplikation entspricht dann der einmaligen Ueberschiebung:

B =di%y . . .. . . .. (6

Jeder Zahl entspricht also in eineindeutiger Weise eine unimodulare
lineare homogene Transformation in E,. Insbesondere entspricht jeder
Zahl o° o', a?, a3, a* sowie jeder Zahl einer solchen Gruppe von fiinf
Zahlen mit denselben Rechenregeln eine Transformation mit den Elementar-
teilern 1 —1),(A—1),A+1),(A+1) fir k=1,2,3 und (A—i), (A —1),
(A+19,(4+1) fiir k=0,4. Alle Groéssen, die in der Hilfs-E, auftreten

koénnen, heissen Spinoren, die Vektoren auch Spinvektoren.

iCc
a . pa

1) Diese Form fiithrt auf EDDINGTON zuriick; A symmetrical treatment of the wave
equation. Proc. Royal Soc. London, 121, (1928) 524—542.

2) Vergl. iiber die Eigenschaften dieses Systems ]. A. SCHOUTEN, Ueber die in der
Wellengleichung verwendeten hyperkomplexen Zahlen. Proc. Kon. Akad. v. Wet. Amst.
(1922).
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Beim Uebergang zu einem andern orthogonalen Bezugssystem erleiden
a% a!, a?, a® eine Lorentztransformation und bleibt a* invariant. Wahlen
wir also die Massvektoren in E, einmal so dass

1 2 3 4
a?(,:,q:—ieceA—ieCeA—f—ieceA+ieceA. « e e (7)
1 2 3 4

was infolge der Werte der Elementarteiler von a! stets mdglich ist, so
ist unmittelbar ersichtlich. dass es in der E, zwei bei allen linearen
homogenen Transformationen von af, a! 3 invariante Ebenen gibt,
die Ebene E, von cle und e und die Ebene E, von e und e.

,a?, a

2 3 4
Aus (7) folgt, dass die Grossen
c=",(14ia?) ;i =1,(1—iay) . . . . . (8
0 0

die Einheitsaffinoren in E, bzw. E, sind. Mit Hilfe dieser Grossen lésst
sich jeder Spinvektor in eindeutiger Weise zerlegen in zwei Komponenten
in E, und E,.

C=Car Gt L. 9)
0 0

Von jetzt an legen wir das Bezugssystem stets so, dass zwei kontra-
variante Massvektoren in E, fallen und zweiin E,. Fiir die Bestimmungs-
zahlen in bezug auf die beiden ersten seien dann kleine gotische
Buchstaben a,b, ¢ =1,2 als Indices verwendet, fiir die anderen die grossen
Buchstaben %, B, € = 1,2 desselben Alphabets ).

Aus (5) und (8) folgt

vl e=1d"e=0%. . . . . . . . (10

0 0 0o o0

und a* zerfillt also in zwei Grossen

ﬂk:éakgzk k| gk
B =1k a=g+s. . . . . . . (11)
0 oS

fir welche infolge (3) gilt
ﬁ(i\c Igj)% =Ly
BT LaT ga iy

g€ pb G
ﬂ.'.bﬂ{.% —uYij

(12)

p* liegt mit dem oberen Index in E, und mit dem unteren in E, und
bildet also die kontravarianten Vektoren der E, eineindeutig ab auf die
der E,. Bei f* verhilt es sich gerade umgekehrt. Laut (12) sind die beiden
Abbildungen einanders Umkehrungen fiir k=1, 2, 3, wihrend dasselbe

1) Die Verwendung von grossen und kleinen Buchstaben bedeutet hier noch nicht dass
Hermitesche Grossen auftreten.

2) ¢ akg steht abkiirzend fiir 3?13 o ?D gD A
13
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIII, 1930.
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nur bis auf das Vorzeichen gilt fir k=0. Die Abbildung ist natiirlich
nicht dieselbe fiir verschiedene Wahl von k und dndert sich auch bei

Lorentztransformationen von a° a!, a2, a3,

Jedem Vektor w; ist zweimal in eineindeutiger Weise ein gemischter
Spinor zugeordnet
wCg=w, ¢ ?
gt it @m , (13)
— i
WoaT wjﬂ - S

und diese beiden Spinoren bestimmen sich auch gegenseitig eindeutig.
Jedem Bivektor v;; ist in eindeutiger Weise der gemischte Spinor der E,

[ ic 2B

v.a_”ijﬂ..%ﬂ{.a . 3]
zugeordnet und ebenso der gemischte Spinor der E,

« . .

= BBy L (15)

Nun folgt aus (3,5, 8, 11)

0 cycl. 1,2,3 . . (16)

1
LA:——i/_ﬂoﬂ]:—Bz/f:——iZam:—Zazs
1 . 0

welche Gleichungen gleichzeitig zur Definition der zur Abkiirzung einge-

fiilhrten Zeichen ¢, ¢, 1, ¢, (, ¢ dienen. Die ¢ bzw. ¢ sind gemischte Spinoren
1 2 3 1 2 3

der E, bzw. E, und aus (16) folgt
=1 (—d®+id®) ;i =, (—d®—id). . . . (17)
1 1

Es besteht demzufolge einerseits eine eineindeutige Zuordnung zwischen
den reellen Bivektoren und den linear mit komplexen Koeffizienten in

t, t, ¢ ausdriickbaren linearen Transformationen der E, und anderseits
123

dasselbe in E,. Aus (16) folgt leicht, dass ¢, ...,¢ und ebenso ¢, ..., ein
0 3 0 3

Quaternionensystem bilden :

= —t=1; tt=—it=1

12 21 3 2 2 3

12 1 cyc. . . . . . (18)
L= —1 M (L= —1
11 0 11 0

was besagt, dass t. ¢, ¢, , ¢ und ¢ die Elementarteiler (i), (A —i) haben,
12 3 1 2 3

und daraus geht hervor, dass die reellen Bivektoren gerade den kom-

plexen linearen Transformationen mit Spur 0 sowohl in E, als in E,
zugeordnet sind. Da sich iiberdies ¢ und ¢ gegenseitig invariant zu-
0 0

ordnen lassen, besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen den kom-
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plexen linearen Transformationen in E, und E, ‘und diese hat die
besondere Eigenschaft, dass i1p + uq und lp+uq zugeordnet sind,
sobald p, q und p, q zugeordnet sind und 1, u die zu 4, u konjugierten
komplexen Zahlen sind. Einer unimodularen Transformation in E, ent-
spricht ein Quaternion qJ:(gS +—(;:9L1 —}—q;uz +(f; mit Norm (Quadratsumme

der Koeffizienten) 1, seiner Umkehrung der “konjugierten” (nicht im

Sinne von komplex konjugierten) Quaternion ¢='—¢@:—gpt— @i — g
00 11 22 33

Bei der allgemeinsten Transformation in E, und E, erleidet also o* die
Transformation

‘= (p+y) @ ty )=y +ype k=0,1,2,3 . (19)
wo ¢ und y beliebige (nicht notwendig unimodulare) Transformationen

in E, bzw. E, darstellen. Man iiberzeugt sich leicht, dass folgende Stze
gelten:

1. Eine Transformation der Form (19) wo ¢ und y beide uni-
modular sind, ist eine Lorentztransformation, d. h. sie ldsst die
Form o @/ g;; invariant.

2. Eine Transformation der Form (19) ist dann und nur dann
eine reelle Lorentztransformation wenn die Norm von ¢ und die von y

reell sind und v, v, w, v zu @, @, @, ¢ komplex konjugiert sind.
o1 2 3 01 2 3

3. Nur die Lorentztransformationen, bei denen weder der Koeffi-
zient von a° in ‘a® noch eine ungerade Anzahl der Koeffizienten
von a! in ‘a!, a? in ‘a?, @ in ‘a® negativ sind, lassen sich in der
Form (19) darstellen. Es konnen also nur die Lorentztransformationen
der Gruppe, die erzeugt wird durch die reellen Drehungen des

Raumes und eine sogenannte ,spezielle” Lorentztransformation

‘x—=xcoshit+tsinhit (20)
't =xsinhAt+tcoshael

in der Form (19) geschrieben werden, wéihrend weder die Gruppe,
die ensteht durch Hinzufiigung der Transformation 't = — ¢, noch
die, welche durch Hinzufiigung von 'x =— x erzeugt wird, in diese
Form eingeht.

Die Bezugssysteme in E, und E, sind bis jetzt vollig frei gelassen.
Wir schrinken jetzt die Wahl ein durch die Forderung, dass die «und:

und demzufolge auch die 8 und 8 konjugiertkomplexe Bestimmungszahlen
haben. Dadurch werden die Bezugssysteme bis auf lineare homogene in

E, und E, komplexkonjugierte Transformationen festgelegt. Aus (16) folgt

fiir die Determinanten van f und B, die bei diesen Transformationen
keine Invarianten sind, dass

|8 |=—18]: |F|=—|Fl:k=123. . . . @
13*
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Wir konnen also zweitens fordern dass
0 k 20 Sk
1Bl =—|8|=|F|l=—|F|=+1:k=1,23. . . (22
eine Forderung, die invariant wird, wenn wir uns von jetzt an nur
noch auf Transformationen mit reeller Determinante beschridnken. Dabei

konnen wir die Beschrankung noch weiter durchfiihren bis auf unimodulare
Transformationen, da ein reeller Wert der Determinante offenbar auf die

Transformation der ¢, ¢, § und 8 keinen Einfluss hat. B
Es steht jetzt nichts mehr im Wege die Groszen der E, zu identifi-

zieren mit den Gréssen zweiter Art (vgl. § 1) der E,, die ¢ werden dann
identisch mit den zu den ¢ kongugierten Grossen zweiter Art, und die f

und B werden konjugierte Hermitesche Gréssen ).
Da die erlaubten Transformationen in FE, jetzt unimodular sind,
existieren zwei invariante Bivektoren
1 2
- . mpab __ 9 J[a ,b]
fab_ze[aeb]'F -*2? B x s w4 (23)

und ihre Konjugierten _fQISB und F¥3, Es gilt nun der merkwiirdige Satz:
Wird aus ﬂkcgl oder ’Ek@a durch Ueberschiebung mit einer geeigneten

unter den Gréssen f, F, f oder F eine Grésse mit nur kovarianten oder
nur kontravarianten Indizes erzeugt, so ist diese Grésse stets Hermi-
tesch symmetrisch.

Es miissen also die Identitétten

Sl.cba:ﬂ’fsafcb :Efcab :Bk@b f(SQI
B — ghe R OU — JiBe FH8 Fea k=123 (29
bewiesen werden, sofern sie nicht dienen zur Definition der Gréssen 7,
v, € und ¢2), deren Vorzeichen so gewahlt ist, dass:
pB=ve : Bp=vye ; aa=(+el+e . . . (25
In der Tat folgt nun aus (12), unabhéngig von der ndheren Wahl der
Bezugssysteme in E, und E,

pri=—p2,
kz____—k—l
pla= ff;‘ k=123. . . . . (26)
prlz=—p"
B =— B

) Es ist klar, dass das Auftreten der konjugiertkomplexen Transformationen im zweiten
Satz auf S. 193, sowie der Hermiteschen Gréssen hier, seinen Grund findet in dem Umstande,
dass der zugrunde gelegte Fundamentaltensor den Index 3 hat, also darin, dass die
Lorentzgruppe zugrunde gelegt ist und nicht die Gruppe der vierdimensionalen Drehungen.

2) Ich ziehe es vor bei dem Herauf und Herunterziehen der Indizes mittels f und Fden

Kernbuchstaben zu @ndern. Man kommt sonst zur merkwiirdigen Konsequenz: ubwb =— vbwb'
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und die ersten beiden dieser Gleichungen liefern

I ok s k=1,23. . (27)
w.z.b.w. Auszerdem folgt aber noch
?’Hi—_yfiz
k21 — gk
e Rl L L L L (28
P =ik
P2 =—dy

Durch die Ueberschiebung mit f oder F in (24) kann sich die Deter-
minante nicht dndern und es ist also

1P l=1"=1 : [ |=|#=—1 1 k=123, . (29)

Daraus geht aber hervor, dass von den Hermiteschen Tensoren nur

7% 9% E° und E° positiv definit und die anderen alle nicht definit sind.

Diese Tatsache kann dazu verwendet werden die Bezugssysteme in

E, und E, (allerdings nicht mehr relativistisch invariant) so zu wibhlen,

dass y, und ¢, die kanonische Form annehmen:
11 2 2

yoﬁ%:eae%-f—eueQs : E‘_’ab:ea ep+eqgep. . - (30)
11 2 2

Die Bezugssysteme sind dann bis auf unitire Transformationen fest-
gelegt und diesen entsprechen unimodulare orthogonale Transforma-
tionen von a!, a?, a®. Nihere Bestimmung kann etwa so erfolgen dass’)

_ 12 21
y'l— ee+ ee ed—=— ee— ee
12 21
_ 12 21
y’=ie e—iee e2—=—ieetieey . . . (31)
1 2 2 1
_ 11 22
y¥»=— ee— ee 3=— e e+ ee
11 2 2

Dass dabei die Vorzeichen in den y und ¢ entgegengesetzt sind ist
eine Folge von (28) und (30) und somit eine bei unitdren Transforma-
tionen invariante Eigenschaft. Zu (30) und (31) gehoren folgende Werte
der f§:

ﬂoc = ec; —-ec;' 730@:— e@:e2 —e@el
AT r A 5 AW La” ] Ta 5 a
1 2 _ 1 2
f!' =—e e +ee; B —=—e e +e e
1 2 1 2 . (32
1 2 _ 1 2
f? —=—ie e +ie e; 2 = ie e +ie e
1 2 1 2
2 1 p— 2 1
2 = eetee; B2 = e e +ee
1 2 1 2

) In (31) sowie in den letzen drei Gleichungen (32) und (33) sind die laufenden Indizes
unterdriickt.
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und der ¢

1 2 G @1 2 \

[ ¢ ¢ n

= e'e ete t == eve eve

a 1 +2 a 5. U 1 91+2 A
2 1 _ 2 1

t — ieedie e; ¢ ——ie e—ie e

1 1 2 1 1 2 . . (33)
2 1 _ 2 1

t —=—e e+ e e; —=— e e+ e e

2 1 2 2 1 2
1 2 _ 1 2

t — ie e—ie e; ——ie et+ie e

3 1 2 1 2

Die Matrizen der ¢ sind also bis auf einen Faktor i den Paulischen

Matrizen Gleich.

§ 3. Das Verschwinden der Divergenz des Wahrscheinlichkeitsvektors.
Jeder Spinvektor v lasst sich in einer und nur einer Weise in zwei

von einander unabhingigen Komponenten v* und v® in E, bzw. E;
zerlegen. Sind v® und v* zu o° bezw. & konjugiert, so bestimmen diese

einen neuen Spinvektor v, den wir zu v konjugiert nennen. v und v
sind einander in eineindeutiger Weise zugeordnet. Jedem Spinvektor ist
nun in eindeutiger Weise ein Vektor zugeordnet den wir mit v*
bezeichnen:

vk:ﬂ{c.cQI fcb;mvb_“_ /§I.c(.53a ?(EQS v vCS,?

=k (% o0+ o ot) )

und aus der Hermiteschen Symmetrie folgt, dass dieser Vektor reell ist.
Wir wenden uns jetzt zur allgemeinen Wellengleichung, die aus (2)

(34)

entsteht indem le_—b,- durch %6,- + @D, ersetzt wird

§af(%aj+¢,-)+"’7ca*§w=0- Cee e 39

Sind dann v° und v»© die Komponenten des Spinvektors w, so ist (35)
gleichbedeutend mit

o+ o)t mevi= |
27 h
ﬂ{‘?a(yaﬂr djj)wa +mey®=0 S

‘Wird die erste Gleichung mit yP fy, iiberschoben, so entsteht

!

= h —
wbefcm(-i—aj—}—¢j>wm—mcwabcwcs N 74!
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und Subtraktion der komplex konjugierten Gleichung

- h - _
w%e{%a(—,—-aj+ dﬁj)wa—mcw% fos ¥ ; .. )
liefert
h R ) oo JI B )
0y vt —me| vy fr =y g ) - - - (39)
In derselben Weise entsteht aus der zweiten Gleichung (36):
h ;b= = ==
=0 gy v +me@PvC fag—v focv) - . (40)
und durch Addition von (39) und (40)
0 ¥ =0; ey (WM + 9Py =0. . .. @)

womit die Divergenzfreiheit des Wahrscheinlichkeitsvektors ohne Ver-
wendung irgendeines speziellen Koordinatensystems in E, und E,
bewiesen ist.





