
Mathematics. - Die Darstellung der Lorentzgruppe in der komplexen 
E 2 abgeleitet aus den Diracschen Zahlen. Van J. A. SCHOUTEN. 
(Communicated by Prof. H. A. KRAMERS). 

(Communlcated at the meeting of February 22. 1930). 

Bei der Behandlung der Darstellung der Lorentzgruppe in · der Ei 1) 
und in der komplexen E 2 und den dar bei sich ergebenden Spingrössen 
fällt es auf. dass stets zu Anfang schon gewisse Matrizen. die Paulischen 
und Zusammenstellungen von diesen verwendet werden. Dies bedeutet 
eigentlich. dass man van vornherein ein bestimmtes Bezugssystem in der 
Ei festgelegt denkt. die Matrizen sind dann eben die Schemata der 
Bestimmungszahlen gewisser gemischter GrÖssen. die linear homogenen 
Transformationen in der Ei oder auch in der E 2 zugeordnet sind 2). 

Es soli nun im folgenden eine Behandlung gegeben werden die. aus~ 
gehend von den Diracschen hyperkomplexen Zahlen. ganz ohne Festlegung 
eines Bezugssystemes verläuft und bei der also die Paulischen Matrizen 
gar nicht auftreten. Erst am Schluss wird. nur um den Anschluss zu 
gewinnen. das Bezugssystem so gewählt. dass diese Matrizen erscheinen. 

§ 1. Hermitesche GrÖssen . 
In einer Xn 1) kann man neben den Urvariablen;". y = 1 •...• n. 

die konjugiert komplexen Werte tN =·f. N = 1 ..... ;;. betrachten. 
Unter Vektoren zweiter Art versteht man dann Systeme van n Bestim~ 
mungszahlen vN • die sich in bezug auf tN genau so transformieren 
wie die Bestimmungszahlen eines gewöhnlichen Vektors in bezug auf 
tv. Aus den Vektoren zweiter Art bauen sich Grössen höheren Grades 
auf wie bei gewöhnlichen Vektoren. aus den beiden Arten von Vek~ 
tOl en ab er t>ine neue GrÖssenart. die Hermiteschen Grössen 3). die 
sowohl Indizes des kleinen als des grossen Alphabets tragen. Jeder 
Grösse zweiter Art ist eine gewöhnliche Grösse eineindeutig zugeordnet. 

1) Unter X n verstehen wir ei ne allgemeine n-dimensionale Mannigfaltlgkeit. unter En ei ne 
X n mit einer euklidisch affinen Geometrie. 

2) Es wäre zu empfehlen das Wort Matrix weniger zu missbrauchen und in jedem Falie 
genau anzuÇleben urn welche Grössen es sich handelt. Hat doch abgesehen von dem Fall 
des orthogonalen Bezugssystems. der in Ei nicht vorliegt. z.b. Symmetrie einer Matrix nur 
bel rein kovarlanten oder rein kontravarianten Grössen eipen Sinn. während Multiplikation 
in dem Falie ge rade sinnlos wlrd und erst Bedeutung erlangt bei gemischten Grössen 
unter sich oder mlt kovarianten oder kontravarianten GrÖssen. 

3) J. A. SCHOUTEN und D . VAN DANTZIG. Ueber die Differentialgeometrie einer Hermi­
teschen Differentialform und ihre Beziehungen zu den Feldgleïchungen der Physik. Proc. 
Kon. Akad. v . Wet. Amsterdam. 32. (1929) 60-64. 
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die Hermiteschen Grössen lassen sich aber nicht in dieser Weise auf 
gewöhnliche Grössen zurückführen. Wichtig für das folgende ist der 
Begriff der Hermiteschen symmetrischen Grösse VjM zweiten Grades. 
Ist -;;AI' die konjugierte Hermitesche Grösse 50 lautet die (invariante) 
Symmetriebedingung 

(1) 

Bei gemischten Grössen hat die Hermitesche Symmetrie keinen Sinn. 
Jeder Hermiteschen symmetrischen GrÖsse. ist eine Hermitesche Form 
zugeordnet. 

§ 2. Ableitung der Darstellung aus den Diracschen Zahlen. 
Die einfachste Form der Wellengleichung 

.. m 2 c2 .. * " a 
g

Il::' ::. 111 - 111 • g'l - .\'1 • à -
Uj Uj -r -~ -r' -u, j- a~j 

i, j, k = 0, 1. 2. 3 

~I=X, e=y, e=z. ~o=ct. 

(2) 

lässt sich bekanntlich nach Einführung der Diracschen hyperkomplexen 
Zahlen ak, die durch die Gleichungen 

(/ j) ij. . k 0 1 2 3 a a =g : I.). = . . . (3) 

definiert sind. folgendermassen schrei ben : 

( a
j f àj + ~c ai) 

2 

tp = 0 (4) 

wo 
(5) 

Die 16 Zahlen l.a~.aij=aiaj.aijk=ajajak,ai bilden ein geschlos~ 
senes associatives Zahlensystem 2). Sie können sich auffassen lassen als 
gemischte Grössen zweiten Grades mit Determinante 1 in einer Hilfs-Ei • 

die Multiplikation entspricht dann der einmaligen Ueberschiebung: 

(6) 

Jeder Zahl entspricht also in eineindeutiger Weise eine unimodulare 
linea re homogene Transformation in Ei' Insbesondere entspricht jeder 
Zahl aO. al. a2• a3• ai sowie jeder Zahl einer solchen Gruppe von fünf 
Zahlen mit denselben Rechenregeln eine Transformation mit den Elementar~ 
teilern (J. - 1). (J. - 1). (À. + 1). (J. + 1) für k = 1,2.3 und (J. - i), (J. - i) . 
(J. + i). (J. + i) für k = 0.4. Alle GrÖssen. die in der Hilfs~Ei auftreten 
können. heissen Spinoren. die Vektoren auch Spinvektoren. 

I) Diese Form führt auf EDDINGTON zurück; A symmetrical treatment of the wave 
equation. Proc. Royal Soc. London. 121. (1928) 521-542. 

2) Verg!. über die Eigenschaften dieses Systems J. A . SCHOUTEN, Ueber die In der 
Welleng1eichung verwendeten hyperkomplexen Zahlen. Proc. Kon. Akad. v. Wet. Amst. 
(1922) . 
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Beim Uebergang zu einem andern orthogonalen Bezugssystem erleiden 
aO, al, a 2, a 3 eine Lorentztransformation und bleibt a 4 invariant. Wählen 
wir also die Massvektoren in E4 einmal so dass 

ie . el. e 2 . e 3 . e 4 
a, , A = - I e eA - I e eA + I e eA + Ie eA. (7) 

I 2 3 4 

was infolge der Werte der Elementarteiler von a4 stets möglich ist, so 
ist unmittelbar ersichtlich. dass es in der E4 zwei bei allen linearen 
homogenen Transformationen von aO, al, a 2, a 3 invariante Ebenen gibt, 
die Ebene E2 von e und e und die Ebene Ez von e und e. 

I z 3 4 

Aus (7) folgt, dass die Grössen 

1=1/1 (1 +ia4) ;=1/2(1-ia4) (8) 
o 0 

die Einheitsaffinoren in Ez bzw. Ez sind. Mit Hilfe dieser Grössen lässt 
si eh jeder Spinvektor in eindeutiger Weise zerlegen in zwei Komponenten 

in Ez und E2 • 

e e A -e A 
v =I,AV +I , AV . (9) 

o 0 

Von jetzt an legen wir das Bezugssystem stets so, dass zwei kontra~ 
variante Massvektoren in Ez fallen und zwei in Ez. Für die Bestimmungs~ 
zahlen in bezug auf die beiden ers ten seien dann kleine gotische 
Buchstaben a, Ó, C = 1,2 als Indices verwendet. für die anderen die grossen 
Buehstaben sn,~. ~ = 1.2 desselben Alphabets I). 

Aus (5) und (8) folgt 
k - k -

I a I = I a I = 0 2) • (10) 
o 0 0 ° 

und ak zerfällt also in zwei Grössen 

(11 ) 

für welche infolge (3) gilt 

fJ(ilc pj)1}3 =IC g .. ! 
' .1}3 • • a 00 IJ 

p(il<;S; fJj)Ó = ~<;S; g 
. ,ó ,.21 021 ij 

(12) 

fJk liegt mit dem oberen Index in E2 und mit dem unteren in E2 und 
bildet also die kontravarianten Vektoren der E2 eineindeutig ab auf die 
der E2. Bei pk verhält es sich gerade umgekehrt. Laut (12) sind die beiden 
Abbildungen einanders Umkehrungen für k = I, 2, 3, während dasselbe 

I) Die Verwendung von grossen und kleinen Buchstaben bedeutet hier noch nicht dass 
Hermitesche Grössen auftreten, 

2) , a k , steht abkürzend für '~B a~ ~ D ,D A • 
o 0 0 0 • 

13 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIII, 1930. 
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nur bis auf das Vorzeichen gilt für k = O. Die Abbildung ist natürlich 
nicht dieselbe für verschiedene Wahl van k und ändert sich auch bei 
Lorentztransformationen van aO, a I, a 2, a3 • 

Jedem Vektor Wj ist zweimal in eineindeutiger Weise ein gemischter 
Spinor zugeordnet 

WC =w . fJjc . ) . 
. 21 J .. 21 ( 

wa; = w pja; \ 
.u j .. u) 

(13) 

und diese beiden Spinoren bestimmen sich auch gegenseitig eindeutig. 
Jedem Bivektor Vij ist in eindeutiger Weise der gemischte Spinor der E2 

vC = v fJ iC pjllJ (14) 
. u ij .. llJ .. u 

zugeordnet und ebenso der gemischte Spinor der E2 

r, - .a; . C 
v - ",=V .. fJl cfJJ \'l' . « IJ. . . . Cl 

(15) 

Nun folgt aus (3, 5, 8, 11) 

t = ifJo pi =- fJ
2
7P= itaO

I = - t a
23 ! 

~ • -0 1 -2, 3 ° . - Ol ° - 23 egel. I, 2, 3 . 
t=-tfJ fJ =-fJ fJ =-tta =-ta 
1 ° ° 

(16) 

welche Gleichungen gleichzeitig zur Defl.nition der zur Abkürzung einge~ 

führten Zeichen t, t, t, t, t, t dienen. Die t bzw. ~ sind gemischte Spinoren 
1 2 3 1 2 3 

der E 2 bzw. E 2 und aus (16) folgt 

1/ ( 23 . 01) - 1/ ( 23 . Ol) t= 2 -a +ta ; t= 2 -a -ta . (17) 
1 1 

Es besteht demzufolge einerseits eine eineindeutige Zuordnung zwischen 
den reellen Bivektoren und den linear mit komplexen Koeffizienten in 
t, t, t ausdrückbaren linearen Transformationen der E2 und anderseits 
1 2 3 

dasselbe in E2• Aus (16) folgt leicht, dass t, .•• ,t und ebenso ~, ... , ; ein 

Quaternionensystem bilden: 

tt =-tt=t 
1 2 21 3 

tt = - t 
11 0 

o 3 ° 3 

- - -- - ~ tt=-tt=t 
1 2 21 3 - - - egel. 
t t=-t 
1 1 ° 

(18) 

was besagt, dass I. " I, t, ; und ; die Elementarteiler p. + i), p. - i) haben, 
1 2 3 1 2 3 

und daraus geht hervor, dass die reellen Bivektoren gerade den kom~ 

plexen linearen Transformationen mit Spur 0 sowohl in E2 als in E2 

zugeordnet sind. Da sich überdies t und ; gegenseitig invariant zu~ 
o 0 

ordnen lassen, besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen den kom~ 
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plexen linearen Transformationen in E2 und E2 und diese hat die 
besondere Eigenschaft. dass À p + f1, q und ~ p + /;. q zugeordnet sind. 
sobald p. q und p. q zugeordnet sind und À. f1, die zu À~ ;; konjugierten 
komplexen Zahlen sind. Einer unimodularen Transformation in E2 ent­
spricht ein Quaternion cp=cp t + cp t + cp t + cp t mit Norm (Quadratsumme 

00 11 22 33 

der Koeffizienten) 1. seiner Umkehrung der "konjugierten" (nicht im 
Sinne von komplex konjugierten) Quaternion cp-I = cp t - cp t - cp t - cp t. 

00 11 22 33 

Bei der allgemeinsten Transformation in E2 und lh erleidet also ak die 
Transformation 

I ah = (cp + 1jJ) ah (cp-l + 1jJ-l) = cp ,8k1jJ-l + 1jJ ph cp-I: k = O. 1. 2. 3 . (19) 

wo cp und 1jJ beliebige (nicht notwendig unimodulare) Transformationen 

in E2 bzw. E2 darstellen. Man überzeugt sich leicht. dass folgende Sätze 
geiten: 

1. Eine Transformation der Form (19) wo cp und 1jJ beide uni­
modular sind. ist eine Lorentztransformation. d. h. sie lässt die 
Form ai ai g/ jinvariant. 

2. Eine Transformation der Form (19) ist dann und nur dann 
eine reelIe Lorentztransformation wenn die Norm von cp und die von 1jJ 

reell sind und 1jJ. 1jJ. 1jJ. 1jJ zu cp. cp. cp. cp komplex konjugiert sind. 
0123 0123 

3. Nur die Lorentztransformationen. bei denen weder der Koeffi­
zient von aO in 'ao noch eine ungerade Anzahl der Koeffizienten 
von al in 'al. a 2 in 'a2• al in 'a3 negativ sind. lassen sich in der 
Form (19) darstellen. Es können also nur die Lorentztransformationen 
der Gruppe. die erzeugt wird durch die reellen Drehungen des 
Raumes und eine sogenannte "spezielIe" Lorentztransformation 

I x = X cos h À t + t sin h À t t . (20) 
't = x sin h À t + t cos h À t ~ 

in der Form (19) geschrieben werden. während weder die Gruppe. 
die ensteht durch Hinzufügung der Transformation 't = - t. noch 
die. welche durch Hinzufügung von 'x =- x erzeugt wird. in diese 
Form eingeht. 

Die Bezugssysteme in E2 und E2 sind bis jetzt völlig frei gelassen. 

Wir schränken jetzt die Wahl ein durch die Forderung. dass die I und~ 
und demzufolge auch die ,8 und ii konjugiertkomplexe Bestimmungszahlen 
haben. Dadurch werden die Bezugssysteme bis auf lineare homogene in 

E2 und E2 komplexkonjugierte Transformationen festgelegt. Aus (16) folgt 

für die Determinanten van ,8 und ii. die bei diesen Transformationen 
keine Invarianten sind. dass 

(21) 
13* 
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Wir können also zweitens fordern dass 

1 fl l = - 1 fl l = 1 pO 1 = - I pk 1 = + 1; k = 1. 2. 3 . (22) 

eine Forderung. die invariant wird. wenn wir uns von jetzt an nur 
noch auf Transformationen mit reelIer Determinante beschränken. Dabei 
können wir die Beschränkung noch weiter durchführen bis auf unimodulare 
Transformationen. da ein reel/er Wert der Determinante offenbar auf die 

Transformation der t. ;: fJ und p keinen Einfluss hat. 
Es steht jetzt nichts mehr im Wege die Gröszen der E2 zu identifi~ 

zieren mit den Grössen zweiter Art (vgl. § 1) der E2• die; werden dann 
identisch mit den zu den t kongugierten Grössen zweiter Art. und die fJ 

und p werden konjugierte Hermitesche Grössen I). 
Da die erlaubten Transformationen in E2 jetzt unimodular sind. 

existieren zwei invariante Bivektoren 

. (23) 

und ihre Konjugierten f9J.1J3 und p9J.lJ3. Es gilt nun der merkwürdige Satz: 

Wird aus fJ~~ 21 ader p~~ a durch Ueberschiebung mit einer geeigneten 

unter den Grössen (. F. 1 ader F eine Grösse mit nur kavarianten ader 
nur kantravarianten Indizes erzeugt. sa ist diese Grösse stets Hermi~ 
tesch symmetrisch. 

Es müssen also die Identitätten 

ok - fJkC f - ok -fJ-k~ f 
~ . óa - . . a có - L. aó - . . ó ~9J. 

ykcQ3 = fJkC F ~9J. = ?Q3c = pkQ3 pca 
.. a .. a 

(24) 

bewiesen werden. safern sie nicht dienen zur Definition der Grössen y. 

Y. e und ~ 2). deren Vorzeichen so gewählt ist. dass: 

fJfJ = ye fJ fJ = ye aa = (y + ~) (y + ;) (25) 

In der Tat folgt nun aus (12). unabhängig van der näheren Wahl der 

Bezugssysteme in E 2 und E2 

fJ~~l = - p~~ 2 

fJ k2- fJ-kÏ 
.. 2=- .. I 

kl ökÏ 
fJ .. ï=-P .. 2 

k= 1. 2. 3 . (26) 

I) Es ist klar. dass das Auftreten der konjugiertkomplexen Transformationen im zweiten 
Satz auf S. 193. sowie der Hermiteschen Grössen hier. seinen Grund Bndet in dem Umstande. 
dass der zugrunde gelegte Fundamentaltensor den Index 3 hat. also darin. dass die 
Lorentzgruppe zugrunde gelegt ist und nicht die Gruppe der vierdimensionalen Drehungen. 

2) Ich ziehe es vor bei dem Herauf und Herunterziehen der Indizes mittels fund F den 

Kernbuchstaben zu ändern. Man kommt sonst zur merkwürdlgen Konsequenz: v Ó W ó = _ vów ó. 
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und die ersten beiden dieser Gleichungen lidern 

"kl2 = yk21 

w.z.b.w. Auszerdem folgt aber noch 

ok_:k k-123 " .12-".21 - ••• 

"

k12 __ - k _ 
- é . 12 

"

k21-_ -::'1.._ 
- 1'-:21 

"

kll __ ~k_ 
- ".22 

"k22 = _;L 
.1 1 

k = 1.2.3 

(27) 

(28) 

Durch die Ueberschiebung mit f oder F in (24) kann sich die Deter­
minante nicht ändern und es ist also 

Ill=I? I=-l k=1.23. (29) 

Daraus geht ab er hervor. dass von den Hermiteschen Tensoren nur 
,,0. ra, EO und EO positiv definit und die anderen alle nicht definit sind. 

Diese Tatsache kann dazu verwend et werden die Bezugssysteme in 
E2 und E2 (allerdings nicht mehr relativistisch invariant) so zu wählen. 
dass "0 und EO die kanonische FOrliI annehmen : 

!B !B !B - 0 I I 2 2 
,,00 =eoe + eOe E.ob=eo eb+ eo eb . (30) 

1 I 2 2 

Die Bezugssysteme sind dann bis auf unitäre Transformationen fest­
gelegt und diesen entsprechen unimodulare orthogonale Transforma­
tionen von al. a 2• a 3. Nähere Bestimmung kann et wa 50 erfolgen dass I) 

,,1 = e e + e e 
1 2 2 I 

,,2 = jee - ie e 
1 2 2 I 

,,3= e e - ee 
I 1 2 2 

_ 1 2 2 I 

EI =- e e- ee 

_ I 2 21 

e2 =- ie e+iee (31) 

Dass dabei die Vorzeichen in den " und é entgegengesetzt sind ist 
eine Folge von (28) und (30) und somit eine bei unitären Transforma­
tionen invariante Eigenschaft. Zu (30) und (31) gehören folgende Werte 
der fJ: 

fJoe - e 2 e 1 1~ = 
~ 2 ~I 

e e21 -e e21; e eo -e eo .. 21-
2 . . a 2 

1 2 1 

fJI =-e e +e e fJI =-e e +e e 
2 2 (32) 

I 2 I 2 

fJ2 =-ie e +ie e ; fJ2 ie e +ie e 
I 2 I 2 

2 2 1 

fJ3 e e +e e; fJ3 e e +e e 
2 2 

I) In (31) sowie in den letzen drei Gleichungen (32) und (33) sind die laufenden Indizes 
unterdrückt. 
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und der t 

2 1 2 

/ é e + é e ; 
-Q: eQ:e +eQ:e t [(= 

0 ,0 1 0 2 0 0' 1 [( 2 [( 

2 2 1 

ie e + ie e; t =-le e= ie e 
2 1 (33) 

2 2 1 

t =-e e+ e e ; t - - e e+ e e 
2 2 2 1 2 

1 1 2 

t - ie e-ie e ; t =- ie e + ie e 
3 2 3 2 

Die Matrizen der t sind also bis auf einen Faktor i den Paulischen 
Matrizen Gleich. 

§ 3. Das Verschwinden der Divergenz des Wahrscheinlichkeitsvektors. 
Jeder Spinvektor v lässt sich in einer und nur einer Weise in zwei 

von einander unabhängigen Komponenten vC und vQ: in E2 bzw. E2 

zerlegen. Sind ;Q: und ~c zu vC bezw. vQ: konjugiert. so bestimmen diese 

einen neuen Spinvektor V. den wir zu v konjugiert nennen. v und ~ 
sind einander in eineindeutiger Weise zugeordnet. Jedem Spinvektor ist 
nun in eindeutiger Wei se ein Vektor zugeordnet den wir mit vk 

bezeichnen : 

(34) 

und aus der Hermiteschen Symmetrie folgt. dass dieser Vektor reell ist. 
Wir wenden uns jetzt zur allgemeinen Wellengleichung. die aus (2) 

,h h . 
entsteht mdem -:- Oi durch -:- ài + tPi ersetzt WIrd 

I t 

~ a j 
( ~ Oj + tPj) + ~c a 4 ~ ljJ = O. (35) 

Sind dann ljJc und ljJQ: die Komponenten des Spinvektors ljJ. so ist (35) 
gleichbedeutend mit 

t1~~ [( ( ~ Oj + tPj) ljJ[( - m C ljJc = 0 I 
;B~~ 0 (~ àj + tPj) ljJo + m c ljJQ: = 0 ~ 

Wird die erste Gleichung mit ljJb tbc überschoben. 50 entsteht 

(36) 

(37) 
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und Subtraktion der komplex konjugierten Gleichung 

lJl!B ~!!Ba ( - ~ àj + 4ij );pa - me lJlm f!B~;P~ ~ 
liefert 

~ . -b 21 (-b e !B -~) 
i àj 6< b21lJl lJl - m C lJl lJl f be - lJl f!B~ lJl . 

In derselben Weise entsteht aus der zweiten Gleichung (36): 

h . b -21 -m ~ b - e i àj E.)b21lJl lJl + me (lJl lJl flJJ~ -lJl (be lJl ) 

und durch Addition von (39) und (40) 

· (38) 

· (39) 

· (40) 

Oj ~ = Oj 6: b21 (lJlb;P21 + ;Pb lJl21) = 0 . . . . . (41) 

womit die Divergenzfreiheit des Wahrscheinlichkeitsvektors ohne Ver~ 
wendung irgendeines speziellen Koordinatensystems in E2 und E2 

bewiesen ist. 




