Mathematics. — Eine Abbildung des vierfach unendlichen Systems
der biquadratischen Raumkurven erster Art, welche durch fiinf
gegebene Punkte gehen und eine gegebene Doppelsekante haben,
auf einen linearen vierdimensionalen Punktraum. Von J. W. A.
vAN KoL. (Communicated by Prof. HK. DE VRIES).

(Communicated at the meeting of September 27, 1930).

§ 1. In einem linearen dreidimensionalen Raum R; betrachten wir
das System der biquadratischen Raumkurven k* erster Art, welche durch
fiinf gegebene Punkte A,,..., As gehen und eine gegebene Doppel-
sekante b haben. Eine Abbildung dieses vierfach unendlichen Systems
auf einen linearen vierdimensionalen Punktraum R, erhalten wir in fol-
gender Weise. Nehmen wir in R; noch einen Punkt A an, so ist eine
beliebige Kurve k* zu betrachten als Schnittkurve einer Fliche zweiter
Ordnung ,?, welche durch A,,...,As;und b geht und einer Fliche zweiter
Ordnung w,? welche durch A, A,,...,As geht. In R, nehmen wir
eine beliebige Ebene a und einen beliebigen Punkt M an. Wir beziehen
den Biischel der Flichen w,? projektiv auf den Biischel der linearen
dreidimensionalen R&ume mit der Tridgerebene a und das Gebiisch der
Flachen w,? projektiv auf das System der o3 durch M gehenden Strahlen,
kiirzer gesagt auf den Strahlenstern M. Einer Kurve k* ordnen wir den
Schnittpunkt des Raumes, welcher der durch k* gehenden Fliche w,?2
entspricht, mit dem Strahle, welcher der durch k* gehenden Fliche w,?
entspricht, zu. Diese Abbildung ist offenbar eineindeutig.

§ 2. a ist eine singulire Ebene; ein beliebiger Punkt P von a ist
das Bild des Systems der o' Kurven k*, welche auf der dem Strahle
M P entsprechenden Fliche w,? erzeugt werden durch den Biischel der
Flichen w2

Der singuldre Punkt dritten Ranges M ist das Bild der o* Kurven
k*, welche auf der dem Raume M a entsprechenden Fliche w,? liegen.

Der Biischel der Flichen w;? und das Gebiisch der Flichen w,? haben
eine Fliche ;,> gemein. Auf w,;;?> liegen o3 Kurven k*, welche sich
abbilden in den Schnittpunkt S des Raumes, welcher w,,? betrachtet als
eine Fliche w,? entspricht, mit dem Strahle, welcher w,,? betrachtet als
eine Fliche w,? entspricht.

Es gibt also noch einen singuldren Punkt dritten Ranges S, welcher
das Bild ist der ? auf w,,? liegenden Kurven k*.
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§ 3. Jede Gerade, welche durch M geht und a trifft, ist die Bild-
gerade einer Kurve k*. Es gibt also o? singulire Kurven k*. Diese
Kurven werden auf der dem Raume Ma entsprechenden Fliche w,?
erzeugt durch den Biindel von Flichen w,? welcher dem dreidimensionalen
Strahlenstern M a entspricht.

§ 4. Betrachten wir das System 3, der o? Kurven k* welche
durch einen gegebenen Punkt P gehen. 3, wird auf der Fliche w,?
welche durch A,,..., As, P und b geht, eingeschnitten durch den
Biindel der Flichen w,?, welche durch A, A,,.., As und P gehen.
2, wird also abgebildet auf die Schnittebene ap der Ridume, welche der
genannten Fliche w;? und dem genannten Biindel von Flichen w,?
entsprechen.

Das System der Kurven k%, welche durch einen gegebenen Punkt P
gehen, wird abgebildet auf eine Ebene ap, welche mit a eine Gerade
gemein hat und nicht durch M und S geht.

Dass zwei Ebenen ap und aq einen singuliren Punkt gemein haben,
ist im Einklang mit dem Satze, dass es im Allgemeinen keine biquadra-
tische Raumkurve erster Art gibt, welche durch sieben gegebene Punkte
geht und eine gegebene Doppelsekante hat.

§ 5. Es sei F; die Bildfliche des Systems 3, der Kurven k*,
welche eine gegebene Doppelsekante d haben. Zur Bestimmung der
Ordnung von Fy nehmen wir eine Ebene 7 an, welche mit a eine Gerade
g gemein hat. Der dem dreidimensionalen Strahlenstern M= entspre-
chende Biindel von Flichen w,? enthilt eine Fliche w,?, welche durch
die zwei Schnittpunkte von d mit der dem Raume na entsprechenden
Fliche w,? geht und auf dieser Fliche eine Kurve k* von 3, einschneidet.
Die Ebene = hat also mit F, ausser a einen Punkt gemein. Weil der
Biischel der Flichen w,? und der dem Strahlenbiischel Mg entsprechende
Biischel von Fliachen w,? auf d quadratische Punkteinvolutionen ein-
schneiden, welche ein gemeinsames Paar haben, hat g mit F,; einen
Punkt gemein. = hat also zwei Punkte mit Fy; gemein. F, ist daher eine
Fliache zweiter Ordnung.

Das System der Kurven k%, welche eine gegebene Doppelsekante d
haben, wird abgebildet auf eine Fliche zweiter Ordnung Fa, welche
mit a eine Gerade gemein hat und durch M und S geht.

Wir bemerken noch, dasz der lineare dreidimensionale Raum, der Fy
enthilt und also durch M geht, der Bildraum ist des Biindels der Flachen
w,?, welche d in Punktepaaren der durch den Biischel der Flichen w,?
eingeschnittenen Involution treffen.

Der nicht-singuldre Punkt, den F; und ap ausser einem singuliéren
Punkt gemein haben, ist das Bild der Kurve k!, welche durch P geht
und die Doppelsekante d hat. Diese Kurve ist bekanntlich die Schnitt-
kurve von zwei Flichen zweiter Ordnung, welche beide durch A,, .., As
und P gehen, wihrend die eine b und die andere d enthilt.
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Der nicht-singulire Punkt, den F,; und F, ausser drei singuldren
Punkten gemein haben, ist das Bild der Kurve k*, welche die Doppel-
sekanten d;, und d, hat.

§ 6. Es sei 2, der Bildraum des Systems 3; der o3 Kurven k¢,
welche eine gegebene Gerade [ treffen. Eine beliebige Gerade g, welche
a trifft, ist die Bildgerade des Systems der oo! Kurven k*, welche auf
der dem Raume g entsprechenden Flidche w;? eingeschnitten werden
durch den dem Strahlenbiischel Mg entsprechenden Biischel von Flichen
w,2. Durch jeden der zwei Schnittpunkte von ! mit der genannten
Fliche ®,? geht eine Fliche des genannten Biischels. g hat also ausser
a zwei Punkte mit £, gemein. Ferner enthilt jede Fliche w,? zwel
Kurven k* von X;. Hieraus folgt erstens, dass a eine Doppelebene in
£, ist und zweitens, dass eine durch M gelegte Gerade mit £2; ausser
M zwei Punkte gemein hat. £, ist demnach ein biquadratischer Raum,
der in M einen Doppelpunkt hat.

Eine durch S gelegte Gerade h ist die Bildgerade eines Systems von
! Kurven k!, welche erzeugt werden durch eine projektive Verwandt-
schaft zwischen den Biischel der Flichen ,? und einen Biischel von
Flichen w,? der ebenfalls die Fliche w,,> enthdlt. Im Allgemeinen
bilden die o! Kurven, welche erzeugt werden durch eine projektive
Verwandtschaft zwischen zwei Biischel von Flichen zweiter Ordnung,
eine biquadratische Fldche. In unsrem Fall zerfillt diese Fliche in w,,?
und noch eine Fliche zweiter Ordnung. Weil diese Fliche von [ in
zwei Punkten getroffen wird, hat h mit 2, ausser S zwei Punkte gemein.
£, hat also auch in S einen Doppelpunkt !).

In § 8 wird es sich noch in einer andern Weise zeigen, dasz £2; in
M und S Doppelpunkte hat.

Das System der Kurven k*, welche eine gegebene Gerade 1 treffen,
wird also abgebildet auf einen biquadratischen Raum £, der in M
und S Doppelpunkte hat und in dem a eine Doppelebene ist.

§ 7. Zwei Riume £, und £, haben ausser a eine Fliche O, zwolfter
Ordnung gemein. O, ist offenbar die Bildfliche des Systems X, der oo2
Kurven k*, welche zwei gegebene Geraden ! und m treffen. In derselben
Weise wie in § 5 bestimmt man die Zahl der ausser a liegenden Schnitt-
punkte von O;n mit einer Ebene, welche mit a eine Gerade gemein hat.

Das System der Kurven k', welche zwei gegebene Geraden [ und
m treffen, wird abgebildet auf eine Fliche O, zwdlfter Ordnung, welche
in M und S vierfache Punkte hat und mit a eine Kurve achter Ordnung
gemein hat.

Die vier nicht-singuldren Punkte, welche die Ebene ap und die Fliche
O,. ausser singuliren Punkten gemein haben, sind die Bilder der vier

1) Diesen Beweis verdanke ich Dr. G. SCHAAKE.
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Kurven k*, welche durch P gehen und [ und m treffen und offenbar auf
der Fliche zweiter Ordnung liegen, welche durch A,,.., As, P und
b geht.

Ausser singuldren Punkte haben Fy und O;, 8 und O;, und O,, 48
Punkte gemein.

Es gibt also 8 Kurven k*, welche eine zweite gegebene Doppelsekante
d haben und zwei gegebene Geraden | und m treffen und 48 Kurven
k*, welche vier gegebene Geraden I, m, n und o treffen.

§ 8. Eine Fliche O, und ein Raum £, haben ausser einer singuléren
Kurve in a eine Kurve kin, 32. Ordnung gemein, welche die Bildkurve
ist des Systems 35 der Kurven k*, welche drei gegebene Geraden I, m
und n treffen. Auf einer beliebigen Fliche w,? liegen acht Kurven k*
von 5. Hieraus folgt erstens, dass ein durch a gelegter linearer drei-
dimensionaler Raum mit k.. ausser a acht Punkte und also kim, mit a
24 Punkte gemein hat und zweitens, dass kim. in M und S achtfache
Punkte und also £; in M und S Doppelpunkte hat.

Das System der Kurven k', welche drei gegebene Geraden I, m und
n treffen, wird abgebildet auf eine Kurve kinn 32. Ordnung, welche mit
a 24 Punkte gemein hat und in M und S achtfache Punkte hat.

§ 9. In &hnlicher Weise lassen sich die Abbildungen von anderen
Systemen untersuchen, z. B. von den Systemen der Kurven k%, welche
1, 2 oder 3 gegebene Ebenen beriihren; welche eine gegebene Gerade
treffen und 1 oder 2 gegebene Ebenen beriihren u.s. w.

Die folgende Tabelle enthilt Anzahlen, welche sich in dieser Weise
bestimmen lassen oder oben schon gefunden sind :

P'B =0 PBv? = 4 PB*? = § P5B»t = 48.
PsB? — 1 PSByp = 12 P5B2yp — 24 P5B 3 — 144.
PR =1 P¢Bo? = 36 PRy = T2 P5By%? = 432,
P’Bvg® = 1296.
P’Bo* — 3888.

P bedeutet die Bedingung, dass eine biquadratische Raumkurve erster
Art durch einen gegebenen Punkt gehen soll, B die Bedingung, dass sie
eine gegebene Doppelsekante haben soll, » die Bedingung, dass sie eine
gegebene Gerade treffen soll und ¢ die Bedingung, dass sie eine gegebene
Ebene beriihren soll.





