
Physics. _ Théorie générale de la rotation paramagnétique dans les 
cristaux. Par H. A. KRAMERS. 

(Communicated at the meeting of November 29, 1930). 

Introduction. 

11 y a une année J al publié un mémoire théorique 1), qui se rapportait 
aux phénomènes magnéto~optiques à basses températures étudiés par J. 
BECQUEREL et W. J. DE HAAS, L'application des résultats obtenus a 
été discutée par M. BECQUEREL et I'auteur dans un second mémoire 2). 
Comme la théorie était incapable d'expliquer de manière satisfaisante 
un certain nombre de questions et comme de nouvelles expériences ont 
été faites depuis, il m'a semblé utile de reprendre la question de la ro~ 
tation paramagnétique dans les cristaux d'une manière plus générale. 
Dans Ie présent article je donne les résultats de cette recherche sans 
aborder la question des applications. Plusieurs des résultats obtenus ont 
un intérêt théorigue général. à part leur application éventuelle aux re~ 

cherches de BECQUEREL et de DE HAAS. 

Dans Ie premier paragraphe, nous examinons d'une manière générale 
les propriétés optiques d'un cris tal biréfringent qui possède un pouvoir 
rotatoire magnétique. Nous montrons que, si I'écart de I'isotropie est petit. 
I'introduction d'un vecteur de rotation permet de décrire d'une façon assez 
simple les propriétés d'un faisceau lumineux de direction quelconque. 

Dans Ie second paragraphe nous démontrons un théorème général qui 
se rattache aux propriétés d'un système atomigue dans un champ exté~ 

rieur d'origine purement électrique. On en déduit que les niveaux éner~ 

gétiques sont nécessairement doublement dégénérés si Ie nombre d' é1ectrons 
dans Ie système est impair. 

Dans Ie troisième paragraphe nous examinons I'aimantation gu'un champ 
magnétique de direction quelcongite produit dans un atome, gui se trouve 
dans un tel état dégénéré. 

Dans Ie quatrième paragraphe. nous discutons la rotation paramagnétique 
dans un cristal qui conti ent des atomes du type considéré dans § 3. 

Dans Ie cinquième paragraphe nous examinons l'influence de l'interaction 
magnétigue entre les atomes sur la rotation paramagnétigue dans un cristal. 

§ 1. Théorie phénoménologique des propriétés optiques d' un 
cris tal doué de pouvoir rotatoire magnétique. 

Dans un cris tal dans lequel se propagent des ondes lumineuses planes 

1) H. A. KRAMERS, Proc. Amst. Acad. 32, 1176, 1929. 
2) H. A. KRAMERS et JEAN BECQUEREL, Proc. Amst . Acad. 32, 1190, 1929. 
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et monochromatiques nous représentons Ie vecteur de la force électrique par: 

(1) 

ou R désigne la partie réelle et ou Eest un vecteur dont les composants 
sont généralement complexes. De même no us représentons par: 

(2) 

Ie vecteur de déplacement diélectrique. Nous admettrons que les composants 
de E et de D sont liés entre eux par: 

Dk = I Ekl EI (l = 1. 2. 3) . (3) 
I 

ou les E sont les coë{[icients diélectriques. qui également pourront prendre 
des valeurs complexes. Quant aux vecteurs de la force et de l'induction 
magnétiques. nous les supposons égaux pour les fréquences de la lumière 
visible. lis seront représentés en substituant E dans (1) par un vecteur 
complexe B. 

Si nous negligeons I'absorption. Ie cas Ie plus général sera celui ou 
la matrice des coëfficients Ekl est Hermitienne. I) c. à d.. en désignant 
une valeur complexe conjuguée par *. ou ron a: 

Dans ce cas on trouve v dans (1) et (2) toujours réel quand les a 
sont réels. 

Sans perte de généralité. nous pourrons écrire: 

al = O. 02 = 03 = o. 
Tenant co mp te des équations de MAXWELL et éliminant B. on est 

conduit aux équations suivantes: 

0= I EJI E, 
I 

(
ac )2 -;- E2 = f E21 E, 

(
ac )2 -;- E3 = -7 E31 EI 

(4) 

Pour des valeurs arbitraires de Ekl la solution de (4) est assez com­
pliquée et E ne sera pas perpendiculaire à la direction des ondes. Si 
I'écart de I'anisotropie est petit tout devient plus simpIe. Dans ce cas. 
qui est Ie plus souvent réalisé dans la nature. nous posons 

El1 = E + <5 11 

E21 = <5 21 - iW3 

E31 = <531 + iW2 

EI 2 = <5 12 + iW3 
E22 = E + <522 

E32 = d23 - iW I 

ou les d forment un tenseur symétrique et 

E13 = <5 13 - iW2l 
En = d23 + iWI . 
E33 = E + d33 

réel tandis que les 

I) Comparez C. G. DARWIN. Transactions Cambr. Phil. Soc. 2.3. 160. 1924. 

(5) 

W sont 
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les composants d'un vecteur axial. Nous supposons les b et les w petits 
de premier ordre par rapport à ê. Substituant (5) dans (4) on obtient 
une équation séculaire dont la solution prend la forme suivante si ron 
néglige les termes de second ordre: 

(aC)2 1 .-;; = E ± r, 

I + I (.i +') r -_ I/I {b22 :i5~3)2 + "223 + Wl2 
ë = f. T u22 °33 ' -x u 

(6) 

Pour les rapports des composants de E, on trouve: 

EI : E 2 : E3 = 0 : - (b 23 + iw l ) : ( - b22 2 (533 ± r) (7) 

Le vecteur électrique est donc perpendiculaire à la direction de propagation. 
Posant 

ce qui donne 

(5 22 - b33 '} 
r=--2- - sec 1 , 

la formule (7) prendra la forme 

ou 

E E 1'f '/ ',. • l'} ' , ., / 
2: 3 = cos 2" e "r: srn 2" e- "j' , 

E E . l'} '/ " l'} ". \ 
2: 3 = - sm 2" e " t: cos 2- e- , ,1' J 

selon qu'on choisit Ie signe supérieur ou inférieur dans (6). 

(8) 

(9) 

Les formules (9) et (6) définissent deux ondes elliptiquement polarisées 
qui se propagent sans changement dans la direction de l'axe des x. 
Si dies ont la même fréquence, on trouve la différence des longueurs 
d'onde à l'aide de (6). 

Si nous représentons une vibration elliptique quelconque, dont Ie plan 

est perpendiculaire à l'axe des x et pour laquelle E2 : E3 = ctg ~ei'Y, par 

un point sur une sphère (a = distance polaire, l' = aZimuth), nous retrouvons 
les propositions de GOUY et POINCARÉ 1) sur l'effet d'une superposition d'une 
biréfringence et d'une rotation du plan de polarisation. En effet, une 
onde monochromatique arbitraire qui se propage dans la direction des 
x est représentée par un vecteur électrique qui, en chaque point, décrit 
une ellipse. En avançant uniformément dans la direction de la propa~ 

gation la forme de l'ellipse subit un changement. Un petit calcul montre 

I) Voir J. BECQUEREL, Journ, de Phys. 9, 3i3, 1928. 
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que ce changement peut être décrit comme une rotation uniforme du 
point représentatif sur la sphère autour d'un axe. dont les coordonnées 
polaires sont {} et cp. A un déplacement dx correspondra une rotation par 
un angle 

Cette rotation pourra être considérée comme la superposition d'une rota~ 
tion autour de l'axe a = l'}. r = 0 par un angle 

:Tl :Tl 
(biréfringence pure) et d'une rotation autour de l'axe a = 2' r = 2 par 

2:TlV 
un angle v- 0)1 dx (rotation pure). 

c E' 

C'est bi en Ie résultat de POINCARÉ. Si, sur la sphère, on introduit un 
autre système d'angles polaires fJ et Ó, tel que fJ est Ie complément de 

la distance angulaire entre Ie point représentatif et Ie point a = r = ~ 
2 

et que !5 est l'azimuth compté à partir du point a =:Tl, Ie rapport entre 
Ie petit axe et Ie grand axe de l'ellipse sera tg t fJ tand is que t ó donne 
la direction du grand axe par rapport à J'axe des y. 

Nous voyons que W I se uI détermine la rotation pure pour une direction 
de propagation parallèle à J'axe des x . Il s'ensuit que pour une direction 
quelconque de la lumière c' est toujours Ie composant du vecteur W I , W2' W 3 

dans cette direction que règle la rotation. A cette rotation est superposée 
la biréfringence, qu'on trouve à l'aide du tenseur précisément comme 
si la rotation était absente. Nous conviendrons d'appeler Ie vecteur W I • 

W2' W 3 Ie vecteur de rotation. 
Si J'anisotropie n'est plus petite tout devient plus compliqué. On ne 

pourra plus faire une distinction simp Ie entre J'influence des parties réelles 
et des parties imaginaires dans les coefficients de polarisation E kl. 

§ 2. Théorème général sur les propriétés d' un système atomique 
dans un champ électrique. 

Considérons un système de noyaux et d'électrons placé dans un champ 
de force extérieur. L'expression c1assique pour l'énergie, en fonction des 
coördonnées et des impulsions, a été calculée par Darwin I) qui a tenu 

compte des corrections relativistes jusqu'aux termes contenant ~. Cette 
c 

expression consiste en deux parties Hl + H 2 ; H 2 est la partie due aux 
forces extérieures, tandis que Hl renferme les termes qui subsistent quand 
ces forces disparaissent. Les termes de Hl sont de degré pair par rapport 

I) C. G. DARWIN, Phil. Mag. 39, 537. 1920. 
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aux impulsions : comme opérateur dans l' équation de SCHRÖDINGER, Hl 
est donc une expression réelle. D' autre part H 2 contient des term es qui 
sont linéaires dans les impulsions, ce qui donne des termes imaginaires 
dans I'opérateur qui y correspond. Ces termes disparaissent pourtant si Ie 
champ est d' origine pure ment électrique. Dans ce cas, l' équation de 
SCHRÖDINGER, qui détermine les fonctions d'ondes dans les états station~ 
naires, est donc réeIIe. II s'ensuit Ie théorème bien connu que, si 'iJ est 
une solution, q;* sera en co re une solution pour la même valeur de 
I'énergie. 

Comme condition que I'état considéré n'est pas dégénéré on aura, si 
a désigne une constante: 

q;* = a q; = a a* q;* (10) 
c. à d. 

I a 1
2 = I 

Si la condition (10) est remplie, la fonction d'ondes pourra donc être 
mise sous forme réeIIe a'/'q;. 

Si l' on tient compte des spins des électrons, Ie théorème susdit permet 
une généralisation intéressante. Considérons d'abord I'expression de 
I'énergie quand on ne néglige plus les spins. Cette expression a été 
donnée par HEISENBERG dans son mémoire sur Ie spectre de I'hélium. I) 
Récemment M . BREIT 2) a consacré un mémoire très important à eet te 
question, dans lequel il examine I'interaction entre les particules sur la 
base de la théorie du spin due à DIRAC. Les expressions de BREIT et 
de HEISENBERG ne sont pas tout à fait identiques; cependant eIIes ont 
en commun que la partie Hl de I' énergie qui ne dépend pas des forces 
extérieures, considérée comme fonction des composants des impulsions et 
des spins, ne contient que des termes de degré pair, dont les coëfficients 
sont réels. La contribution H 2 des forces extérieures conti ent des termes 
du degré 0, 1 et 2. Si Ie champ est purement électrique les coëfficients 
des termes du degrè 0 et 2 sont réels tandis que ceux du premier degré 
sont imaginaires. 

Soit n Ie nombre des électrons. En négligeant les spins éventuels des 
noyaux, dont I'influence énergétique n'a pas d'importance en général, 
une solution de I'équation de SCHRöDINGER est donnée par un système 
de 2n fonctions d'ondes, que nous dèsignons par 

q;s, ... . Sk .. .. Sn • (11) 

ou Sk signif1e Ie moment d'impulsion (divisé par h/2n) que Ie spin du 
k tme électron possède dans une direction donnée (Sk = + 1/2 ou - 1/2), 

Etant donné les propriétés spéciales dont jouit I'opérateur de I'énergie 
en J'absence de forces magnétiques extérieures et que nous venons de 
signaIer, on pourra affirmer Ie théorème suivant: quand (11) satisfait à 

I) W . HEI5ENBERG, Zs. für Phys. 39, SH, 1926. 
2) G. BREIT, Phys. Rev. 34, 553, 1929. Voir en particulier sa formule (i8). 

62 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam. Vol. XXXIII. 1930. 
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l' équation de SCHRÖDINOER, une autre solution, qui correspond à la 
même valeur caractéristique de l'énergie, sera donnée par: 

I _ (_I)f'k-n
'. • 

({I 'I· ··· 'n - ({I-" .. .. -'n · (12) 

Nous démontrons cette proposition par un calcul direct. Désignons 
les composants du spin du k-i~m. électron, divisés par hli '1r' par s! • sZ. s!. 
La manière dont ils opèrent sur une fonction (11) est décrite par les 
matrices de PAULI: 

s ~ , s ~ • :r-~ ,. k 1
1

. 0 I k I 0 1 1 ..k 1 0 -i , 
x 0 -1 9 1 0 z i 0 

· (13) 

ou x est la direction à laquelle se rapporte Ie symbole (11). On aura donc: 

x 'k 'Ic 

sZ ({I,1c = ({I - ' Ic • (1 i) 

Sk ({I = (-1 )'k-'" ({I l 
Sic ({I = - i( -1 )'k-"'({I 

z Sic -.sic 

Les indices Sic' (kl =f k), que nous avons omis, ne sont pas changés. 
Nous écrivons l'équation de SCHRÖDINOER dans la forme: 

• (15) 

A part des composants des spins, H dépend encore des coördonnées et 
des impulsions des électrons et des noyaux. Prenons l' expression com­
plexe conjuguée de (15), en nous rappelant que l'opérateur qui représente 
une impulsion est imaginaire et que les termes de degré impair dans les 
Sk sont multipliés par un nombre impair d'impulsions: 

H(-S·k -S·1c -S·Ic) m* = Em· 
x ' 9 , z T ~Ic T Sir 

En vue de (13) nous en déduisons: 

H (- Sk - Sic Sic) m* = E m* 
x' 1I':r: T." T:J1c · (16) 

En posant: 

l'équation (16) prend la forme: 

H(sk - Sic 
x' y' · (17) 

Introduisons maintenant la fonction ({I' dé6nie par (12): 

On voit aisément, à l'aide de (1 i). que sx, Sg. sz. opèrent sur ({II de la 
même fac;on que sx. - Sg • - Sz opèrent sur ({lil. On conclut donc de (17): 

ce qui prouve la validité de notre théorème. 
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Examinons si l' état stationnaire auquel correspond (tl) pourra être 
non-dégénéré. La condition nécessaire sera que les fonctions (12) ne 
diffèrent des fonctions (11) que par un facteur commun que nous 
désignons par a: 

En prenant les valeurs conjuguées et en remplaçant Sk par - Sk: 

,., • • - "Sk + n'. 
( l)-_sk-n,m -a m _. ( 1) - -- rSk - r-Sk - a a - q;sk . 

Conséquemment 

a* a = (- l)n . 

Cette condition ne peut être remplie que si n est pair; dans ce cas on 
pourra mettre a = 1. Si nest impair, on a Ie théorème suivant: les 
états stationnaires d'un système atomique sont toujours dégénérés quand 
Ie système contient un nombre impair d'électrons, Ie degré de dégéné­
ration étant un nombre pair. 

Si Ie nombre d'électrons est pair et si I'état stationnaire est non­
dégénéré, l' énergie ne sera pas influencée en première approximation par 
un champ magnétique. En effet, l' énergie perturbatrice Q qui correspond 
à un tel champ ne contient en première approximation que des term es 
Iinéaires dans les impulsions du type [ p [ et des termes linéaires dans 
les spins du type g S (f et g fonctions des coördonnées). 11 suffira de 

considérer un terme T = [ p [ = 2~ . [ à~ [ et un terme T = g Sk • Pour 
nl Xk x 

calcuIer I' énergie de perturbation qui correspond à ces term es il faudra 
connaître les intégrales suivantes. 

(18) 

Pour les deux types de termes, que nous avons envisagés, on aura toujours : 

.f~Sk Tq;-sk dl= - Jq;-sk Tq;sk dl (19) 

Si nous introduisons (19) dans Ie dernier membre de (18), celui-ci 

devient égal au négatif du second membre (observez que (_I)-2'Sk = 
= (- 1)2'sk si n est pair), donc T est nul. Les états stationnaires non­
dégénérés sont done toujours non-magnétiques. 

Si Ie nombre d'électrons est impair, les niveaux seront magnétiques 
en général. Dans Ie paragraphe suivant nous examinerons ce problème 
de plus près. 

62* 
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§ 3. L'aimantation d'un état stationnaire doublement dégénéré. 

Considérons un état stationnaire d'un atome qui contient un nombre 
impair d'électrons et qui est placé dans un champ de force électrique. 
Supposons que Ie degré de dégénérescence soit Ie moindre possible, 
c. à d. deux. Examinons l'influence énergétique d'un champ magnétique 
homogène et faible. Dans l' opérateur de l' énergie, ce champ donne lieu 
aux termes suivants: 

D=(HQ), 
e 

Q =-2 - I (PIc + 2 Sic ) 
me 

• (20) 

ou Ph signifie Ie moment d'impulsion c1assique du kitme électron. Pour les 
deux fonctions d'ondes nous prendrons précisément les fonctions qJ, = qJslc 
et qJ2 = qJ:k dont nous avons parlé dans Ie paragraphe précédent. On 

vérifie aisément que ces deux fonctions sont orthogonales et que les 

intégrales I f I r \2 dI et IJ I r' 1

2 
dI sont égales, de sorte que 

Ic I Sic Ic Sic 
• I 

nous pourrons les supposer normées les deux à la fois. Dans Ie champ 
magnétique l' état stationnalre sera décomposé en deux états. dont les 
fonctions d'ondes sont données par 

qJI = aqJ, + PqJ2 

qJn= - p*qJ, + a*qJ2 
a*a + P*P = 1 . (21) 

tandis que l'énergie d'aimantation EH, quant au terme linéaire en H, 
sera donneé par les racines de l' équation 

!
(QII H)-EH 

(Q2' H) 
Qkk' = I JqJZ Q qJk' dI. (22) 

On vérifie aisément que la somme des vecteurs réels QII et Qn s'annule. 
Les composants de Q'2 seront complexes en général. Pos ons : 

Q,,=M,. Q12=M2+iM3' Q2,=M2 -iM3 • 

ou les M sont des vecteurs réels. 

. (23) 

On trouve: 

EH = ± V(M, H)2 + (M2 H)2 + (M3 H)2 . (24) 

Si Ie signe + correspond à l' état I. Ie signe - à l' état 11. on aura 

a (M2 + iM3' H) 
7f= IEHI-(M,H)' 

Pour Ie moment magnétique de ratome dans r état I on trouve: 

(25) 
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Le moment magnétique dans l'état 11 est égal à celui dans I mais de 
signe opposé: 

(27) 

Le moment magnétique est donc réglé par un tenseur symétrlque du 
deuxième ordre, dont les composants sont donnés par: 

txx = 2: M~x , txy = 2: M kx lv1ky , etc. 
k k 

l'expression t xx H; + 2 txy Hx H y + ... n'étant jamais négative. 
Par un changement d'axes on peut toujours s'arranger de manière 

que les formules (24) et (26) se simplifient et prennent la forme: 

E ,/ 2 H 2 2 H 2 2 H 2 
H= ± V ftx x + fty y + ft. • (28 

(29) 

Les composants du moment magnétique satisfont donc toujours à la 
relation: 

}y{ 2 )iy{ 2 )iy{ 2 _x+_y +_,_} 
2 2 2 - (30) 

ftx fty ft. 

La directon du champ magnétique qui produit Ie moment )lTx , )YTy , 

}YT, coïncide avec la normale du plan tangent à l'ellipsoide (30) au point 
}YTx, }YTy, )lTz 

On voit que l' effet ZEEMAN sur les raies spectrales de l' atome con siste 
en général en une décomposition en quatre raies, qui dans des cas 
spéciaux peuvent se réduire à deux. 

§ 4. La rotation paramagnétique dans un cristal. 

Considérons un cristal. dont Ie réseau contient des atomes qui 
possèdent un nombre impair d'électrons. Admettons que les niveaux 
d'énergie de chacun de ces atomes, sous l'influence des forces provenant 
des autres atomes dans Ie réseau, soient décomposés en des niveaux 
dont la dégénérescence soit Ie plus petit possible, c. à d. deux. Dans 
Ie paragraphe précédent nous avons trouvé que ces niveaux sont .. mag­
nétiques", c. à d. chacun d'eux sera encore décomposé en deux par 
un champ magnétique. A des températures assez basses tous ces atomes 
magnétiques se trouvent dans leur niveau fondamental. Quand Ie cristal 
est mis dans un champ magnétique homogène, chacun de ces niveaux 
sera dédoublé en deux états I et 11; la probabilité qu' un atome se 
trouve dans I ou bien dans 11 est réglée par la formule de BOL TZMANN. 

Comme conséquence un faisceau lumineux qui traverse Ie cristal montre 
une rotation paramagnétique du plan de polarisation. En effet, la con­
tribution d'un atome dans l'état I au pouvoir rotatoire sera égale et 
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opposée à cel ui du même atome dans I'état II si nous négligeons I'influence 
de la décomposition magnétique des niveaux plus élevés, c. à d. si nous 
negligeons la rotation diamagnétique. La rotation qu' on observe sera 
donc dû à la circonstance que I'état 11 a une autre probabilité que 
I'état I; c'est bien une rotation paramagnétique, c. à d. une rotation 
dont la cause est la même que la cause du paramagnétisme et dont la 
grandeur dépend de la température. 1) 

Comme nous I' avons montré dans Ie premier paragraphe, la rotation 
du plan de polarisation est caracterisée par un vecteur de rota ti on dans 
Ie cristal. dont les composants sont les parties imaginaires des coëfficients 
diélectriques. La théorie électronique de la dispersion nous apprend que 
ces coëfficients peuvent être calculés à I'aide des grandeurs qui décrivent 
la polarisation d'un seul atome dans Ie champ électromagnétique de la 
lumière incidente. 

Représentons, comme dans § I, la force électrique dans ce champ par: 
RE e- 27</>/, 

et désignons la polarisation de I' atome par: 
R P e- 2 7<iv/ 

La relation entre E et Pest donnée par: 

Pk = I PkIE, 
I 

Pour les coëfficients diélectriques on aura: 

Ekl = 1 + 4 1l I Piel 
a 

(31) 

(32) 

ou la som me est étendue à tous les atomes dans I'unité de volume. La 
formule (32) ne sumt plus quand les forces entre les moments des atomes 
voisins ne sont pas négligeables et ron devra se servir de formules du 
type LORENZ-LoRENTZ. Cependant il semble permis de se bas er sur (32) 
quand on ne s'intéresse que pour les parties imaginaires des Ekl qui 
entrent dans la théorie du pouvoir rotatoire et qui sont toujours très 
petits par rapport à I'unité. 

Selon la théorie quantique de la dispersion, la formule (31) prend la forme 2). 

Pf = I (Pf9 (PgfE) _ PgdPfg E)) (33) 
9 h(vgf-v) h(vfg-v) 

La polarisation se rapporte à I' état fondamental (. Ia sommation s' étend 
à tous les états g dont I' énergie est plus élevée. 

La grandeur vg-f= - Vfg représente une fréquence d'absorption. Les 
vecteurs P fg sont définis par: 

Pfg = I f flif P rpg-dl = P;f 

1) J. BECQUEREL, Le Radium S. 12. 1908. 
2) H. A. KRAMERS et W. HEISENBERG. Zeitschr. f. Phys. 31, 681. 1925; BORN et 

JORDAN. Elementare Quantenmechanik. p. 259. 
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ou P représente I'expression c1assique pour la polarisation de I'atome. 
tandis que CPf et CPfl désignent les fonctions d'ondes dans les états f et g. 

La comparaison de (33). (31). (32). (5) nous conduit à I'expression sui~ 
vante pour Ie vecteur de rotation dans Ie cristal : 

W =~ oE I [Pffl Pflf] 
h v2 -v2 

a fl f!f 
(34) 

ou [ ] désigne Ie produit vectoriel. Pour examiner la manière dont W 

dépend du champ magnétique. calculons d'abord la partie W[ de w qui 
forme la contribution d'un atome dans I'état J. défini par (21). Nous 
introduisons les abréviations suivantes: 

OU CPI et CP2 sont. comme dans § 3. les fopctions CP'k et CP"k définies dans 
§ 2. Ecrivons encore: 

(35) 

~I [RIR;] -A +'A 
h v 2 _ v2 - 2 I 3' 

f! f! 
(36) 

L' égalité du premier et du troisième membre de (35) suit immédiatement. 
si I'on tient compte de la dégénérescence double des niveaux g qui est 
encore décrite par les formules du § 2. Pour deux états g et g'. conju~ 
gués comme Ie sont cp et cp' dans § 2. on trouve en effet [RIf! Rff! ] = 
= - [R2f!' R;f!']' 

Les grandeurs AI. A2 • A3 sont trois vecteurs reëls. Rigoureusement 
ell es définissent un tenseur de deuxième ordre co mme nous Ie verrons 
plus tard. 

Pour w[ nous trouvons maintenant. en nous servant de (34): 

En employant (25). qui définit a et p. (37) se réduit à: 

(MI H)AI +(M2 H)A2 +(M3H)A3 
W[= I EHI 

On voit aisément que: 

WI/= - VJ[ .' 

(38) 

(39) 

Nous avons vu dans § 3. quO on peut obtenir. par un changement 
d·axes. que les trois vecteurs (MIx. M 2x • M 3x). (MlyM2yM3y) et (MlzM2zM3z) 
deviennent mutuellement perpendiculaires; les grandeurs de ces vecteurs 
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ont été désignés par ft,,, fty' ft.. En nous servant de ce système de coör­
données, (38) prend la forme: 

ft" H" A + f'y H y A + f'z H. A 
w] = IEHI I IEH\ 2 IEHI 3 

. (iO) 

ou bien, si nous définissons: 

ft" H" fty H g _ 
IEHI = al' IEHI - a2' 

AI,,=SII' A lg =a2l' 

f'. H. 
IEHI =a3' 

A lz =a3l' 

ai + a~ + a~= d 
A2" = al2 etc. ~ 

(il) 

(42) 

C'est donc un tenseur akI qui sert à calculer l'influence d'un seul atome 
sur la rotation. Dans des cas simples on trouvera souvent que les akI 

s' annulent pour k ~ I. c. à d. que les axes principaux de la surface 
I akI Xk XI = 1 se confondent avec les trois directions dans lesquelles 
l'aimantation est parallèle au champ magnétique. 

A une température donnée, Ie rapport des probabilités de l' état I et 11 
_ I EHI + 1 EH I 

est égal à e kT: e kT. Il s'ensuit que la contribution moyenne 
Wa de cet atome au vecteur de rotation du cristal est égale à 

_ IEHI 
Wa - - W] tg hyp kT . (43) 

Pour kT < < I EH I c'est seulement l'état 11 qui subsiste et Wa a atteint 
une valeur maximum, qui ne dépend plus de I H I et de T 

W.=-W] (44) 

Si d'autre part kT» I EH I la rotation sera linéaire en H et on aura: 

_ I EHI_ ft" H" AI + ftl/ Hg A2 + ftz Hz A3 (A5) 
W._-W] kT -- kT .""1 

Le vecteur de rotation du cristal en tier est I Wa, ou la sommation 
• 

est étendue à tous les atomes magnétiques dans l'unité de volume. Si 
tous les atomes sont de même espèce et se trouvent dans des conditions 
tout à fait identiques, on n'aura qu'à multiplier Wa par Ie nombre par 
unité de volume. La rotation dépendra de H et de T comme 

ftH 
e=eoO tghyp kT . (46) 

ou e.., et ft varient encore avec la direction de H et du faisceau lu­
mineux. Les axes principaux de l'aimantation, les quantités ft", fty' ftz et 
les propriétés du tenseur SkI seront liées à la symmétrie du cristal. 

Si les différents atomes magnétiques ne sont plus de même espèce ou 
s'ils ne se trouvent pas tous dans des conditions identiques, la rotation 
sera donnée par une somme d' expressions du type (46) dont chacune se 
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rapporte à une groupe d 'atomes qui entre eux sont dans des conditions 
identiques. La rotation de saturation dépendra de la direction du champ 
magnétique d'une maniére assez compliquée. Pour les champs faibles, les 
composants de w dépendront linéairement des composants de H (voir (45)) 
et varieront toujours avec la température comme 1/ T. 

§ 5. Effet de l'interaction magnétique entre les atomes. 

Si l'aimantation produite par Ie champ dans Ie cristal devient grande, 
comme il faut l' attendre à de très basses températures, Ie champ mag~ 
nétique qui agit sur un atome magnétique ne sera plus égal au champ 
extérieur. En général l'aimantation ne sera pas homogène. Pour plus de 
simplicité nous admettrons pourtant que l'aimantation Mest homogène. 
Quand Ie cristal est très aplati ou très oblong dans la direction du 
champ et - plus généralement - quand II a la forme d'une ellipsoide, 
cette condition sera remplie. En désignant Ie champ magnétique qui agit 
sur un atome par H. , on aura 

(47) 

Nous avons admis, comme première approximation, que Ie champ dû 

aux atomes voisins peut être représenté par l'expression ~ f3 M; dans 

41la 
la plupart des cas simples Ie facteur f3 égale 1. D'autre part - -3- M 

représente la force démagnétisante. Pour un cristal très oblong a = 0, 
pour une sphère a = I, pour un cristal aplati a = 3. 

Si la différence entre H. et H n'est pas négligeable, il faudra remplacer 
dans les formules pour la rotation paramagnétique H par Ha. Pour 
étudier l'effet d'une telle substitution prenons un cas ou la rota ti on est 
exactement représentée par 

h p.Ha 
fl = fl "" tg yp kT . (48) 

Pour plus de simplicité nous admettons aussi que les directions de 
l'aimantation et du champ sont parallèles. 

Remarquons que, pour une direction fixe de H, l'aimantation d 'un 
atome sera donnée par 

M = Moo tg hyp p.J:!; (49) 

L'aimantation sera donc proportionelle à la rotation et l'on pourra écrire 

Ha=H-a ~ 
fl", 

(50) 

Dans .cette formule a est un champ magnétique égal au champ correctif 
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4n 3 (a-fJ) Moa qui agira sur les atomes s'ils se trouvent tous dans l'état 1I. 

La formule pour la rota ti on devient ainsi: 

p. (H -all) 
e e~ 
-=tghyp kT eoa 

(51) 

Pour a positif l'écart entre (51) et (46) sera du même type qui celui 
trouvé par J. BECQUEREL et DE HAAS pour la rotation dans Ie xénotime 
ent re les mesures à 1.4° K et celles à 4,22° K. Si dans Ie xénotime tous 
les atomes mételliques étaient des ions Gd+++ portant chacun 7 magnétons 
de BOHR on trouve a = 7900 Gauss dans Ie cas a - f3 = 2 (cristal très 
aplati). Une valeur plus petite semble suffire pour expliquer les expériences. 
Hypothétiquement les écarts en question ont été représentés dans un 
article précédent par une formule qui diffèrede (51) et qui se basait sur 
de tout autres considérations I). L' explication que je propose ici me 
semble beaucoup plus vraisemblable. 

I) H. A. KRAMERS et J. BECQUEREL. Proc. Amst. Acad. 32, 1190,1929. J. BECQUEREL, 

W . J. DE HAAS et H . A. KRAMERS, Proc. Amst. Acad. 32, 1206, 1929. 




