
Mathematics. - Die Endlichkeit der Invarianten bei einfachen Gruppen. 
Von R. WEITZENBÖCK. 

(Communicated at the meeting of November 29. 1930). 

Einleitung. 

In einer in diesen Proceedings 1) unlängst erschienenen Mitteilung habe 
ich die Endlichkeit der Invarianten bezüglich beliebiger Untergruppen 
@ der allgemeinen projektiven Gruppe von n Veränderlichen unter der 
Voraossetzung bewiesen. dass sie für einfache Gruppen feststeht. Dies 
ist in der Tat der Fall. wenn man die durch H. WEYL 2) auf transcen~ 
den tem Wege erhaltenen Resultate benutzt 3). 

Es ist mir nun gelungen auch für einfache Gruppen einen rein algebrai~ 
schen Endlichkeitsbeweis zu finden. Und zwar nicht nur für eine bestimmte 
Darstellung von @. von der z.B. alle Endlichkeitsbeweise der klassischen 
Invariantentheorie Gebrauch machen. sondern für alle Darstetlungen von 
@ durch lineare Transformationen. Es gelang dies durch alleinige Benüt~ 
zung der Konstitutionsformeln. die für die Zusammensetzung der infinite~ 
simalen Transformationen von @ geIten. wobei ausgibig von den Resul~ 
taten Gebrauch gemacht wird. die durch KILLING. CARTAN und WEYL 
gefunden wurden i). 

Der hier gegebene Endlichkeitsbeweis ist konstruktiv. d.h. er gestattet. 
theoretisch wenigstens. die endliche Integritätsbasis auch wirklich zu 
ermitteln. 

§ l. 

Wir stellen in diesem § alles zusammen. was für den Endlichkeitsbeweis 
aus der rein algebraischen Theorie der einfachen Gruppen benötigt wird. 
Es sei r ~ 3 die Ordnung der einfachen Gruppe ®r. I ~ 1 ihr Rang. 
Dann kann man die r inf. Tr. von @r • - unabhängig von jeder beson~ 
deren Darstellung - in der folgenden Gestalt als gegeben annehmen: 

1) Band 33. 29. März 1930. p. 232. 
2) H. WEYL. Mathem. Zeitschr. 21 (1925). p. 392. 
3) Das Problem der Endlichkeit stellt D. HILBERT in seinem Pariser Vortrag. Vgl. 

D. HILBERT. Göttinger Nachr. (1900). p. 281 und Compte rendu du 2i~m. congrès international 
des Mathém Paris (1902). p. 92. 

i) W . KILLING. Mathem. Ann. 31. 33. 31 und 36 (1888-1890); E. CARTAN. Thèses. 
Paris (1891): H. WEYL. Mathem. Zeitschr. 21 (1925). p. 351. 
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Hier bilden die 1 inf. Tr. Hl, H 2 ••• Hl eine l~gliedrige Abelsche Unter~ 
gruppe f;!1 von @" sodass also jeder Klammerausdruck [Hj H k] = 0 ist. 
Die r-l übrigen inf. Tr. von (1) zerfallen in 1/2 (r-l) Paare wie z.B. 
Eat. • E-at. und es gilt. wenn al . a2 •...• al I komplexe Zahlenkoefficienten 
bedeuten. die nicht alle gleichzeitig Null sind: 

[Hj Ecx] = aj. Ecx. [Hj E-cx] = - al E-cx ~ (2) 

[Ecx E-cx] = Hcx = al . Hl + a 2 . H 2 + .. . + al. Hl ~ . 

Ist dann H = Àj • Hl + À2 • H 2 + .... + ÀI • Hl die allgemeine inf. Tr. 
aus f;! I, 50 wird: 

Die in (3) stehende Linearform der I Parameter ÀI' À2 ••• • • ÀI 

a = ÀI al + ~ a 2 + .. . + ÀI a, (4) 

heisst die der inf. Tr. Ecx entsprechende "Wurzel". Wir haben dann 
die r~l verschiedenen W urzeln 

a, - a, p, - p, ... , 0, - a . (5) 

und für die Zusammensetzung von Ecx und E(3 gilt: 

(6) 

wobei N cx,3 = - N (l cx =f 0 ist. wenn a + {J wieder als Wurzel in (5) 
vorkommt. Ist hingegen a + {J keine Wurzel. 50 ist N CXi, = 0 und Ea ist 
mit Er; vertauschbar. 

Aus den Wurzeln (5) kann man ein sog. "Fundamentalsystem" aus~ 
wählen; dies sind I linear~unabhängige Wurzeln a. {J. y •• •• (zwischen 
denen also keine lineare Beziehung mit konstanten Koefficienten besteht) 
und jede weitere Wurzel (! ist eine linea re Form (! = a a + b {J + .... 
mit ganzen rationalen Koefficienten I). 

Zusammengestellt haben wir also die folgenden Konstitutionsformeln: 

[H; Hk ] = O. [H Ecx] = a . Ecx. lH E-cx] = - a . E_cx ~. (7) 

[Eli E-cx] = al Hl + a2 H 2 + ... + aiHI • [Ecx Er'] = Ncx(3 . Ecx+ ,> ~ 

Bezeichnet man die inf. Tr. von @r mit XI. X 2 • ••••• X r und ist 

[XI X,,] = l';Îc X.. 50 sind die Zusammensetzungskoefficienten rl~ durch (7) 
vollständig bestimmt. 

Bei dreigliedrigen Gruppen @3 kann man wegen 1= 1 überdies von 
den Parametern Àj absehen und hat statt (7): 

I) CARTAN 1. c. p. 65. 

64* 
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Jetzt liege eine Darstellung D von @, durch lineare homogene Trans
formationen 

(8) 

in n Veränderlichen vor. Die kleinsten n für die dies möglich ist sind 
von E. CARTAN bestimmt worden: 1+ 1 bei der allgemeinen linearen 
Gruppe. 2 I bei der orthogonalen. 2 I + 1 bei der Komplexgruppe ; bei 
den übrigen einfachen Gruppen der Ordnung 78. 133. 248. 52 und 14 
ist das kleinste n resp. 27. 56. 248. 26 und 7. I) 

In (8) können die a7 als rationale Funktionen der r Parameter ).1' 
).2 • • • • •• ).,.).a • •.• ).... vorausgesetzt werden 2). die sich in der Umgebung 
der Identität ).. = 0 regulär verhalten. Setzen wir dann 

so sind 

a{ k 
X. = ~ .a(.)ixk 

UXs 
(9) 

die r infinitesimalen Transformationen von @" die zu dieser Darstellung 
D gehören. 

Ein homogenes Polynom {(XI' X2 ••••• x n ). für das identisch in den 
Xi X s (f) = As . {gilt. ist eine XAnvariante. Analog -PI-Invarianten und 
@,-Invarianten. Die Multiplikatoren As heissen bei -PI-Invarianten "Ge
wichte". Ist H =).1 Hl + ).2 H 2 + ... + ).1 Hl =).1 XI + ).2 X 2 + ... +).1 XI 
die allgemeine inf. Tr. von -PI. so hat eine -PI-Invariante ( bei H das 
Gewicht A=).I AI +).2 A 2 + ... +).1 AI: 

(10) 

Es geIten dann die Sätze 3) : 
1. Hat die -PI-Invariante { das Gewicht A und ist {gleich einer Summe 

von Formen f'. f". . .. mit Gewichten =t=- A. so folgt {_ O. d.h.{ ver
schwindet für alle X i ' 

2. Ist {=I= 0 eine -PI-Invariante vom Gewichte A. so ist Ea (f) ent
weder = 0 oder ebenfalls eine -P I - Invariante und hat dann das Ge
wicht A + a. 

3. Ist { eine -P I - Invariante vom Gewichte A. so gibt es ein kleinstes 
m. sodass 

E; (f) =Ea (E;-I (f)) =1= O. E;+I (f) == 0 

ist. E;: (f) hat dann das Gewicht A + m . a. 

I) ebenda, p. 117. 
2) ebenda, p. 133. 
3) H. WEYL. Mathem. ZeitIchr. 23 (1925), p. 277. 
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4. Es gibt bei einfachen (und ebenso bei halb~einfachen) Gruppen C') 
nur absolute @ ~ Invarianten. Sei nämlich X. (f) = A •. fund Xt(f) = At. f. 
so ist [X. X t] (f):= 0 und jedes XI von @ ist als Summe I [Xr X.1 
zu schrei ben. 

§ 2. 

Wir suchen zuerst alle ,PI ~Invarianten f Hierzu gehen wir aus von 

H -X - af ak x 
I - I - ox-;- (I); k (11 ) 

und bestimmen für diese einzelne inf. Tr. Hl ein voIles System rpl • rp2 •••• 
von Hl -Invarianten I). Dieses volle System erweitern wir allenfalls 
indem wir zu jedem rp; vom Grade p in den x die endlich vielen linear
unabhängigen Hl - Invarianten vom selben Grade p hinzunehmen 2). Dann 
gilt für diese Formen rp'l , rp'2 ' •.. des erweiterten Systems mit gewissen 
Konstanten A';: 

(12) 

Nun bilden wir H I- J (rp';) und haben. da H I_ I und Hl vertauschbar sind: 

d. h. die Formen H I_ I (rp';) sind wieder Hl ~ Invarianten und deshalb 
linear und homogen durch die rp'l ausdrückbar: 

(13) 

Von dieser inE. Tr. lJJ1 suchen wir wieder ein voIles System "1'1 ' "1'2' ••• 
wobei jetzt die "1'1 Formen der rp'; werden. Oiese "I' können so gewählt 
werden 3), dass sie bei Hl-I und bei Hl invariant sind und dass umgekehrt 
auch jede Form der x;. die bei Hl-I und Hl invariant ist. ein Polynom 
dieser "1'1 wird. Das System der "1'1 ergänzen wir allenfalls wieder durch 
Hinzufügung der linear~unabhängigen Formen von gleichem Grade in den rp';. 

Der nächste Schritt zeigt. dass die Formen H I- 2 ( "1'1) wieder Hl 
und Hl-I - Invarianten sind und dass man daher 

H I- 2 ("1';) = 917 "I'k 

hat. Auf diese Weise fortfahrend wird die ganze Gruppe fil erschöpft 
und man erhält ein endliches voIles System 

(14) 

von linear~unabhängigen (absoluten und relativen) fil~Invarianten. Diese 

I) Vgl. diese Praceedings 33 vam 25. I. und 29. 3. 1930. 
2) Vgl. diese Praceedings 33 vam 29. 3. 1930. p. 236. 
3) Vgl. diese Proceedings 33. (1930), p. 237. 
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f; nehmen wir jetzt als neue Veränderliche aus denen die Invarianten 
der ganzen einfachen Gruppe @r aufgebaut werden. Wir bemerken noch. 
dass auch die absoluten ~l ~ Invarianten F (fl . f2 .... ) für die also 
Hl (F) = 0 gilt. einen endlichen Integritätsbereich bilden. 

§ 3. 

Wir behandeln zuerst dreigliedrige einfache Gruppen 

@3=H. Er •• E-er. 

mit den Gleichungen (7 a). 
Sei f; eine H ~ Invariante vom Gewichte 11 • Dan ist Eer. ([:) wieder ei ne 

H ~ Invariante vom Gewichte l i-2 und also wieder Iinear~homogen durch 
die Invarianten des Systems (14) darstellbar : 

Eer. (li) = 'iJ17 6 (15) 

Von dieser inf. Tr. : ~ 'iJ1~ 6 suchen wir ein voiles System FI' 

F2 ••••• Fm von absoluten Invarianten. Dann gilt: 

H (Fk) = Ak . Fk • Eer. (Fk) = O. 

Vom System der E ausgehend suchen wir ein voiles System von 

absoluten H ~ Invarianten FZ: 

H (F~) = 0 . E,.(FZ) = 0 (16) 

Ich behaupte. dass diese FZ auch bei E_er. absolut invariant sind und 
also die gesuchte Integritätsbasis für die @3 ~ Invarianten bilden. 

Es gilt nämlich der Satz: [st g; bei H und bei Eer. absolut invariant 
so auch bei E-er. . 

Beweis. Es sei p die kleinste Zahl wofür E~~ 1 (g;) = 0 ist. Dann 
haben wir: 

E,. E_~ (g;) = [E~ E_,.] (g;) + E-a. Eer. (g;) = 0 
Eer. E:' .. (g;) = [E~ E-a.] E-er. (g;) + E_u Eu E-er. (g;) = 

= H E_,. (g;) = - a . E-er. (g;) 
Eer. E~,. (g;) = - a . (1 +2) . E=-,. (g;) 

. . . . ... . . . . . . 
Eer. E~er. (g;) = - a. (1+2+3+ ... + (p-l)) . E~-;,.I (g;) 

Eer. E~er. (g;) = - a.~. (p-I). E~I (g;) 

. (17) 

Wird nun [Eer. E-er.] = Eer. E-er. - E-er. Eer. auf E~ (lP) angewendet. so 

~rgibt sich wegen E~; 1 (g;) = 0 und (17) 

HE~,. (g;) = - p. a. E~ (g;) = a. ~ (p-I). E~« (g;). 

also. da a. E~ (g;) -=j=- 0 ist: p = O. w. z. b. w. 
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§ 4. 

Jetzt sei 

ei ne einfache Gruppe mit r > 3 und (14) sei wieder ein voiles System 
van linear-unabhängigen (absaluten and relativen) $)1 - Invarianten 6: 

Hd6) = ljk 6 . (i = 1. 2, ... , 1) . · (18) 

Ferner sei a , {J , 1', • • • ,t} ein Fundamentalsystem van Wurzeln (Vgl. § 1). 
Wir konstruieren genau sa wie im vorigen § (Gleichung (15)) ein 

voiles System van linear-unabhängigen absoluten Ea - Invarianten f'k: 

· (19) 

J etzt sei f3 eine van fl und van - fl verschiedene W urzel. Es gibt dann 
ein ganzes a =- ° derart , dass {J, {J + a, f3 + 2 a, .. . . , {J + a a Wurzeln 
sind, {J + (a + 1) . a aber nicht mehr. 

Wir bilden E,Haa (rk) = E,,' (f'k). Wegen [E" E,3'] = ° (a +,8' ist 
keine Wurzel!) ha ben wir Ea E,,' (f'k) = 0, d. h. E,,' (f'k) ist wieder 
absolute Ea - Invariante und daher wird : 

· (20) 

Mit Hilfe dieser Gleichung suchen wir wieder die absoluten E,3' ~ Inva~ 
rianten r: und bekommen sa ein voiles System van linear-unabhängigen 
Formen r~' mit 

Nun sei I' eine weitere Wurzel des Fundamentalsystems. Zu dies er 
Wurzel gibt es dann mit ganzen b' und a ' eine Wurzel 1" = I' + b' ,8' + a'a 
(b' =- 0, a ' =- 0) derart, dass weder I' + (b' + 1),8' + a' a noch I'+b' P' + (a' + 1) a 
Wurzeln sind. Dies kann man wie folgt einsehen. Es sei b' maximal 
gewählt : 1', I' + p', . .. I' + b' ,8' seien Wurzeln, nicht ab er I' + (b' + 1) p'. 
Zu diesem I' + b' fJ' suchen wir das maximale a', sa dass also I' + b',8 + a, 
I' + b' fJ' + 2a, ... . , I' + b' ,8' + a' a Wurzeln sind. Wäre bei I' + b' ,8' + a' a 
der Koefficient bi weiter zu vergrössern, sa hätten wir die Wurzel 
I' + b't fJ' + a' a mit maximalem b' t > b'. Wäre hier wieder a' zu ver~ 
grössern, sa ergäbe sich die Wurzel I' + b't fJ' +a't a mit b'l > bt und a'l > a', 
Dieses Anwachsen der Koefficienten van P' und van a kann nicht stets neue 
Wurzeln erzeugen; es müsste also einmal I' + b'j fJ' + a 'j a = I' + b' k fJ' + a 'k a 
werden, was auf eine Iineare Abhängigkeit zwischen a und fJ führen würde. 

Für Er' = Er +b'!,' + a' ~ gilt dann 

Ea Er' (r~ ' ) = 0, EI" Er' (r~ ' ) = 0, 

d. h. Er' (r~' ) ist wieder eine Invariante f" von (21), also : 

Er' (r~ ' ) = fJi ç . , . (22) 
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Wir Bnden hieraus die absoluten Er' - Invarianten f'": 

Hi (f~") = l;~ t;,". E« (f~") = o. E~. (Ç) = O. Er' (f~") = O! 
. (23) 

{3' = {3 + a a. y' = y + b' {3' + a' a 

Wir gehen in dieser Wei se weit er bis alle Wurzeln a. {3. y • •.•• ft 
eines Fundamentalsystems aufgebraucht sind und erhalten so ein voiles 
System {kP-) von Invarianten. für die 

Hi (f~P-)) = llt) . np-). E« (ft)) = o. Ef" (np-)) = o. . . .. Ep-' ({kP-)) = 0 (24) 

gilt. wobei mit ganzen Pik =- 0 

a'=a 

{3' = P21 a + {3 

y' = P31 a + P32 {3 + y 

ft' = PlI a + PI2 {3 + ... + ft 
ebenfalls ein Fundamentalsystem von Wurzeln bilden. 

(25) 

Gehen wir jetzt vom vollen System der {k"') über zu einem vollen 
System von absoluten ~I- Invarianten g. so sind diese Fi nach (24) 
und dem im § 3 bewiesenen Satze auch bei E-a invariant: E-a (Fi)=O. 
Wegen 

[E_« EI"] = N_«.(, .. E(P21-1) «+13 mit N_«. ~. ~ 0 

folgt die absolute Invarianz bei EI"_«' ebenso die bei E,"-2" .....• Ef3. 
Daraus wieder nach dem Satze des § 3: E_g (Fi) = O. also schliesslich: 
die Fi sind bei ~I und bei allen E,ky, des Fundamentalsystems absolut 
invariant. daher auch bei allen E y der ganzen Gruppe @r. 




