
Mathematics. - Die Invariantentypen bezüglich der Gruppe einer Raum~ 
kurve dritter Ordnung, Von R. WEITZENBÖCK. 

(Communicated at the meeting of December 20. 1930). 

Einleitung. 

In einer vor kurzem in diesen Proceedings publizierten Note I) habe 
ich ei ne allgemeine Methode angegeben um ein voiles Invariantensystem 
für einfache kontinuierliche Gruppen linearer Transformationen zu ermitteln . 
Diese Methode wird im Nachstehenden angewendet auf die Gruppe @'3 

in vier homogenen Veränderlichen. deren Transformationen eine irredu~ 
cible Raumkurve dritter Ordnung invariant lassen. 

Die Ermittlung der Typen der hier auftretenden (S~rInvarianten beliebig 
vieler Punkte x. y. z . ... führt nach allgemeinen Prinzipien auf die Be~ 

stimmung aller projektiven Komitanten von drei binären kubischen Formen. 
also auf eine reichlich komplizierte Aufgabe 2). Und doch lässt sich die 
Frage nach allen diesen @rInvarianten verhältnismässig einfach beant~ 

worten dank der Existenz des der Raumkurve zugeordneten Nullsystems. 
mit dessen Hilfe es möglich ist. das zugehörige binäre Formenproblem 
auf das von nur zwei binären kubisch en Formen zu reduzieren 3). 

§ 1. 

Es sei im dreidimensionalen projektiven Raume R3 (XI: X 2 : X 3 : X~) 
eine irreducible Raumkurve dritter Ordnung C 3 durch die Gleichungen 

X~ = t~ . (1) 

gegeben. Die dreigliedrige allgemeine projektive Gruppe des binären 
t~Gebietes tI: t2 induziert im R3 (Xi) eine einfache dreigliedrige Gruppe 

I) Diese Proceedings 33. 29. November 1930. 
2) Bei drei und mehr binären kubischen Formen sind die Komitantentypen gegeben durch 

G . PEANO. Atti di Torino V. XVII (1881) p. 580- 586; ein voiles System von drei 
binären kubischen Formen gibt v . GALL. Mathem. Ann. -iS (1894) p . 207 -234; Ergänzungen 
hiezu bei L. SINIGALLIA. Rendic. di Palermo 21 (1906) p. 75 - 80. 

3) Bezgl. des vollen Systems von zwei binären kubischen Formen vgl. für das Folgende 
GORDAN-KERSCHENSTEINER. Vorlesungen über Invariantentheorie. Leipzig (1887). Bd. 11. 
p. 330-346. 
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@3 von Punkttransformationen. Eür deren infinitesimale Transformationen 
H. E. und E-~ man aus (1) leicht die Eolgenden Ausdrücke ableitet: 

_ af of af af 
H - - 3 XI ax, - X 2 oX

2 
+ X 3 dX

3 
+ 3 Xi 0 Xi 

of of af 
E a 3 X 2 ax, + 2 X 3 aX

2 
+ Xi oX

3 
(2) 

of ol of 
E-a = X; aX

2 
+ 2 X 2 oX

3 
+ 3 X 3 oXi 

Wir haben dann die Zusammensetzungsgleichungen: 

Sind U; : U; : U~: U~ homogene Ebenenkoordinaten des R3' sodass 
also z. B. U; = (X Y Z)231 etc. ist. wenn die Ebene U' durch die drei 
Punkte X. Y und Z bestimmt wird. so induziert die @3 auch bei den 
Ebenenkoordinaten U; eine Gruppe @~ linearer homogener Transforma­
tionen. die zu (Sj3 duale Gruppe I). Ihre infinitesimalen Transformationen 
lauten : 

E ' a 

3 u , ot + U' af u' of 3 U ' of I' 
I au' 2 au' - 3 au' - 1 oU' 

I 2 3 1 

3 u , af 2 U' af U' af 
- I ou' - 2 au' - 3 oU' j 2 3 1 

u, af 2 U ' af 3 U ' of 
2 oU - 3 oU' - 1 au' 

I 2 3 

(4) 

H' = 

E ' =--a 

Wir stellen uns im Folgenden die Aufgabe: Gegeben ist eine Reihe 
von Punkten x. y. z. s . ... und eine Reihe von Ebenen Ui. v'. W' • •••• d.h. 
also ein System von Linearformen in Punktkoordinaten Xi und in 
Ebenenkoordinaten U;. Es ist ein vol/es System von ganzen rationalen 
@3-Invarianten f (x, y .. . ; Ui. Vi, •• ) zu suchen: H (f) = O. Ecx (f) = O. 
E-a. (f) = O. 

Die allgemeine Methode der Konstruktion der gesuchten Invarianten f 
besteht darin 2). dass wir zuerst alle (absoluten und relativen) H-inva­
rianten bestimmen. Von diesen ausgehend suchen wir ein voiles System 
von Ea-Invarianten und aus diesen bauen wir absolute H-Invarianten 
auE. die dann von selbst auch bei E-a.. also bei der ganzen Gruppe @3 

invariant sind. 

§ 2. 

Wir beginnen mit einem einzelnen Punkt x. Nach (2) haben wir 

H (XI) = - 3 XI • H (X2) = - X2 • H (X3) = X3 • H (Xi) = 3 Xi (5) 

I) Vgl. LIE-ENGEL. Theorie der Transformationsgruppen I. p. 493. 
2) Vgl. diese Proceedings 33 vom 29. Nov. 1930. 
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d. h. die Xi sind selbst schon H~Invarianten mit den Gewichten - 3. 
- 1. + I und + 3; sie bilden also ein voiles System von H-Invarianten 
des einzelnen Punktes x. 

N ach (2) finden wir dann weiter : 

Er>. (Xl) = 3 X2 • Er>. (X2) = 2 X3 • Eet. (x3) = Xi • Eet. (Xi) == O. (6) 

d. h. Eet. bewirkt unter den H-Invarianten XI eine Iineare Transformation 
mit der Koeffizientenniatrix 

0 3 0 0 

0 0 2 0 
II~;II= 0 0 0 I 

(7) 

0 0 0 0 

Die zu dieser infinitesimalen Transformation ~; x k d; gehörigengan­

zen rationalen Invarianten werden geliefert 1) durch ein voiles System 
von Semi-Invarianten der binären kubischen Form 

Sie sind daher gegeben dureh: 

a ~ = Xi • (ab) a2 b2 = ; (X2 Xi - X~) • 

(ab)2 (ac) b2 C22 = vI - (XI x; - 3 X2 X3 Xi + 2 x;) . 
3 3 

(abF (ac) (bd) (cd)2 = 
(9) 

Hier hat Xi das G~wicht + 3 ; X2 Xi - x~ das Gewicht + 2; XI x; -
- 3 X2 X3 Xi + 2x; das Gewicht + 3 und {(x) das Gewicht Nul!. Fs ist also 

- 3 XI - X2 X3 3 Xi 

{(x) = 6 XI X2 X3 Xi - -4 XI X~ - -4 Xi X~ + 3 x~ x~ - xi x; = I 
3 X2 2 X3 Xi 0 ' . I = (A' X)i= --

6 o XI 2 X2 3 X3 \ 

(I 0) 

XI X2 X3 Xi 

I) Vgl. diese Proceedings. 29. März 1930. p. 228. 
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die einzige @rInvariante eines Punktes x. Gleich Null gesetzt gibt sie 
bekanntlich die Gleichung der zur Raumkurve (1) gehörigen Tangenten­
fläche i. Ordnung. 

Dual erhalten wir. von (i) ausgehend. für eine Ebene u' die H'-Inva­
rianten u;. u;. u~ und u~ mit den Gewichten + 3. + 1. - 1 und - 3 
und daraus die einzige @3-Invariante: 

3 u; 2 u; - u; - 3 u~ 

= (AU /)1 = - ~ 0 -3u; - 2 u; u; (11 ) 

2 - u; - 2 u; - 3 u~ 0 

u; u; u' 3 u~ 

f' (u') = 0 gibt die Raumkurve (1) in Ebenenkoordinaten u;. Man kann 
(10) und (11) in einander überführen mit Hilfe des Nullsystems der 
Raumkurve. Setzt man nämlich in (11) 

(12) 

dann geht f' (u') über in 27 ((x). Die Gleichungen (12) ergeben sich 
aus dem Nullsystem. das durch den linearen Komplex P 

erzeugt wird. Die Verbindungslinie der beiden Punkte x und y gehört 
dem Komplexe P an für 

die Schnittlinie der beiden Ebenen u' und v' gehört zu P. wenn 

(PU') (Pv/) = (UIV/)23 - 3 (U IV/)11 = (u; v; - u; v;) - 3 (u; v~ - u~ V;) =0 (15) 

ist. Sowohl (PI x) (PI y) als auch (PU') (Pv /) sind @3-Invarianten von zwei 
Punkten bzw. von zwei Ebenen. eine Tatsache. die wir weiter unten 
ausnutzen werden. 

§ 3. 

Die im § 1 formulierte Aufgabe kann. indem man etwaige Reihen von 
Ebenenkoordinaten u'. v'. . .. mit Hilfe von u; = (x y Zb1 u.sJ. in Punkt­
koordinaten zerIegt. stets zurückgeführt werden auf die folgende: Von 
einer Reihe von Punk ten x. y. z. t. s •... sind die @3-Invarianten K (x. y. z • ... ) 
zu ermitteln. 

Wir bemerken vorerst. dass die Polare einer @3-Invariante K(x. y •... ) 
wieder eine @]-Invariante ist. d.h. unterwirft man K einer oder mehrerer 
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oK 
der Polaroperationen Dxy= ~ ~ yi. D " . Dy • . .. .. so entstehen wieder 

UXi 
@3~Invarianten K. Dies überträgt sich dann auf den H~Process von 
CAPPELLI. 

Ist in K die Anzahl der verschiedenen Punkte x. y. z .. . . -- - 4. so 
können wir durch Reihenentwicklungen nach Potenzen der Determinanten 
(xy z t) u.s.w. alles auf die Untersuchung von (S}rInvarianten K mit 
höchstens drei Reihen x. y und z zurückführen. Es sei also K (x. y. z) 
eine (Î'rInvariante von drei Punkten. Wir entwickeln auch K wieder in 
eine GORDAN-CAPPELu'sche Reihe 

oder. wenn wir (x y z) zu u' zusammenfassen: 

In (16) und (17) bedeuten die L::,.i zusammengesetzte Polaroperationen 
{(Dpq). (p. q = x . y. z) und die K sind symbolische Formen mit höchstens 
zwei der Reihen x. y . z. 

Die Ermittlung aller K (x. y. z) ist hiedurch zurückgebracht auf die 
Untersuchung von Polaren von (M3~Invarianten 

Lo = Ko (x. y) . LI = (au') . KI (x. y) , L 2 = (fJu')2 . K 2 (x. y) . . .. (18) 

Bei L i = (J, U/)i . K (x. y) mit i == 1 drücken wir jetzt die Ebene u' 
durch ihren N ullpunkt P . (PI t) aus (V gl. (15)) und erhalten 50 eine 
<S3-Invariante 

L; = L; (t. x. y) (19) 

mit drei Reihen t. x. y. Ist im ursprünglichen K (x. y. z) der Gesamtgrad 
in den Xi. yi. Zi gleich m. so hat K (x. y) den Gesamtgrad m-2i und 
Li mit i =- 1 also den Gesamtgrad m- i < m in den Reihen t. x und y . 
Von L; kommen wir dann durch die Substitution tk = P k (Pu') zu L/ und 
von hier durch die Zerlegung u; = (x y Z) 23 4 u.sJ. zum entsprechenden 
unpolarisierten Reihenglied von (16) zurück. 

Die Formen L; entwickeln wir wiederum in eine GORDAN-CAPPELU'sche 
Reihe nach Poten zen von (a t y z) = (a v' ); setzen wiederum v; = P ; (P I sj. 
sodass Formen L;' (s . x. y) von niedrigerem Gesamtgrad in den drei Reihen 
s. x , y entstehen. Dies fortgesetzt führt schliesslich zu Formen mit höchstens 
zwei Reihen und diese letzteren wollen wir als bekannt voraussetzen. 
Durchlaufen wir die soeben geschilderten Umwandlungen in umgekehrter 
Reihenfolge. so ergibt sich der folgende Satz : 

Alle @3~Invarianten K (x. y . z •. .. ) sind auszudrücken durch Klammer­
{actoren (xy z t). . .. und Polaren von (S;3~Invarianten K (x. y. z) mit 
höchstens drei Reihen . Diese letzteren entstehen aus den (\;rlnvarianten 
M (x. y) von zwei Punkten durch wiederholte Anwendung der drei 
Prozesse: 
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1. Polarisieren mit D pq (p. q = X. Y. z). 
2. Eine der Reihen. z.B. Xi wird ersetzt durch Pi (PU'). 
3. Die Reihe u' wird zerlegt in x. y und z. d.h. es wird u; = (x y zb .. 

etc. gesetzt. 

§ 4. 

Es handelt sich also jetzt vor allem darum. ein voiles System S von 
@3~Invarianten M (x. y) mit nur zwei Punkten zu ermitteln. Wir gehen 
50 vor wie im § 2 und erhalten: Sist gegeben durch das volle System 
der binären Semi~Invarianten von zwei binären kubisch en Formen 

3 1 3 ~ v- 2 ~ 
cp (~) = aÇ-=-v- XI ~I + X2 Çl ~2 + 3 X3 ~I ~2 + X .. Ç2 

3 3 

3 1 3+ 2 V- ~ 3 
'Ijl (~) = aç-= V- YI ~I Y2 ~I ~2 + 3 Y3 ~I Ç2 + Y .. ~2 

3 3 . 

(20) 

Die binären Semi~Invarianten dieser beiden Formen cp und 'I' erhält 
man aus einem vollen System I von projektiven Invarianten. indem man 
in den Kovarianten EI = O. ~2 = 1 setzt. Das volle System I der 
projektiven Invarianten zweier binärer kubischer Formen ist bekannt und 
besteht aus 26 Komitanten. darunter 7 Invarian~en MI). 

Wir wollen jetzt nachweisen. dass man hier mit den 7 Invarianten M 
allein :zu tun hat. indem nämlich jede Kovariante N von cp und 'Ijl. in 
der also noch Reihen ~ enthalten sind. eine H~Invariante mit positivem 
Gewichte darstellt. Die absoluten H~Invarianten und also auch die 
gesuchten @3~Invarianten werden dann ausschliesslich von Invarianten 
von cp und 'Ijl geliefert. 

Die allgemeine Form einer Kovariante N ist gegeben durch ein Pro~ 
dukt von Klammerfaktoren (a b) • (aa) • (a iJ) • ... und von Linearfaktoren 
aç- • a{ .... Nach (20) haben wir dann für die Symbole al • a2: 

3 1 
a l =3 VjXI 

1 
und analog für die Symbole al' a2 : a~ = 3V3 YI' ... Nun sind nach (5) 

XI' X2. X3' X.. der Reihe nach vom Gewichte - 3. - 1. + 1 und + 3. 
Wenn wir also ai das Gewicht - 1 und a2 das Gewicht + 1 geben. 
50 bekom men wir nach (21) für die Xi die richtigen Gewichte. Demzu~ 
folge hat dann ein binärer Klammerfaktor (a a) = al a2 - a2 al das Gewicht 
Null; jeder Linearfaktor a{ aber gibt bei ~I =0. ~2= 1 das Gewicht + 1. 
Soll also ei ne binäre Semi~Invariante das Gewicht Null haben wenn 
man zu den Xi und yk übergeht. 50 darf sie kein Eenthalten. d.h. darf 
keine Kovariante sein. 

I) GORDAN-KERSCHENSTEINER 11. p. 333. 
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Die 7 Invarianten von rund lp sind, wenn Q = (a b)2 (e a) b; e~ und 
K = (a /3)2 (y a) tJ; y~ die beiden kubischen Kovarianten von cp und tp 
bedeuten: 

AM = (aW (ed)2 (ad) (be) A"" = (atJ)2 (y(W (ab) (fJr) 

A iW = (aW (af3V (aa) (bf3) 

(Q, tpp = (ab)2 (ca) (ba) (Ca)2 (K, cp)3 = (PyV (ya) ({Ja) (ya)2 

(cp, tp) = (aa)3 und (Q, K)3. 

1 (22) 

\ 
Ihnen entsprechen, wenn man nach (21) zu den Xi und yk übergeht, 

die (\~3-Invarianten (V gl. (10), (14) und (15)): 

A M . .... (A' X)4 = {(x) A \7v . ... (A' y)4 = {(y) 

A M .... (A' X)2 (A' y)2 = /2 D;y {(y) 

(Q" p)3 .. . (AIXP(Aly) = ~ Dxy{(x); (K,r)3 . .. (A'y)3 (A' x)= 2
1
4 D!J(x) (23) 

(cp, lp) • .• • (PI x) (PI y) = (xY)(oI - 3 (XY)23 

(Q, K)3 .. . . (PA') (PB' ) (A ' X)3 (B' y)3 = 

= [(A' B ' )23 - 3 (A' B ' )11] . (A' X)3 (B'y)3 

Hiemit sind die Invarianten eines vollen Systems von ®rInvarianten 
zwei er Punk te x und y aufgezählt. Es ist auch leicht die geometrische 
Bedeutung für das Verschwinden einer dieser Invarianten anzugeben. 

§ 5. 

Wir kehren jetzt zurück zu dem am Ende des § 3 bewiesenen Satz 
und konstruieren mit seiner Hilfe, von (23) ausgehend, die Typen der 
@3-Invarianten dreier und damit beliebig vieler Punkte x, y, z, s, t . .. 

Wenn wir in (x y z t) eine Reihe, z.B. t durch P (PU') ersetzen, so 
entsteht: 

(P xyz) (Pu/)=(P'y) (PI z) . (u' x) + (PIZ) (PI x). (u'y) + (Plx) (P'y). (u' z). (24) 

Zerlegen wir hier u' wieder in drei Reihen Punktkoordinaten, so geht 
(u' x) wieder in einen Klammerfaktor (x y z t) über und nach (24) tri tt 
(PI x) (PI y) als neuer Invariantentypus zu (x y z t) hinzu. 

Ersetzen wir in (P'x) (P'y) die Reihe y durch Q(Qu/), wo Q mit P 
äquivalent ist, so entsteht 

(PI x) (P'Q) (Qu /) = - ! (P' Q)2. (u' x) = 3 (u' x) . . . (25) 

da nach (14) die Invariante des Komplexes P nicht verschwindet. Die 
neuerliche Anwendung der Substitution yi = QdQu/) gibt also bei (Plx)(P'y) 
keine neuen ®3-Invarianten. 
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Wir kommen nun zu den übrigen @i3-Invarianten von (23). in denen 
die Reihen x und y mit einem A' oder B' verbunden auftreten. Set zen 
wir in (A'y) wieder y;= P;(Pu'). 50 entsteht (Pu') (PA') und die Zerlegung 
u; = (x y Z)klm gibt 50 wie bei (24) 

(p xyz) (PA') = (P'y) (P'z). (A'x) + (P'z) (P'x). (A'y) + (P'x) (P'y). (A'z). 

d.h. wir erhalten wieder den Typus (P' x) P' y) und die Reihe A' ver­
bunden mit x. y oder z in einem Linearfactor. Die Invarianten (23) sind. 
bis auf die zwei letzten. Polaren von (A' X)i. Wir erhalten also zusammen­
fassend den Satz: 

Die @i3-Invarianten von beliebig vielen Punkten x. y. z ... sind ganze 
rationale Funktionen der Invarianten. die aus den vier Typen 

(x y z t). (A' x) 1, J = (P' x)(P' y) und iJ = (PA') (PB') (A' x)3 (B' y)3. (26) 

durch Polarenprozesse Dxy. D xzo .... hervorgehen. 




