
Mathematics. - Über eine besondere Klasse von non~oszillierenden 
Reihen. By M. J. BELINFANTE. (Communicated by Prof. L. E. J. 
BROUWER). 

(Communicated at the meeting of December 20. 1930.) 

In der intuitionistischen Theorie der unendlichen Reihen nennt man 
eine unendliche Reihe I Un o für welche die Summe der ersten n Glieder 
mit Sn bezeichnet wird. non~oszillierend. wenn für jedes E > 0 die Un~ 
möglichkeit des gleichzeitigen Bestehens feststeht von einer unendlichen 
Reihe unbeschränkt wachsender positiver ganzer Zahlen nl' n2. n3 • •. 0 

und einer unendlichen Reihe positiver ganzer Zahlen mi' m2' m3' • 0 0 so 
dass I Sn~ + m~ - S"y I > e für jedes v. I) 

Eine Reihe ~ u" hei sst positiv~konvergent falls eine Zahl s existiert 
mit der Eigenschaft. dass für jedes e > 0 eine solche ganze positive 
Zahl n, besteht. dass I s-s" I < e für jedes n > n,o 

Eine Reihe ~ u" heisst negativ~konvergent. wenn eine Zahl s existiert 
mit der Eigenschaft. dass für jedes e > 0 die Unmöglichkeit des Bestehens 
feststeht von einer unendlichen Reihe unbeschränkt wachsender positiver 
ganzer Zahlen nl. n2. n3 . ..• so dass I s-s"~ I > é für jedes v. 

Offenbar sind sowohl positiv~konvergente als negativ~konvergente 

Reihen non~oszillierend. aber nicht umgekehrt. (Für BeispieIe von non~ 

oszillierenden nicht negativ~konvergenten und negativ~konvergenten. nicht 
positiv~konvergenten Reihen vergleiche man die erste der in der Fussnote 
zitierten Abhandlungen). 

In derselben Weise kann man positiv~summierbare und negativ~sum~ 
mierbare Reihen definieren. Wie aus der zweiten Abhandlung her~ 

vorgeht. haben die negativ~konvergenten und negativ~summierbaren 

Reihen analoge Eigenschaften. wie die positiv~konvergenten und positiv~ 
summierbaren Reihen ; insbesondere folgt aus Summierbarkeit niedriger 
Ordnung Summierbarkeit höherer Ordnung. gilt der CESÀRosche Produkt~ 
satz und analoge Sätze und besteht auch der ABELsche Satz mit seinen 
Erweiterungen und Umkehrungen. 

I) Man vergleiche für die intuitionistische Theorie der unendlichen Reihen : 
L. E. J. BROUWER. Ueber die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten. 

Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. ISof, S. 1-7. 
M. J. BELINPANTE. Zur intuitionistischen Theorie der unendlichen Reihen. Sitzungs

berichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften, Phys-Math. Klasse 1929. XXV. 
S. 639-660. 
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In dem vorliegenden Artikel werde ich zeigen, dass ebenso eine ana~ 
loge Theorie besteht für die besondere Klasse von non~oszillierenden 

Reihen, die ich p~fach negativ~konvergent nenne und ftir die auf analoge 
Weise definierten p~fach negativ~summierbaren Reihen. 

Eine Folge lan \ heisst p~fach negativ~limitiert falls p Zahlen a(I), a(2), .. , è) 
existieren derart, dass für jedes e > 0 die Unmöglichkeit des Bestehens 
feststeht von p Fundamentalreihen positiver ganzer Zahlen nl(d < "2(r) < 
< "3(r) < . .. derart, dass I a n/ r) - aIr) I > ti für jedes i und 1 ~ r ~ p. Wir 

nennen a(1), a(2), ... , alp) die p~fachen Limeswerte der FoIge lan \ und schreiben 
-lim a n = (a(1), a(2), ... , alp)). Offenbar ist jede p~fach negativ~Iimitierte FoIge 
auch eine (p + qHach negativ~1imitierte FoIge; die (p + qHachen Limes~ 
werte sind die ursprünglichen p~fachen Limeswerte zusammen mit q 
wiIlkürlichen Zahlen. 

Eine unendliche Reihe ~ U n , für welche die Summe der ers ten n Glieder 
mit Sn bezeichnet wird, heisst p~fach "egativ~ko"vergent faIls die FoIge 
ISn\ p~fach negativ~Iimitiert ist. Die p~fachen Limeswerte der FoIge Sn nennt 
man die p~fachen Summenwerte der Reihe ~un. 

Eine unendliche Reihe ~u"' für welche der nte Mittelwert k~ter Ordnung 
mit Cn(k) bezeichnet wird, heisst p~fach negativ~summierbar k~ter Ordnung 
falls die FoIge I Cn(k) \ p~fach negativ~Iimitiert ist. Die p~fachen Limeswerte 
dieser FoIge nennt man wieder die p~fachen Summenwerte der Reihe 
~Un' Für k = 0 geht die p~fache Summierbarkeit in die p~fache Kon~ 
vergenz über. Offenbar ist jede p~fach negativ~summierbare Reihe kter 

Ordnung auch (p + q)~fach negativ~summierbar k~ter Ordnung. 
Eine für x < 1 definierte Funktion f(x) nennen wir p~fach negativ~stetig 

für x = 1 faIls p Zahlen s(1), s(2), .. • ,.,(p) existieren derart. dass für jedes 
positive E die Unmöglichkeit feststeht von p zu der ZahI Eins positiv 
konvergierenden Fundamentalreihen ~\i) < ~~) < ... derart dass I f(~~i))-S(i) I > e 
für jedes rund 1 ::S i ::::; p. 

Von den in meinem zitierten Artikel besprochenen Theoremen für 
negativ~summierbare Reihen werde ich im foIgenden von jeder Gattung 
einen charakteristischen Satz veralIgemeinern für p~fach negativ~summier~ 
bare Reihen. § 1 enthält zwei BeispieIe von mehrfach negativ~summier~ 
baren Reihen und den Satz, dass die Summe einer p~fach negativ~Iimitierten 
FoIge lan \ und einer q~fach negativ~limitierten FoIge Ibn \ pq~fach negativ~ 
Iimitiert ist. In § 2 beweise ich, dass eine Reihe, die p~fach negativ~ 
summierbar (c. k) ist, auch p~fach negativ~summierbar (c. k + i) ist, und 
den Produktsatz für mehrfach negativ~summierbare Reihen. § 3 enthält 
den ABELschen Satz für p~fach negativ~konvergente Reihen und § -4 die 
Definition und ein Beispiel von w~fach negativ-konvergenten Reihen. 

§ 1. 

Beispiel einer zweifach negativ~konvergenten Reihe. Wir verstehen 
unter k> die OrdinalzahI der ers ten Ziffer in der Dezimalentwicklung von 
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11, der von wenigstens " Sequenzen 0, 1, 2,3.4,5.6,7,8,9, hinter ein~ 
ander gefolgt wird. Setzen wir nun: 

1 
a n = 2k , für n ~ 2k

, 

an = 0 für n > 2k
, 

so ist Ian zweifach negativ-konvergent und sind ihre zweifachen Sum~ 
menwerte 0 und 1. 

Beweis. Existierten für ein bestimmtes e > 0 die Fundamentalreihen 
Indizes mI < m2 < ... und nl < n2'" derart. dass I Smj I> e und I Snj-ll > E 

" für jedes i. so hätten wir insbesondere sm, > E. und da s, ~ 2k , für jedes " 

• 
so wäre 2mkl ;?; Sm, > e also mI > e. 2k,. Sei N> mI , so ist N> 2k, also , e 

Sn = 1 für jedes n > N. Bestimmen wir nun t' derart. dass n, > N. so 
folgt aus I sn, - 1 1 > e und Sn, = 1 die verIangte Ungereimtheit. 

Beispiel einet' p~fach negativ~konvet'genten Reihe. Setzen wir: 

1 
a n = 2k , für n ~ 2k

, 

a n = 21k, für 2k, < n ~ 2k, + 2k, und allgemein für 1 < " < p-l 

p-I 

an = 0 für n > I 2\ 
.=1 

so ist I an p~fach negativ~konvergent. Ihre p~fachen Summenwerte sind 
0.1, 2 •... p-I. 

Beweis. Existierten für ein bestimmtes e > 0 die p Fundamentalreihen 
Indizes n~') < n~) < ... derart. dass I Sn(' ) - (v-I) I > e für v = 1, 2 •... P 

I 

" und jedes i. so hätten wir insbesondere Sn~\) > e und da Sy ~ 2k , auch 
(I) 

n~\) > E. 2k
,. Sei n\~) > n~ also auch > 2kl. Aus I Sn\;) - 11> E folgt. da 

n(2) _ 2k, ( 1 ) 
S (2) < 1 + 11 • n(2) > e 2k. + 2k,. Sei n(3) > n(.2). 1+- folglich n~3) > 

n i
1 

-...:: 2k2 'I '2 'I E I~ 

n (3)-2 k, - 2 k. 

> 2k, + 2k •• Aus I Sn\~) - 21 > e folgt wieder. da Sn\~) ~ 2+ '. 2k, 

n\~) > 2k, + 2k. + e . 2k,. Sei n\;) > n\;) ( 1 + ~). s~ ist n\;) > 2k, + 2k' +2k,. 

p-I 

usw. So fortfahrend gelang en wir schliesslich zu einem n(p) > I2 kv • 
Ip-I I 
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Folglich ist snIp) = P - 1 und dies ist wider die Voraussetzung 
Ip_l 

I SnIp) - (p-l) I > E. 
lp-I 

lede p-fach negativ-konvergente Reihe ist non-oszillierend. 
Beweis. Sei - lim Sn = (s(1). s(2) • ... . sIp») . Existierten für ein bestimmtes 

E > 0 die Fundamentalreihen Indizes nl < n2 < .. . und mI' m2' ... so 
dass I sn. + m, - Sn, I > E für jedes v. so hätten wir für jedes l ' und 1 :S; r :S; p 

E E 
entweder I Sn . + m, - Slrl I > 2 oder I Sn. - sIr) I > 2' Wir könnten also p 

Fundamentalreihen Indizes !-l\p) < flr) < . . . derart bestimmen. dass 

I s~;- sIn) I > i für jedes i und 1 :S; n :S; p und das ist wieder die 

V oraussetzung. 
Sind die Fo/gen lanl bzw. Ibnl p-fach bzw. q-fach negativ-limitiert. so 

ist die Folge Icnl = lan + bn I pq-fach negativ-limifiert. Die pq-fachen 
Limeswerte der Fo/ge !cnl sind die Summen von je einem p-fachen 
Limeswert von lanl und einem q-fachen Limeswert von lbnl. 

Beweis. Sei - lim an = (a(l), a(2), ... alp») und -Um bn = (b(1). b(2) • . . . b(q)). 

Aus: 

folgt entweder : 

I . (i) I> E (") an~·J)-a 2'" a.I.] 

oder: 

b .. bU) I > ë (b· ·) I n~·J) - 2 . .. • I.] 

Man sieht leicht ein. dass jede mögliche Kombination der Glieder 
dieser p q Alternativen .. entweder (a. i. j) oder (b. i. j)" nicht für p q 
Fundamentalreihen Indizes n\i.j ) < n~·j) < ... erfüllt sein kann. Denn falls 

eine solche Kombination zum Beispiel alp) nicht enthält. so enthält sie 
gewiss die b(~). welche mit diesem alp) in den Alternativen auftreten. also 
alle b~. Die Existenz dieser p q Fundamentalreihen ist aber wieder die 
Voraussetzung - fim bn = (bO). b(2) •...• b(q»). Aus der Unmöglichkeit des Be
stehens von p q Fundamentalreihen Indizes. für welche eine bestimmte 
Kombination der Alternativen erfüllt ist. folgt aber auch die Unmöglich
keit derjenigen Fundamentalreihen. für welche abwechselnd die verschie
denen Kombinationen erfüllt sind. da man aus diesen Fundamentalreihen 
leicht Fundamentalreihen für die einzelnen Kombinationen herstellen könnte. 
Mithin ist bewiesen: die Unmöglichkeit des Bestehens von p q Funda
mentalreihen Indizes n\i.j ) < n~· j) < . .. derart. dass (i.j) erfüllt ist für 

jedes k. 1 :S; i :S; p und 1 :S; j :S; q. Also gilt: 

- lim I a n + bn 1= (a(l) + b(l) . . . . • alp) + b(q»). 

75 
Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XXXIII. 1930. 
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§ 2. 

Satz I. Ist Ian p~fach negativ~summierbar (C, kj, 
p~fach summierbar (C, k + ij. 

Beweis. Sei - lim C~) (a) = (s(1), S(2) , ••• ,s(p)). Aus: 

I C~+i) (a) - s(» I > E 

folgt nach der bekannten Formel 

C(I,+t) (a)=_I_ ; A(i-I) A(k) Ok) (a) 
n A~+{) ,=1 n-,+I , , 

entweder: 

1
_ 1_. ,; A(i-I) A(k) 10k) (a) - s(v) I1 > ~ 
A(k+,) - n-,+I" 2 

! n r-l 

oder: 

so ist I a n auch 

. . (1) 

. . (2) 

I A~~+i) '=~+I A~=~!~ I A~k) I C~k) (a)-s(» 'I > ~.. . (3) 

Aus (3) folgt die Existenz einer ganzen positiven Zahl M> N, so dass : 

(4) 

Falls nun p Fundamentalreihen n\» < n~) < ... existierten so dass (1) 

erfüllt ist für n = n\», n~), ... , so könnten wir zu jeder vorgelegten posi~ 

tiven ganzen Zahl N!v) den Index n!» derart bestimmen, dass (2) nicht 

erfüllt ist für n = n!», N = N!». Alsdann muss (3) erfüllt sein und kann 

man also Mi» > N~v) derart bestimmen, dass (4) erfüllt ist für M = MJv). 
Wiederholen wir den Prozes.s mit Nl>~ 1= Mlv), NJv~2 = Ml>~ I' .. , so 

entstehen wider die Voraussetzung p Fundamentalreihen Mlv) < MJv~ I < ... 
E 

für die 1 C~~) (a) - s(» 1 > 2· 

Satz ll. Ist Ian p~fach negativ~summierbar (C, k) und Ibn q~fach 

negativ~summierbar (C, n, so ist ICn = Ian • Ibn pq~fach negativ~sum~ 
mierbar (C, k + I + 1). Die pq~fachen Summenwerte der Reihe I Cn sind die 
Produkte von je einem p~fachen Summenwert von I a n und einem q~ 
fachen Summenwert von I bn • 

Erster Hilfssatz. Falls man zu den Folgen I an I und I f3n I eine Funda~ 
mentalreihe Indizes nl < n2 < ... derart bestimmen kann, dass 

I Vn (a, f3) I = 1 A~~'+l) ',~ a, f3n-,+J A~k) A~I)_,+1 I > E 

für jedes n=n{, so kann man auch eine Fundamentalreihe Indizes MI <M2 < ... 
derart bestimmen, dass für jedes Mi entweder I aM{ I> V j oder I f3Mi I > -V j. 



1175 

(Mit A~) bezeichnen wir bekanntlich den Ausdruck 

(k + 1) .(k + 2) ..... (k+ n-l): (n-l)!; A\k) = 1). 

Beweis. Sei N eine zunächst beliebige positive ganze Zahl zwischen 
und n. 50 folgt aus I Vn (a. (3) I > E: 

entweder: 

I 
1 N 13 A(k) A(I) I E A~k+1+ï) • ;1 ar n- r+1 r n-r+1 > 3" . (5) 

oder: 

I 
1 ~ 13 A(k) A(I) I E 

A(k+ I+I)' _ .. ar n- I+I r n- r+1 > 3" . 
" r-n-N+I 

(6) 

oder aber: 

(k) (I) E 

I 
1 n-N I 

A~k+I+1j • r=~+1 ar tln- r+ 1 Ar An_ r+1 > 3" . (7) 

Im ersten FalIe setzen wir I al I + , a2 1 + .... + I aN I = f1-N. FaUs nun 

I 13, 1 ~ 1/; für jedes n-N + 1 ~ l' ~ n. 50 würde: 

--- ~ a 13 A(k)A(I) < N n V - . 
I 

1 N I f1-N A(k)A(I) E 

A~+1+')::, r n-r+1 r n-r+1 A~+lI+I)' 3 

Hieraus folgt nach (5): 

f1-NA~A~1) -,I e E A~) 1 V E 
A (k+f.ti) 3 > 3" also : A (k+1+ ïï > - A (k) 3" . 

n n f1-N N 

(8) 

A(I) 

Da +/im A(k+~+I) = 0 kann man nun zu jeder vorgelegten ganzen posi-
n 

ti ven Zahl N nj derart bestimmen. dass (8) nicht erfülIt ist für n = nj. 

Alsdann können wir MI > nj -N derart bestimmen. dass If3M, I > V ; . 
Im zweiten FalIe können wir auE dieselbe Weise einen Index MI >nj-N 

bestimmen. sodass laM, ! > V ; . 
FaUs (7) erEüUt ist. kann man den Index p zwischen N + 1 und n-N 

derart bestimmen. dass I ap i .1 f3n-p+1 I> ;. Folglich kann man bestimmen 

entweder einen Index MI> NI sodass ! aM, I > V; oder einen Index 

MI >NI • soda ss I f3M, 1 > V;, 
Wiederholen wir nun den Prozess für einen Index nl > n + 2 MI mit 

NI = MI . 50 können wir M 2 > MI derart bestimmen. dass entweder 

i aM, I > V; oder ! f3M, I > V ;. Die fortgesetzte Wiederholung des Pro-

75* 
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zesses liefert also eine Fundamentalreihe Indizes M, < M2 < ... , sodass 

für jedes i entweder I aM1 1 > y; oder I fJMi I > -V;. 
In derselben Wei se beweist man den 
Korollar. Falls eine Fundamentalreihe Indizes n, < n2 < ... existiert, 

sodass 

I V n (a, 1) I = I A~~/.i-I) t, ar A~k) A~~r+,1 > e 

für jedes n = ni, so kann man eine Fundamentalreihe Indizes M,<M2< ... 
e 

derart bestimmen, dass I aMI I> 2 für jedes Mi . 

Zweiter Hilfssatz. Sind die Folgen lanl bzw. Ibnl p-fach bzw. q-fach 
negativ-limitiert, so ist die Folge 

'V ( b) ~ - ~ _1__ ;. b A(k) A(I) Î t n a, ) - ? A~k+I+I)· ::, ar n-r+' r n-r+' ~ 

pq-fach negativ-limitiert. Ihre Summenwerte sind die Produkte von je 
einem p-fachen Limeswert von I an und einem q-fachen Limeswert von I bn• 

Beweis. Sei -lim an = (all), a(2), ... , alp)) und -Um bn = (bI'), b(2), . . , b(q)). 
Setzen wir an = a'i) + a~) und bn = bW + fJ~) so folgt leicht: V n (a, b) = 
= V n (a(i), PU)) + a(i) V n (1. PU)) + bUl V n (ali), 1) + a(i) bW. 

Aus I V n (a. b) - a(l) bU) I > e folgt also entweder : I V n (a(i) p(j) ) I > -j-. (9) 

oder: 

. . . (10) 

oder: 

. . (11) 

Ist (9) für eine Fundamentalreihe Indizes n~i.j) < n~·j) < . .. erfüllt, so 

können wir nach dem ersten Hilfssatz die Fundamentalreihe Indizes 
m~i.j) < m~·j) < . .. derart bestimmen, dass für jedes n = m~{· J) entweder 

Ve Ve Ve I a~1) I> T oder I Pij' I > T' also auch entweder I an - a (I) I> T oder 

I bn - bW I > ~ e . 

Sind (10) bzw. (11) für eine Fundamentalreihe Indizes erfüllt, so können 
wir nach dem Korollar die Fundamentalreihen Indizes mIj) < m~1 < ... 
bzw. mti) < m~i) < . .. derart bestimmen, dass für jedes n = m~j) bzw. 
n=mJi): 

I bn - bW I > 1 + ; I a (i) I bzw. 1 an - a (i) I > 1 + 6t
l bW I . 
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_Vé é . ,Vé é ( 
Da 1]- 3 X I +6Iall)I+6IbWI'? 3 +1+6Ia(i)1+6Ib{j)l~ jeden~ 

. . Vé f é 
falls klemer lst als T' I + 6 r;liïf oder I + 6 1 bU) I' können wir für die 

vier letzten Ungleichungen auch schreiben : 1 an - a(i) 1 > 1] bzw. 1 bn -
- bU) I> 1]. Nun ist aber das Bestehen von pq Fundamentalreihen 
m\i,j) < m~,j) < ... derart. dass für jedes n = m~,J) entweder 1 an - ali) I> I) 

oder 1 bn - bU) I> IJ wider die Voraussetzungen - firn an = (all). a (2) •...• alp)) 
und - firn bn = (b(1). b(2), •••• b1q)). Also gilt: 

- firn Vn (a. b) = (all) bIl) •.... alp) blq)). 

Beweis des Satzes IJ. Sei - firn C~k) (a) = (s(1)sI2) ....• sIp)) und -Urn C~l)(b) = 
= (t(l). t (2 ) • • •• • tlq)). 

I n 

Aus der Formel Clk+ l+11 (c) = - - - I Ok) (a) . C(ll (b). Alkl. All) n A~+1+1) r=1 r n-r+1 r n-r+1 

folgt nach dem zweiten Hilfssatz sofort 

- firn CIHI+I) (c) = (sll) fl) •.•.• sip) fq)). 
n 

§ 3. 

Satz. [st Ian p~{ach negativ~konvergent und beschränkt. so ist Ian x" 

p~{ach negativ~stetig {ür x = 1. 
Beweis. Sei - firn Sn = (s(1l. S121 . .. .. sipi). Die Reihe Ian x" ist positiv~ 

konvergent für x : < 1. da ihre Koeffizienten beschränkt sind. Hieraus 
folgt für jedes N. ! x : < 1 und I :S; i :s; P die Richtigkeit der Relation: 

00 N 00 

I an x" - Sll)= (I-x) I (Sn -sli)) x" + (I-x) I (sn -stil) x" - sli)(1-x) (1) 
1 1 N+I 

Es soll für jedes é > 0 die Unmöglichkeit nachgewiesen werden von p 
Fundamentalreihen ç\i) < ç~1 < . . .. derart dass 

+lim ç~) = I (2) 

I fan I ç!l) I n - Sll) I > é (3) 

Denken wir uns also p derartige Fundamentalreihen vorgelegt; aus 
(I) und (3) folgt dann. wenn N~i) eine zunächst willkürliche positive ganze 
Zahl ist. dass entweder : 

N li) 

I (r-ç!i))n~ (Sn - Sli)) I ç~) I nl > j . . (4) 

oder: 

. . (5) 
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oder: 

(6) 

N ach (2) können wir nun . zu jeder natürlichen Zahl N~i) ~i) derart 
bestimmen. dass (4) und (6) nicht erfüllt sind. Alsdann muss (5) erfüllt 

e 
sein und kann man M~i) > N~I) derart bestimmen. das 1 Sn-stil 1 > 3" für 

n = M(i) Wiederholen wir den Prozess mit N(i) = M(I) N(i) = M(I) usw. r • ,r+l r t r+2 r+l' , 

50 entstehen p Fundamentalreihen M~I) < M~îl < ... sodass 1 SM~i)-S(i) 1 > 1 
für jedes l' und 1 :s; i :s; p. und dies ist wider die Voraussetzung. 

§ 4. 

Die Reihe IUn hei sst w-fach negativ-konvel'gent falls eine beschränkte 
Fundamentalreihe Zahlen s(1). S(2) • ••• existiert. sodass für jedes E> 0 die 
Unmöglichkeit des gleichzeitigen Bestehens feststeht von einer Funda
mentalreihe von Fundamentalreihen nli) < n~l) < ... derart dass ISn(i)-S(i) I> E 

• 
für jedes v ~ 1 und jedes i ~ 1. s(1). S(2). • •• nennt man die w-fachen 
Summenwerte der Reihe Iun • 

Beispiel. Setzen wir 

a n = 2~' für n::::; 2k
,-1 und 

50 ist I an w-fach negativ-konvergent. Die Fundamentalreihe O. t. t. t .... 
enthält die w-fachen Summenwerte der Reihe I an' 

Beweis. Aus I Sn~) _ 1 + 2LII > E für jedes v ~ 1 und ft ~ 1 folgt 

v 
insbesondere 1 Sn\l) 1 > E und da s~ :s; 2k, gilt auch n\I»2k,. E. Sei n~~) > n\1) : E 

I 
1 I · 1 (2) - 2 k

,-1 
also auch > 2k

,-I. Aus sn~:) - 2 > E folgt. da Snl~):S; 2 + nl, 2k2 • 

n(2) > E • 2k, + 2k,-I. Sei n(3) > n(2)(1 +~) folglich n!3) > 2k,-1 + 2k.-2. 'I l'l '. E ,:,'. 

Aus Sn(3) - A > E folgt wieder. da snm :s; A + i. • / 
3/ 3 n(3) - 2k,-1 - 2k.-2 

1'.1. ""I ''l "'I 2ks 

n(3) > e 2k, + 2k,-1 + 2k.-2. Sei wieder n(i) > n(3) (1 + ~) folglich 
'2 'A i'l E 

n(i) > 2k. + 2k,-1 + 2k2-2 und a fortiori n(i) > 2k,-1 + 2k.-2 + 2k,-3. 
I. 's 
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So fortfahrend können wir für jedes positive ganze ft die Zahl 
u. • 1 1 

((ft) = ~/kr-r bestimmen. Offenbar lst sf(p-) == 1 - 2 ." also Sn ~ 1 2." 

falls n > {(ft). 
1 

Bestimmen wir nun p derart, dass e > 2p
- I ' 

für jedes v, dass auch : 
1 

I s (p+l) - 1 I > -2 . n. p 

für jedes }'. 

(a) 

Bestimmen wir nun n~+1) > ((p+l), 50 haben wir Sn~+I ) ~ 1 - 2:+1 

also I Sn~+I) - 1 I ~ 2:+1 was aber mit der nach (a) gültigen Relation 

S~,+I) - 1 I > ;p nicht verträglich ist. 




