Mathematics. — Absolute Konvergenz in der intuitionistischen Mathe-
matik. By M. ]J. BELINFANTE. (Communicated by Prof. L. E. J.
BROUWER).

(Communicated at the meeting of December 20, 1930).

In der klassischen Theorie nennt man eine Reihe Xa, absolut konver-
gent, falls die Reihe 3 |a, | konvergiert. Fiir die Konvergenz der Reihe
> |a, | ist nach der klassischen Theorie die Beschrinktheit dieser Reihe
notwendig und hinreichend. Man kénnte also die absolute Konvergenz
der Reihe Xa, definieren durch die Beschrinktheit der Reihe 3 |a, |.

Die intuitionistische Theorie!) unterscheidet positive und negative
Konvergenz. In dieser Theorie ist die Beschrénktheit der Reihe 3| a, | sogar
nicht hinreichend fiir die negative Konvergenz dieser Reihe. Ebensowenig
folgt die negative Konvergenz der Reihe Xa, aus der negativen Kon-
vergenz der Reihe X |a,!|. Man kann nun positiv bzw. negativ absolut
konvergente Reihen definieren, entweder als positiv bzw. negativ
konvergente Reihen Ja, fiir welche die Reihe X |a,| positiv bzw.
negativ konvergiert (Konvergenz (A +) bzw. (A —)), oder aber als positiv
bzw. negativ konvergente Reihen Xa,, fiir welche die Reihe 3 |a, | be-
schrinkt ist (Konvergenz (B+) bzw. (B—)). Aus Konvergenz (A+) folgt
Konvergenz (A—), aus Konvergenz (B+) folgt Konvergenz (B—), aber
nicht umgekehrt. Weiter folgt aus Konvergenz (A+4) Konvergenz (B+),
und aus Konvergenz (A—) Konvergenz (B—), doch nicht umgekehrt.

Die absolut konvergierenden Reihen in der klassischen Theorie sind
unbedingt konvergent, d.h. sie bleiben bei jeder Umordnung konvergent
und dndern ihren Summenwert dabei nicht.

Wir nennen eine positiv bzw. negativ konvergente Reihe unbedingt
positiv bzw. negativ konvergent (Konvergenz (U+) bzw. (U—)), falls die
Reihe bei jeder Umordnung positiv bzw. negativ konvergent bleibt und
jhren Summenwert nicht &ndert. Aus Konvergenz (A-+) folgt dann
Konvergenz (U+-), aus Konvergenz (B—) Konvergenz (U—). Dagegen
folgt Konvergenz (U+) nicht aus Konvergenz (B+).

Verstehen wir unter p — q: aus p folgt g, so haben wir fiir die absolute
Konvergenz in der intuitionistischen Theorie folgendes Schema:

U+)«=(A+)—>(A-)
(B+)=>(B—)—>(U-)

Als Beispiel weisen wir noch auf den von HARDY und LiTTLEWOOD
verallgemeinerten Satz von MERTENS:

) L. E. J. BROUWER, Ueber die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten
in der Mathematik, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 154, S. 1—7.
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Ist Ja, absolut konvergent und b, summierbar (C, p), so ist Jc, =
= Za, . 2b, summierbar (C, p).

In der intuitionistischen Theorie lautet der Satz:

Ist Za, konvergent (B+) bzw. (B—) und Xb, positiv bzw. negativ
summierbar (C,p) so ist Xc, = Ja,.3Xb, positiv bzw. negativ sum-
mierbar (C, p).

Selbstverstindlich darf (B +) bzw. (B—) durch (A +) bzw. (A —)
ersetzt werden. Ich verweise fiir den Fall (B—) nach meinem Artikel:
“Zur intuitionistischen Theorie der unendlichen Reihen.” !)

Beweis der Konvergenzrelationen.

Da aus positiver Konvergenz negative Konvergenz folgt, folgt aus
Konvergenz (A +) Konvergenz (A —) und aus Konvergenz (B +) Kon-
vergenz (B —).

Ist 3 |a.| negativ konvergent und ihre Summe c, so ist offenbar
|s. |=|a, +a,+...+a, = c. Also folgt aus Konvergenz (A +) Kon-
vergenz (B +) und aus Konvergenz (A —) Konvergenz (B —).

Fiir den Satz, dass aus Konvergenz (A -+) Konvergenz (U +) folgt,
kann der klassische Beweis ungeindert bleiben 2).

Dass schliesslich aus Konvergenz (B —) Konvergenz (U —) folgt, bewei-
sen wir wie folgt:

Sei Ja, konvergent (B—) und ihre Summe s. Sei b, eine durch
eine beliebige Umordnung von Xa, erzeugte Reihe. Sei s, —a, + a, +
+...+a, und £,=b,+ b,+ ...+ b,.. Fiir jedes ¢ >0 beweisen wir
die Unméglichkeit des Bestehens von einer unendlichen Reihe positiver
ganzer Zahlen n; <n,<... sodass |s—t,| > ¢ fiir jedes i. Da nach

Voraussetzung X | a,! beschrankt ist, ist auch 3 | b, 6 beschréinkt; sei
3 | bi| < M fiir jedes n. Zu jeder Teilsumme ¢, betrachten wir die Teil-
1

summe s, von X a,, in welcher alle Glieder von ¢, enthalten sind. DieSumme
der Glieder von s, , die nicht in ¢, enthalten sind, nennen wir S, und
die Summe ihrer absoluten Werte X, . Aus

R N > )

oder, was dasselbe ist, aus|s — (s, —S,)| > ¢ folgt nun entweder:
|s—s,.r|>% R -
oder |S,| > -;—. also auch

&
|2v|>7. . . . . . . . . . (3)

1) Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften Phys. Math. Klasse
1929. XXV. S. 639—660.
2) K. KNOPP. Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2te Aufl. 88, S. 136.
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Aus (3) folgt, dassm >n und p =0 existieren, sodass
Ibm|+lbm+l’+...+ibm+p'>%.

Zu jedem Index n; fiir den (1) erfiillt ist, erhalten wir also entweder einen

Index n'; = n; fiir den |s—s,,| >% oder die Indizes m; > n; und p, =0

sodass | bm, | 4+ bmpr1 | 4. .. 4 | bmpp) >%. Im ersten Falle wiederholen wir

die Untersuchung fiir einen Index ni > n';; im zweiten Falle fiir einen
Index ni grosser als mi+p;. Aus I |b,| <M folgt, dass der zweite

Fall hochstens %/I mal auftreten kann. Wir werden also nach ZT
Wiederholungen immer auf den ersten Fall gefiihrt und bekommen dann
eine Folge n'.<n'iy; <... fiir die | s —sq,|> % Diese Folge ist aber

nach Voraussetzung keine Fundamentalreihe: mithin ist auch die Folge
n; < n, <... keine Fundamentalreihe.

Aus Konvergenz (A —) folgt nicht Konvergenz (A +) und aus Kon-
vergenz (B—) folgt nicht Konvergenz (B ).

Beispiel. Wir verstehen unter k die Ordinalzahl der ersten Ziffer in
der Dezimalentwicklung von 7, welchen von der Sequenz 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
gefolgt wird. Setzen wir nun:

1
n
1

an =

—% fir 1 <nk

a,— —+1 firn=k*+1 und

2

3

a,.:—l—2 fiir n > k241,

S

so ist Xa, konvergent (A —) also auch konvergent (B —), aber nicht
konvergent (B +) also auch nicht konvergent (A +).
Beweis. Wir beweisen fiir jedes ¢ > 0 die Unméglichkeit des Beste-

hens von einer Fundamentalreihe Indizes n, <n,<... derart, dass
2

5~ > ¢ fiir jedes i. Denken wir uns also fiir ein bestimmtes ¢ >0

eine derartige Fundamentalreihe vorgelegt. Bestimmen wir dann p derart,

n? 1

dass piz< &, so gilt fiir jedes i: 56 >?. und da Sa, keine nega-

2
tiven Glieder enthilt: sni<%—pl2. Wir bestimmen » derart, dass:

n? 1 v
—-6——?<21';1—2(l)
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2
Sei n. >v41, so gilt s, <%—}% also auch

| S |
Sn, < Zl‘r?< %‘ o (2)
Hieraus folgt, da s, = % nl—l—k- fiir n << k? und s, = Z—fur n>k?
1
n.<<k®. . . . . . . .. .0
ot 5. =3 o2 Nach (3] fdlgt hieraus F—L — el o
also: s, =3 —5— 5. gt hieraus X5 —j2 <25 oder
ﬂr 1
2 m2< 2 “und a fortlon( +1)2< > und
R<n (412, . . . . . ... @
Bestimmen wir nun
e 2+l ¢« 5« 5 « «+ &« « 5 {5
so folgt, da n, >v + 1,
no <k . . . . ., . . . . (6

Aus (4) folgt aber nach (5):
K<n, . . . . . .. ...

was mit (6) nicht vertrdglich ist.
Eine Reihe X |u.| kann negativ-konvergent sein, wéihrend die Reihe
Zu, nicht negativ—konvergent ist.

i . 1
Beispiel. Sei b, = a kz fir 1 <n<k?
b,=—1 fir n=k*+ 1
1 s
und b,.z(n—_—l—)2 fir n > k21,
soist 3 | b, | negativ-konvergent, denn | b, | = a,fiirn << k2, | b, | = a, — ni

fir n =k* + 1 und |b.|=a. fiir n>k*+ 1, also Zn‘!bplzs'a,,
1 1
n n—1
fir n<<k? und Z | b, i:Zap fir n >k*+ 1. Zb, ist natiirlich nicht

negativ-konvergent, da Zb == 2 | by | fiir n=< k? und Zb,, = 2 | by | =2

fiir n > k2
Aus Konvergenz (B-+) folgt nicht Konvergenz (A-+), aus Konvergenz
(B—) folgt nicht Konvergenz (A—).
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Beispiel. Setzen wir:

a2p+.~:—212; fir pFk,0Zi< 20

a,k+;:2Lk fur 0<i<2k

a=—ay, a8 =—0ay, a,a41 ——0Ayan41 fir n > 1, s,—a, +a,+...+ an
und 6,=a;,+a,+...+a, so ist offenbar |a,|=a, und ¢, <3 fiir
jedes n.

Bestimmen wir nun zu einer willkiirlich gegebenen Zahl ¢ > 0 die

ganze positive Zahl p derart, dass il;< ¢ und setzen wir N = 27, so0 gilt

| ss — 1| <e fiir jedes n > N. Xa, ist also positiv konvergent. Da g, < 3,
ist 3 |a.|= Za, beschrdankt. Mithin ist 3a, konvergent (B+) und a
fortiori konvergent (B—). X | a,| = 3 a, ist aber nicht negativ-konvergent
da Ak + Ak y g s i Qpket1_y — 1.

Za, ist also nicht konvergent (A —), folglich auch nicht konvergent (A-+).

Aus Konvergenz (B+) folgt nicht Konvergenz (U +).

Sei in dem letzten Beispiel

a,=b
a,=b,
am—1 = bym 4 fiir jedes m > 1

aym+lygp = bym 4 myp fiir jedes m >0 und 0 << p < 27,
Offenbar ist die Reihe b, nicht positiv konvergent, denn
a)k +axk y2+ ...+ a}+tl_,=4%
folglich
bpk—tyr—1 + bpt—14x + .. .+ bok px2=14
Die Reihe Xa, ist also konvergent (B ), aber nicht konvergent ().





