Mathematics. — Asymptotische Entwicklung und Nullstellenabschétzung
der Hermiteschen Funktionen. Von S. C. vaAN VEEN. (Com-
municated by Prof. J. G. vAN DER CORPUT).

(Communicated at the meeting of February 28, 1931.)

In einer Arbeit, die demnichst in den ,,Math. Annalen” erscheinen
wird, habe ich fiir die Hermiteschen Funktionen H, (x) eine asympto-
tische Entwicklung abgeleitet unter der Voraussetzung, dass n und x

positiv sind, der Nebenbedingung x <V 2(n+1) geniigen, und der Para-
meter n gross ist.
Die Funktionen H, (x) werden fiir ganze positive Werte von n be-

kanntlich definiert, entweder durch die erzeugende Funktion
et =SH, (9L, . ... ... ()
n=0 n:

oder durch die Beziehung

H, (x)=(—1)¢"

T e B

Man findet dann die Hermiteschen Polynome.
Sie geniigen der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

H (x)—2xH (x)+2nH,(x)=0 . . . . . (3)

Nach einer Bemerkung vom Herrn WHITTAKER !) geniigt die Funktion
N (0'1')

i {x) = I(_znm_l)f ez nlidz ; largz|<a. . . (4

—

fiir beliebige reelle oder komplexe Werte von n und x der Differential-
gleichung (3), und bezeichnet fiir alle Werte von n und x (den Fall dass
n gleich einer negativen ganzen Zahl ist, ausgeschlossen) eine analytische
Funktion von n und x. Ich werde weiterhin das Integral (4) als Definition
der allgemeinen Hermiteschen Funktion betrachten.

Durch Anwendung der Methode der Sattelpunkte wird nun fiir positive

Werte von n und x mit der Nebenbedingung x < V'2(n+1) aus (4) eine
asymptotische Entwicklung fiir grosse Werte des Parameters n abgeleitet.

Dasselbe Problem ist schon behandelt worden u. a. von Herrn
ADAMOFF ?) und vor allem von Herrn WATSON 3). Herr ADAMOFF hat

nur den Fall n ganz und positiv, und x klein in Bezug auf V'2n be-

1) Proceedings London Math. Soc., Series I vol. 35 (1903), S. 417—427.
2) Ann. de l'Inst. Polytechnique de St. Petersbourg (russisch) t. 5 (1906), S. 127— 143.
3) Proceedings of the London Mathematical Society (2), 8, (1910), S. 403—417, und (2)
17, 1918, S. 116—148 (insbesondere die letzte Abhandlung).
17*
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handelt. Er findet das Hauptglied der Entwicklung und gibt eine genaue
Abschitzung der oberen Schranke des Restgliedes. Jedoch gibt er kein
Mittel an, diese asymptotische Entwicklung fortzusetzen. Die Haupt-
ergebnisse des Herrn ADAMOFF ergeben sich mit erheblich grosserer
Genauigkeit aus den meinigen.

Die WATSONschen Untersuchungen umfassen zwar den allgemeinen
Fall, bei beliebigen Komplexen n und x, und sie enthalten zwar die
Mittel um die Entwicklung fortzusetzen, aber das Bildungsgesetz der
Koeffizienten ist sehr umstindlich, und das macht es praktisch ausge-
schlossen, mehr als drei Glieder der Entwicklung in Betracht zu ziehen.
Endlich liefern sie zwar die Gréssenordnung, aber nicht eine Abschdt-
zung der oberen Schranke des Restgliedes.

Mein Hauptzweck war, wenigstens falls x und n reell und > 0 sind
und x < V'(2n+1) ist, ein mdglichst einfaches Bildungsgesetz der Koeffi-
zienten der asymptotischen Entwicklung zu erhalten, sodass es moglich
sein wird, diese Entwicklung beliebig weit fortzusetzen, und vor allem
eine mdglichst kleine obere Schranke des Restgliedes anzugeben, wodurch
diese Entwicklung zum numerischen Gebrauche véllig zuverldssig wird.

Wegen L

x < V'2(n+F1)

setze ich

x=V2(n+1) cos «, 0<a§g,
Ausserdem setze ich

__a 3n
=2t% (5)
und ich zeige
n+1 ————n

H,, (l/ml—)cosa)zp(n:__l) eT(2+c052a)(]/n_2l_1) ><

k +o:
>< > Am sin 2 n —2}—1 (sin 2(!-——2(1)+ 0 + m (ﬂ_a) je—(n+1)y2 Sinit y"’dy +

m=0
F(k—{—Z)

3 — 1)k '

+ 4 +(2 ) |Ak+l’ 5 3 6

{(n+1) sina} 2
k+3
r(-
__1)k+2 2
s, 02)
{(n+1)sina} ?

_+_

r(:4)
3+ (1) | Asas L2

2 sin (@—a) k+4

{(n+1)sina} 2

+ [2] <1 ; k=0.
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Das Bildungsgesetz der Koeffizienten A, ist sehr einfach und wird
geliefert mittels der rekurrenten Beziehung

(m+1)A y1 +mA,.+ (n+1) A, =0
mit Ag=1, A.Li,=A_,=0
Noch einfacher bilden sich die Grossen

Bi=(—1kAr . . « . . . . . (8

(7)

nach dem Gesetze

B,,,+1_B",+"+;B,,,_2 (B,=B,=B,=0,B;=n-+1). . (9

Die ziemlich einfach gebildeten numerischen Ausdriicke der ersten
zwolf Koeffizienten B, sind:

n +_1

B,=B,=B,—=0; B3ZB4:BSZ—1

Bo="T1 et g Ly b ip gt

Be="T1 12441+

Bo="t 1 1+ +4+ 5L,

Bio=""1 (02 + 4+ + 5D IR G+ H o)

Bu="Tf (b 1G4t b R+
b PG+ DD+
Bo="T10 1P +ititititith+

HirH P GG+

11
IR R et PR

Die Gréssen B, sind Polynome in (n 4 1) vom Grade I:%:I

Der Ausdruck (6) kann weiter vereinfacht werden.
Das Endergebnis ist

n+1 T
H"(l/ﬁ;;r)cosa):’"(#jl_)e : (z+coszu)(l/n_tzy_1) <

[]Az,,. (2’"+1) - (0

;- (sin 2a—2a) + 6 + m(0——a) + R

“ 2m ﬁ sin

® {(n+1)sinal 2
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wo
T I
Ry :#? IAk-H T k2 +1Ak+2 | = k+3 +
{(n+1)sin a} 2 {(n+-1)sina} 2 a2
pf B4 )
(%)
+ 1Al -
{(n+1)sina} 2
ist. Hierin ist:
; sin @\ . T T
[l <3.141.1 (s_m—a) fiir 0<aQ§.

Liegt @ im Intervall 0 < a << %, so ist

sin a sin a

, k ) "

und liegt a im Intervall, ggag’zi. so hat man
<ot i< p =41/ <3
M, sin(A—a) 1 g 1—3 1 1.
Slng

Diese Entwicklung gilt fiir alle positiven Werte von n, und fiir
0<aK 721
Die Anwendung von (6), bzw. (11) bricht zusammen falls

a=0 (n~%)

ist, weil dann die Restglieder O (1) werden. Das ist eine zu bedauernde Tat-

sache, weil gerade das zur absolut gréssten Nullstelle von H,('2(n+1) cos a)

gehorige a hochstens von der Grossenordnung n~¥ st
Nach den Untersuchungen des Herrn BOTTEMA!) gilt namlich fiir
die grésste Nullstelle x, von H, (x)

= Pt
V2n—Cin?< x,<)2n—C n¥
mit ’ ? ) (13)

C, <8 C,>=23%; n>1 S

Obgleich also meine Formel (12) mich nicht in den Stand setzt eine
genaue Abschitzung der absolut grossten Nullstelle x, zu liefern, (d. h.
eine Abschitzung die um so genauer wird, je nachdem n grosser ist) so

1) O. BOTTEMA. Proceedings Amsterdam Vol. 33 NO. 5, 1930, S. 495.
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wird sie es mir doch ermdglichen, unter Benutzung der BOTTEMAschen
Ergebnisse, diese letztere erheblich zu verschirfen. Insbesondere werde
ich zeigen, dass fiir n _- 2 gilt

2 (n4+1)— G, (nF1)F < 2,2 < 2 (1) — Gyt (n4-1)F
Cl<61 ; Ci>23

mit

Der Exponent 4 im linken Gliede der BOTTEMAschen Ungleichung

(13) kann also zu 4 herabgedriickt werden, d. h. (n—{—l)% gibt die wahre
Gréssenordnung der Differenz 2(n-+1)—x,? an.

Ich werde diesen Teil meiner Untersuchungen hier vollstindig aus-
fiithren.

Hilfssatz 1.

Wenn die absolut grésste Nullstelle x, =V 2(n+1)cos a, des Hermite-
schen Polynoms Ha(x)

/ i
< | 2n—Cn?
ist, wo C eine positive Zahl mit

C<2ab . . . . . . . . . (19

bezeichnet, so ist

1°. a, > sin a, > ,/%n“%z

C\i(
29, (n-f—l)sin3a,,><7) S

Beweis: Wegen

ist
1+ 5n% Sty
sin? ay > —— 2 S (wegen (14))
zzgn-%
also
a, > sin a, > Vgn_%
und

(n+1) sin’ a, > '# (%)1} > (g)’} w.z.b.w.
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Zusatz:
Mit der BOTTEMA'schen Schrankenkonstante (13)
C,=23%
findet man
a, > sin a, > 3_%n_%)
und T ¢ )]

(n+1) sin® a, > 372 S
Diese Abschitzungen gelten fiir n = 3% wegen (14).

Hilfssatz II.
Fiir 0<a§%ist
2a—sin2a 3z 47

Beweis:

2a — sin 2a =2 f(l —cosZy)dy:4[sin2ydy.
0 ‘o
Setzt man hierin
sin y —=sina. sin z,
so findet man
2

sin? zcos zdz

2a — sin2a—=4 sin a

’
V1 — sin?asin?z
0

also

-
2

2a — sin 2a > 4 sin® ct\]‘sin2 zcos zdz = % sin3 q,

0

ks

o
2
.2
sin?z cos zdz ; ) )
- _:__T:‘ism’a[smzzdz:nszrﬂa.
) V1—sin?z .
0 0

2a —sin2a< 4sin*a

Hieraus folgt die Behauptung.

Hilfssatz III. Fiir
(n+1)sin3a>3_15:n20; 0:121——}—377! und agg—

ist
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sin 2

sin 0 _

J e—(n+1)yr"sinu dy > 0.86 l/ T —
. 2V (n+ 1) sina
0

Vorbemerkung : Das Integral
J-e—(n+l)y'-'sinu dy

0

hat bekanntlich den Wert
V'a
2V(in+ )sina

Bewseis :

sina V(n+l)a|’n5z

sin 6 sin f

1
e—(n+l)y’s|‘na d P [ e—x‘l dx
g[ = Vn + (n+1)sina
0 0o

1
%3

1 ol ; ”
> l/‘(n——i-l*)si;—a.[ e dx (wegen sin 8 <}1/2)
0

A

2

1,074

1 0.861 7

i e et —x“d T .z.b.w.
>‘/(n+l)sina.[ ¢ x>2|/(n—|—1)sinawz v
0

nach den bekannten Tafeln der KrRaAMPschen Funktion

2
Vo [e“"’ dx
‘o
(sieh z. B. CzUBER, Theorie der Beobachtungsfehler, S. 411).

Ich gehe zuriick zu Formel (6), und setze hier k=0, also

H,.(V2(n+1) cos a) = ———-(n:_l) & (Hmza)(]/zgl)—ﬂx

+ oo
X |:Ao sin n_—;—_l (sin 2a—2a)+6 zf g A dy +
sin o
 sin (']
| As | r)

I ]mMM<l

sin (0—a) { (n+1) sina }?

(wegen (7) ist A= A,=0; iibrigens ist A, =1, |A3|'—n+1)

(18)

(19)
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Die Nullstellen von H, (V' 2(n 1)cosa)!) werden also gefunden aus

+ oo
. \nt+1 . a  3n —
sin | —— (sin 2a—2a) -+ 3 + = fe‘ (n+1)g*sinofy | 2
~nt g (20)
i 1
T 3sin(6—a) (n+1) sin?a . /
wo 1 eine Zahl mit Absolutwert < 1 bezeichnet. Wegen
372 a 3= E14
(9—(1_?—5<7 und >§
ist _
sin (6—a) > V2.
Die Nullstellen werden also auch gefunden aus
. \n+1 . a  3x
sin | — (sin 2a—2a)—+—5+? +
2 1 5
3(n+1) sin2a sin« - (21)

oo

" sind
i 0

0
wo |A'| <1 ist.
Nach den Ergebnissen von Herrn BOTTEMA ist bei der Bestimmung
der absolut gréssten Nullstelle V2 (n+1) cos a, gewiss

a, >0 ; (n+l)sin3an>3_% (nach (16)),
also
V2 1
3 (n+1) sin? a, . sl

fe—(n-!-l)y?.dn andy +fe—(n+l)y"s:‘n «p dy
0 0

Vi 2V(aFilsina
3(n+1) sin? a, |/,_.,(1 + 0.86)
V2 1 2% 31

T 279V a2V (nF1)sin%a, 279V n

< (nach Hilfssatz III) (22)

(wegen (16))

< 0.3764 < 0.38 < sin ;—’

1) Bekanntlich sind die Nullstellen von Hn (x) fiir reelle Werte von n alle reell und

liegen sie im Intervall (— 12 (n+1), +I/2(n+l)). (Sieh z.B. HiLL, A Class of reciprocal
functions, Annals of Mathematics (2), 27, 1926, S. 432).
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Wegen (21) und (22) haben wir die Nullstellen zu bestimmen von

Fl) —sin :"—J,;l (a—sin20) —3— " |+ 2sing, a>0 . (23)
wo 1 eine reelle Zahl mit Absolutwert <1 bezeichnet.
Setzt man
"__JZLI (2a — sin 2a) — % — 37” = g(a),
so hat man
f (@) = sin gla) + 4 sin % mit [A]<1,. . . . . (24)

g(o):—-:%n und g'(x) =2 (n + 1) sin®? x — 4.

Wird die im Intervall 0 < a <—;— liegende Zahl ¢ durch

1

WaFl 2

siné =

definiert, so ist g (a) im Intervall 0 =-a = ¢ monoton fallend, im Intervall

E=a= =2 monoton wachsend. Folglich ist im Intervall 0 =a=¢

2
gO=g@=g=—2". . . . ... ()
Da & zwischen 0 und % liegt, ist
F & % sin &,
sodass aus Hilfssatz II hervorgeht

g@)="F1es—sin2— 5 %
>n_+_1 ﬁsine‘E—%sinE—:%n
:121/:1_+_1_8|/:'JT1 __:_5‘.17_! (wegen (23)

Fiir jedes a im Intervall 0 = a = ¢ gilt dann wegen (26)

n — 3z
_§<9(‘1):—?'
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somit
i l
Ismg |> sin 8 }

sodass aus (24) folgt
fla) #0.

Hiermit ist bewiesen, dass f(a) im Intervall 0 = a = £ keine Nullstelle
besitzt.

Die Funktion g(a) wichst im Intervall £= a= — monoton von

i
2

g (&) bis g (;) == n%l 7, sodass fiir n > 2 wegen g (§) > — %ﬂ in diesem

Intervall zwei eindeutig bestimmte Zahlen y und 6 mit
T TT
gh)=—gud g@)=5 . . . . . . (27
liegen. Im Intervall £ =a =1y ist
Tn s s __ =z
— 3 <9l)=gl=g0=—3.
also

| gla)| = sin —

8

aus (24) folgt nun, dass f(a) auch im Intervall £ =a =y negativ ist,
also keine Nullstelle hat. Andererseits folgt aus (24) und (27), dass f(d)
positiv ist, sodass zwischen y und & wenigstens eine Nullstelle der
Funktion f(a) liegt. Das kleinste a, mit f(a,)=—0 liefert die grésste
Nullstelle x, =V 2(n+1) cos @, der Hermiteschen Funktion H, (x).

Hiermit ist bewiesen

y <a, <9,
somit
2(n+ 1) (1 —sin?p) > x2>2(n+ 1)(1 —sin29). . . (28)
Aus (27) folgt
1 3
g(r)Z—% "+ (2y — sin 2y) — ; —§<
< n—; : (2y—sin2y)-—3?n< %lnsin%/—%’—t
nach Hilfssatz II, also
(n + 1) sin® 5—{* . (29)
(n+1)
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Auf dieselbe Weise bekommt man

g@=+5="F10s —sin2e)— 3 - >
>n_2+_1(26—sm26)—£——3§
> ;—1 4sin36 —a
nach Hilfssatz T, lsa
(n—f—l)sin36<217 . gomit sznb<3T+—: .. (30)

Fiir die absolut grésste Nullstelle x, =V 2(n +1)cos a, der Hermi-
teschen Funktion H, (x) ergibt sich somit wegen (28), (29) und (30)

2(n+1)§1—(1651%))*3"§<xn2<2<n+1>31 (4( > )%
d.h.

20+ 1) —Cl(a+ ) <x2<2(r+1)— G (n + D,
giiltig fiir jedes n = 2; hierin ist

C <2 (27”) < 6.1 und C,' =2(8)% >23.



